Tригонометрические многочлены.

Предисловие.

Однажды автор этой книжки решил попробовать решать тригонометрические уравнения угадыванием корней(т.е. сначала угадывать корни, а потом доказывать, что других нет).

В отличие от обычных многочленов, если рассматривать тригонометрические многочлены, т. е. многочлены от синуса и косинуса х, или, что то же самое, суммы f(x)=аn cos nx + bn sin nx +... a0, то, угадав один корень, непонятно, как понизить степень. Сначала я думала, что для ответа на возникшие у меня вопросы достаточно заглянуть в какой нибудь справочник. Мне удалось найти дома какую-то однотомную энциклопедию, но там ничего по этому поводу не было. Тогда я стала думать сама. В результате получилась эта книжка. Мне кажется, она будет интересна тем, кто немного знаком с обычными многочленами. Например, по одноименной книге С.Л.Табачникова.

Глава1. Что такое тригонометрический многочлен?

Тригонометрический многочлен (сокращенно ТМ) это функция, которую можно получить из обычного многочлена от двух переменных f(y,z), заменив у на  cos x, а z на   sin x. 

Как обычно, многочлен от одной переменной можно рассматривать как частный случай многочлена с двумя переменными. Поэтому частные случаи ТМ — многочлены от  сos x (КМ)  и многочлены от  sin x (СМ). 

Примеры ТМ: sin (x+(ʹπ/6)); sin 2x=2 sin x cos x. Из формул cos (n+1)x = cos nx cos x - sin nx sin x;

sin (n+1)x =  s in nx cos x +cos nx  sin x  следует, что при всех натуральных n   cos nx и  sin nx — ТМ.

В книге Табачникова объясняется, что такое стандартная форма многочлена. Стандартная форма хороша тем, что есть стандартная процедура (алгоритм) упрощения любой записи многочлена, которая всегда приводит к его стандартной форме. И, например, чтобы узнать, (х+1) (х+2) и (х+1)2+1  записи одного многочлена или разных, достаточно привести оба многочлена к стандартной форме и сравнить результаты. 

Так как, например,  sin3 x+ cos2 x  sin x и  sin x – записи одного и того же ТМ, то нельзя определять стандартную форму ТМ как  результат замены у на  cos x, а z на   sin x в стандартной форме многочлена от двух переменных. Но зато главный претендент на роль стандартной формы — запись ТМ в виде аn cos nx + bn sin nx  + аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1 cos x  + b1  sin x + a0. 

Пользуясь формулами преобразования произведений синусов и косинусов в суммы, можно привести к такому виду любой ТМ. Но пока у нас еще нет достаточных оснований считать эту форму стандартной. Ведь мы еще не выяснили, единственно ли представление каждого ТМ в таком виде. То, что единственность выполняется, каждый студент, немного знающий мат. анализ, легко докажет с помощью производных. Но мы дадим другое поучительное доказательство, использующее сравнение периодов.

Сформулируем два утверждения :

Утверждение 1. (Об единственности). Если  аn cos nx + bn sin nx  + аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1 cos x  + b1  sin x + a0≡ 0, то an=bn=...a0=0.

Утверждение 2. (О периодах). Пусть Т — один из периодов ТМ   аn cos nx + bn sin nx  + аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1  и хотя бы один из коэффициентов ai  и bi  не равен 0 (i>0). Тогда Т — период и для  аi cos ix + bi sin ix  (то есть Т = (2k/i) π, где k – целое число, отличное от  0).

Допустим, что мы уже доказали Утверждение 1. И пусть  Т —  период для  аn cos nx + bn sin nx  + аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1 , то есть при всех х 

 аn cos n(x+Т) + bn sin n(x+Т)  + аn -1 cos (n-1)(x+Т) + bn -1sin( n-1)(x+Т)  +... + a1  =  аn cos nx + bn sin nx  + аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1 .

Преобразуем   аi cos i(x+Т) + bi sin i(x+Т) к виду  сi cos ix + di sin ix :

  аi cos i(x+Т) + bi sin i(x+Т) к виду  сi cos ix + di sin ix ≡   аi (cos ix cos iT - sin ix sin iT)+ bi (sin ix  cos iT + 

cos ix  sin iT) ≡ ( аi cos iТ + bi sin iТ) cos ix +( bi cos iТ - ai sin iТ)  sin ix.

Получаем, что 

 аn cos nx + bn sin nx  + аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1  ≡  сn cos nx + dn sin nx  + cn -1 cos (n-1)x + 

dn -1sin( n-1)x  +... + a1 . Если считать утверждение о единственности доказанным, то отсюда следует, что при всех  I  ai=ci;; bi = di , а значит при всех  I от 1 до  n 

  аi cos i(x+Т) + bi sin i(x+Т)≡    сi cos ix + di sin ix ≡  аi cos ix + bi sin ix , то есть Т период для  аi cos ix + bi sin ix.

Теперь допустим, что мы уже доказали Утверждение 2 (но еще не доказали Утверждение 1). И пусть известно, что аn cos nx + bn sin nx  + аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1 cos x  + b1  sin x + a0≡ 0. Тогда

 аn cos nx + bn sin nx  ≡ -( аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1 cos x  + b1  sin x + a0). Но для левой части 

(2/n) π – период. Значит из Утверждения 2 следует, что в правой части все коэффициенты, кроме,быть может, свободного члена, равны 0. Иначе (2/n) π было бы периодом для  аi cos ix + bi sin ix. Получаем, что  аn cos nx + bn sin nx  ≡ a0.  Тогда и аn cos у + bn sinу  ≡ а0   (так как каждое число у можно представить в виде nx).

Cледовательно а0, an  и bn тоже равны 0. 

У нас получился некоторый замкнутый круг: если бы мы умели доказывать Утверждение 1, то смогли

бы доказать Утверждение 2,  и  наоборот. Но если присмотреться, то оказывается, что этот круг можно разомкнуть и превратить в цепочку. Дело в том, что когда мы доказывали единственность для

аn cos nx + bn sin nx  + аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1  , мы пользовались утверждением о периодах только для   аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1 .Эти соображения легко превратить в строгое доказательство методом математической индукции. 

Будем доказывать одновременно оба утверждения. 

База индукции. При n=1, то есть для   a1 cos x  + b1  sin x + a0 , оба утверждения следуют из того, что мы умеем представлять , a1 cos x  + b1  sin x    в виде  c cos ( x+ φ), где с2= a12 + b12, а  φ — вспомогательный угол.

Шаг индукции. Пусть нам уже известно, что оба утверждения верны при n=k-1. Докажем их при  n=k.

Но для этого достаточно повторить сначала наше доказательство Утверждения 1 в предположении что уже доказано Утверждение 2  (с заменой  n на k) , а потом  Утверждения 2 в предположении, что уже доказано Утверждение 1 (тоже с заменой  n на k). При этом доказательство  Утверждения 1 при  n=k опирается только на допущение индукции,  а доказательство  Утверждения 2 при  n=k — на  предшествующее ему доказательство  Утверждения 1 при  n=k.

Теперь у нас есть все основания  называть стандартной формой (СФ) ТМ, не равного тождественно 0,    аn cos nx + bn sin nx  +  аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1 cos x  + b1  sin x + a0 , где хотя бы одно из чисел  аn  и  bn  

не равно 0. Стандартная форма ТМ, тождественно равного 0, - 0.

 Попробуем дать определение степени ТМ. Хотелось бы, чтобы она не менялась при тождественных преобразованиях. Можно определить степень ТМ  f(x) как наименьшую из степеней многочленов g(x,y) таких, что   f(x) ≡ g(cos x ,  sin x). Недостаток такого определения в том, что, если, например, дан ТМ sin3x + cos3 x, то сразу мы не можем сказать, какую он имеет степень. Можем только сказать, что она не выше трех. Но теперь мы можем определить степень более конструктивно. Пусть СФ ТМ  f(x) -  аn cos nx + bn sin nx  +  аn -1 cos (n-1)x + bn -1sin( n-1)x  +... + a1 cos x  + b1  sin x + a0. Тогда если   f(x)-не равен тождественно 0, то его степень — 0. Степень  ТМ, тождественно равного 0, не определена. Будем считать, что у СФ ТМ ненулевой степени два старших члена (один из них может быть 0).

Упражнения к главе 1.

Упражнение 1.1.  Запишите в СФ ТМ  cosn x  и sinn x  для  n от 1 до 6. 

Упражнение  1.2. Найдите степени и старшие члены СФ для ТМ   cosn x + sinn x  для  n от 1 до 6. 

Упражнение 1.3. Всегда ли по старшим членам СФ двух ТМ можно определить старшие члены их произведения?  Если да, то как?

Упражнение 1.4. Найдите степень и старшие члены СФ ТМ sin kx sin lx sin mx.

Упражнение 1.5. При каких a,b,c,d,e  и натуральных k,l,m  равенство a sin x  + b sin 2x + c sin 3x + d sin 4x + e sin 5x = 4  sin kx sin lx sin mx является тождеством?

Упражнение 1.6. Найдите все периоды функции f(x)= 2 sin 6x + 5 cos 6x – sin 2x -3 cos 2x + 1.

Упражнение 1.7. Найдите все периоды функции f(x)= 2 sin (x/2) + 3 sin (x/3) +4 cos (x/5).

Упражнение 1.8. Найдите все периоды функции f(x)= 2 sin (3x/π) + 3 cos (2x/π).

Упражнение 1.9. Является ли периодической функция  f(x)= 2 cos ( πx) +3 sin (2πx) +4 cos x + 5 sin x ? 

Упражнение 1.10. Какому условию должны удовлетворять числа αn, чтобы утверждения 1 и 2 остались справедливыми при замене cos (nx) и sin (nx) на cos (αn x) и sin (αn x) ?

Упражнение 1.11. Является ли периодической функция  f(x)= 2 cos (√2 х) + 3 sin (√3 х) +5 cos (√5 х) ?

Глава 2.

Четные и нечетные тригонометрические многочлены.

Известно, то каждую функцию f(x), область определения которой симметрична относительно нуля, можно представить,причем единственным образом, в виде суммы четной и нечетной функции. Эти слагаемые равны соответственно (f(x) + f(-x))/2 и (f(x) – f(-x))/2 и их называют четной и нечетной частью  функции f(x)  ( fчет(x) и f нечет(x)) . 

Заметим, что если  f(x) – ТМ, то и его четная и нечетная части — ТМ. С другой стороны, пользуясь тем. Что sin2x = 1 – cos2x, можно представить каждый ТМ в виде суммы слагаемых a cosk x sinl x, где l либо 0, либо 1.Группируя отдельно члены с  l=0 и отдельно с  l=1, мы получим представление каждого ТМ в виде f(x)= f1(cos x) +sin х  f2(cos x), где f1 и f2 — многочлены с одной переменной. Так как f1(cos x) — четная функция, а sinх  f2(cos x) — нечетная,  то  ТМ  f1(cos x) и sin х  f2(cos x) определены однозначно. А однозначно ли определены многочлены f1 и f2 (как функции)?  Мы знаем, что для равенства двух многочленов с одной переменной  достаточно, чтобы их значения совпадали в бесконечном числе точек. Так как  cos x принимает бесконечно много значений, то f1 определен однозначно, а так как среди значений  cos x бесконечно много таких, для которых  sin х отлично от 0, то и  f2  определен однозначно. Вывод: представив  многочлены  f1 и f2  в стандартной форме, мы получим еще один вариант стандартной формы ТМ — СФ2. Стандартную форму, определенную в первой главе, иногда будем называть СФ, а иногда -СФ1.

Для ТМ  f1(cos x) +sin х  f2(cos х) можно определить степень- 2 как максимум степеней многочленов f1( x) и  х  f2( x) , если степени обоих этих многочленов определены. Если оба многочлена тождественно равны 0, степень ТМ не определена. Если только  первый тождественно равен 0, то степень ТМ на единицу больше степени второго. Если только  второй тождественно равен 0, то 

степень ТМ равна степени первого многочлена.

 Выясним, совпадает ли  понятие степени ТМ, определенное  в первой главе ( степень - 1)  с понятием степени-2.  Начнем со сравнения поведения степеней-1 и -2  при сложении и умножении ТМ.  Докажем, что оба вида степеней  ТМ обладают обычными свойствами степеней. 

Утверждение 2.1.Степень суммы ТМ не превосходит степеней слагаемых. Если степени слагаемых различны, степень суммы равна большей из них.

Доказательство. Пусть  f1(x) и  f2(x) – два ТМ и их степени-2 равны соответственно n и m, причем  n≥ m. Это значит, что f1(x)=(an cosnx +...+ a0) + sin x (bn-1cosn-1x +...+b0), где хотя бы одно из чисел  an и bn-1 не равно 0(если  n=0, то  an не равно 0);   f2(x)=(cm cos mx +...+c0) + sin x (dm-1 cosm-1x +...+d0). Тогда при n = m f1(x) +  f2(x)=(( an + cn ) cosnx +...) +  sin x ((bn-1+ dn-1)cosn-1x+...) ,значит,  если степень-2 определена, то она не выше  n. А при n>m

f1(x) +  f2(x)=( an cosnx +...) +  sin x (bn-1cosn-1x+...) , где в первой скобке … - сумма одночленов степеней, меньших  n, а во второй — меньших  n-1. А так как хотя бы  одно из чисел  an и bn-1 не 0, то степень-2 суммы определена и равна  n.

Теперь пусть  f1(x) и  f2(x) – два ТМ и их степени-1 равны соответственно n и m, причем  n≥ m. Это значит, что f1(x)= аn cos nx + bn sin nx  +  ... + a1 cos x  + b1  sin x + a0 , где хотя бы одно из чисел  аn  и  bn  

не равно 0, и f2(x)=cmcos mx +dm sin mx +...+   +c0. Тогда при  n = m  имеем f1(x) +  f2(x)=(( an + cn )  cos nx+(bn+ dn) sin nx +...),значит,  если степень-2 определена, то она не выше  n. А при n>m очевидно, что старшими членами f1(x) +  f2(x) будут аn cos nx и  bn sin nx . Значит степень суммы равна  n. 

Утверждение 2.2. При умножении  ТМ  как степени-1, так и степени-2 складываются.   

Доказательство.  Пусть  f1(x) и  f2(x) – два ТМ и их степени-2 равны соответственно n и m. Это значит, что f1(x)=(an cosnx +...+ a0) + sin x (bn-1cosn-1x +...+b0) и f2(x)=(cm cos mx +...+c0) + sin x (dm-1 cosm-1x +...+d0),  где хотя бы одно из чисел  an и bn-1 и хотя бы одно из чисел cm  и dm-1  не равно 0. Тогда f1(x) f2(x)=(( an cosnx +...)(cm cos mx +...+c0) + (1 - cos2x)(bn-1cosn-1x +...+b0)(dm-1 cosm-1x +...+d0))=(ancm cos n+mx-bn-1dm-1cosn+mx+...)+sin x (bn-1cm cosm+n-1x + andm-1cos m+n-1 x + …).

Остается доказать, что хотя бы одно из чисел  ancm-bn-1dm-1 и bn-1cm + andm-1 отлично от 0. Но ( ancm-bn-1dm-1 )2 +( bn-1cm + andm-1) 2=an2 cm2-2 ancmbn-1dm-1 +  bn-12dm-12  +  bn-1 2 cm2 +2 bn-1cmandm-1 +  an 2 dm-1 2 = an2 cm2 +  bn-12dm-12  +  bn-1 2 cm2  +  an 2 dm-1 2=( an2+ bn-12)( cm2 +  dm-1 2) . Так как оба множителя не 0, то и произведение не 0. А если бы   ancm-bn-1dm-1 и bn-1cm + andm-1 оба были равны 0 , то и ( ancm-bn-1dm-1 )2 +( bn-1cm + andm-1)2 было бы равно 0. 

Теперь пусть  f1(x) и  f2(x) – два ТМ и их степени-1 равны соответственно n и m. Это значит, что  f1(x)= аn cos nx + bn sin nx  +  ... + a1 cos x  + b1  sin x + a0 и  f2(x)=cmcos mx +dm sin mx +...+   +c0, где  an2+ bn-12≠0 и  cm2 +  dm-1 2≠ 0; первое … заменяет сумму членов akcos kx  и bksin  kx   с  k<n, а второе  -   сумму членов cl cos lx и  dlsin lx   с  l<m. Значит f1(x) f2(x)=(аn cos nx + bn sin nx )( cmcos mx +dm sin mx) + …, где … заменяет сумму членов вида akcl cos kx cos lx ;  ak dlcos kx sin lx ;  bk dlsin kx  sin lx таких, что оба числа k и l не превосходят  соответственно n и m и хотя бы одно из них строго меньше соответственно n или m , и значит k+l<n+m. Применяя к … формулы преобразования произведения тригонометрических функций в сумму, получаем, что … преобразуется в сумму членов вида a cos ix и  b sin ix таких, что  I < n+m, и значит его степень-1 меньше  n+m. Поэтому остается доказать, что степень -1 (аn cos nx + bn sin nx )( cmcos mx +dm sin mx) равна  n+m. Проверяем: 

(аn cos nx + bn sin nx )( cmcos mx +dm sin mx) =  ancm cos nx cos mx +  bn cmsin nx cos mx + аn dm cos nx  sin mx +  bn dm sin nx sin mx=(1/2)ancm (cos(n+m)x  + cos(n-m)x) + (1/2)bn dm  (-cos(n+m)x  + cos(n-m)x) + (1/2)bn cm(sin(n+m)x  +sin(n-m)x) + (½) (sin(n+m)x  +sin(n-m)x)=(1/2)(ancm -bn dm  ) cos(n+m)x + (1/2)( bn cm+  аn dm)sin(n+m)x  +(1/2)(ancm  + bn dm  ) cos(n-m)x + (½)( bn cm -  аn dm)  sin(n-m)x. Выражения ancm  + bn dm  и   bn cm -  аn dm  очень похожи на  ancm-bn-1dm-1 и bn-1cm + andm-1 из той части доказательства, которая относилась к степеням -2. Доказательство опять сводится к использованию тождества (ac-bd)2 + (bc+ad)2= (a2 + b2)(c2+d2).

Заметим, что раз утверждения о степенях суммы и произведения верны для двух ТМ, то они верны и для любого большего числа слагаемых(множителей) . Это следует из того, что f1(x) + f2(x) + f3(x) – то же самое, что (f1(x) + f2(x))+ f3(x) и аналогично для умножения. 

После того, как мы разобрались со степенью произведения, становится очень просто доказать, что степени-1 и -2 совпадают для тригонометрических одночленов вида cosnx sin mx. Заметим, что для у=cos x  и у=sin х  как степени-1, так и степени-2 равны 1. А степени-1 и -2 у=cos0 x и  у=sin0 х равны 0. Остается вспомнить, что при n>1   an это произведение   n множителей, равных а.

Теперь докажем, что степени-1 и-2 совпадают для ТМ вида a cosnx +b cosn-1x sin x. Если a=b=0, то как степень-1, так и степень-2 не определены. Если же хотя бы одно из чисел  a и b не 0, то степень два нашего ТМ по определению равна  n. А степень-1 найдем так:  a cosnx +b cosn-1x sin x= cosn-1x(a cos x + b sin x) – произведение двух ТМ, степени которых равны  n-1 и 1.

Наконец, докажем, что для каждого ТМ степени-1 и -2 либо обе не определены, либо обе определены и равны друг другу. 

Действительно, если степень-2  ТМ  f( x) не определена, то f( x)≡0 и степень-1 тоже не определена. Если степень-2 равна 0, то  f( x)≡а0, где  а0≠0. Степень-1 тоже равна 0. Пусть теперь степень-2 равна  n, причем n>0. Тогда f( x) представляет собой ТМ вида  an cosnx +bn-1 cosn-1x sin x , где an2+ bn-12 ≠0 или сумму такого ТМ и  одного или нескольких ТМ ak cos kx +bk cos k-1x sin x  таких, что k<n и  ak2 + bk-12≠0. Но тогда степень каждого такого двучлена равна  k. И согласно утверждению о степени суммы  нескольких ТМ, степени которых попарно различны, степень суммы равна n . 

Отметим также, что степени ТМ   f(cos x) и  f(sin x)  совпадают со степенью многочлена f.

 Так как. функции sin х  и cos x имеют период 2π, то уравнение вида f(cos x, sin x)=0 либо не имеет решений, либо имеет их бесконечно много. Но если подсчитывать только число пар (cos x, sin x) таких, что х — корень, то их может быть и конечное число. СФ 2 позволяет свести вопрос об оценке сверху числа таких пар к верхней оценке числа корней обычного многочлена. А именно, к тому, что число корней многочлена n-ой степени не больше, чем n. Отсюда сразу получаем, что уравнения  f(cos x)=0 и  f(sin x)=0, где  f(x) - многочлен n-ой степени , имеют не больше n корней в промежутках 

[0;π] и [-π/2; π/2] соответственно. Поэтому f(cos x)=0 имеет не больше 2n корней в промежутке [-π; π] , а  f(sin x)=0 — в промежутке  [-π/2;(3π)/2]. А как быть с уравнениями вида  f(cos x, sin x)=0, где  f(y,z) — многочлен с двумя переменными?  Попробуем установить некоторую связь между такими уравнениями и уравнениями g(cos x)=0, где g(y) — многочлен с одной переменной. По любой функции  y=f(x) с областью определения, симметричной относительно 0, построим функцию y=f(-x)f(x). Назовем её зачетом функции f(x)  и будем обозначать fзач.  Видим, что функция  fзач  всегда четна и х — корень  fзач(x)=0 в том и только в том случае, если хотя бы одно из чисел х и -х корень f(x)=0. Понятно, что зачет ТМ сам всегда будет ТМ , а т. к. он является четной функцией, то его СФ 2 будет иметь вид  g(cos x) , где g(y) — многочлен. А так как степень произведения равна сумме степеней, то 

степень   fзач , а значит и степень  g, равна 2 n. Следовательно мы доказали , что

ТМ степени n имеет не больше 4 n корней в промежутке [-π; π], причем  cos x для корней этого ТМ принимает не больше  2n значений. Но если посмотреть внимательнее, то мы увидим, что оценку числа корней 4n  можно уточнить в два раза. 

Утверждение 2.1.ТМ степени n имеет не больше 2n корней в промежутке ]-π; π].

Действительно, заметим, что для f(x)= f1(cos x) +sin х  f2(cos x) будет f(-x)= f1(cos x) -sin х  f2(cos x);

fзач(x)=f(-x)f(x)= (f1(cos x) +sin х  f2(cos x) )(f1(cos x) -sin х  f2(cos x))=f12 (cos x) - f22(cos x)(1- cos2x).

Пусть f(х) имеет в  [0;π]  k таких корней а, отличных от 0 и π  , что -а тоже корень. Тогда из равенств 

f1(cosа) +sin а  f2(cos а) = 0 и f1(cosа) +sin а  f2(cos а) = 0 следует f1(cosа)=sin а  f2(cos а) = 0, а так как 

sin а  не равен 0, то  f1(cosа)=  f2(cos а) = 0. Так как  fзач(x)=g(cos x )=f12 (cos x) - f22(cos x)(1- cos2x), то  корни   cos а для  g(y) кратные. Поэтому остальных корней у этого многочлена не больше, чем 2n-2k.равно  Значит у  fзач(x)  остальных корней в  [0;π] не больше, чем 2n-2k. Но остальные корни  это такие b, что  b равно π  или ровно одно из чисел   b  и - b  -корень  f(х) .Значит их у  f(х)  в ]-π; π] столько же, сколько у fзач(x)  в  [0;π]. Значит всего у  f(х)  в ]-π; π] не больше, чем 2k + (2n-2k)=2n корней.

Упражнения к главе 2.

Упражнение 2.1. При каких a,b,c,d  TM y=a cos3 x +b cos2x sin x + c cos x sin2x + d sin3x  является четной функцией? Нечетной?

Вспомним, что в главе 1 у нас возникал еще один вариант определения степени ТМ: как как наименьшей из степеней многочленов f(y;z) таких, что f(cos x; sin x) – одна из записей нашего ТМ. Назовем эту степень степенью-0. (Будем считать, что если ТМ тождественно равен 0, то есть 0 — одна из его записей, то его степень-0, как и степени-1 и -2, не определена.)

Упражнение 2.2.Исходя из определения найдите степени-0 ТМ 1; cos x;   cos2x;  cos2x + sin2x ;  cos3 x +  sin3x. 

Упражнение 2.3. Пусть   f(y,z) — многочлен степени n с двумя переменными . Может ли степень-2 ТМf(cos x; sin x) быть больше  n?

Упражнение 2.4. Может ли степень-0 некоторого ТМ быть меньше его степени-2?

Упражнение 2.5.  Может ли степень-0 некоторого ТМ быть больше его степени-2?

Упражнение 2.6. Найдите СФ 2 и степень для ТМ cosn x, sinn x и  cosn x + sinn x  для  n от 1 до 6.

Упражнение 2.7. Верно ли, что степень ТМ  cosn x + sinn x  всегда равна n ? А если n нечетно?

Упражнение 2.8. Пусть an(x) = cosn x + sinn x? Найдите рекуррентное соотношение, выражающее 

an+1 (x) через an (x) и an-1 (x). Подсказка, Воспользуйтесь тем, что 

yn+1+ zn+1 =(yn+zn)(y+z) – yz(yn-1+ z n-1).

Упражнение 2.9. Найдите степень ТМ  cos 2n x + sin 2n x. Подсказка. Рассмотрите отдельно случаи четного и нечетного  n . Упражнение 2.6. Решите уравнение с параметром sin6x + cos6x =a.

Упражнение 2.10. Найдите зачет ТМ  3 cos5x + sin5 x – sin x. Решите уравнение  3 cos5x + sin5 x – sin x=0.

Упражнение 2.11. Пусть область определения функции y=f(x) симметрична относительно 0 и пусть 

f(x)=f1(x) + f2(x), где функция f1 четная, а  f2  - нечетная. Верно ли, что если f(x)  периодическая и Т -один из ее периодов, то Т обязан быть периодом для обоих слагаемых?

Упражнение 2.12. Найдите наименьший положительный период функции у=  cosn x + sinm x, если n,m – целые положительные числа и m нечетно.

Упражнение 2.13.   Найдите наименьший положительный период функции у=2 cos 3x + 3 tg 5x + 

5 /(sin 7x).

Упражнение 2.14. Есть ли вертикальные оси симметрии у графика ТМ y=f(x)= cos3x + sin3 x +(1/2) sin 2x – 1? Если да, то решите уравнение  cos3x + sin3 x +(1/2) sin 2x – 1=0, сделав замену х=у+ φ.

Упражнение 2.15. Есть ли вертикальные оси симметрии у графика ТМ y=f(x)= sin 2x – 12(sin x – cos x ) + 12? Решите уравнение sin 2x – 12(sin x – cos x ) + 12=0.

Упражнение 2.16. Что вы можете сказать о СФ ТМ, если известно, что прямая   х= φ — вертикальная ось симметрии для графика этого ТМ ? 

Упражнение 2.17. Верно ли , что прямая х=(1/4)π является осью симметрии ТМ в том и только в том случае, когда этот ТМ можно представить в виде g(cos(x- 1/4)π) или  h(cos x + sin x), где g и  h — многочлены с одной переменной?

Упражнение 2.18.Верно ли , что прямая х=-(1/4)π является осью симметрии ТМ в том и только в том случае, когда этот ТМ можно представить в виде g(cos(x+ 1/4)π) или  h(cos x - sin x), где g и  h — многочлены с одной переменной?

Глава 3.

Умеете ли вы делить тригонометрические многочлены? 

Мы предполагаем, что вы уже умеете делить с остатком один обычный многочлен с одной переменной на другой. Процедура деления уголком состоит из отдельных шагов. На каждом шаге мы находим промежуточное частное и промежуточный остаток. Если степень промежуточного остатка оказывается меньше степени делителя, деление заканчивается. Если нет, то на следующем шаге в качестве делимого берется промежуточный остаток, полученный на предыдущем шаге. При этом промежуточное частное всегда является одночленом вида akxk. Он подбирается так, чтобы степень промежуточного остатка оказалась меньше степени делимого, то есть чтобы уничтожить старший член делимого. В результате на каждом следующем шаге делимое имеет меньшую степень, чем на предыдущем. 

Таким образом при делении уголком важную роль играет понятие старшего члена. При делении ТМ старших членов может быть несколько. А, как известно, за двумя зайцами погонишься — ни одного не поймаешь. Поэтому нам потребуется понятие ступени.  Чтобы определить деление уголком сразу для разных видов ступеней, подумаем о том, какими свойствами для этого должны обладать ступени. 

Прежде всего, ступени должны принадлежать тому же множеству, элементы которого мы хотим делить друг на друга. (Нас будут интересовать только множества, элементы которых — функции с одной или несколькими переменными.) Во вторых, одна и та же ступень не должна быть одновременно n-ступенью и m-ступенью при n≠m. То единственное  n, для которого f — n-ступень, будем называть степенью ступени  f. В-третьих, если  f -  k-ступень и а — ч исло, отличное от 0, то af – тоже   k-ступень.  В-четвертых, сумма степеней одной и той же степени всегда либо тоже ступень, либо тождественно равна 0. 

И, наконец, самое главное: каждая функция из данного множества должна быть представима, причем единственным образом, в виде суммы ступеней попарно различных степеней. (Заметим, что из единственности такого представления следует, что сумма двух или нескольких ступеней попарно различных степеней не может быть тождественно равна 0.)

Пусть у нас есть некоторое множество всюду определенных функций от одной или нескольких переменных , содержащее все функции -константы и замкнутое относительно сложения и умножения ( то есть результат сложения или умножения двух функций из этого множества всегда является функцией из этого же множества. Тогда мы можем определить степень любой функции из этого множества, не равной тождественно 0, как степень её старшей ступени. Покажем, что  обычные свойства степени суммы вытекают из тех свойств ступеней , выполнения которых мы уже потребовали.

Действительно, мы знаем, что сумма двух ступеней одной и той же степени — либо нулевая функция, либо ступень. Покажем, что в последнем случае это ступень той же степени  n, что и слагаемые 

f1 и  f2 . Допустим противное. Тогда f1 +  f2 = f3, где  f3 ступень степени, отличной от  n. Отсюда 

 f1 =(-1) f2+ f3 . Так как (-1) f2 — ступень степени  n, то получаем два разных представления ступени  f1 в виде суммы ступеней попарно различных  степеней. 

Только что доказанное свойство означает, что в суммах ступеней f1+...+ fm мы всегда можем приводить подобные — группировать ступени одной степени и заменять их либо нулем, либо одной ступенью той же степени. В результате каждая такая сумма может быть к виду h1+...+ hk — суммы ступеней попарно различных степеней. Причем степени ступеней hi могут быть только такими, которые  встречались среди степеней ступеней  f1;...; fm. А если  f1 было единственным  слагаемым степени  n, то оно сохранится как слагаемое в сумме  h1+...+ hk.

Пусть теперь f имеет степень  n, g — степень m и  n≥m. Тогда f=f1+...+fk, где  f1 — ступень степени n,

 f 2 ;...; fk  - ступени степеней, меньших n; g=g1+...+gl ,  где  g1  - ступень степени m,g2; …; gl - ступени степеней, меньших m. Сложив f=f1+...+fk  и  g=g1+...+gl  и приведя подобные , получим сумму ступеней попарно различных степеней, не превосходящих  n. Значит степень f + g  не больше  n. Причем если n>m , то полученная после приведения подобных сумма содержит ступень f1 . Значит, её степень равна  n . Мы доказали, что степень суммы  не превосходит степеней слагаемых и если степени слагаемых различны,то степень суммы равна большей из них.

А для того чтобы выполнялось обычное свойство степени произведения, то есть чтобы степень произведения ненулевых множителей была равна сумме степеней множителей, придется потребовать, чтобы степень произведения двух ступеней всегда была равна сумме степеней этих ступеней. Если ступени обладают этим свойством, то степень произведения равна сумме степеней множителей для любых ненулевых функций из данного множества функций.

Действительно, пусть f имеет степень  n, g — степень m . Тогда f=f1+...+fk, где  f1 — ступень степени n,

 f 2 ;...; fk  - ступени степеней, меньших n; g=g1+...+gl ,  где  g1  - ступень степени m,g2; …; gl - ступени степеней, меньших m. Имеем: f g — сумма произведений figj . Так как степень произведения ступеней равна сумме степеней множителей, то степень f1 g1 равна m+n, а степени остальных произведений  figj  меньше  m+n. Тогда по свойству степени суммы степень всей суммы, то есть степень f g , равна степени  f1 g1, то есть  m+n. 

Теперь перейдем к делению. Деление с остатком определяем обычным образом. Для этого нужны непосредственно только степени, а не ступени. Будем говорить, что f можно разделить с остатком на 

g, не равную тождественно 0, если в рассматриваемом множестве функций существуют такие функции h и r, что f=gh + r и r ≡ 0 или степень r меньше степени g. Если такие h и r есть, то h будем называть частным, а r — остатком. Делимость без остатка то же, что делимость с остатком 0. 

Докажем, что частное и остаток при фиксированном определении степени определены однозначно.

Допустим, что  g не равна тождественно 0 и gh1 + r1  ≡ gh2 + r 2; каждая из функций  r1 и  r 2 либо нулевая,либо имеет степень меньшую, чем  g. Тогда  g(h1 -h2)≡r 2 -  r1. Но левая часть- либо нулевая функция (если  h1 -h2≡ 0),  либо имеет степень большую, чем  g, а правая — либо нулевая функция, либо имеет степень меньшую, чем  g. Значит  g(h1 -h2)≡r 2 -  r1  только в том случае, когда  h1 -h2≡ 0 и 

r 2 -  r1≡ 0.

Теперь займемся делением уголком. Для этого уже потребуются не только степени, но и ступени. Причем мы будем предполагать, что мы умеем по любым двум ступеням f и g из рассматриваемого множества определять, существует ли такая ступень h, что старшая ступень gh совпадает со старшей ступенью f, и если существует, то умеем такую ступень находить..(Заметим, что если такая h существует, то она единственна, т. к. если старшие ступени произведений gh1 и gh2 совпадают, то gh1 - gh2 либо тождественно равно 0, либо имеет степень меньше. чем   gh1 и  gh2. Но  gh1 - gh2 =  g(h1- h2), где степень h1- h2  не совпадает ни с одной из степеней. h1 и  h2  только если  h1- h2  тождественно равно 0. Значит либо h1- h2 ≡ 0, либо степень g(h1- h2) совпадает со степенью  gh1 или  gh2. Противоречие.)

Главное назначение деления уголком (или, на научном языке, алгоритма деления) узнавать, делится ли одна функция на другую без остатка. Существенное отличие нашего  деления для общего случая от деления целых чисел и многочленов с одной переменной — то, что деление даже с остатком будет не всегда возможно. Поэтому на каждом шаге деления уголком возможных результатов не 2, а 3: кроме 1) деление свелось к делению нового делителя , степени меньшей, чем у предыдущего; и 

2) деление закончено, так как получился остаток 0 или степени меньшей, чем делитель; возможно

3) делимое нельзя разделить, даже с остатком, на данный делитель.

Хотя последний вариант несколько разочаровывает (мы как бы заходим в тупик), зато сразу получаем ответ на основной вопрос: делимое не делится на делитель.

На самом деле огорчает еще то, что в случаях, когда деление с остатком не всегда осуществимо, не получается доказать для данного множества функций аналоги обычных теорем о НОК, НОД и взаимно простых множителях, включая основную теорему арифметики. 

 Итак, пусть даны две функции f и g, делимое и делитель, степень  f не меньше степени g. Шагом деления будем называть нахождение такой ступени h, что f=gh+s, где s тождественно равно 0 либо имеет степень меньшую, чем f. То есть требуется найти такую ступень  h, что старшая ступень gh совпадает со старшей ступенью f. Если такая h существует, то она и есть искомая, а s=f-gh. А если не существует, то шаг деления невыполним. И тем более невозможно разделить f на g с остатком.

Чтобы разделить  f на g уголком, последовательно выполняем шаги деления. Делитель на всех шагах один и тот же — g. Делимое на первом шаге -  f. Пусть первые n шагов удалось выполнить и на n-ом шаге по делимому fn найдены hn и sn. Тогда на (n + 1)-ом шаге делимое — sn. Шаги выполняем до тех пор, пока либо какой-то шаг окажется невыполнимым (тогда делаем вывод, что f нельзя разделить на g даже с остатком), либо не окажется, что на некотором шаге m  получается, что sm тождественно равно 0 или имеет степень,  меньшую степени делителя. Тогда делаем вывод, что нам удалось разделить f на g с остатком. Остаток равен  sm , а частное — h1 + h2  + … + hm.

Перейдем к конкретным примерам. Сначала рассмотрим только четные ТМ, то есть КМ. Заметим, что если два КМ представлены в виде f1(cos x ) и f2 (cos x), где  f1  и f2  - многочлены, то f1(cos x ) делится без остатка на f2 (cos x) во множестве всех ТМ , то есть f1(cos x ) = f1(cos x ) g(cos x ; sin x), в том и только в том случае, когда f1(cos x ) делится без остатка на f2 (cos x) во множестве всех КМ  и в том и только в том случае, когда  f1  делится без остатка на  f2 .. Но если КМ записаны в СФ, то есть в виде

аn cos nx +  аn -1 cos (n-1)x + ... + a1 cos x  +  a0, то удобно исходить из определения n-ступени как КМ вида с cos nx  , где с не равно 0. Заметим, что если старшие ступени КМ f(x) и  g(x) это аn cos nx и

bmcos mx соответственно, то старшая ступень произведения f(x)g(x) это старшая ступень 

anbm cos nx cos mx  = (anbm /2) ( cos(n+m)x  + cos(n-m)x.То  есть если  n и m не 0,то эта старшая ступень - ( anbm /2)  cos(n+m)x . Поэтому по двум ступеням  аn cos nx и bmcos mx, где n≥m, всегда можно найти такую ступень ckcos kx, что старшая ступень ( bmcos mx)( ckcos kx) есть  аn cos nx. А именно: 

если m не 0, то k=n-m; ck=2(an/bm); если m = 0, то k=n; ck=an/bm.

Заметим, что деление с остатком будет давать те же частное и остаток, что при ступенях a cosnx, то есть как многочленов от одной переменной( с точностью до того, что это будут разные записи одних и тех же КМ). Ведь мы знаем, что степени будут те же самые.

Пример деления уголком: 

 2 соs 3x  - 3 cos 2x + 5 cos x                                    | cos 2x + 2 cos x + 1

 2 cos 3x +  2 cos x + 4(cos 2x + 1) + 4 cos x            4 cos x - 7                                                                                         

                 -7 cos 2x – cos x – 4

                  -7 cos 2x – 14 cos x -7

                                 13 cos x + 3

Итак, частное равно 4 cos x – 7, а остаток  13 cos x + 3.

Теперь рассмотрим произвольные ТМ. В первых двух главах мы рассмотрели два вида СФ. Каждому  из них соответствуют свои ступени(приводящие к одному и тому же понятию степени).

СФ 2 соответствуют n-ступени cos n-1x ( a cos x +b sin x)  c a2+b2≠0  при n>0 и 0-ступени — константы, отличные от 0. Существование и единственность представления каждого ТМ в СФ 2 означает существование и единственность разложения каждого ненулевого,  ТМ на ступени попарно различных степеней. Выкладки показывают, что нахождение по двум данным ступеням  cos n-1x ( a cos x +b sin x)

и cosm-1x ( c cos x +d sin x), где n≥m, ступени h такой, что старшая степень произведения

cosm-1x ( c cos x +d sin x) h(x)  совпадает с cos n-1x ( a cos x +b sin x), при n>m сводится к решению системы с неизвестными e и  f, состоящей из уравнений  ec-fd = a и  ed + fc = b. Эта система линейная и её определитель равен c2 + d2.  А так как  c2 + d2≠ 0, то решение этой системы существует и единственно.  При n=m  ступень h(x)  должна быть константой. То есть h(x) это такое е, отличное от  0, что cos n-1x ( a cos x +b sin x)≡е cos n-1x ( c cos x +d sin x) ,  откуда c=ea; d=eb. Такое е может и не существовать, но если уж оно существует, то при a2+b2≠0  оно единственно. Поэтому наши ступени   позволяют выполнять деление уголком, причем шаг деления уголком может оказаться невыполнимым только если степень делимого на этом шаге равна степени делителя.

Пример. Пусть делимое f(x)= 2 cos3 x  - 3  cos2x sin x + cos2x -2 sin x cos x = cos2x(2 cos x – sin x)  + cos x (cos x  - 2 sin x); делитель g(x)  = 3 cos2x + sin x cos x – cos x + sin x -1 = cos x (3 cos x + sin x) + (-cos x + sin x) – 1. Выполним деление уголком.

Первый шаг. Нужно подобрать e и f так, чтобы старшая ступень (3 cos x + sin x)(e cos x +f sin x) совпадала с   cos x(2 cos x – sin x). Как мы знаем, эти e и f  -решения системы, состоящей из уравнений 

3e – f = 2 ; e + 3 f = -1. Значит e=1/2; f = -(1/2). Умножаем  делитель на (1/2)(cos x – sin x). Получаем 

cos2 x (2 cos x – sin x) + (1/2)(1 – 4 sin x cos x) - (½) (cos x – sin x). Вычитаем полученный результат из делимого. Получаем промежуточный остаток  cos2 x  +  (½) (cos x – sin x) + (½). Он имеет степень, равную степени делителя, причем коэффициенты их старших ступеней не пропорциональны.   

Теперь рассмотрим ступени, соответствующие СФ 1. То есть n-ступени при n>0 – a cos nx + b sin nx,  причем a2 + b2 не равно 0, а 0-ступени все отличные от 0 константы. 

Выясним, как по заданным ступеням  a cos nx + b sin nx и  c cos mx + d sin mx  с   a2+b2≠0  и  c2 + d2≠ 0 найти такую ступень h, чтобы старшая ступень ( c cos mx + d sin mx)  h(х) совпадала с  

 a с. При m=n, как и для предыдущего вида ступеней, получаем, что  h обязана быть константой, h(x)≡e, удовлетворяющей равенствам a=ce; b=de. При n>m  ищем такие e и f, чтобы старшая ступень произведения  ( c cos mx + d sin mx)  ( e cos(n- m)x +f sin(n- m)x) совпадала с

a cos nx + b sin nx. Имеем

( c cos mx + d sin mx)  ( e cos(n- m)x +f sin(n- m)x) ≡ ce  cos mx cos(n- m)x  + df  sin mx  sin(n- m)x + 

de sin nx  cos(n- m)x + cf  cos mx  sin(n- m)x ≡ (½) ce (cos nx + cos(n-2m)x) + (½) df (-cos nx + cos(n-2m)x) + (½) de (sin nx  + sin (2m-n)x) + (½) cf  (sin nx  - sin (2m-n)x). 

Старшая ступень этого ТМ - (½) (ce-fd)  cos nx + (½) (ed+fc)  sin nx. Получаем для нахождения e и f такую же систему, как для ступеней предыдущего вида, только правые части уравнений 2a и 2b, а не a и b. Значит мы всегда можем найти такие  e и f.

Мы уже говорили, что деление с остатком зависит только от степеней. А не от ступеней. Поэтому при делении уголком ТМ от выбора ступеней будет зависеть только то, в каком виде мы получим результаты. 

Упражнения к главе 3.

Упражнение 3.1. Можно ли разделить с остатком х4у на х2у2 а) если n-ступени — однородные многочлены n-ой степени? б) если  n-ступени — многочлены вида xnf(y), где f(y)  - произвольный ненулевой многочлен? 

Упражнение 3.2. Разделите многочлен х4 — 1 на х+1. Как теперь можно сразу написать частное от деления х4-у4  на х+у ?

Упражнение 3.3. Разделите с остатком cos 5x на  cos 3x (  n-ступени - a cos nx ).

Упражнение 3.4.  Разделите с остатком cos nx на  cos mx.

Упражнение 3.5. Разделите cos 5x на  sin 3x (  n-ступени - a cos nx +  b sin nx).

Упражнение 3.6. Разделите с остатком   cos nx на  sin mx.

Упражнение 3.7. Разделите cos 2x на  cos x + sin x.

Упражнение 3.8. При каких n и m можно разделить с остатком   cos nx и  sin nx на  cos mx +  sin mx?

Упражнение 3.9. При каком а  sin 2x  + a делится без остатка на  cos x + sin x ?

Упражнение 3.10. Существует ли у  cos 2x  и   sin 2x  НОД — такой общий делитель, который делится без остатка на любой другой общий делитель?

Упражнение 3.11. Известно, что f12 + f22  ≡  1 ( f1 и f2  - ТМ). Что вы можете сказать об общих делителях

f1 и f2?

Упражнение 3.12. Найдите НОД  для  а)  cos nx и  sin nx;  б)  cos nx +а sin nx и  cos nx - а sin nx, где а -некоторое число.

Упражнение 3.13. Найдите все ТМ второй степени, которые делятся одновременно на  cos x и sin x.

Упражнение 3.14.Приведите пример двух ТМ в торой степени, у которых нет НОД.

Глава 4. 

Однородные тригонометрические многочлены.

Напомним, что обычные многочлены с несколькими переменными называют однородными, если в их представлении в виде суммы одночленов попарно различных степеней  все одночлены имеют одну и ту же степень. По аналогии с многочленами определяют понятие однородной функции для произвольных функций от нескольких переменных. Всюду определенная функция f(x1; … ; xn)  называется однородной,если для некоторого натурального числа k при всех t;x1; … ; xn выполняется равенство f(tx1; … ; txn) = tkf(x1; … ; xn).

Если ТМ f(x) представим в виде g(cos x; sin x), где  g — однородный многочлен, то g(cos x; sin x) будем называть однородным видом этого ТМ, а сам f(x) будем называть однородным ТМ. 

На самом деле однородные тригонометрические многочлены следовало бы называть тригонометрическими  многочленами, приводимыми к однородному виду, т. к. они не являются однородными функциями. Среди ненулевых ТМ вообще нет однородных функций. Если бы даже не при всех t, а только при t=2 выполнялось f(cos tx; sin tx)  ≡  tkf(cos x; sin x), то это противоречило бы тому, что степень ТМ  f(cos 2x; sin 2x) в два раза больше степени 2kf(cos x; sin x).

Практически во всех пособиях по решению тригонометрических уравнений говорится о том, что sin2x; cos2x; sin 2x; cos 2x  и 1 — однородные ТМ (1 является однородным ТМ потому, что 1≡  sin2x+cos2x).

 Докажем, что на самом деле верно следующее утверждение.

Утверждение 4.1. ТМ можно представить в однородном виде в том и только в том случае, если его можно представить в виде суммы одночленов a coskx sinl x, где все числа k+l имеют одинаковую четность.

Необходимость нашего условия вытекает непосредственно из определения однородного вида. Действительно, если f(x) =  g(cos x; sin x), где  g — однородный многочлен, то есть все его одночлены имеют одну и ту же степень n, то g(cos x; sin x) — сумма одночленов вида  a coskx sinl x, где все числа k+l равны n, и значит имеют одну и ту же четность — ту же, что четность степени g(x;y). (Заметим, что степень  g не обязана быть степенью ТМ  f(x), но четности этих степеней всегда совпадают.

Докажем достаточность. Пусть f(x) представлен в виде суммы одночленов  a coskx sinl x , наибольшая из сумм  k+l равна n и все числа k+l имеют ту же четность, что n. Тогда домножим каждый одночлен 

a coskx sinl x , у которого  k+l < n, на ( sin2x+ cos2x)m, где m=(1/2)(n-(k+l)). Тогда  a coskx sinl x( sin2x+ cos2x)m= h(cos x; sin x), где h(y;z) = a ykzl(y2+z2)m — однородный многочлен степени k+l+2m=n. После раскрытия скобок и приведения подобных он будет состоять из одночленов одной и той же степени n.

Следствие. ТМ f(x) является однородным в том и только в том случае, если в его СФ аn cos nx +  аn -1 cos (n-1)x + ... + a1 cos x  +  a0  все k, для которых ak2 + bk2 не равно 0, имеют одну и ту же четность. ( a0  мы при этом рассматриваем как a0 cos 0x + b0 sin 0x.)

Заметим теперь, что любой ТМ f(x)= аn cos nx +  аn -1 cos (n-1)x + ... + a1 cos x  +  a0  легко превратить в ТМ  g(y), представление которого в виде суммы слагаемых  ck cos kx + dk sin kx содержит только слагаемые с четными k, заменой x=2y.

Теперь об уравнениях. Вы наверное, знаете(из пособия С.Львовского «Тригонометрия» или из других источников), что уравнение вида f(g(x); h(x))=0, где f — однородный многочлен от двух переменных, сводится к решению уравнений f(0;y)=0 и  f(1;y)=0. Причем, так как многочлен f однородный, то решения  f(0;y)=0 это либо все числа, либо только у=0. А именно, в случае g(x)≠0  решения  f(g(x); h(x))=0 это все решения уравнений( h(x) / g(x) ) = ai , где a1,..., an – корни  f(1;y)=0. В случае  g(x)=0 решения  (g(x); h(x))=0  это решения g(x) = h(x) = 0, если f(0;y)=0  только при у=0 и все решения  g(x)=0,   если  f(0;y)=0  при всех у.  В частности, если h(x) это  sin x, а g(x) это  cos x, то  h(x) / g(x) это tg x.

Из тех же источников вы знаете, что уравнение a cos2x + b sin x  cos x + c  cos2x + d = 0 сводится к однородному заменой свободного члена d на  d( sin2x+cos2x). Теперь мы знаем, что та же идея позволяет свести к однородному любое уравнение  f(g(x); h(x))=0, где f(y;z) — многочлен, степени всех одночленов которого имеют одну и ту же четность. Причем степень соответствующего однородного многочлена g(y;z)  не выше степени f(y;z) .Что же касается произвольного ТМ, то, сделав предварительно замену x=2y, мы можем привести f(cos 2y; sin 2y)=0 к однородному виду. Но, как мы знаем, замена х на 2у означает увеличение степени ТМ в 2 раза. 

Итак, мы умеем превращать ТМ f(cos x; sin x) в   g(cos (x/2); sin (x/2)), где  с — однородный многочлен. Соответственно решение f(cos x; sin x) =0 сводится к решению g(cos (x/2); sin (x/2))=0 или 

g(1;tg (x/2))=0. Это близко к тому, что предлагается обычно делать с помощью универсальной подстановки sin x = (2 tg (x/2))/(1+ tg2(x/2);  cos x = (1-tg 2 (x/2))/(1+ tg2(x/2)). Поскольку замена х на  x/2 повышает степень ТМ, то понятно, что переходить от cos x  и  sin x  к tg (x/2) имеет смысл только если нельзя перейти просто к tg x, то есть если уравнение имеет вид f(cos x; sin x)=0, где f(y;z) содержит одночлены xkyl   и с четным k+l, и с нечетным.

Мы видим, что сведение уравнения к однородному с последующей заменой  (sin x )/ ( cos x) на tg x и сведение уравнения к рациональному уравнению относительно  tg (x/2)  - не такие разрозненные приемы, как может показаться с первого взгляда. В некотором смысле прием сведения к однородному уравнению оказывается не менее универсальным, чем применение универсальной подстановки. 

Рассмотрим теперь один вопрос, ответ на который нам пригодится в следующей главе. Мы знаем, что если f и g -два многочлена с двумя переменными и f(cos x; sin x) ≡ g(cos x; sin x), то есть f(cos x; sin x) и g(cos x; sin x) – один и тот же ТМ, то совсем не обязательно f(y;z) и g(y;z)  - один и тот же многочлен. А если многочлены  f и g однородны? В общем случае по-прежнему не обязательно, чтобы f(y;z) ≡  g(y;z). Пример:  sin2x+cos2x и 1. Докажем следующее

Утверждение 4.2. Если  потребовать, чтобы  f и g  не только были однородными, но и имели одну и ту же степень, то из  f(cos x; sin x) ≡ g(cos x; sin x) будет следовать  f(y;z) ≡  g(y;z).

Действительно, если  f и g однородны, то для того, чтобы  f(y;z) ≡  g(y;z), достаточно, чтобы для каждой пары (a;b) c a2 + b2≠ 0 нашлась такая пропорциональная ей пара (ka;kb) c k≠0, что 

f(ka;kb) = g(ka;kb). (Тогда f(a;b) = (1/kn) f(ka;kb)=(1/kn) g(ka;kb)=g(a;b), где n – степень многочленов  f и g.) В качестве такой пары (ka;kb) мы всегда можем взять ( cos φ; sin  φ),  где  φ — угол из промежутка [0; 2π[ c   cos φ= a/(a2+b2)1/2;  sin  φ=b/(a2+b2)1/2.

Упражнения к главе 4.

Упражнение 4.1. Решите уравнение x4 – 3x2(x+1) + 2(x+1)2=0, используя однородное уравнение 

y2-3yz+2z2=0.

Упражнение 4.2. Решите уравнение sin4 x -3 sin2 x  cos x + 2 cos2 x=0.

Упражнение 4.3. Решите уравнение sin4 x -3 sin2 x ( cos x  + 1) + 2 (cos x + 1)2 =0.

Упражнение 4.4. Преобразуйте к однородному виду ТМ соs4x+sin4x + a(cos2 x – sin2 x) + b и решите уравнение  соs4x+sin4x + a(cos2 x – sin2 x) + b=0.

Упражнение 4.5.  Преобразуйте к однородному виду ТМ  3sin3x + 4cos x sin2x – 2 cos2x sin x – 3cos3x sin x + 2cos x  и решите уравнение sin3x + 4cos x sin2x – 2 cos2x sin x – 3cos3x sin x + 2cos x = 0.

Упражнение 4.6. Преобразуйте ТМ f(x)=3sin 2x + 2(sin x – cos x) -2 к однородному виду, предварительно сделав замену х=2у.

Упражнение 4.7. Верно ли, что если f(y;z) и g(y;z)  однородные многочлены степеней m и n соответственно, где m<n, то из тождества  f(cos x; sin x) ≡ g(cos x; sin x)  следует, что n - m  четно и 

 f(y;z) ≡ (y2 + z2)(n-m)/2 g(y;z) ?

Упражнение 4.8. Какое самое меньшее число осей симметрии х= φ в промежутке  [0; 2π[ может иметь график однородного ТМ второй степени? Верно ли, что тригонометрический многочлен второй степени является однородным в том и только в том случае, если его график имеет не меньше двух вертикальных осей симметрии  в промежутке  [0; 2π[ ? 

Глава 5.

Разложение тригонометрических многочленов на множители. 

Напомним, что для обычных многочленов справедливы следующие две важные теоремы:

1) (Аналог основной теоремы арифметики.) Каждый многочлен, имеющий степень, отличную от 0, можно разложить на простые(то есть многочлены, не разложимые в произведение двух многочленов меньших степеней) множители. Причем разложение единственно с точностью до порядка множителей и того, что различие между множителями f и  cf, где с -константа, отличная от 0, считается несущественным.

2) При рассмотрении обычных многочленов с действительными коэффициентами простыми являются только многочлены первой степени и многочлены второй степени с отрицательными дискриминантами.

Таким образом каждый многочлен ненулевой степени с действительными коэффициентами можно, причем единственным образом, разложить на множители первой степени и множители второй степени с отрицательными дискриминантами. Доказательство этого не конструктивно, то есть не объясняет, как конкретно нужно раскладывать. Точнее, оно использует неконструктивное доказательство существования у каждого многочлена ненулевой степени с действительными или комплексными коэффициентами по крайней мере одного комплексного корня. Зная этот корень и теорему Безу (точнее, ее следствие о том, что если многочлен f(x) имеет корень х0, то f(x) обязан делиться без остатка на х-х0), можно разделить исходный многочлен на х-х0 и тем самым свести задачу к разложению многочлена меньшей степени. (Если многочлен имеет действительные коэффициенты, а корень комплексный, x0=a+ib, то делить нужно сразу на (x-a-ib)(x-a+ib)=(x-a)2+b2.)

Вернемся к ТМ. Непосредственно теоремы об обычных многочленах мы можем применить только к ТМ вида f(cos x) и  f(sin x), где  f — обычный многочлен. Мы знаем, что f1(cos x)≡f2(cos x) в том и только в том случае, если  f1(y)≡f2(y). Поэтому сразу получаем, что каждый КМ единственным образом раскладывается в произведение КМ первой степени и КМ второй степени a cos2x + b cos x + c таких, что b2-4ac<0.

Заметим, что отсюда следует, что если а — корень ТМ  f(x), то этот ТМ делится без остатка на 

cos x – cos a. Если же а — корень g(x)=f(cos x; sin x), то на cos x – cos a обязан делиться только gзач(x)≡g(x)g(-x).

Полезные сведения из теорем об обычных многочленах почти сразу извлекаются и для однородных ТМ. Но сначала сформулируем следствия из теорем о многочленах с одной переменной для однородных многочленов с двумя переменными: 

Каждый однородный многочлен с двумя переменными х и у , имеющий степень, отличную от 0, можно разложить на простые однородные множители. Причем разложение единственно с точностью до порядка множителей и того, что различие между множителями f и  cf, где с -константа, отличная от 0, считается несущественным.  При этом простыми являются только однородные многочлены первой степени ax-by и многочлены второй степени ax2+byx+cy2 такие, что D=b2-4ac .

Получаем, что верно следующее 

Утверждение 5.1. Каждый однородный ТМ, имеющий степень, отличную от 0, можно представить в виде произведения  множителей первой степени a cos x – b sin x (или, что то же самое, sin(x-c)) и множителей  a cos2x + b cos x sin x+ c sin2x  таких, что b2-4ac<0, которые имеют именно вторую степень как ТМ. 

(Если в разложение f(x;y) входит множитель  ax2+byx+cy2 такой, что  a cos2x + b cos x sin x+ c sin2x — ТМ нулевой степени, то его просто заменяем соответствующей константой.)

Теперь докажем

Утверждение 5.2.Разложение однородного ТМ на простые множители единственно, если не различать множители f  и cf, где  c — константа, и не обращать внимания на порядок множителей. 

Прямо из единственности для обычных многочленов единственность для ТМ не следует по той причине, что из f1(cos x; sin x)≡f2(cos x; sin x)     не следует  f1(y;z)≡f2(y;z) даже для однородных f1  и  f2. Но мы знаем, что если  f1  и  f2 — два однородных многочлена одной и той же степени, то из f1(cos x; sin x)≡f2(cos x; sin x)    следует  f1(y;z)≡f2(y;z). Этим мы и воспользуемся. 

Пусть даны два разложения одного и того же однородного ТМ на простые однородные ТМ:

f1(cos x; sin x)...fn(cos x; sin x) ≡ g1(cos x ; sin x)... gn(cos x; sin x), причем fi(x;y) и  gi(x;y) — однородные многочлены, степени которых совпадают со степенями ТМ  fi( cos x;sin x) и  gi(cos x;sin x) . (Для простых множителей первой степени  a cos x – b sin x и  ax-by это условие заведомо выполняется, а для

a cos2x + b cos x sin x+ c sin2x и  ax2+byx+cy2 выполняется потому, что мы оставили в нашем разложении только те множители вида a cos2x + b cos x sin x+ c sin2x, которые не являются константами. Значит все они — ТМ  второй степени. )

Имеем f1( x; у)...fn( x;у) и g1( x ; у)... gn( x; у) однородные многочлены тех же степеней, что и

 f1(cos x; sin x)...fn(cos x; sin x) и g1(cos x ; sin x)... gn(cos x; sin x) соответственно, а значит, одной и той же степени. Следовательно f1( x; у)...fn( x;у) ≡  g1( x ; у)... gn( x; у)  и можно воспользоваться единственностью разложения обычного многочлена с двумя переменными на простые множители.

Теперь вспомним, что каждый ТМ можно превратить в однородный, заменив х на 2у. Получаем Утверждение 5. 3. Каждый ТМ, не равный тождественно константе, можно представить в виде произведения множителей  a cos( x/2) – b sin( x/2)  с a2 + b2≠ 0 (или, что то же самое, вида sin ((x-c)/2)) и множителей вида 

 a cos2 (x/2) + b cos( x /2)sin( x/2)+ c sin2 (x/2)  таких, что b2-4ac<0, являющихся ТМ второй степени от х/2, то есть  не равных тождественно константе. Это разложение единственно. Если не различать множители f и  cf, где с -константа, отличная от 0, и не обращать внимания на порядок множителей. 

Рассмотрим теперь произвольные ТМ первой степени a cos x + b sin x + c, не обязательно однородные. Как мы знаем, каждый такой ТМ является однородным ТМ от х/2 второй степени:

a cos x + b sin x + c≡a(cos2(x/2) – sin2(x/2)) + 2b cos( x /2)sin( x/2) + c(cos2(x/2) + sin2(x/2))≡ (a+c) cos2 (x/2) +2 b cos( x /2)sin( x/2)+( c - a)sin2 (x/2).

Важно, что верно и обратное : каждый однородный ТМ от х/2 второй степени a cos2 (x/2) + b cos( x /2)sin( x/2)+ c sin2 (x/2) можно представить в виде a1 cos x + b1 sin x + c1:

a cos2 (x/2) + b cos( x /2)sin( x/2)+ c sin2 (x/2) ≡ a((1+ cos x)/2) + b ((sin x)/2) + c (1- cos x)/2)≡ ((a-c)/2) cos x + (b/2) sin x + ((c+a)/2) .

При этом a cos x + b sin x + c=0 имеет хоть один корень в том и толь ко в том случае, если (a+c) cos2 (x/2) +2 b cos( x /2)sin( x/2)+( c - a)sin2 (x/2) = 0 имеет хотя бы один корень, то есть когда b2-(c2-a2), то есть когда дискриминант (a+c) x2 + 2b xy + (c-a) y2 отличен от 0.

Итак, если  a cos x + b sin x + c=0  не имеет корней, то есть a2 + b2< c2, то  a cos x + b sin x + c≡g(cos(x/2); sin (x/2)), где  g — однородный многочлен второй степени, не раскладывающийся на множители первой степени. Если a2 + b2= c2, то есть  a cos x + b sin x + c≡с (cos(x-d) ± 1), то  a cos x + b sin x + c≡(a1 cos (x/2) – b1 sin(x/2))2 для некоторых a1 и b1 таких, что a12 + b12 ≠0. Если же  a2 + b2 > c2, то есть a cos x + b sin x + c≡с ( cos (x-d) – cos e) , где  cos e≠± 1, то  a cos x + b sin x + c можно представить в виде произведения (a1 cos (x/2) – b1 sin(x/2))(a2 cos (x/2) – b2 sin(x/2))  с непропорциональными (a1;b1) и (a2;b2).

Мы уже  знаем, что каждый ТМ можно представить в виде  (a1 cos (x/2) – b1 sin(x/2))...(am cos (x/2) – bm sin(x/2)) g1(cos(x/2); sin (x/2))...gk(cos(x/2); sin (x/2)), где gi(y;z)=ciyi2 + 2 diyz + eizi2 – однородные многочлены второй степени с di2-ciei<0 . Значит gi(cos(x/2); sin (x/2)) при обратной замене превращаются в ТМ вида  a cos x + b sin x + c такие, что  a2 + b2< c2, причем  gi(cos(x/2); sin (x/2)) имеют вторую степень как ТМ от  cos (x/2). Так как при замене х на 2у степень ТМ удваивается, то все произведение имеет четную степень. Но произведение g1(cos(x/2); sin (x/2))...gk(cos(x/2); sin (x/2)) тоже имеет четную степень. Значит и (a1 cos (x/2) – b1 sin(x/2))...(am cos (x/2) – bm sin(x/2)) имеет четную степень, то есть m четно. Группируя эти множители как угодно, лишь бы только парами, получим, что каждая пара дает множитель  вида  a cos x + b sin x + c такой, что  a2 + b2≥ c2. Мы доказали

Утверждение 5.4.  Любой ТМ , имеющий ненулевую степень, можно представить в виде произведения ТМ первой степени.

Вспомним теперь, что мы группировали множители аi cos (x/2) – bi sin(x/2) по парам произвольно. Поэтому понятно, что об единственности разложения на множители вида  a cos x + b sin x + c речи быть не может.  Например, рассмотрим произведение cos (x/2) sin(x/2)(cos (x/2) + sin(x/2))(cos (x/2) –  sin(x/2)) . При группировке по парам cos (x/2) можно сгруппировать с любым из трех оставшихся множителей. Соответственно получим три варианта  разложения на множители вида  a cos x + b sin x + c:

(cos (x/2) sin(x/2))((cos (x/2) + sin(x/2))(cos (x/2) –  sin(x/2))) = (1/2) sin x  cos x ;

(cos (x/2)(cos (x/2) + sin(x/2))( sin(x/2(cos (x/2) –  sin(x/2))=((1/2)(cos x + 1) +(1/2)(sin x))( (1/2)(sin x)-(1/2)(1-cos x))=1/4 (sin x + cos x +1)(sin x + cos x -1);

(cos (x/2)(cos (x/2) - sin(x/2))( sin(x/2(cos (x/2) +  sin(x/2))=((1/2)(cos x + 1) -(1/2)(sin x))( (1/2)(sin x)+(1/2)(1-cos x))=1/4 ( cos x – sin x +1)(sin x - cos x -1).

Пусть теперь известно, что все корни  a cos x + b sin x + c  являются корнями некоторого ТМ f(x). 

Обязательно ли f(x) делится на  a cos x + b sin x + c ? Если  a cos x + b sin x + c имеет 2 разных корня в 

промежутке  [0; 2π[, то есть если ,a2 + b2 > c2, то  a cos x + b sin x + c= (a cos (x/2) – b sin (x/2)) (c cos (x/2)-

d sin(x/2)), где пары (a;b) и (c;d) не пропорциональны, то, благодаря единственности разложения ТМ на

простые ТМ от х/2,  f(x) обязан делиться  на a cos x + b sin x + c . Если же a cos x + b sin x + c  имеет только один корень в  [0; 2π[, то есть если a2+b2=c2, то  a cos x + b sin x + c= (a cos (x/2) – b sin (x/2)) 2, и 

ТМ может делиться на  a cos (x/2) – b sin (x/2), но не делится на   (a cos (x/2) – b sin (x/2)) 2.

Пример:  sin x нельзя разделить на   cos x + 1 даже с остатком.

Рассмотрим теперь вопрос, когда из делимости на два ТМ следует делимость на их произведение.

 Для обычных многочленов делимость на произведение равносильна делимости на оба множителя в том и только в том случае, если эти множители взаимно просты. Поэтому сначала попробуем разобраться с взаимной простотой и наибольшими общими делителями. Напомним. Что в главе 3 мы назвали наибольшим общим делителем (НОД) двух ТМ такой их общий делитель, который  делится без остатка на все их общие делители.  Для однозначности потребуем, чтобы старший коэффициент НОД был равен 1. Рассмотрим следующие множества функций:

F0 – множество всех КМ , то есть множество всех четных ТМ;

F1 – множество всех однородных ТМ; 

F  - множество всех ТМ; 

F2 – множество всех однородных ТМ от х/2.

Каждому из этих множеств соответствуют свои НОД. Причем в F0 , F1  и F2 НОД любых двух функций существует а в F для некоторых пар существует, а для некоторых — нет. При этом F0 – подмножество 

F1 , F1  - подмножество  F, а  F — подмножество F2.  Заметим , что хотя при переходе из F0 и F1  в F

и из F в F2 появляются новые функции, но при этом если  f1(x) не делился без остатка  на   f2(x), то и после перехода не появится такая функция h(x), что f1(x) =  f2(x)h(x). Докажем это.

Сначала докажем, что если f1 и f2  принадлежат  F,  f2 ненулевая функция,  g  принадлежит  F2 и  f1= f2 g , то на самом деле  g  принадлежит  F. Действительно, F, как мы знаем, состоит из всех однородных ТМ от х/2 четных степеней. А если  f1; f2  и g ТМ от х/2 и  f1 и f2 имеют в F2 четные степени, то так как степень f1 равна сумме  степеней  f2  и g, то и степень g  в F2 четна. 

Теперь докажем, что если f1 и f2  принадлежат  F1,  f2 ненулевая функция,  g  принадлежит  F и  f1= f2 g , то на самом деле  g  принадлежит  F1. Вспомним, что если f1 и f2  - однородные ТМ, то каждый из них можно представить в виде суммы ступеней ak cos kx + bk sin kx, где все k одной четности. Тогда при делении уголкомf1 на f2  в частном тоже будут получаться ступени со степенями одной и той же четности. Значит частное — однородный ТМ.

Докажем, что если f1 и f2  принадлежат  F0,  f2 ненулевая функция,  g  принадлежит  F и  f1= f2 g , то на самом деле  g  принадлежит  F0. Действительно,  F0 состоит из всех четных функций из  F. А если f1 и f2  четные, то при всех х, при которых  f2(x)≠0, g(-x)=f1(-x)/f2(-x)=f1(x)/f2(x)=g(x). Так как  f2(x)=0 имеет только конечное число решений в [0;2π[, то g(-x)- g(x)=0 имеет в [0;2π[ бесконечно много решений. Значит  g(-x)- g(x)≡ 0 , g(x) — четная функция.

Теперь рассмотрим любые два множества функций G1  и  G2 такие, что  G1 — подмножество  G2 и если f1 и f2  принадлежат  G1 и в G2   f1 делится на  f2 без остатка, то частное всегда принадлежит G1  . Тогда если у  f1 и f2 существует НОД в G2  и этот НОД является функцией из  G1, то он обязан быть НОД и в  G1.

Действительно, если g – НОД f1 и f2   в G2, то в  в G2   g делится без остатка на все общие делители функций   f1 и f2, в том числе и на все те, которые принадлежат  G1 . Причем результаты деления на общие делители из  G1 обязаны принадлежать  G1. Это и означает, что g  - наибольший общий делитель f1 и f2  и в  G1.

Во множестве F2 , благодаря единственности разложения на простые множители, НОД существует у любой пары функций. Но для  f1 и f2  из F их НОД в   F2  не обязан быть функцией из  F, так как НОД может иметь нечетную степень как ТМ от х/2. Пример: НОД(1- cos x ; sin x) в  F2 это sin (x/2), так как 

1- cos x = 2 sin2(x/2); sin x = 2 sin (x/2) cos(x/2). А поскольку 1- cos x и sin x ТМ первой степени, не получающиеся друг из друга умножением на число, их НОД в  F равен 1. А можно ли и как по разложению на простые множители НОД (f1 ; f2) в F2 однозначно ответить на  вопрос, существует ли 

НОД (f1 ; f2) в F, и найти его, если он существует?

Покажем, что все зависит от количества множителей первой степени в разложении НОД (f1 ; f2) в F2 и от числа входящих в него множителей первой степени, не получающихся друг из друга умножением на константу. Если количество  множителей первой степени четно, то  НОД (f1 ; f2) в F2  принадлежит  F, и значит является НОД (f1 ; f2) и  в F. Если же оно нечетно, то возможны два случая.

Первый случай. НОД (f1 ; f2) в F2  равен  sink((x-a)/2) g(x/2) ,где g(x/2) — произведение простых множителей второй степени; k нечетно. Тогда НОД (f1 ; f2) в F это ( с точностью до умножения на константу)  sink-1((x-a)/2) g(x/2).

Второй случай. НОД (f1 ; f2) в F2  равен h(x) = sin ((x-a1)/2)...sin((x-ak)/2) g(x/2), где g(x/2) — произведение простых множителей второй степени; k нечетно,  k>1 и  sin(x-a2)/2) не получается из sin ((x-a1)/2) умножением на константу, то есть  a2- a1 не кратно 2π. Пусть g1(x) получается выбрасыванием из  h(x) первого множителя, а  g2(x) — второго. Тогда разложение на простые множители в  F2  как g1(x). так и g2(x), содержит четное число множителей. Значит  g1(x) и g2(x) — ТМ от х, то есть принадлежат  F. Допустим, что h1(x) – НОД (f1 ; f2) в F . Тогда h1(x) делится без остатка в  F на  g1(x) и g2(x). Но тогда разложение на простые множители  h1(x) должно содержать в себе разложение h(x) . А чтобы h1(x) был из  F, нужно, чтобы у него был еще какой-то простой множитель из  F2, не входящий в разложение h(x). Это противоречит тому, что НОД (f1 ; f2) в F2  равен h(x).

Пусть теперь f1 и f2  принадлежат F1. Докажем, что их НОД в  F2 всегда является НОД и в  F1.

Заметим, что если ТМ f однороден, то f(x+π)≡f(x), если степень  f четна, и f(x+π)≡-f(x), если  степень  f нечетна. Поэтому f(x) и f(x+π) должны одинаково раскладываться на простые множители в F2  . Значит, если в разложении f(x) есть простой в  F2 множитель g(x), то так как в разложении  f(x+π) есть (с точностью до умножения на константу) простой множитель g (x+π) , то либо  g(x) и g (x+π) получаются друг из друга умножением на константу, либо  g (x+π)  входит в разложение f(x) . А так как для g(x)=sin((x-a)/2) имеем g (x+π) = cos((x-a)/2) – не получается из  g(x) умножением на константу, то множители первой степени входят в разложение каждого из  f1 и f2  парами - sin ((x-a1)/2) в паре с sin(x-a2)/2), где  a2 отличается от  a1  на нечетное кратное  π. Значит НОД (f1 ; f2) в F2   является ТМ от х, то есть принадлежит  F. Кроме того, sin((x-a)/2) sin((x+π-a)/2) =(1/2)sin(x-a) — однородный ТМ от х. А простые множители второй степени в  F2, как мы знаем, записываются в виде a cos x + b sin x +c.  Если с=0, то этот множитель однородный. А если нет, то у него в разложениях  f1 и f2  есть пара  a cos (x+ π) + b sin (x+ π) +c= - a cos x - b sin x +c. Имеем:  (a cos x + b sin x +c)(- a cos x - b sin x +c)=с2- ( a cos x + b sin x )2

состоит после раскрытия скобок только из одночленов четных степеней, то есть это однородный ТМ от х. Значит НОД (f1 ; f2) в F2  принадлежит   F1  и следовательно является НОД (f1 ; f2) и в  F1  .

Заметим еще,  что если в каком-то множестве функций НОД  двух функций  f1 и f2 удалось представить в виде f1g1+f2g2 , где g1 и  g2 -функции из этого же множества(так бывает, если к  f1 и f2 удается применить алгоритм Евклида), то этот НОД остается НОД и в любых более широких множествах функций при условии, если f не делилась без остатка на g в исходном множестве, то не делится и в расширенном. По этой причине НОД двух функций из F0 остается их НОД и в F и в  F2.

Теперь попробуем ответить на вопрос, в каких из множеств F0;F1;F;F2 из того, что f(x) делится на f1(x) 

и на f2(x) и f1(x)  и  f2(x) взаимно просты (то есть их НОД в этом множестве-константа 1) следует, что f(x) делится на f1(x) f2(x). 

Так как в F0;F1; F2  разложение на простые множители единственно, то для этих множеств рассматриваемое свойство выполняется. А вот в  F из взаимной простоты множителей ничего хорошего не следует. Например, sin x =2 sin(x/2) cos (x/2) и   1- cos x = 2 sin2(x/2)  в F взаимно просты. Но удалив из их произведения 4sin3(x/2) cos(x/2)  один множитель  sin(x/2) и добавив любой множитель вида sin((x-a)/2)) ,  например, cos(x/2), получим:  4 sin2 (x/2) cos2(x/2) = sin2x делится на  sin x и на  1- cos x, но не делится на  sin x (1-  cos x).

Теперь мы, наконец, можем доказать следующее

Утверждение 5.5. Если известно,    что  ТМ f(x) с делится без остатка на g(x)= a1 cos x + b1 cos x + c1 и на h(x)= a2 cos x + b2 sin x + c2, причем g(x) и h(x) не имеют общих корней и не получаются друг из друга умножением на константу, то  f(x) обязательно делится на g(x)h(x). 

Действительно,  a1 cos x + b1 cos x + c1 и  a2 cos x + b2 sin x + c2   в  F2 имеют вторую степень. Поэтому они взаимно просты  в  F2  в том и только в том случае, если они не получаются друг из друга умножением на константу и не имеют общих простых делителей первой степени  в  F2, то есть не делятся  в  F2 на одно и то же  sin((x-a)/2), то есть не имеют общих корней. 

Выясним еще, как связаны между собой НОК одних и тех же ТМ в разных множествах  F0;F1;F;F2 (НОК — общее кратное, на которое делятся все общие кратные. Для определенности старший коэффициент НОК равен 1). 

В тех множествах, где выполняется единственность разложения на простые множители, то есть в  F0;F1; F2  НОК находится как для целых чисел разложением на простые множители и верно соотношение

f1(x) f2(x) с точностью до множителя-константы равно НОД(f1(x); f2(x)) НОК(f1(x); f2(x)). Поэтому НОК в  F 0 и в   F1 всегда существует и не меняется при переходе в  F2. 

Что же касается связи НОК в F и в F2 , то , аналогично НОД, если НОК(f1(x); f2(x)) из  F2 принадлежит  F, то оно является НОК(f1(x); f2(x)) и в  F. Это происходит в том случае, если НОК в  F2 имеет четную степень. Если же степень НОК в  F2  нечетна, то НОК в  F не существует. Действительно, пусть h(x) – НОК (f1(x); f2(x)) в  F2 , и  h(x) не принадлежит  F, то есть имеет нечетную степень в  F2. . Тогда при любом а 

 sin((x-a)/2)h(x) — общее кратное f1(x) и  f2(x), принадлежащее  F, а все остальные их общие кратные получаются из общих кратных такого вида умножением на какие-то ТМ из F . Допустим, что существует НОК(f1(x); f2(x))  в  F и оно имеет вид sin((x-a)/2)h(x) g(x). Но тогда, взяв общее кратное sin((x-а-π)/2))h(x),  получаем, что оно не делится на sin((x-a)/2)h(x) g(x), так как не делится даже на sin((x-a)/2)h(x).

Итак, мы теперь кое-что знаем о связи между разложением ТМ  f(x) на множители и корнями уравнения f(x)=0. Как и для обычных многочленов это помогает не столько решать уравнения, сколько раскладывать f(x) на множители, когда корни каким-то образом найдены (угаданы). Единственное, что помогает решать уравнения, это сведение решения уравнения к решению уравнения меньшей степени, если один из корней угадан. Этим мы займемся в следующей главе. А сейчас рассмотрим примеры разложения на простые множители ТМ, корни которых мы умеем находить. 

Начнем с разложения  cos nx на простые множители в  F0, точнее на множители первой степени cos x – a. Мы знаем, что каждый КМ обязан раскладываться на множители вида cos x – a  и a cos2x + b cos x +c такие, что b2 – 4ac < 0.  А так как степень cos nx равна n, то если мы найдем  n его корней  x1,..., xn  c  разными cos x1,..., cos xn, то это будет означать, что  cos nx раскладывается в произведение множителей первой степени   cos x – cos x1,...,  cos x – cos xn.

Имеем: cos nx =0 в том и только в том случае, если nx=(π/2) + k π, то есть х=( π(2k + 1) /(2n)), где  k любое целое число. Получаем n корней в промежутке [0; π]:  π/(2n); (3 π)/(2n); …; ((2n-1) π)/(2n). Значит  cos nx = с ( cos x – cos ( π/(2n))) ( cos x – cos ((3 π)/(2n))... ( cos x – cos (((2n-1) π)/(2n)). 

Найдем еще , чему равно с в этой формуле. Для этого найдем старшую ступень вида ak cos kx правой части. Мы знаем, что если старшие ступени двух ТМ равны  а cos kx  и b cos lx, то старшая ступень их произведения это ((ab)/2) cos(k+l)x. Соответственно если старшие ступени n множителей соответственно равны a1 cos k1x; …; an cos knx , то старшая ступень их произведения равна 

((a1...an)/2n-1) cos (k1 + … + kn)x. Значит старшая ступень правой части это (c/2n-1) cos nx.  А так как старшая ступень левой части  cos nx, то  c/2n-1=1; с= 2n-1.

Теперь разложим на множители sin (nx-a) (к такому виду, как мы знаем, приводятся b cos nx + c sin nx, если b2  + c2≠ 0). Так как это однородный ТМ степени  n, то , чтобы разложить его на множители вида 

sin(x-a), достаточно найти  n его корней, попарные разности которых не кратны  π. Имеем:

sin (nx-a)=0 в том и только в том случае, если nx-а= k π, то есть х=( πk + а) /n, где  k любое целое число. Получаем требуемые n корней:  a/n;  ( π + а) /n;   ( 2π + а) /n; … ; ( (n-1)π + а) /n. Значит 

sin (nx-a) = c sin(x- a/n) sin(x-  ( π + а) /n)  sin (x- ( 2π + а) /n)... sin(x-  ( (n-1)π + а) /n).

Как для  cos nx, коэффициент с находим, сравнивая старшие ступени.  Так как старшая ступень вида 

 ak cos kx + bk sin kx  для sin (ix-a) sin(jx-b) это  -(1/2)cos((i+j)-(a+b))=(1/2)(sin((i+j)x) - (a+b+(  π/2))), то старшая ступень правой части это( 1/2n-1 )sin (nx-(( a/n) + ( ( π + а) /n) +  … + ( ( (n-1)π + а) /n) + (  π/2)(n-1)))= ( 1/2n-1) sin (nx-a-((n-1)/2)  π - (  π/2)(n-1)) )=  (1/2n-1 )sin (nx-a-  π(n-1))= (-1/2)n-1 sin (nx-a). 

Так как старшая ступень левой части это сам  sin (nx-a), то с=(-2)n-1. Так как cos x = - sin(x-(  π/2)), то сразу получаем:

cos (nx-a) =(-2)n-1 (-1)  sin(x- (a+(  π/2))/n) sin(x-  ( π + (  π/2)+ а) /n)  sin (x- ( 2π +(  π/2)+ а) /n)... sin(x-  ( (n-1)π+(  π/2) + а) /n). 

Теперь разложим cos nx – cos a на простые множители в F0  и в  F2.

При разложении в  F2  никаких проблем не возникает, так как 

cos nx – cos a = -2  sin ((nx-a)/2) sin ((nx+a)/2) = -2  sin ((n(x/2)-(a/2))sin ((n(x/2)+(a/2)), а   sin (ny-a) мы уже умеем раскладывать. Разложение в  F0 можно получить из разложения  в  F2 , группируя множители 

sin ((x/2) -b)  и sin ((x/2) + b) (sin (x/2) группируется сам с собой, что возможно потому, что cos nx – cos a четная функция, поэтому sin (x/2) обязан входить в это разложение четное число раз). Но удобнее раскладывать прямо в  F0.  Найдем корни.

 cos nx – cos a=0 в том и только в том случае, если nx=±a + 2kπ , то есть x=(±a + 2kπ/n), где k любое целое число. При  cos a≠±1, то есть a≠lπ, где l целое число, при k от 0 до (n-1) все  cos(a + 2kπ/n) попарно различны. Действительно, чтобы проверить, что cos c ≠ cos d , достаточно проверить, что c+d и  c-d не кратны π. Если бы ((a + 2kπ)/n) -( a + 2lπ)/n))=2mπ, то (k-l)/n=m, что невозможно, так как k≠ l и |k-l|<n. Если бы ((a + 2kπ)/n) + ( a + 2lπ)/n))=2mπ, то  а=(mn-k-l)π  было бы кратно π . Значит при  a≠lπ, то есть  cos a≠±1, 

 cos nx – cos a=с(cos x - cos(a/n))(cos x - cos(a+2π/n)) (cos x - cos(a+2(n-1)π/n)) .

Причем мы знаем, что старшая ступень вида ak cos kx правой части  ( 1/2n-1) cos nx, значит с= 2n-1.

При  cos a=±1 рассуждения с помощью которых мы вывели эту формулу, непосредственно не проходят из-за того, что в этом случае у  cos nx – cos a нет n корней с попарно различными косинусами. Из равенств  cos nx – 1=-2sin2 (nх/2) и  cos nx+ 1=2 cos2(nx/2)  мы видим, что (так как sin (x/2) и cos(x/2) имеют по n различных корней в [0;2 π[ ), во множестве F2  все корни  cos a±1 имеют кратность 2.  Но 

c (cos x – cos (a/n))(cos x – cos (a+2π/n))... (cos x – cos (a+2(n-1)π/n)) при a=lπ имеет те же самые корни: cos x – cos( (lπ+2iπ)/n)= -2 sin ((x-(lπ+2iπ/n))/2)sin ((x+(lπ+2iπ/n))/2), а (lπ+2iπ)/n и -(lπ+2iπ)/n удовлетворяют  cos nπ =  cos  lπ. При этом корни (lπ+2iπ)/n и (lπ+2jπ)/n отличаются друг от друга на  

(2( i-j)π)/n, то есть их разность не кратна 2π при 0≤j<i<n,и то же верно для -(lπ+2iπ)/n и -(lπ+2jπ)/n. А разность( lπ+2iπ)/n  и  -(lπ+2jπ)/n  равна (2 lπ+2(i+j)π)/n и кратна 2π в том и только в том случае, если l+(i+j)  кратно n , то есть j дает тот же остаток при делении на n , что -(l+i). Получаем, что все корни 

c (cos x – cos (lπ/n))(cos x – cos (lπ+2π/n))... (cos x – cos (lπ+2(n-1)π/n)) имеют кратность 2, то есть разложение на простые множители в F2  у этого ТМ такое же, как у   cos nx – cos lπ. Значит 

 cos nx – cos lπ =  2n-1(cos x – cos (lπ/n))(cos x – cos (lπ+2π/n))... (cos x – cos (lπ+2(n-1)π/n)).

На самом деле это рассуждение можно было  не проводить, а воспользоваться соображениями непрерывности: при фиксированных  n и x   у= cos nx – cos a   и    у= 2n-1(cos x - cos(a/n))(cos x - cos(a+2π/n)) (cos x – cos(a+2(n-1)π/n))  - непрерывные функции от а, поэтому из их совпадения при

-1<a<1  следует совпадение и при  a=±1.

Теперь попробуем найти НОД и НОК  sin(nx+a1)  и  sin(mx+a2). Зависят ли они от того, в каком из множеств F1, F и   F2  мы их ищем? Эти ТМ однородные, поэтому их НОД и НОК в  F1 существуют и являются также НОД и НОК в  F и в  F2  . Для нахождения НОД и НОК однородных ТМ достаточно разложить их на простые множители в   F1. Корни sin(nx+a1) это (-a1 + kπ)/n, где k любое целое число. Корни sin(nx+a2) это (-a2 +lπ)/m, где l любое целое число.  Общие корни есть в том и только в том случае, если  уравнениe с неизвестными y и z 

(-a1 + yπ)/n=(-a2 +zπ)/m;  то есть  ym-zn= (a1m-a2n)/π,   имеет решения в целых числах. Понятно, что если число (a1m-a2n)/π не целое, то целых решений нет и значит sin(nx+a1)  и  sin(mx+a2) взаимно просты, их НОД это 1, а НОК, с точностью до множителя-константы,  — их произведение. Если же 

(a1m-a2n)/π целое, то, как мы знаем,  ym-zn=a имеет решения в целых числах в том и только в том случае, если а/НОД(m;n) — целое число, то есть  (a1m-a2n)/(πНОД(m;n)) целое. Значит если 

(a1m-a2n)/(πНОД(m;n))  не целое, то  sin(nx+a1)  и  sin(mx+a2) взаимно просты. А если 

 (a1m-a2n)/(πНОД(m;n)) целое, то решения в целых числах есть и формула общего решения имеет вид y=y0 + t(n/НОД(m;n)); z=z0 + t(m/НОД(m;n)), где  t любое целое число, а (  y0; z0) — одно из решений. Значит общая формула общих корней - 

(-a1 +(y0 + t(n/НОД(m;n)))π )/n=((-a1+y0π )/n) +( tπ )/ НОД(m;n), где  t любое целое число, то есть общие корни повторяются с  периодом π / НОД(m;n). Следовательно в этом случае НОД sin(nx+a1)  и  sin(mx+a2) представляет собой (с точностью до умножения на константу) произведение множителей sin(x-bi) , где   bi   (i=0, 1, …,  НОД(m;n)-1) – общие корни  sin(nx+a1)  и  sin(mx+a2), bi =b0 + (iπ )/ НОД(m;n). Но те же самые корни имеет  sin(НОД(m;n)(х- b0)). Значит НОД sin(nx+a1)  и  sin(mx+a2) равен (с точностью до умножения на константу)   sin(НОД(m;n)(х- b0)), где  b0 — любой из общих корней 

 sin(nx+a1)  и  sin(mx+a2). Соответственно НОК этих однородных ТМ равен (с точностью до умножения на константу) их произведению, деленному на их НОД.

Упражнения к главе 5.

Упражнение 5.1. В каких из множеств F1; F; F2 из того, что х0 — корень f(x), следует, что  f(x) делится без остатка на sin(x-x0)?

Упражнение 5.2.  В каких из множеств F0; F; F2 из того, что х0 — корень f(x), следует, что  f(x) делится без остатка на cos x- cos x0 ?

Упражнение 5.3. Угадайте 2 корня ТМ (a sin x + b)(b sin x + a)- (a cos x + b)(b cos x + a) в промежутке 

[0;2 π[ (Здесь a и  b — числа, отличные от 0.). На какой ТМ  первой степени обязан делиться этот ТМ ? Выполните деление. Используя результат деления, решите уравнение

(a sin x + b)(b sin x + a)= (a cos x + b)(b cos x + a). 

Упражнение 5.4. Найдите ТМ первой степени, имеющий  в промежутке [0;2 π[ два корня, π/6 и  π/2. 

Упражнение 5.5.  Найдите ТМ первой степени, имеющий  в промежутке [0;2 π[ только один корень, π/6.

Упражнение 5.6. Найдите однородный  ТМ второй степени, имеющий  в промежутке [0; π[ два корня, 

π/6 и  π/2.

Упражнение 5.7.Найдите все  ТМ второй степени, имеющие  в промежутке [0; 2π[ ровно два корня, 

π/6 и  π/2.

Упражнение 5.8. Для ТМ  f(x)=3 sin x cos x + 4 cos2x + cos x -3 sin x -5 найдите   fзач(х) и разложите его на простые множители в  F0. Пользуясь полученным разложением, решите уравнения  fзач(х)=0 и f(x)=0.

Упражнение 5.9. Совпадает ли множество всех общих делителей  fчет(x) и f нечет(x)  в  F с  множеством всех общих делителей f(-x) и  f(x) ?  Верно ли, что если   в  F  существует НОД f(-x) и  f(x), то существует и  НОД   fчет(x) и f нечет(x), и наоборот, и что если они оба существуют, то они одинаковы?

Упражнение 5.10. Найдите НОД  f(-x) и  f(x)  в  F и в F2   для  f(x)  из Упражнения 5.8. 

Упражнение 5.11. Верно ли, что каждый КМ  a cos2x + 2b cos x + c  можно представить в виде произведения двух КМ  вида d cos x + e ? А двух ТМ вида d cos x + e sin x + f ? Представьте f(x)=2 cos2 x + 4 cos x + 3 в виде произведения двух ТМ первой степени. Сколько решений имеет эта задача?

Упражнение 5.12. Найдите все разложения ТМ sin2x; cos2x; cos3x  на множители вида  a cos x + b sin x + c. (Не забудьте доказать, что вы действительно нашли все варианты.)

Упражнение 5.13. Найдите НОД(sin x - (√2/2); sin x – cos x)  в  F и в F2.

Упражнение 5.14. Найдите НОК(sin x - (√2/2); sin x – cos x)   в F2.. Есть ли у этих ТМ  НОК   в  F ? Есть ли у них общие кратные первой степени? Приведите пример двух их общих кратных второй степени, которые не делятся друг на друга.

Упражнение 5.15. Существует ли НОД  в  F у f(x)=4 cos2x + 8 cos x sin x – 4 cos x -3  и у 

g(x)=4 cos2x -6 cos x sin x +3 cos x -3. Если существует, то найдите его. Найдите НОД(f(x);g(x))  в F2 и общие корни f(x)=0 и g(x)=0.

Упражнение 5.16. Найдите НОД (cos 4x cos 5x ; cos 6x cos 7x) в  F0; F и  F2.

Упражнение 5.17.  Найдите НОД  f(x)= sin 4x – sin 2x – cos 3x + 2 sin x -1 и g(x)= 2 sin 2x -√3 в  F2 и  в  F.

Упражнение 5.18.  Найдите НОД(sin8x; 1+ cos8x) и НОД( sin7x; 1+ cos7x) в  F2 и  в  F.

Глава 6.

Угадаем корень.

Мы теперь знаем кое-что 

1) о числе корней ТМ n-ой степени;

2) о связи между корнями и разложением ТМ на множители.

Поэтому теперь мы можем с уравнениями вида  f(x)=0, где f(x) ТМ , делать то, что раньше умели делать только для обычных многочленов — решать  такие уравнения угадыванием корней. Вы, наверное, обращали внимание, что чаще всего угадывание применяется к многочленам с целыми или рациональными коэффициентами. Одна из причин  в том, что если мы имеем дело с иррациональными числовыми выражениями, то выяснить, равны ли два таких выражения, бывает не проще, чем  решить иррациональное уравнение, преобразовывая выражения с переменными. Поэтому мы и в случае ТМ ограничимся ТМ с целыми или рациональными коэффициентами. А вместо целых и рациональных корней будем рассматривать корни вида (k/n)π, где k и n — целые числа. Тогда особенно просто проверить, является ли  (k/n)π корнем нашего ТМ при  n = 1;2;3;4 и 6. Остальными  n мы займемся позже. А теперь рассмотрим простые примеры. 

Угадаем все корни уравнения cos 6x + 2 cos 5x + cos 4x + cos 2x + 2 cos x + 1=0.

Левая часть этого уравнения — КМ   шестой степени. Значит в [0; π] он имеет не больше 6 корней. Поэтому если в [0; π] удастся найти 6 корней, то уравнение можно будет считать решенным. Перебирая числа  (k/n)π  , где  k и n — целые числа, 0≤ k≤6;   0≤ n ≤6 и  n≠5,  подставляя их в уравнение, находим 6 корней:  π;  π/2;  π/4; 3 π/4;  π/6; 5 π/6. Значит, уравнение решено. Его корни ±α + 2k π, где  α =π;  π/2;  π/4; 3 π/4;  π/6; 5 π/6,   k  - любое целое число.

Конечно, не всегда так просто угадать все корни. Но, угадав один корень уравнения f(cos x)=0, где f(x) – многочлен, всегда можно понизить степень уравнения. Ведь мы знаем, что если х0 — корень, то f(cos x) обязан делиться на  cos x -  cos x0. Правда, если  cos x0  иррационален, то частное имеет по крайней мере один иррациональный коэффициент. 

Решим уравнение cos 4x + 2 cos 3x - cos 2x  + 2 cos x + 1=0. 

Угадав корень π/3, делим ТМ из левой части уравнения на  2 cos x – 1=2(cos x - cos (π/3)).

    cos 4x + 2 cos 3x - cos 2x  + 2 cos x + 1                                 |  2 cos x – 1

    cos 4x + cos 2x – cos 3x                                                             cos 3x + 3 cos 2x + cos x

                    3 cos 3x – 2 cos 2x + 2 cos x + 1

                    3 cos 3x + 3 cos x -3 cos 2x

                                          cos 2x – cos x + 1

                                          cos 2x – cos x + 1

                                                                   0

Угадываем еще один корень,  π/4. Потом мы докажем, что если КМ с рациональными коэффициентами имеет корень  π/4, то и  3 π/4 обязательно его корень. А сейчас  это можно проверить подстановкой в уравнение. Получаем, что ТМ  cos 3x + 3 cos 2x + cos x обязан делиться на

 ( cos x - cos  π/4) ( cos x - cos  3 π/4)=(1/2)  cos 2x.

Выполняем деление уголком.

     cos 3x + 3 cos 2x + cos x                                                     | cos 2x

     cos 3x + cos x                                                                         2 cos x + 3

                    3 cos 2x 

                    3 cos 2x

                               0

Но  2 cos x + 3=0 не имеет корней. Значит все решения исходного уравнения в [0; π] это  π/3; π/4 и  

3 π/4 .

Теперь рассмотрим ТМ    f(sin x ; cos x) . Это труднее, но интереснее. 

Решим угадыванием корней уравнение sin 3x – cos 3x – cos 2x – sin 2x + sin x + cos x -1=0.

Находим перебором и подстановкой в исходное уравнение корни π/2; -π/2; -π/4; 3 π/4; π/6; 5 π/6. Так как ТМ третьей степени имеет не больше 6 корней в промежутке ]- π;  π] , других корней в этом промежутке нет. Корни, не принадлежащие  ]- π;  π] , отличаются от найденных на 2k π, где k любое целое число. 

Из предыдущей главы мы знаем, что если найден один корень х0, то ТМ обязан только как ТМ от х/2 делиться на  sin((х- х0)/2). При делении степень данного ТМ как  ТМ от х/2 понизится на 1. Но эта степень в 2 раза выше исходной. Поэтому желательно угадывать сразу по два корня.

Решим угадыванием корней уравнение sin 4x – sin 2x – cos 3x + 2 sin x – 1 = 0.

Угадываем 2 корня:  π и  π/3. Значит наш ТМ обязан делиться на ТМ sin ((x- π)/2)sin ((x- (π/3))/2)=(1/2)(cos π/3 – cos(x- 2π/3) ).  Недостаток  этого  ТМ первой степени в том, что он имеет иррациональный коэффициент (½) sin (2π/3)  при  sin x. Поэтому попробуем еще поугадывать корни. Потом мы докажем, что если ТМ с рациональными коэффициентами имеет корень  π/3, то и  - π/3 обязательно его корень. А сейчас  это можно проверить подстановкой в уравнение.  Перебором находим, что π/6 тоже корень.

Из дальнейшей теории следует, что и 5 π/6 обязано быть корнем. Делаем вывод, что наш ТМ делится на sin ((x- (π/3))/2)sin ((x+ (π/3))/2)=- (1/2)(cos х - ½) и на sin ((x- π/6)/2)sin ((x- (5π/6))/2)=- (1/2)( sin х — ½). Значит он делится и на ( 2 cos x -1)(2 sin x – 1) = 2 sin 2x – 2 sin x – 2 cos x + 1.

Выполним деление уголком.

    sin 4x – sin 2x – cos 3x + 2 sin x – 1                                             |2 sin 2x – 2 sin x – 2 cos x + 1

    sin 4x – sin 3x + sin x – cos 3x – cos x + cos 2x                             cos 2x + cos x

                  sin 3x – sin 2x – cos 2x + sin x + cos x – 1

                   sin 3x – sin 2x + sin x – cos 2x – 1 + cos x

                                                                                   0

 Получили частное cos 2x + cos x. Это КМ. А так как  π его корень, то этот КМ делится на cos x + 1. Выполним деление уголком.

     cos 2x + cos x                                |  cos x + 1

      cos 2x – 2 cos x – 1                          2 cos x – 1

                  - cos x – 1

                  -cos x – 1

                               0

Значит остальные корни это корни  2 cos x – 1=0. Мы их уже нашли. Итак, наше исходное уравнение в

]- π;  π] имеет 5 корней: - π/3;  π/3;  π/6;  5 π/6;  π.

 Заметим, что на множители наш ТМ раскладывается так: ( cos x + 1)(2 cos x – 1)2(2 sin x – 1) = ( cos 3x + 1)(2 sin x – 1). Если бы мы сразу догадались, что он так раскладывается, решение оказалось бы короче. Впрочем, найдя на черновике более длинное решение, в чистовике можно написать сразу короткое: предъявить разложение ( cos 3x + 1)(2 sin x – 1); проверить раскрытием скобок, что оно верно и решить  cos 3x + 1= 0 и  2 sin x – 1 = 0.

Теперь решим угадыванием уравнение 2 cos 3x – 3 sin x – cos x = 0. ТМ   2 cos 3x – 3 sin x – cos x однородный, так как содержит sin kx и  cos kx  только с нечетными k. Поэтому , угадав его корень 3 π/4, мы можем утверждать, что наш ТМ делится на sin (x - 3 π/4)= (1/√2)( sin x + cos x). Выполним деление.

2 cos 3x – 3 sin x – cos x     |  sin x + cos x

                                               a cos 2x + b sin 2x + …

a и b подбираем так, чтобы старшая ступень произведения ( sin x + cos x)( a cos 2x + b sin 2x) была 

2 cos 3x, то есть (a/2) sin 3x + (a/2) cos 3x - (b/2) cos 3x + (b/2) sin 3x = 2 cos 3x, откуда 

(a/2) — (b/2) = 2;  (a/2) + (b/2) =0. Значит a=2; b= -2.

Продолжим выполнять деление уголком.

     2 cos 3x – 3 sin x – cos x                                                |  sin x + cos x

      2 cos 3x – 2 sin x                                                                 2 cos 2x - 2 sin 2x — 1

                       -  sin x – cos x

                       -  sin x – cos x

                                           0

В частном получился ТМ от 2х степени 1. Поэтому применяем общий способ решения уравнений вида a cos x + b sin x = c. 

2√2((1/√2)  cos 2x - (1/√2) sin 2x) = 1;  cos(2x +  π/4) = 1/(2 √2);  откуда x=±(1/2) arccos (1/(2 √2)) – (π/8) +  k π, где  k любое целое число. 

Окончательный ответ: корни данного уравнения  3 π/4 +  k π  и ±(1/2) arccos (1/(2 √2)) – (π/8) +  k π, где  k любое целое число. 

Пусть теперь даны некоторый КМ  am cos mx + am-1 cos(m-1)x + … + a0  и натуральное число l.  Мы хотим выяснить, есть ли у данного КМ корни вида ( k π)/l  и с какими именно k . Заметим, что если  k четное, то  ( k/l )π — корень  cos lx — 1 = 0; а если  k  нечетное, то корень  cos lx+ 1 = 0. Поэтому если мы заменим наш КМ остатком от его деления на  cos lx — 1, то не изменятся его корни ( k/l )π с четными 

 k  , а если остатком от деления на  cos lx+ 1, то с нечетными.

Другой способ сведения одного КМ степени l к другому  так, чтобы степень нового КМ была меньше l, а корни вида ( k/l )π с данным  l и произвольными  k  фиксированной четности были те же самые, состоит в использовании формулы

cos (k+l)x = cos kx cos lx – sin kx sin lx  или  cos (k+ln)x = cos kx cos lnx – sin kx sin lnx.  

Так как при х= ( k/l )π   имеем  sin lnx=1, а cos lnx = (-1)nk, то, если нас интересуют четные k, cos(ln +r)x можно заменить на  cos rx, а если нечетные, то на (-1)n cos rx.

В результате описанных двух способов сведения могут получаться разные КМ. Например,  cos 4x при сведении первым способом при  l=3  и четных k дает -  cos 2x + 2 cos x, а при сведении вторым способом дает  cos x.

Теперь заметим, что если  l нечетно, l = 2n+1, то при х=( k/l )π выполняется равенство nx + (n+1)x = k π, откуда  cos (n+1)x = cos ( k π -  nx)=(-1)kcos nx.  Поэтому при четных   k  и  х=( k/l )π   cos (n+1)x= cos nx, а  при нечетных   k    cos (n+1)x= -cos nx. Делением соответственно на  cos (n+1)x+ cos nx или на

cos (n+1)x- cos nx (то есть заменяя наш КМ соответствующим остатком от деления), мы получаем два КМ степени, не превосходящей  n, то есть ( l -1 )/2, имеет те же корни ( k/l )π  с нечетными  k (точнее, совпадает с исходным при всех х= k/l )π  с нечетными  k), а другой — с четными  k.

Вместо деления можно воспользоваться соотношением 

(n+1+t)x + (n-t)x = k π  (при  х=( k/2n+1 )π, откуда при  х=( k/l )π = ( k/2n+1 )π   

 cos (n+1+t)x = (-1)kcos (n-t)x.

На этот раз оба способа сведения приводят к одному и тому же результату. Дело в том, что, в отличие от КМ   cos lx — 1 и  cos lx+ 1, имеющих кратные корни  как ТМ от х/2, и поэтому имеющих меньше  l (то есть меньше степени рассматриваемого ТМ) корней в [0; π  ] , каждый из КМ  cos (n+1)x+ cos nx  и  

cos (n+1)x- cos nx  имеет в [0; π  ]   n+1 корень. А именно,  cos (n+1)x+ cos nx имеет корни π  /(2n+1); 

3 π  /(2n+1); … (2n-1) π  /(2n+1); (2n+1) π  /(2n+1), a  cos (n+1)x- cos nx – корни 0 π  /(2n+1); 

2 π  /(2n+1); … ; 2n π  /(2n+1). Таким образом при обоих способах сведения получаются два КМ, совпадающие в  n+1 точках промежутка [0; π  ]  и при этом имеющие степень не выше  n. Значит это один и тот же КМ.

Теперь выполним аналогичное сведение для корней ( k/l )π   с четными  l и нечетными  k.

Для четного  l= 2n при х=( k/l )π   выполняется равенство (n+t)x + (n-t)x = k π . Поэтому при нечетных  k cos nx = 0 и  cos (n+t)x + cos (n-t)x = 0. Значит наш КМ сводится к КМ степени, не превосходящей  n, совпадающему с исходным при х= π  /2n; 3 π  /2n; …; (2n-1) π  /2n, любым из двух способов: делением с остатком на  cos nx или заменой  cos (n+t)x  на   cos (n-t)x (точнее, заменой cos (qn+r)x, где r=0, … , n-1; q – любое целое положительное число, на (-1)qcos rx ).

Теперь вернемся к случаю нечетного  l = 2n+1. Так как  π — корень  cos (n+1)x+ cos nx , а  cos (n+1)x+ cos nx  не просто ТМ, а КМ, то он обязан делиться на  cos x+ 1. Причем результат должен быть КМ степени n с рациональными коэффициентами. Выполним деление уголком:

     cos (n+1)x+ cos nx                                        | cos x+ 1

     cos (n+1)x + cos(n-1)x + 2 cos nx                   2 cos nx - …

                          cos nx – cos (n-1)x 

                                    …

То есть результат деления получится  2 cos nx -( результат деления cos nx + cos (n-1)x  на  cos x+ 1), или 2 cos nx -  2 cos(n-1)x + … +2 (-1)n-1 cos x + (-1)n.

У нас получился КМ степени n с целыми коэффициентами, имеющий n корней π  /(2n+1); 

3 π  /(2n+1); … (2n-1) π  /(2n+1), и значит представляющий собой произведение ( cos x – cos π  /(2n+1))...( cos x – cos (2n-1)π  /(2n+1)).

Мы знаем, что алгоритм Евклида по двум многочленам (а значит и по двум КМ) с рациональными коэффициентами дает результат — НОД — тоже с рациональными коэффициентами. Поэтому для того, чтобы выяснить, есть ли у заданного КМ корни  ( k/2n+1 )π  с фиксированным n и произвольным нечетным  k из [0; 2n-1], достаточно найти его НОД с  2 cos nx -  2 cos(n-1)x + … +2 (-1)n-1 cos x + (-1)n. Если этот НОД совпадает (с точностью до умножения на константу) с  2 cos nx -  2 cos(n-1)x + … +

2 (-1)n-1 cos x + (-1)n, то π  /(2n+1); 3 π  /(2n+1); … (2n-1) π  /(2n+1) — корни нашего КМ. (В случае, если мы сначала перейдем к КМ степени, не превосходящей n, такое совпадение будет иметь место в том и только в том случае, когда полученный КМ  степени, не превосходящей n, сам с точностью до умножения на константу совпадает с   2 cos nx -  2 cos(n-1)x + … +2 (-1)n-1 cos x + (-1)n. ) В случае несовпадения, скорее всего, НОД окажется константой. Тогда тоже все ясно — общих корней нет. Если же НОД будет иметь ненулевую степень, то корни среди π  /(2n+1); 3 π  /(2n+1); … (2n-1) π  /(2n+1) 

 у данного КМ есть, причем их количество равно степени НОД. Если мы хотим выяснить, для каких конкретно нечетных  k   ( k/2n+1 )π    - корень нашего КМ, то полезно сначала отсеять все  k , для которых дробь   k/2n+1 сократима ( и значит наша задача сводится к другой паре (k1; l1), где  l1<l). Чтобы исключить корни  ( k/2n+1 )π, где  k/2n+1 сократима на фиксированный простой делитель p числа  2n+1, достаточно разделить оставшийся у нас КМ на его НОД с cos n1x + cos (n1-1)x , где  2n1+1=  (2n+1)/р. Можно также исключить корни ( k/2n+1 )π   с четными  k, разделив на НОД с 

cos (n+1)x- cos nx. Если после этого все еще получается КМ ненулевой степени, то мы должны радоваться , что нашлось такое n , для которого произведение всех cos x – cos ( k/2n+1 )π , где  k/2n+1 — несократимая правильная дробь, можно разложить в произведение двух КМ меньшей степени с рациональными коэффициентами. (Как мы покажем дальше, при n от 1 до 30 это невозможно.) Но в этом случае выяснять, для каких именно нечетных  k   ( k/2n+1 )π    - корень , придется, наверное, с помощью каких-то оценок  cos ( k/2n+1 )π снизу и сверху. Аналогично решается вопроc  для дробей k/l 

c  четным числителем или знаменателем l=2n. При этом роль  2 cos nx -  2 cos(n-1)x + … +2 (-1)n-1 cos x + (-1)n  будут играть соответственно частное от деления cos (n+1)x- cos nx на  cos x – 1, то есть  2 cos nx +  2 cos(n-1)x + … +2  cos x + 1,  и  частное от деления  cos nx на  cos x, то есть  2 cos (n-1)x -  2 cos(n-2)x + … +2 (-1)n-2 cos x + (-1)n-1.

Перейдем к примеру. Решим угадыванием корней уравнение 2 cos 4x + 2 cos 3x + 1 = 0. Подстановкой убеждаемся, что у этого уравнения нет корней ( k/l ) π  с  l < 5. Проверим корни ( k/5 ) π. При х=( k/5 ) π имеем 5x=k π; 4x + x = k π; cos 4x = (-1)k cos x ; аналогично  cos 3x = (-1)k cos 2x. Поэтому, если нас интересуют только корни ( k/5 ) π, мы можем перейти от исходного КМ к  2(-1)k cos 2x + 2(-1)k cos x + 1. Видим, что при  k=2 получается КМ  2 cos 2x + 2 cos x + 1. А мы знаем, что КМ 

2 cos nx +  2 cos(n-1)x + … +2  cos x + 1  имеет корни 2 π  /(2n+1); … ; 2n π  /(2n+1). Значит корнями получившегося у нас КМ  являются  ( 2/5 ) π и ( 4/5 ) π. Значит исходный КМ делится на  2 cos 2x +

 2 cos x + 1. Выполним деление уголком.

     2 cos 4x + 2 cos 3x + 1                                            | 2 cos 2x + 2 cos x + 1

     2 cos 4x + 2 + 2 cos 3x + 2 cos x + 2 cos 2x             2 cos 2x - 1

                                             -2 cos 2x -2 cos x – 1

                                             -2 cos 2x -2 cos x – 1

                                                                            0

Остается решить 2 cos 2x – 1=0. Получаем, что , кроме ( 2/5 ) π и ( 4/5 ) π, исходный КМ имеет в [0;  π] еще 2 корня : (1/6) π и (5/6) π.

Итак, для конкретного l задача выяснения, является ли ( k/l ) π, где  k/l  несократимая дробь, корнем КМ с рациональными коэффициентами, упрощается, если заранее найден КМ наименьшей возможной степени с корнем ( k/l ) π с рациональными коэффициентами. Такой КМ будем называть минимальным для этого корня. Поскольку если ( k/l ) π одновременно корень двух КМ  f1(cos x) и   f2(cos x), то он корень их НОД, причем если  f1 и   f2 имеют рациональные коэффициенты, то и их НОД имеет рациональные коэффициенты, имеем: минимальный КМ для конкретного ( k/l ) π единственен, если потребовать, чтобы его старший коэффициент был равен 2. И на минимальный делятся все остальные КМ с рациональными коэффициентами с этим корнем. В частности, минимальные КМ для  ( k/l ) π для фиксированного l  и взаимно простых с ним  k являются делителями произведения всех  

 2 cos x - 2 cos( k/l ) π, где   k/l - правильная  несократимая дробь. Это произведение обозначим fl(x). КМ  fl(x) имеет рациональные коэффициенты, как мы объяснили выше, избавляясь от всех корней КМ

  cos nx или  cos (n+1)x+ cos nx , для которых дробь k/l , где l=2n или l=2n+1 соответственно, сократима. Старший коэффициент СФ у  fl(x)  равен 2. 

Нас будут интересовать степени минимальных КМ  и разложение fl(x) на неразложимые КМ (то есть такие КМ с рациональными коэффициентами, которые нельзя разложить в произведение двух КМ ненулевых степеней с рациональными коэффициентами).  

Заметим, что если КМ  f(x) имеет рациональные коэффициенты и m — целое число, то и f(mx)  КМ   с рациональными коэффициентами (а степень  f(mx) в |m|  раз больше степени f(x)). Попробуем воспользоваться этим, чтобы сделать полезные выводы. 

Пусть КМ  f(x)  - делитель fl(x) с рациональными коэффициентами.  Тогда  f(x) является произведением нескольких множителей  cos x -  cos(i/l) π, где i/l  - правильная несократимая дробь. А  f(mx) — произведением множителей  cos mx -  cos(i/l) π. При этом   cos mx -  cos(i/l) π, в отличие от  cos x -  cos(i/l) π, имеет m корней с разными косинусами. Но мы сейчас докажем, что если m нечетно и взаимно просто с l , то среди корней cos mx -  cos(i/l) π обязательно есть корни  fl(x), причем у всех общих корней  cos mx -  cos(i/l) π и  fl(x) один и тот же косинус.

Действительно, корни  cos mx -  cos(i/l) π это  ±((k+2il)/lm) π . Значит достаточно найти такое целое  I, чтобы  k+2il  делилось на m, то есть найти такие целые I  и   j, что (I;j) – решение уравнения 

2xl-ym =-k. А так как 2l и m взаимно просты, то такое решение обязательно существует. 

Теперь разберемся, почему если (j1/l) π  и  (j2/l) π — оба корни  cos mx -  cos(k /l) π, то 

cos (j1/l) π = cos  (j2/l) π . Имеем: cos(m(j1/l) π) = cos( m(j2/l) π). Значит либо сумма, либо разность чисел  m(j1/l) π и m(j2/l) π кратна 2 π. Но  2l и m взаимно просты. Поэтому j1 + j2  или  j1 - j2  кратно  2l. А это означает, что cos (j1/l) π = cos  (j2/l) π.

Итак, f(mx) имеет столько же корней (i/l) π с разными  cos x, сколько  f(x). Но тогда НОД(f(mx);fl(x)) — многочлен с рациональными коэффициентами той же степени, что f(x). Значит если (i/l) π — один из корней этого НОД, то степень его минимального КМ не больше степени  f(x) . 

Но а — корень  f(mx) в том и только в том случае, когда mа корень  f(x) . Значит для любого  I, взаимно простого с l , и m, взаимно простого с  2l, степень минимального КМ для (i/l) π не выше степени минимального КМ для  m(i/l) π. А, как известно, для любой пары (i1;i2)  целых чисел , взаимно простых с  2l, найдется такое  m, взаимно простое с  2l, что  i1- m i2  кратно  2l. Поэтому если числа   i1 и  i2 оба нечетны и взаимно просты с l, то степень минимального КМ для  (i1/l) π не больше степени минимального КМ для  (i2/l) π, и наоборот, то есть эти степени равны. 

Заметим, что если l четно, то все взаимно простые с ним  I нечетны, и значит все (i/l) π имеют одну и ту же степень КМ. Если же l нечетно, то числа  I и  I- l  всегда имеют разную четность.  При этом (i/l) π — корень  f(x) в том и только в том случае, если  (i/l) π – π = (i- l /l) π  корень f(x + π ) . При этом  f(x + π ) имеет рациональные коэффициенты, если f(x ) имеет рациональные коэффициенты, так как 

cos n(x+ π)=(-1)n cos nx.  И степень  f(x + π ) та же, что у f(x). Поэтому степень минимального КМ для

 (i- l /l) π такая же, как для  (i/l) π. Следовательно и при нечетном  l минимальные КМ для всех (i/l) π таких, что  I взаимно просто с  l, имеют одну и ту же степень. 

Так как каждый неразложимый КМ  с рациональными коэффициентами является минимальным для своих корней, то мы доказали следующее

Утверждение 6.1. Если fl(x) раскладывается в произведение двух или больше неразложимых КМ с рациональными коэффициентами, то все эти множители имеют одну и ту же степень -  некоторый делитель степени  fl(x). 

А теперь займемся разложением на неразложимые КМ с рациональными коэффициентами  fl(x) для конкретных небольших   l .

1.  l =2. Правильная несократимая дробь только одна, ½. Значит  f2(x) это 2 cos x – 2 cos(1/2)π  = 2 cos x. 

Так как  f2(x) имеет первую степень, то он сам неразложим.

2. l =3. Правильных дробей две: 1/3 и 2/3.  Имеем:  cos (1/3) π  и cos (2/3) π оба рациональны, равны соответственно ½  и — ½.  Поэтому f3(x) = (2 cos x -1) (2 cos x + 1), где  2 cos x -1 и  2 cos x + 1 неразложимы, так как имеют первую степень.

3. L =4. Правильных несократимых дробей две: ¼ и ¾. Имеем, f4(x)=  (2 cos x – 2 cos(1/4) π) (2 cos x – 2 cos(1/4) π) =4 cos2 x – 2 = 2 cos 2x. Так как разложение КМ на простые множители единственно, а  cos(1/4) π иррациональное число, то f4(x) неразложим.

4. L =5. Несократимые правильные дроби — 1/5; 3/5; 2/5; 4/5. Как мы знаем,  (1/5)π и ( 3/5) π — корни КМ с рациональными коэффициентами 2 cos 2x – 2 cos x  +1, а  (2/5)π и ( 4/5) π — корни КМ с рациональными коэффициентами 2 cos 2x + 2 cos x  +1 . Значит f5(x)=( 2 cos 2x – 2 cos x +1)( 2 cos 2x+ 2 cos x  +1). Остается выяснить, разложим ли  2 cos 2x – 2 cos x  +1. Но корни 2 cos 2x – 2 cos x  + 1 находятся из квадратного уравнения 4 cos2x – 2 cos x + 1=0, откуда  cos x=1/4 (1±√5) иррациональные числа. Значит    2 cos 2x – 2 cos x  +1 и 2 cos 2x + 2 cos x  +1 неразложимы. 

5.  L = 6. Несократимые правильные дроби — 1/6; 5/6.  Значит f6(x) = (2 cos x – 2 cos(1/6) π)   (2 cos x + 2 cos(1/6) π) = 4 cos2x – 3 = 2 cos 2x – 1.

6. l=7. Несократимые дроби — 1/7; 3/7; 5/7; 2/7; 4/7; 6/7. Имеем:  (1/7)π; (3/7)π; (5/7) π – корни  2 cos 3x – 2 cos 2x + 2 cos x – 1, a  (2/7)π; (4/7)π; (6/7) π – корни  2 cos 3x + 2 cos 2x + 2 cos x + 1. При этом    2 cos 3x – 2 cos 2x + 2 cos x – 1 мог бы быть разложимым только если бы раскладывался в произведение КМ первой степени с рациональными коэффициентами. 

             Специалистам известно, что  cos(i/l) π  рационален только при  i/l = 0; 1; 1/2; 2/3 (при 0≤i/l ≤1). Но для тех, кому это неизвестно, поучительно будет познакомиться с одним из доказательств. Начнем с более общего утверждения, которое пригодится нам и в других ситуациях. Вы, наверное, знаете,что если обычный многочлен с целыми коэффициентами можно разложить  в произведение двух многочленов ненулевой степени с рациональными коэффициентами, то данный многочлен можно разложить и в произведение многочленов ненулевой степени с целыми коэффициентами. Попробуем сформулировать и доказать аналогичное утверждение для КМ. 

Заметим сначала, что произведение ТМ с целыми коэффициентами не обязано иметь целые коэффициенты( в СФ). Ведь произведение одночленов cos kx  и cos lx при k,l≠0 равно

  ½  cos (k+l)x -  ½  cos (k+l)x. Докажем, что произведение двух КМ с целыми коэффициентами в СФ имеет целые коэффициенты в том и только в том случае, если хотя бы один из этих КМ имеет СФ 2bm cos mx + … + 2 b1 cos x + b0, где все bm; …;  b1 целые числа. 

Действительно, если мы отбросим от обоих КМ с целыми коэффициентами  одночлены  с четными коэффициентами, то в СФ произведения, если все коэффициенты были целыми, то они так и останутся целыми, а если какой-то коэффициент был дробным, то он так и останется дробным, так как мы отбросили от произведения только несколько одночленов с целыми коэффициентами. Пусть теперь после отбрасывания старшие члены обоих КМ остались a cos k1x и  b cos k2x, где  k1, k2>0. Но мы знаем, что старший член произведения это старший член произведения старших членов, то есть

 ½ (ab)cos (k1 + k2). И значит произведение имеет дробный коэффициент при cos (k1 + k2). Если же от одного КМ удалось отбросить всё, кроме свободного члена, то понятно, что все коэффициенты произведения целые.

КМ с целыми коэффициентами ancos nx + … + a0  назовем примитивным, если НОД(an;; an-1; …; a0)=1. 

Оказывается, что, как и для обычных многочленов, произведение двух КМ  с целыми коэффициентами является примитивным КМ. Правда, только если все коэффициенты СФ произведения — целые числа. Докажем это. Допустим, что ancos nx + … + a0  и  bm cos mx + … +  b1 cos x + b0  примитивны и все коэффициенты в СФ их произведения целые числа, но при этом произведение не примитивно. Для определенности будем считать, что четными являются an; …; a1. Пусть р — такое простое число, на которое делятся все коэффициенты произведения. 

Сначала рассмотрим случай р≠2. По аналогии с предыдущим доказательством отбросим от множителей все члены ai cos ix и   bjcos lx, для которых  ai или  bj кратно р. Пусть после этого за  старших членов множителей останутся akcos kx и  blcos lx.  Тогда если хотя бы одно из чисел k и  l равно 0, то старший член произведения — akblcos (k+l)x, а если оба не равны 0, то (1/2) akbl cos (k+l)x. В обоих случаях коэффициент при cos (k+l)х не делится на р, что противоречит условию. 

Теперь рассмотрим случай р=2. Отбросим от первого слагаемого все одночлены с коэффициентами, кратными 4, а от второго — с кратными 2. Тогда старший член того, что останется от первого множителя, будет  akcos kx, где  ak  четно, но не кратно 2, если k≠0 и  ak  нечетно при  k=0. А второго -  bjcos lx, где  bj нечетно. Значит коэффициент при cos (k+l)х  равен  akbl ,  если хотя бы одно из чисел k и  l равно 0, и  (1/2) akbl , если k и  l оба равны 0. Так как  (1/2) ak и bl  нечетны, то и (1/2) akbl  нечетно. А в случае  k=0, l ≠0  а0 нечетно(иначе первый множитель не был бы примитивным), и значит akbl  нечетно.  Если же  k≠0, но  l = 0, то это значит, что от произведения осталось только 

( akcos kx+ … + a0) b0= ak b0 cos kx+ … + a0  b0, где  a0  b0 нечетно (и значит свободный член был нечетным и до процедуры отбрасывания).

В дальнейшем нам потребуется еще следующее: 

Если произведение двух примитивных КМ  f1( x) и   f2( x) не является примитивным, то есть если его СФ имеет хоть один нецелый коэффициент, то примитивным является 2f1( x) f2( x).

Действительно, понятно, что если все коэффициенты СФ у f1( x) и   f2( x) целые, но у f1( x) f2( x) - не все , то это означает, у f1( x) f2( x) есть коэффициенты а/2, где а — целое нечетное число. При этом все коэффициенты 2f1( x) f2( x) целые и не все делятся на 2. А то, что если р — простое число и р≠2, то не все коэффициенты 2f1( x) f2( x) делятся на р, доказывается так же, как мы это доказывали для  f1( x) f2( x)   для случая, когда все коэффициенты f1( x) f2( x) целые.

Теперь, наконец, мы можем доказать следующее утверждение.

Утверждение 6.2. Если КМ с целыми коэффициентами ( в СФ) разложим в произведение двух КМ с рациональными коэффициентами, то его можно разложить и в произведение двух КМ с целыми коэффициентами( в СФ). Причем новые множители получаются из старых один умножением на некоторое рациональное число, а другой делением на это число.  

Заметим, что каждый КМ с рациональными коэффициентами однозначно представим в виде ( k/ l )g(x), где  k/ l — несократимая дробь, а  g(x) — примитивный КМ с целыми коэффициентами (в СФ). Пусть 

f(x)= f1( x) f2( x) и f1( x) и  f2( x) имеют рациональные коэффициенты, а f(x) целые. Тогда f(x)= k g(x); f1( x) =(k1/l1) g1(x); f2(x) = (k2/l2) g2(x), где g(x);  g1(x);  g2(x) примитивны,  k1/l1 и  k2/l2 несократимы. Тогда

 kg(x)=(  k1 k2/  l1l2) g1(x)g2(x). Если g1(x)g2(x) имеет целые коэффициенты, то g1(x)g2(x) примитивен и значит k= k1 k2/  l1l2;  kg(x)=  k g1(x)g2(x); f(x)=( k g1(x))g2(x) произведение КМ с целыми коэффициентами (в СФ). Если же g1(x)g2(x) не примитивен, то 2g1(x)g2(x) примитивен, причем , так как у  k1 k2g1(x)g2(x) все коэффициенты целые, то хотя бы одно из чисел  k1 и  k2 четно. Пусть  k1=2 k3. Тогда k= k2 k3/  l1l2;

 f(x)=(2 k g1(x))g2(x). 

Теперь вспомним, что мы собирались доказать, что  cos(i/l) π  рационален только в случаях, когда он равен 0; -1; 1; ½ или -½ . 

Мы знаем, что  (i/l) π   - корень 2(cos lx + 1) (cos lx -1)= cos 2lx – 1. Допустим, что  cos(i/l) π  рационален. Тогда, так как КМ  cos 2lx – 1 имеет целые коэффициенты, то он раскладывается в произведение 

(a cos x – b) (c2l-1cos(2l-1)x+...+ c0), где a,b, c2l-1, …, c0  - целые числа и b/a = cos(i/l) π. Но старший коэффициент  cos 2lx – 1 равен 1, значит ½ ac2l-1=1; ac2l-1=2, то есть а либо 1, либо 2. Значит  cos(i/l) π целое число , то есть 0, 1 или -1, или дробь со знаменателем 2, то есть ½ или -½ . 

Похожее рассуждение показывает, что fl(x) — КМ с целыми коэффициентами. Ведь fl(x) — делитель 

cos 2lx – 1. Значит у cos 2lx – 1 есть делитель с целыми коэффициентами, равный r fl(x), где  r некоторое рациональное число, причем частное от деления  cos 2lx – 1 на  r fl(x) тоже имеет целые коэффициенты. Но так как старший коэффициент  cos 2lx – 1 это 1, то старший коэффициент  r fl(x) это 1 или 2. Значит  r  равно ½ или 1. В обоих случаях 1/r  целое число. Таким образом fl(x) получается из КМ   r fl(x) с целыми коэффициентами умножением на целое число 1/r . Значит fl(x)  сам имеет целые коэффициенты.

7. l=8. Несократимые дроби — 1/8; 3/8; 5/8; 7/8. Все они — корни  cos 4x. Значит f8(x) имеет четвертую степень, а так как его старший коэффициент 2, то  f8(x)=2 cos 4x. Остается выяснить, является ли  cos 4x неразложимым.

Чтобы ответить на этот вопрос, изучим связь разложимости f(2x) с разложимостью f(x). Обратим внимание на то, что всегда f(2(x+π)) ≡f (2x) , то есть функция  f(2x)  не меняется при замене х на  x+π. Этим свойством обладают в точности те КМ, которые в СФ содержат только члены cos kx  с четными k, то есть однородные КМ четной степени. 

Пусть дан произвольный КМ f(x) с рациональными коэффициентами, для которого f(x+π) ≡f (x). Заметим, что если некоторый КМ с рациональными коэффициентами раскладывается двумя способами на неразложимые множители, то эти способы одинаковы с точностью до перестановки множителей и умножения их на числа.( Это следует из того, что если g(x) входит в первое разложение, а h(x) во второе, то НОД( g(x); h(x)) имеет рациональные коэффициенты и g(x) и  h(x) на него делятся. Значит, либо этот НОД имеет нулевую степень, либо и g(x), и  h(x) совпадают с НОД( g(x); h(x)) с точностью до умножения на число.)

Пусть f(x)= g1(x)... gk(x), где все gi(x) неразложимы. Тогда  g1(x+π)... gk(x+π) -  тоже разложение f(x) на неразложимые множители. Значит те   I, для которых gi(x+π) не получается из  gi(x) умножением на константу, разбиваются на пары (I;j) так, что gi(x+π) и gj(x) получаются друг из друга умножением на константу. Заметим также, что если  gi(x) ≡ с gi(x+π), то с=± 1, так как старшие коэффициенты  gi(x)  и  gi(x+π) могут отличаться только знаком. Причем если с=-1, то так как gi(x) неразложим, а все однородные КМ нечетной степени делятся  на  cos x , gi(x)  с точностью до умножения на константу может быть только  cos x. Итак, мы доказали

Утверждение 6.3.Пусть дан произвольный КМ f(x) с рациональными коэффициентами, для которого f(x+π) ≡f (x). Тогда разложение  f(x) на неразложимые множители состоит из четного числа множителей  cos x, множителей вида h(2x) и пар g(x) g(x+ π), где h(x) и  g(x)  КМ с рациональными коэффициентами. Отсюда следует 

Утверждение 6.4. Если f (x) – неразложимый КМ с рациональными коэффициентами, то f (2x) разложим только если f (x)=с(1+ cos x) или  f (2x)=сg(x) g(x+ π) для некоторого КМ  с рациональными коэффициентами g(x).

Действительно, если разложение f (2x)  на неразложимые множители состоит с точностью до постоянного множителя только из пар gi(x+π)gi(x), то, группируя в одну группу по одному члену каждой пары, а в другую оставшиеся, получим, что f (2x)=g(x) g(x+ π) , где g(x) – произведение всех множителей из первой группы.

Если в разложение f (2x)  входит cos2kx=((1/2)(1+ cos 2x))k, то f (2(π/2))=0; f(π)=0. Так как f(x) — КМ, то f(x) делится на  1+ cos x. А так как f (x) неразложим, то f (x)=с(1+ cos x).

Если же в разложение  f (2x)  входит g(2x), то  f(x) делится на g(x). Так как  f (x) неразложим, то  f (x) совпадает с  g(x) с точностью до умножения на константу. Значит f (2x) с точностью до умножения на ту же константу совпадает с g(2x). То есть разложение f (2x) на неразложимые множители состоит только из одного множителя. Значит  f(2x) неразложим. 

Теперь мы можем доказать( известный специалистам) факт: если cos nx неразложим, то и  cos 2nx неразложим. 

Действительно, если бы  cos 2nx=с g(x) g(x+ π) для некоторого КМ  с рациональными коэффициентами g(x), то 2 cos 2nx можно было бы представить как с1g1(x) g1(x+ π), где с1 и все коэффициенты КМ g1(x) и  g1(x+ π) — целые числа. Тогда, так как старший коэффициент 2 cos 2nx  равен 2, то с=1. Подставляя х=0, получаем 2=с1g1(0) g1(π). Но   g1(x) = ancos nx + an-1 cos(n-1)x +... + a1cos x +a0, где все коэффициенты целые. Значит g1(0) и  g1(π) представляют собой две суммы целочисленных слагаемых, отличающиеся только знаками некоторых слагаемых. Поэтому они оба четны или оба нечетны. И их произведение не может быть равно 2. 

8. l=9. Несократимые правильные дроби — 1/9; 5/9; 7/9 и  2/9; 4/9; 8/9.

Мы уже знаем , что для этих дробей k/l    cos( k/l ) π иррационален. Значит, так как f9 (x) имеет шестую степень и раскладывается на два множителя третьей степени с рациональными коэффициентами, НОД(f9 (x);  1+ cos 9x) и НОД(f9 (x);  1- cos 9x), эти множители неразложимы. А так как 2 cos 3x — 1 имеет корни  (1/9)π; (5/9)π и ( 7/9) π, а 2 cos 3x + 1 - (2/9)π; (4/9)π и (8/9) π, то  2 cos 3x — 1 и 2 cos 3x + 1  и есть неразложимые множители, на которые раскладывается f9 (x).

9. l=10. Несократимые правильные дроби — 1/10; 3/10; 7/10; 9/10. Удвоив числа  (1/10)π ; (3/10)π ; (7/10)π ; (9/10)π , получим (1/5)π ; (3/5)π ; 2π -(3/5)π ; 2π -(1/5)π . Все они — корни неразложимого КМ

f (x)=2 cos 2x – 2 cos x + 1. Значит достаточно доказать, что f (2x) нельзя представить в виде произведения d g(x) g(x+ π), где  d целое число и g(x)=a cos 2x + b cos x + c; a, b и с — целые числа. Допустим, что   2 cos 4x – 2 cos 2x + 1≡ d( a cos 2x + b cos x + c)( a cos 2x - b cos x + c). Сравнивая старшие коэффициенты в левой и правой частях, получаем, что 2=а2 d /2, откуда 

 а2 d = 4, значит d=1; а=2 или  d = 4; а=1. Но в последнем случае  d можно сделать равным 1 и а равным 2, умножив  a cos 2x + b cos x + c и  a cos 2x - b cos x + c на 2. 

Итак, 2 cos 4x – 2 cos 2x + 1≡ ( 2 cos 2x + b cos x + c)( 2 cos 2x - b cos x + c). Подставив х= π/2, получаем 5=(с-2)2 — невозможно при целом с. Значит  2 cos 4x – 2 cos 2x + 1 неразложим и f10(x) = 2 cos 4x – 2 cos 2x + 1.

10. l=11. Несократимые правильные дроби —1/11; 3/11; 5/11; 7/11; 9/11 и 2/11; 4/11; 6/11; 8/11; 10/11.

Имеем,  (1/11)π; (3/11)π; (5/11)π; (7/11)π; (9/11) π — корни 2 cos 5x – 2 cos 4x + 2 cos 3x – 2 cos 2x + 

2 cos x- 1, a (2/11)π; (4/11)π; (6/11)π; (8/11)π; (10/11) π — корни 2 cos 5x + 2 cos 4x + 2 cos 3x + 2 cos 2x + 

2 cos x+ 1. Значит

f11 (x) = ( 2 cos 5x – 2 cos 4x + 2 cos 3x – 2 cos 2x + 2 cos x- 1)( 2 cos 5x + 2 cos 4x + 2 cos 3x + 2 cos 2x + 

2 cos x+ 1). 

Здесь степень множителей 5, а 5 — простое число. А так как делителей первой степени у  2 cos 5x – 2 cos 4x + 2 cos 3x – 2 cos 2x + 2 cos x- 1 и 2 cos 5x + 2 cos 4x + 2 cos 3x + 2 cos 2x + 2 cos x+ 1 нет, то оба эти КМ неразложимы.

11. l=12. Правильные несократимые дроби — 1/12; 5/12; 7/12; 11/12.

Все числа  (1/12)π; (5/12) π; (7/12)π; (11/12) π — корни 2 cos 4x -1. Значит f12 (x)= 2 cos 4x -1. Докажем, что этот КМ неразложим. Допустим противное. Тогда

 2 cos 4x -1=( 2 cos 2x +a cos x + b)( 2 cos 2x - cos x + b), где а и b — целые числа. 

При х=0 имеем  2 cos 4x -1=1. Значит оба множителя равны 1 или оба равны -1. Получаем, что 2+a+b=2-a+b, откуда а=0. Но мы уже знаем, что  2 cos 2x — 1 неразложим и значит делителя 

 2 cos 2x  + b  с целым b   у  2 cos 4x -1 нет. 

12. l=13. Правильные несократимые дроби — 1/13; 3/13; 5/13; 7/13; 9/13; 11/13 и 2/13; 4/13; 6/13; 8/13; 10/13; 12/13. Имеем

f13 (x)=( 2 cos 6x -  2 cos 5x + 2 cos 4x - 2 cos 3x + 2 cos 2x - 2 cos x+ 1)( 2 cos 6x +  2 cos 5x + 2 cos 4x + 2 cos 3x + 2 cos 2x + 2 cos x+ 1). 

Попробуем доказать, что множители неразложимы. Так как они переходят друг в друга при замене х на х+ π, достаточно доказать неразложимость одного множителя. 

В доказательстве удобно использовать следующий известный специалистам факт: 

При любом целом n  2 cos nx – многочлен степени n с целыми коэффициентами и коэффициентом 1 при хn  от  2 cos x .

(Этот факт легко доказывается с помощью формулы cos(n+1)x + cos(n-1)x = 2 cos x  cos nx, откуда 

2 cos(n+1)x =  (2 cos x)(2 cos nx) - (2 cos(n-1)x).)

Итак,  2 cos 6x -  2 cos 5x + 2 cos 4x - 2 cos 3x + 2 cos 2x - 2 cos x+ 1= g( 2 cos x), где  g(t) — многочлен с целыми коэффициентами. Значит если он раскладывается на 2 множителя — многочлена ненулевой степени от  cos x с рациональными коэффициентами, то раскладывается и на два многочлена тех же степеней  от 2 cos x с целыми коэффициентами. Мы уже знаем, что наш КМ может раскладываться только на 3 многочлена второй или на 2 третьей степени. Кроме того, мы знаем, что  2 cos x целое число при х=0; π; π/2;  π/3; 2 π/3. Подстановкой находим, что  g(2)=1; g(-2)=13;  g(1)=1;  g(-1)=1;  

g(0)=-1. Мы видим, что g(t) принимает значение ±1 в четырех точках:  t=2;1;-1;0. Значит, если у g(t) есть делитель степени не выше 3 с целыми коэффициентами, то и он в этих точках принимает значения ±1. А если g(t) раскладывается на два или больше множителей степеней не выше 3, то, так как  g(-2)=13, то по крайней мере один из множителей равен ±1 и при  t=-2. Докажем, что такого многочлена h(х) с целыми коэффициентами, который имеет старший коэффициент 1 и степень не больше 3 и равен  ±1 при х= 2;1;-1;0;-2, не существует. Допустим противное: пусть  h(х) равен ±1 во всех этих точках. Тогда h(х) равен одному и тому же числу по крайней мере в трех из этих точек. Значит h(х)-1 или h(х)+1 равен (х-х1)(х-х2)(х-х3), а сам  h(х) -  (х-х1)(х-х2)(х-х3)±1 . Тогда в оставшихся двух точках из  2;1;-1;0;-2 имеем (х-х1)(х-х2)(х-х3)=±2, то есть среди чисел х-х1;х-х2;х-х3 одно четное (±2) и два нечетных (±1). Значит среди чисел х1; х2; х3 два четных и одно нечетное. В первом случае оставшиеся два числа должны быть нечетными, что противоречит тому, что нечетных  только два. А во втором — четными. Значит среди  х1; х2; х3 обязательно находятся -1 и 1. Но тогда для того из чисел -2 и 2, которое отлично от  х3, (х-х1)(х-х2)(х-х3) содержит множитель ±3 и два целочисленных множителя, отличных от 0, и не может дать ±1 при добавлении ±1. 

Итак, мы доказали, что  2 cos 6x -  2 cos 5x + 2 cos 4x - 2 cos 3x + 2 cos 2x - 2 cos x+ 1, а значит и  

2 cos 6x +  2 cos 5x + 2 cos 4x + 2 cos 3x + 2 cos 2x + 2 cos x+ 1, неразложимы.

13. l=14. Несократимые правильные дроби — 1/14; 3/14; 5/14; 9/14; 11/14; 13/14.

Как при l=10  получаем, что f14(x) =2 cos 6x - 2 cos 4x + 2 cos 2x  - 1. И для доказательства его неразложимости достаточно доказать, что его нельзя представить в виде произведения

( 2 cos 3x + 2 a cos 2x + 2 b cos x+c)( 2 cos 3x - 2 a cos 2x + 2 b cos x-c) с целыми  a; b; c.

Но так как при х= π/2  f14(x) =-7, получаем, что (-2a+c)(2a-c)=-7; (2a-c)2=7. A это невозможно при целых а и b.

На самом деле мы сейчас доказали следующее

Утверждение 6.5. Если l=2(2n+1), где  2n+1 не является квадратом целого числа, и если f2n+1(x)= (2 cos nx -  2 cos(n-1)x + … +2 (-1)n-1 cos x + (-1)n )( 2 cos nx +  2 cos(n-1)x + … +2  cos x + 1),  причем множители неразложимы, то f2(2n+1)(x)=2 cos2 nx -  2 cos2(n-1)x + … +2 (-1)n-1 cos2 x + (-1)n , причем этот КМ неразложим.

14. l=15. Несократимые правильные дроби — 1/15; 7/15; 11/15; 13/15  и 2/15; 4/15; 8/15; 14/15.

При l=3 неразложимые КМ -    2 cos x- 1 и  2 cos x+ 1.  КМ  2 cos 5x- 1 и  2 cos5 x+ 1 имеют корнями соответственно  ((2k+1)/15) π, где  2k+1 не кратно 3, то есть  (1/15) π;(5/15) π; (7/15) π; (11/15) π; (13/15) π, и  (2/15) π; (4/15) π; (8/15) π; (10/15) π; (14/15) π.  Корни  (5/15) π и (10/15) π нам не нужны. Чтобы избавиться от них, разделим  2 cos 5x- 1 на   2 cos x- 1, а 2 cos 5x+ 1 на   2 cos x+1.

     2 cos 5x- 1                                                                                             |  2 cos x- 1

      2 cos 5x + 2 cos 3x – 2 cos 4x                                                              2 cos 4x + 2 cos 3x – 2 cos x -1

                      2 cos 4x – 2 cos 3x -1

                      2cos 4x + 2 cos 2x – 2 cos 3x

                                      -2 cos 2x – 1

                                       -2 cos 2x -2 + 2 cos x

                                                      -2 cos x + 1 

                                                      -2 cos x + 1

                                                                       0

Аналогично  2 cos 5x+ 1 при делении на   2 cos x+1 дает частное  2 cos 4x - 2 cos 3x + 2 cos x -1. Итак, f15(x)= ( 2 cos 4x + 2 cos 3x – 2 cos x -1)( 2 cos 4x - 2 cos 3x + 2 cos x -1).

Теперь замечаем, что  2 cos 4x + 2 cos 3x – 2 cos x -1, будучи частным от деления 2 cos 5x- 1  на  

2 cos x-1, равен 1 при х=0;  π;  π/2; (2/3) π, а при х= π/3 равен  2 cos( 4 π/3)  + 2 cos(3 π/3 ) – 2 cos (π/3) -1=-7. Поэтому дальнейшее  доказательство того, что  2 cos 4x + 2 cos 3x – 2 cos x -1, а значит и  2 cos 4x - 2 cos 3x + 2 cos x -1 , неразложимы, - такое же, как для множителей f13(x).

15. l=16. Несократимые правильные дроби — (2 k + 1)/16, k=0; 1; …;7.

f16(x)= cos 8x. 

Мы знаем, что cos 2nx неразложим, если  cos nx неразложим. Значит, так как  cos x неразложим, то cos 2nx всегда неразложим.

16. L=17. 

f17(x)=( 2 cos 8x -  2 cos 7x + 2 cos 6x -  2 cos 5x + 2 cos 4x - 2 cos 3x + 2 cos 2x - 2 cos x+ 1)( 2 cos 8x +  2 cos 7x +2 cos 6x +  2 cos 5x + 2 cos 4x + 2 cos 3x + 2 cos 2x + 2 cos x+ 1).

Заметим, что множители имеют восьмую степень. Допустим, что они разложимы. Тогда их неразложимые делители имеют вторую или четвертую степень. В любом случае оба множителя должны раскладываться на два множителя четвертой степени. А так как оба множителя имеют вид f( 2 cos x), где  f — многочлен с целыми коэффициентами , то эти  f(х) тоже раскладываются на 2 множителя четвертой степени с целыми коэффициентами .

Как в случае l=13 получаем что среди этих множителей обязательно есть такой h(x), который равен ±1 во всех точках -2;-1;0;1;2 и при этом имеет четвертую степень. Покажем, что на самом деле такого  h(x) не существует. Для этого заметим, что  h(x) обязан совпадать со следующим многочленом:

h(-2)((х+1)х(х-1)(х-2)/(-1(-2)(-3)(-4))) +  h(-1)((х+2)х(х-1)(х-2)/(1(-1)(-2)(-3))) + h(0)((х+2)(х+1)(х-1)(х-2)/((2)(1)(-1)(-2))) + h(1)((х+2)(х+1)х(х-2)/((3)(2)(1)(-1))) + h(2)((х+2)(х+1)х(х-1)/((4)(3)(2)(1))), 

так как этот многочлен имеет степень не выше 4 и совпадает с h(x) в 5 точках:  -2;-1;0;1;2.

Но коэффициент при х4 этого многочлена равен (h(-2) + h(2)) /24 -( h(-1) +  h(1))/6 + h(0)/4. Значит 

h(-2) + h(2) - 4( h(-1) +  h(1)) + 6 h(0) ≥24. Но если h(±2),  h(±1) и h(0) равны  ±1 , то h(-2) + h(2) - 4( h(-1) +  h(1)) + 6 h(0)  не превосходит 1=1+4(1+1) + 6=16<24.

Поскольку частное от деления  cos nx + cos(n+1)x на   cos x + 1 всегда равно 1 при  х=0, ±1 при   π/3;  π/2; (2/3) π и равно 2 n+1 при х=π , то на самом деле мы доказали следующее утверждение.

Утверждение 6.6. Если  2 n+1 простое число, то 2 cos nx -  2 cos(n-1)x + … +2 (-1)n-1 cos x + (-1)n  не может раскладываться на два или больше множителей со степенями, не превосходящими 4.

17. l=18. Правильные несократимые дроби — 1/18; 5/18; 7/18; 11/18; 13/18; 17/18.

Все числа  (1/18)π; (5/18)π; (7/18)π; (11/18)π; (13/18)π; (17/18) π — корни  2 cos 6x — 1.  Значит

 f18(x)= 2 cos 6x — 1. И чтобы доказать, что  f18(x) неразложим, достаточно доказать, что не существует таких целых a,b,c, что 

 2 cos 6x — 1=(2 cos 3x + 2a cos 2x + 2b cos x + c) (2 cos 3x - 2a cos 2x + 2b cos x – c).

Как раньше в аналогичных ситуациях , попробуем подставить х= π/2. Получим

-3=-(-2a + c)(-2a + c); 3=(2a-c)2, что противоречит тому, что 3 не является квадратом целого числа. Заметим, что мы доказали следующее утверждение.

Утверждение 6.7. Если  n нечетно и  2 cos nx — 1 неразложим, то и  2 cos 2nx — 1 неразложим. 

18. l=19.

 f19(x), как мы знаем, раскладывается на два множителя девятой степени, 2 cos 9x – 2 cos 8x +...+1  и  

2 cos 9x – 2 cos 8x +...+1.  Если бы эти КМ , в свою очередь, раскладывались на множители с рациональными коэффициентами, то это были бы множители третьей степени вида 2 cos 3x + 2a cos 2x                      + 2b cos x + c   c целыми   a,b,c. А это, как мы доказали в пункте 16, исключено. 

19. l=20. Правильные несократимые дроби — 1/20; 3/20; 7/20; 9/20; 11/20; 13/20; 17/20; 19/20.

Для  n=10 fn(x) неразложим и равен  2 cos 4x – 2 cos 2x +1 . Значит  2 cos 8x – 2 cos 4x +1 имеет корнями все числа  (1/20)π; (3/20)π; (7/20)π; (9/20)π; (11/20)π; (13/20)π;( 17/20)π; (19/20) π. Остается доказать, что  2 cos 8x – 2 cos 4x +1 нельзя разложить на два множителя четвертой степени с целыми коэффициентами. Но 2 cos 8x – 2 cos 4x +1  принимает значение 1 во всех 5 точках 0; π;  π/3;  π/2; 

(2/3) π . А мы в пункте 16 доказали, что КМ четвертой степени с целыми коэффициентами, равных ±1 во всех этих точках,  не существует.

20. l=21. Правильные несократимые дроби — 1/21; 5/21; 11/21; 13/21; 17/21; 19/21 и 2/21; 4/21; 8/21; 10/21; 16/21; 20/21. Для тех из этих дробей k/l , у которых числители нечетны, (k/l) π — корни 2 cos 7x -1, для тех, у которых числители четны — корни 2 cos 7x +1 . Но  2 cos 7x -1 и  

2 cos 7x +1 разложимы, так как делятся на  2 cos x -1 и  2 cos x +1 соответственно. Выполним деление уголком.

    2 cos 7x -1                                                                             |  2 cos x -1

    2 cos 7x + 2 cos 5x – 2 cos 6x                                                  2 cos 6x + 2 cos 5x -2 cos 3x -2 cos 2x + 1

                     2 cos 6x -2 cos 5x -1

                     2 cos 6x + 2 cos 4x – 2 cos 5x

                                                      -2 cos 4x -1

                                                       -2 cos 4x -2 cos 2x + 2 cos 3x

                                                                       -2 cos 3x + 2 cos 2x – 1

                                                                        -2 cos 3x -2 cos x + 2 cos 2x

                                                                                                        2 cos x – 1

                                                                                                         2 cos x – 1

                                                                                                                        0

Результат деления 2 cos 7x +1 на  2 cos x +1 получается заменой в найденном частном х на х+ π : 

2 cos 6x - 2 cos 5x +2 cos 3x -2 cos 2x + 1.

Итак, f21(x)=(2 cos 6x + 2 cos 5x -2 cos 3x -2 cos 2x + 1)(2 cos 6x - 2 cos 5x +2 cos 3x -2 cos 2x + 1). 

Заметим, что 2 cos 6x + 2 cos 5x -2 cos 3x -2 cos 2x + 1 равно 1 при х= 0; π;  π/2 и -1 при х= (2/3) π.

При х=π/3 значение этого КМ равно 7. Значит этот КМ , а следовательно и 2 cos 6x - 2 cos 5x +2 cos 3x -2 cos 2x + 1, не могут раскладываться на два или больше КМ с целыми коэффициентами  степеней,   не превосходящих 4. Значит эти КМ неразложимы. 

21. l=22=2·11. Так как мы доказали, что 2 cos 5x + 2 cos 4 x +...+ 1 и  2 cos 5 x - 2 cos 4 x +...+2 cos x - 1 неразложимы , то из доказанного в пункте 13 Утверждения 6.5. следует, что  f22(x) неразложим и равен  2 cos 10 x - 2 cos 8 x +...+2 cos 2х -1.

22. l=23. 

Имеем, f23(x)=(2 cos 11x – 2 cos 10 x +...+ 2 cos x - 1)(2 cos 11x + 2 cos 10 x +...+ 2 cos x + 1).  Так как 11 простое число, то оба множителя неразложимы.

23. l=24. Несократимые правильные дроби — 1/24; 5/24; 7/24; 11/24; 13/24; 17/24; 19/24; 23/24.

f24(x)=  2 cos 8x -1. Чтобы доказать, что  2 cos 8x -1 неразложим, достаточно доказать (так как  

2 cos 4x -1 неразложим), что не существует таких целых a,b,c,d , что 

2 cos 8x -1 = (2 cos 4x + 2a cos 3x + 2b cos 2x + 2c cos x + d)(2 cos 4x - 2a cos 3x + 2b cos 2x - 2c cos x + d).

Воспользуемся тем, что при х=π/3     2 cos 8x -1 = -1-1=-2  - делится на 2, но не делится на 4. Но множители, на которые мы разложили   2 cos 8x -1 , состоят при х=π/3  из целочисленных слагаемых , причем соответствующие слагаемые второй суммы , если и  отличаются от слагаемых первой, то только знаками. Значит их произведение либо нечетно, либо кратно 4 и не может быть равно -2.

Заметим еще, что 2 cos 2nx -1 при любом  n, не кратном 3, равно -2. Значит, мы доказали

Утверждение 6.8. При любом  n, не кратном 3, если  2 cos nx -1 неразложим, то и  2 cos 2nx -1 неразложим. 

В частности, так как  2 cos x -1 неразложим, то  2 cos 2nx -1 всегда неразложим.

24. L=25. Правильные несократимые дроби — 1/25; 3/25; 7/25; 9/25; 11/25; 13/25; 17/25; 19/25; 21/25; 23/25  и 2/25; 4/35; 6/25; 8/25; 12/25; 14/25; 16/25; 18/25; 22/25; 24/25. 

Так как все (k/5) π такие, что (k/5) — несократимые дроби с нечетными  k, - корни

 2 cos 2x- 2 cos x + 1 , а с четными  k — корни  2 cos 2x+ 2 cos x — 1, то f25(x)= ( 2 cos 10x- 2 cos 5x + 1) ( 2 cos 10x+ 2 cos 5x — 1). Докажем, что множители неразложимы. Для этого найдем значения   2 cos 10x- 2 cos 5x + 1 в  точках 0; π;  π/3;  π/2; (2/3) π. Получаем соответственно 1; 5; -1; -1; 1. Значит, если  2 cos 10x- 2 cos 5x + 1 разложим (а тогда можно считать, что коэффициенты множителей целые числа), то по крайней мепе один из его множителей равен во всех этих точках ±1. Мы уже доказали, что таких КМ ненулевой степени ненулевой степени не выше 4 с целыми коэффициентами нет. 

Если же оба множителя имеют степень 5, то тот из них, который всех 5 точках равен ±1, при делении на ( 2 cos x-1)( 2 cos x+1) 2 cos x ( 2 cos x -2)( 2 cos x+2) дает в остатке константу, 1 или

 -1.(так как делимое и делитель являются многочленами от  2 cos x с целыми коэффициентами и старший коэффициент делителя как  многочлена от 2 cos x равен 1, то частное и остаток тоже имеют целые коэффициенты. Значит , так как наш множитель имеет степень 5 и старший коэффициент 2, он обязан совпадать с ( 2 cos x-1)( 2 cos x+1) 2 cos x ( 2 cos x -2)( 2 cos x+2)±1=

 2 cos 5x -  2 cos x ±1. Докажем, что на самом деле  2 cos 10x- 2 cos 5x + 1 не делится на  2 cos 5x -  2 cos x ±1. Это можно сделать непосредственно делением уголком, но мы используем косвенные соображения. 

Мы знаем , что  2 cos 10x- 2 cos 5x + 1 раскладывается на множители вида 2 cos x -а , где  -2<a<2, с попарно различными а. Значит его делитель тоже должен обладать этим свойством. Но  

2 cos 5x -  2 cos x ±1= g(2 cos x)±1, где g – многочлен пятой (и значит нечетной) степени со старшим коэффициентом 1, обращающийся в 0 в точках 2 и -2. Значит в промежутке ]2;+∞[  g принимает все положительные значения от 0 до +∞, а в промежутке ]-∞; -2[ - все отрицательные. Значит у  g(х) + 1  всегда есть корень в  ]-∞; -2[, а у  g(х)- 1   -  в  ]2;+∞[.То есть у  g( x)±1 всегда есть корень вне [-2;2] , и поэтому  g(2 cos x)±1 не может быть делителем   2 cos 10x- 2 cos 5x + 1.  

Теперь сформулируем и докажем более общее утверждение , которое нам пригодится дальше.

Утверждение 6.9. Пусть некоторый КМ не имеет делителей  2 cos х — 2а таких, что |a| > 1, и пусть этот КМ можно представить в виде   g(2 cos x), где g(х) — многочлен со старшим коэффициентом 1 и целыми остальными коэффициентами, обращающийся в ±1 во всех, кроме точках  -1; 0; 1, и в одной из точек -2 и 2  равный тоже ±1, а в другой ±1 или ±р, где р -простое число. Тогда этот КМ не может раскладываться на два или больше множителей — КМ  нечетных степеней с целыми коэффициентами .

Доказательство.  Имеем, если g(2 cos x) раскладывается на КМ нечетных степеней с целыми коэффициентами, то и сам  g(х) раскладывается на множители тех же степеней с целыми коэффициентами и старшим коэффициентом 1. Рассмотрим тот из множителей (обозначим его h(x)), который обращается в ±1 во всех 5 точках. Мы знаем, что его степень не может быть не выше 4. Но если  мы разделим h(x) с остатком на (х+2)(х+1)х(х-1)(х-2), то остаток будет иметь степень не выше 4 и целые коэффициенты и тоже будет  обращаться в ±1 во всех 5 точках. Значит остаток тождественно равен ±1, а сам  h(x) равен (х+2)(х+1)х(х-1)(х-2)(ax2+bx + c) ±1 , где

a,b,c – целые числа. Но тогда h(x) имеет нечетную степень и принимает одно и то же значение 

на концах отрезка [-2;2]. Значит у h(x) есть хоть один корень вне этого отрезка. Тогда и g(х) имеет корень вне [-2;2], что противоречит условию.

25. l=26. 

f26(x)=  2 cos 12 x - 2 cos10 x +2 cos 8х - 2 cos 6 x + 2 cos 4 x  - 2 cos 2х +1 . Так как 13 не является квадратом целого числа, то из Утверждение 6.5. , доказанного в пункте 13, следует, что f26(x) неразложим.

26.l=27. Несократимые правильные дроби — 1/27; 5/27; 7/27; 11/27; 13/27; 17/27; 19/27; 23/27; 25/27  и 2/27; 4/27; 8/27; 10/27; 14/27; 16/27; 20/27; 22/27;26/27. 

При умножении первых 9 дробей на 9 получаются несократимые дроби со знаменателем 3 и нечетными числителями, а последних 9 — с четными. Значит при умножении первых 9 дробей на π получаются корни КМ  2 cos 9x -1, а последних 9 — корни 2 cos 9x + 1. Значит 

f27(x)=( 2 cos 9x -1)( 2 cos 9x + 1).

Докажем, что  2 cos 9x -1 неразложим (тогда и  2 cos 9x + 1 неразложим). Замечаем, что  в  точках 0; π;  π/3;  π/2; (2/3) π   2 cos 9x -1 соответственно равно 1; -3; -3; -1; 3. Значит, если  2 cos 9x -1 разложим, то у него есть делитель третьей степени  вида g(2 cos x), где g  - многочлен третьей степени со старшим коэффициентом 1 и с целыми коэффициентами, равный ±1 в точках  -2; 0; 2.  Имеем,  g принимает одно и то же значение по крайней мере  в двух  из точек -2; 0; 2. Значит  g(х) = х(х-2) (х-а) ±1, или  g(х) = (х+2)(х-2) (х-а) ±1, или  g(х) =(х+2) х (х-а) ±1, где а -целое число. Рассмотрим эти три случая.

Первый случай :  g(х) = х(х-2) (х-а) ±1. Тогда, так как g(-1) = 3(-1-а) ±1, то g(-1) принимает значение ±1 или ±3 только при -1-а=0; а = -1. То есть  g(х) = х(х-2) (х+1) ±1. Но тогда g(-2)=-8 ±1 — противоречие.

Второй случай: g(х) = (х+2)(х-2) (х-а) ± 1. Так как g(0) =-4(-а) ± 1 , то а=0. Но тогда g(-1)=3± 1 четно.

Третий случай:  g(х) =(х+2) х (х-а) ±1 — симметричен первому. 

27. l=28.

f28(x)=f14(2x)=f7(4x)= 2 cos 12 x -2 cos 8х + 2 cos 4 x  - 1.

Чтобы доказать неразложимость этого КМ , достаточно доказать, что его нельзя разложить на 2 множителя так: 

(2 cos 6x + 2a cos 5x + 2b cos 4x + 2c cos 3x + 2d cos 2x + 2e cos x + f)(2 cos 6x - 2a cos 5x + 2b cos 4x - 2c cos 3x + 2d cos 2x - 2e cos x + f), где   a,b,c,d,e,f – целые числа. 

Замечаем, что  2 cos 12 x -2 cos 8х + 2 cos 4 x  - 1 равно 1 в  точках 0; π;  π/3;  π/2; (2/3) π  . Значит, и оба множителя при делении на  2 cos 5x -  2 cos x дают в остатке 1 или -1. А так как они имеют шестую степень, то они имеют вид 

g1(x)=( 2 cos x - a)( 2 cos 5x -  2 cos x)±1  и g2(x)= g1(x+ π  )=( 2 cos x + a)( 2 cos 5x -  2 cos x)±1.

Значит g1(x) g2(x)=(2 cos 6x +  2 cos 4x - 2 cos 2x – 2 ±1 - a2( 2 cos 5x -  2 cos x)2, и коэффициент при  cos 10 x равен 4 -2 а2. А так как он должен быть равен 0, то  4 -2 а2=0; а2=2 — при целом а невозможно. Значит  2 cos 12 x -2 cos 8х + 2 cos 4 x  - 1 неразложим.

28. L=29.

f29(x)=( 2 cos 14x -  2 cos13x + … + 2 cos 2x - 2 cos x+ 1)( 2 cos14x +  2 cos13x + ... + 2 cos 2x + 2 cos x+ 1).

Докажем неразложимость множителей. Заметим, что их степень 14. Значит они могут раскладываться только на 7 множителей второй степени или два седьмой. Но в пункте 16 мы доказали, что такие КМ не имеют делителей с рациональными коэффициентами степеней, не превосходящих 4, а в пункте 24 (Утверждение 6.9. ) - что они не могут иметь делителей нечетных степеней.

29. l=30. Правильные несократимые дроби — 1/30; 7/30; 11/30; 13/30; 17/30; 19/30; 23/30; 29/30.

Так как f15(x)= ( 2 cos 4x  + 2 cos 3x - 2 cos x- 1)( 2 cos4x - 2 cos3x + 2 cos x- 1), причем (1/15) π; (7/15) π; (11/15) π; (13/15) π — корни первого множителя, то есть частного от деления 

 2 cos 15x -1 на  2 cos x -1, то 

f30(x)= 2 cos 8x  + 2 cos 6x - 2 cos 2x- 1. Остается доказать неразложимость этого КМ на

(2 cos 4x + 2a cos 3х + 2b cos 2x + 2c cos x + d ) и (2 cos 4x - 2a cos 3х + 2b cos 2x - 2c cos x + d ) с целыми  a,b,c,d. 

Но  2 cos 8x  + 2 cos 6x - 2 cos 2x- 1 принимает значение 1 в точках 0; π/2 и  π, а в точках  π/3 и 2 π/3 он принимает значение 5. Мы знаем, что КМ степени 4 с целыми коэффициентами, принимающих значения  ±1 во всех этих пяти точках, не существует. Значит остается только вариант, что тот из  двух множителей  2 cos 8x  + 2 cos 6x - 2 cos 2x- 1, который равен ±1 в 

точке π/3 , в точке 2π/3  равен ±5. Тогда для этого множителя четвертой степени с целыми коэффициентами g(x) имеем g(π/3 ) + g(2π/3 ) равно  ±6 или  ±4. 

Из выкладок пункта 13 получаем, что если такой КМ g(x) существует, то для соответствующего ему многочлена h(x) такого, что h(2 cos x)=g(x), старший коэффициент равен

 ( h(-2) +  h(2) -4( h(-1) +  h(1) ) + 6  h(0)) /24.

Так как  h(-2) +  h(2) -4( h(-1) +  h(1) ) + 6  h(0)  должно быть кратно 24. При h(-1) +  h(1)=±6 для этого необходимо , чтобы h(-2) +  h(2) + 6  h(0) было кратно 24. Но h(-2) +  h(2) кратно 6 только если оно равно 0. А тогда h(-2) +  h(2) + 6  h(0) не делится на 4, так как h(0) нечетно. 

В случае же h(-1) +  h(1)=±4    h(-2) +  h(2) + 6  h(0) должно давать остаток 8 или 16 при делении на 24. Значит опять  h(-2) +  h(2) не 0, а ±2. Остаются только варианты h(-2) =  h(2) = h(0)=1; 

h(-1) =-5;  h(1)= 1 и  h(-2) =  h(2) = h(0)=-1; h(-1) =5;  h(1)= -1 . Но многочлен четвертой степени не может принимать одно и то же значение в четырех точках. Значит таких g и h не существует и f30(x)= 2 cos 8x  + 2 cos 6x - 2 cos 2x- 1 неразложим.

Мы приходим к такому выводу: 

Пусть дано некоторое уравнение f(x)=0, где f(x) — КМ с рациональными коэффициентами. Тогда при 2≤n≤30, если k1/n и  k2/n несократимые дроби и n  нечетно, то при  k1 и  k2  одинаковой четности  k1/n и  k2/n могут быть корнями уравнения только одновременно. Если же  n четно, то для любых k1 и  k2, взаимно простых с  n ,  k1/n и  k2/n могут быть корнями уравнения только одновременно.

Верно ли это свойство при всех n , а не только при n≤30, мы не знаем.

А теперь вернемся к ТМ f( cos x; sin x), но займемся только однородными, так как их деление и разложение на множители обладают такими же хорошими свойствами, как деление и разложение на множители  КМ. (Напомним, что произвольный ТМ ( cos x; sin x) превращается в однородный заменой х на 2у.)Оказывается, что вопросы, связанные с корнями вида (k/l) π однородного ТМ удобно сводить к аналогичным вопросам для КМ , используя  

sin x= cos(( π /2) -x), что для х=(k/l) π превращается в sin (k/l) π =  cos((l-2k)/2l)π , а для  х=(k/2l) π в  sin (k/2l) π =  cos((l-k)/2l)π.

Определим минимальный однородный ТМ с корнем (k/l) π аналогично минимальному КМ. Минимальный однородный ТМ для (k/l) π  всегда является делителем однородного ТМ  sin lx, а если l четно, а  k нечетно, то и  cos( l/2)х.

Докажем следующее полезное утверждение .

Утверждение 6.10. Пусть l=2n+1, n>0 и пусть для этого  l известно, что минимальный КМ для π/(2l) однороден или, что равносильно, имеет вид g(2x), где  g  КМ с рациональными коэффициентами,  то есть СФ  данного КМ содержит только одночлены ai cos ix с четными  I. Тогда если некоторый ТМ am cos mx + bm sin mx  +...+ a0 c рациональными коэффициентами и с m, не превосходящим степени g(x), имеет корнем π/l, то все bi равны 0. 

Доказательство. Пусть π/l — корень  am cos mx + bm sin mx  +...+ a0. Тогда  am cos m( π/l) + bm sin m( π/l)  +...+ a0=( am cos 2m( π/2l)   +...+ a0) + (  bm cos((l-2m)/2l ) π +...+b1 cos ((l-2)/2l ) π).

Получился КМ ( am cos 2mх   +...+ a0) + (  bm cos(l-2m)х +...+b1 cos (l-2)х) степени max(2m; l-2m)≤2n c рациональными коэффициентами с корнем  π/l. А так как этот КМ имеет степень, не превосходящую степени  2n минимального КМ для π/(2l) , то он делится на минимальный КМ, а значит, получается из него умножением на константу. Значит все  bi , как коэффициенты при cos kx c нечетными k , равны 0. 

Заметим также, что так как если f(x) — однородный ТМ и  k натуральное число, то f(kx) тоже однородный, то для однородных ТМ точно так же , как для КМ, доказывается, что для всех несократимых дробей  k/l с одним и тем же знаменателем  l минимальные однородные ТМ для (k/l) π  имеют одну и ту же степень. 

Получаем следующие следствия нашего Утверждение 6.10.

Следствие 1. Если  f(2x) — минимальный КМ для  π/(2l) , где l нечетно, то  f(2x)  неразложим и как однородный ТМ, и значит, и как однородный является минимальным для π/(2l) . 

Доказательство. Допустим противное. Тогда, так как все однородные делители f(2x)  с рациональными коэффициентами имеют одну и ту же степень, то π/(2l) — корень однородного ТМ с рациональными коэффициентами степени, не превосходящей степени f(x). Причем если степень этого ТМ четна, то, благодаря своей однородности , он имеет вид g(2x),  где g(x) — ТМ и π/l — корень  g(x). Тогда из Утверждения  6.10.  следует, что на самом деле g(2x)  - КМ и f(2x) разложим как КМ. Если же степень этого ТМ нечетна, то у f(2x) есть еще неразложимый  однородный  множитель с рациональными коэффициентами той же степени, и перемножив эти два множителя получим нужный g(2x). 

Следствие 2.  Если  f(2x) — минимальный КМ для  π/(2l) , где l нечетно , и  π/l — корень  f(2x+π)=f(2(x+(1/2) π)), то f(2x+π) — минимальный однородный ТМ для π/l . 

(Корнем f(2x+π) всегда является  πn/l, так как  (πn/l) + (π/2)=π/(2l) .Но в случае, если минимальные КМ для π/l  и  πn/l совпадают,  π/l тоже является корнем f(2x+π))

Доказательство. Согласно Следствию 1, f(2x)  неразложим  как однородный ТМ. Значит и  f(2x+π) неразложим  как однородный ТМ. А так как   π/l —его корень, то  f(2x+π) — минимальный однородный ТМ для π/l.

Теперь перейдем к конкретным примерам. Рассмотрим l  от 2 до 12.

1. l=2. Единственная правильная несократимая дробь со знаменателем 2 это ½.

Минимальный однородный ТМ для  π/2 это   cos x. 

2. l=3. Правильные несократимые дроби 1/3 и 2/3.

Минимальный КМ  для  π/6  это 2 cos 2x - 1. А π/ 3 — корень 2 cos (2x + π) — 1. Значит  2 cos 2x - 1 

минимальный однородный ТМ для  π/6 и 5 π/6, а 2 cos 2x + 1  для   π/ 3 и 2 π/ 3.

3. l=4. Правильные  несократимые дроби ¼ и ¾.

Имеем, π/2 и 3π/2 корни  cos x, а  π/4 и 3π/4  корни  cos 2x.

Но  cos 2x=(cos x – sin x)(cos x + sin x). Соответственно минимальный однородный ТМ для  π/4 это  cos x – sin x, а для  3π/4 -  cos x + sin x.

4. l=5.  Правильные  несократимые дроби 1/5; 2/5; 3/5; 4/5. 

Минимальный КМ для π/ 5 это 2 cos 2x -2 cos x + 1, а для π/ 10   2 cos 4x -2 cos 2x + 1. Значит и максимальный однородный для π/ 10  (и всех kπ/ 10, где  k/ 10 несократимая дробь) это  

2 cos 4x -2 cos 2x + 1, а для  π/ 5  (и  2π/5; 3π/5; 4π/5)  2 cos 4x +2 cos 2x + 1(так как π/ 5  корень этого ТМ).

5. L=7. Аналогично l=5 получаем, что для (k/l) π, где  k/l несократимые дроби со знаменателем 14, минимальный однородный ТМ это  2 cos 6x- 2 cos 4x +2 cos 2x — 1, а со знаменателем 7 

2 cos 6x + 2 cos 4x +2 cos 2x + 1.

6. l=8. 

Π/8 и 5π/8 корни  cos 2x – sin 2x, а 3π/8 и 7π/8  корни  cos 2x + sin 2x.

Докажем, что  cos 2x – sin 2x неразложим (как однородный ТМ). Действительно, если бы π/8 был корнем однородного ТМ первой степени с рациональными коэффициентами  a cos x – b sin x, где  a2 + b2≠0, то  a cos π/8 – b  sin π/8=0; a cos π/8 – b  cos (π/2 -π/8)=a cos π/8 – 

b cos 3π/8=0. Но  a cos х – b cos 3х это КМ третьей степени с рациональными коэффициентами. Это противоречит тому , что минимальный КМ для  π/8 это  2 cos 4x.

7. L=9. 

Для (k/l) π, где  k/l несократимые дроби со знаменателем 18, минимальный КМ  это  2 cos 6x-1. Значит он же является минимальным однородным ТМ для этих (k/l) π. А так как для всех несократимых дробей k/9 имеем 2 cos 6 kπ/9 + 1= 2 cos 2kπ/3 + 1=0, то  2 cos 6x + 1 минимальный однородный ТМ для всех (k/l) π, где  k/l несократимые дроби со знаменателем 9.

8. l=11. Аналогично предыдущим случаям нечетных l получаем, что

2 cos 10x- 2 cos 8x +2 cos 6x- 2 cos 4x +2 cos 2x — 1 минимальный однородный ТМ для всех 

(k/22) π, где   k взаимно просто с 22, а  2 cos 10x+ 2 cos 8x +2 cos 6x+ 2 cos 4x +2 cos 2x + 1 

для всех (k/11) π, где   k взаимно просто с 11.

9. l=12. 

Все  (k/12) π, где  k взаимно просто с 12, корни  2 cos 4x -1. Но  2 cos 4x -1=-(2 sin 2x -1)(2 sin 2x +1). Эти два множителя уже неразложимы (как однородные ТМ), так как несократимые дроби со знаменателем 12 не могут быть корнями однородного ТМ первой степени с рациональными коэффициентами. Ведь если tg x рационален, то и  cos 2x рационален, а это возможно только при 2х=m π/2; x=m π/4, где m целое число. Значит для  π/12 и 5π/12, то есть для ((4 k +1)/12) π, минимальный однородный ТМ это 2 sin 2x – 1. а для  11π/12 и 5π/12, то есть для ((4 k +3)/12) π, минимальный однородный ТМ это 2 sin 2x + 1.

10. l=13.

Аналогично предыдущим случаям нечетных l получаем, что 2 cos 12x-2 cos 10x+ 2 cos 8x -2 cos 6x- 2 cos 4x +2 cos 2x + 1 минимальный однородный ТМ для всех 

(k/26) π, где   k взаимно просто с 26, а  2 cos 12x+ 2 cos 10x+ 2 cos 8x +2 cos 6x+ 2 cos 4x +2 cos 2x + 1 

для всех (k/13) π, где   k взаимно просто с 13.

11. l=15.

Аналогично предыдущим случаям нечетных l получаем, что  2 cos 8x +2 cos 6x-2 cos 2x - 1        минимальный однородный ТМ для всех  (k/30) π, где   k взаимно просто с 30, а   2 cos 8x +2 cos 6x+2 cos 2x + 1 для всех (k/15) π, где   k взаимно просто с 15.

Заметим, что если l=4m, то все (k/l) π  - корни cos 2mx=(cos m x – sin m x)(cos mx + sin mx) (при этом все ((4i +1)/l) π  корни первого множителя, а ((4i +3)/l) π — второго . Поэтому минимальный однородный ТМ для  π/l является делителем  cos m x – sin m x. 

Утверждение 6.11. Пусть   известно, что m =2n + 1 и минимальный однородный ТМ для  π/(2 m ) имеет вид  g(2x), где  g(x)- ТМ степени n. Тогда минимальный однородный ТМ для π/(4m ) имеет степень 2 n.

Доказательство. Имеем, π/ (4m)  - корень g(4x). При этом g(4x) раскладывается в произведение двух однородных ТМ так, что, если первый множитель это h(x), то второй  h(x +  π/2).  h(x) это НОД  g(4x) и  cos ( 2n + 1) x – sin ( 2n + 1) x как двух однородных ТМ, а  h(x +  π/2) это  НОД  g(4x) и  cos ( 2n + 1) x + sin ( 2n + 1) x как двух однородных ТМ, то есть  h(x) это  делитель частного от деления  cos ( 2n + 1) x – sin ( 2n + 1) x на  cos  x – sin  x при четном n и на  cos  x + sin  x  при нечетном . Заметим, что частное от деления  cos ( 4 k  + 1) x – sin ( 4 k  + 1) x на  cos  x – sin  x это частное от деления   cos ( 4 k  + 1) (x +(π/ 4)) на cos(x +(π/ 4)), то есть (-1)k( 2 cos 4kx -2 sin (4k-2)x+...+(-1)k). Аналогично частное от деления  cos ( 4 k  + 3) x – sin ( 4 k  + 3) x на  

cos  x + sin  x  равно (-1)k(-2 sin (4k+2)x + 2 cos 4kx +... + (-1)k)

Докажем, что h(x) и  h(x +  π/2) не разложимы в произведение однородных ТМ с рациональными коэффициентами. Допустим, что у  h(x) есть однородный делитель с рациональными коэффициентами  h1(x) степени, меньшей  2n. Тогда h2(x)=h1(x)h1(x+  (π/2)) — однородный делитель g(4x) такой, что h2(x+  (π/2))=h1(x+  (π/2)) h1(x+ π)  совпадает с h2(x), если степень h1(x) четная, и отличается только знаком, если она нечетная. 

В первом случае h2(x) состоит только из членов вида  a cos 4ix  и b sin 4ix, то есть имеет вид h3(4x), где  h3(x) тоже однородный ТМ. Тогда g(2x) делится на однородный ТМ  h3(2x) степени меньшей, чем степень  g(2x), а это противоречит тому, что  g(2x) минимальный однородный ТМ для  π/(2 m ). 

Во втором случае  h2(x) состоит только из членов вида  a cos 2(2i+1)x  и b sin 2(2i+1)x, в том числе имеет нулевой свободный член. Тогда  h2(x)  имеет вид h3(2x),  где  h3(x)  однородный ТМ нечетной степени, меньшей  2 n,  а это  опять противоречит тому, что  g(2x) минимальный однородный ТМ для  π/(2 m ). 

15. l=16. Докажем

 Утверждение 6.12. При l=2 n+2 ( n целое неотрицательное число) минимальный однородный ТМ для  π/l это cos  2n x – sin  2n x.

Доказательство. Докажем индукцией по   n, что при всех  n ТМ   cos  2n x – sin  2n x не разложим в произведение однородных ТМ меньшей степени с рациональными коэффициентами. При n=0;1 мы это уже доказали. Допустим теперь, что для некоторого  n≥1  cos  2n x – sin  2n x неразложим и докажем, что тогда и  cos  2n + 1 x – sin  2n + 1x неразложим.

Заметим, что  cos  2n + 1 x – sin  2n + 1x не изменяется при замене х на x+  (π/2). Значит, если он разложим, то у него либо есть однородный делитель меньшей степени с рациональными коэффициентами, обладающий тем же свойством, то есть имеющий вид g(4x), где g(x) некоторый ТМ с рациональными коэффициентами, либо есть делитель степени 2(2i+1) для некоторого целого i , либо  cos  2n + 1 x – sin  2n + 1x=h(x)h(x +  π/2) для некоторого однородного ТМ h(x) с рациональными коэффициентами.

В первом случае  cos  2n + 1 x – sin  2n + 1x делится на  g(2x), что противоречит допущению, так как g(2x) всегда однороден. 

Во втором случае , так как все неразложимые делители cos  2n + 1 x – sin  2n + 1x   должны иметь одну и ту же степень — делитель  2n+1, а  2n+1  делится на  2i+1 только при  i=0, то возможен только случай, когда  cos  2n + 1 x – sin  2n + 1x  делится на a cos 2x – b sin 2x  с рациональными a и b. Но тогда cos  2n  x – sin  2nx  имело бы корнем k π/4, что при  n≥1 неверно.

Остается рассмотреть третий случай.  Пусть cos  2n + 1 x – sin  2n + 1x=h(x)h(x +  π/2) .  Достаточно рассмотреть n≥2, так как при n=1 h(x) имеет степень 2 , то есть выполняется второй случай. Тогда старшая ступень h(x) это  а cos  2n x +  b sin  2n x, а старшая ступень h(x +  π/2) это 

 а cos ( 2n x+ 2n - 1 π) +  b sin  ( 2n x+ 2n - 1 π)= а cos  2n x +  b sin  2n x, так как  n≥2. 

Значит старшая ступень h(x)h(x +  π/2) такая же, как у ( а cos  2n x +  b sin  2n x)2=а 2(1+ cos  2n + 1 x)/2  +  b2(1+ cos  2n + 1 x)/2 + а b  sin  2n + 1x. Получаем, что  а 2- b2=2;  а b=-1;  а 2- b2=-2а b; а 2+2а b — b2=0;  а = -b ± b√3, то есть при всех рациональных  b≠0  а  иррационально. Значит и третий случай невозможен.

Итак, мы доказали, что при нечетных l от 1 до 15 минимальный однородный ТМ для   (k/l) π для всех  k взаимно простых с l  один и тот же. То есть в этом случае, если дан какой-то однородный ТМ с рациональными коэффициентами и фиксировано  l  , то либо все  (k/l) π такие, что  k взаимно просто с l, его корни, либо ни одно из них не корень.  То же самое верно, если l=2m и m нечетно и не превосходит 15. Если же  l кратно 4, то один  общий минимальный ТМ имеют все (4k+1) π/l , где  4k+1 взаимно просто с  l, другой - все (4k+3) π/l , где  4k+3 взаимно просто с  l.

Но мы знаем, что  π/l корень ТМ  f(x) в том и только в том случае, когда   π/(2l) корень  f(2x). Значит при нечетных l от 1 до 15, если ТМ   f(x) имеет рациональные коэффициенты и для некоторой несократимой дроби  k/l  с нечетным  k  ( k/l) π — корень  f(x), то и для всех остальных  i, взаимно простых с  l,  ( i/l) π — корень  f(x). Аналогичное утверждение верно для четных  k, а для нечетных  k остается верным, если l=2m и m нечетно и не превосходит 15. А при   l = 2;4;8 если (4k+1) π/l  корень, то и для всех  остальных  i  (4 i+3) π/l корень, и если (4k+1) π/l  корень, то и для всех  остальных  i  (4 i+3) π/l корень. При l=6 если  π/6 корень , то и 5 π/6 корень, и наоборот. А 7 π/6 корень в том и только в том случае, если 11 π/6 корень.

Упражнения к главе 6.

Упражнение 6.1. Решите уравнение cos 5x + cos 4x – 2 cos 3x -3 cos 2x + cos x + 2= 0.

Упражнение 6.2. Решите уравнение cos 3x + cos 2x -3 cos x - 2= 0.

Упражнение 6.3. Решите уравнение sin 3x -2 cos 2x + sin x – 2 = 0. 

Упражнение 6.4. Решите уравнение  2 cos 3x = 13 sin 2x + 17 cos x.

Упражнение 6.5. Решите уравнение  2 cos 4x + 4 cos 3x + 6 cos 2x + 8 cos x +5 = 0.

Упражнение 6.6. Решите уравнение 2 cos 5x + 2 cos 3x + 2 cos x + 1 = 0.

Упражнение 6.7. Решите уравнение( 1/ sin x ) - (1/sin 2x) = 1/ sin 3x. 

Упражнение 6.8. Найдите все несократимые дроби k/l  такие, что минимальный КМ для ( k/l) π имеет степень 2.

Упражнение 6.9. Известно, что a cos 5 π/7 + b cos 3 π/7 + c cos  π/7 + d = 0, где a,b,c,d  рациональные числа, причем не все они равны 0. Что вы можете сказать о числах  a,b,c,d(кроме того, что уже сказано)?

Упражнение 6.10. Найдите минимальный КМ для   π/35.

Упражнение 6.11. Докажите, что КМ с целыми коэффициентами, принимающий значение 1 при х= π/4 , не может делиться без остатка на КМ вида a(cos 5x – cos x)± 1 ни при каком целом а≠0;± 1.

Упражнение 6.12. Найдите минимальный КМ для   π/31.

Упражнение 6.13. Пусть числа a, ka и  la являются корнями неразложимого КМ с рациональными коэффициентами. Обязательно ли kla тоже корень этого КМ?
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