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Résumé

Une des techniques pour éliminer les symétries de va-
riables est l’ajout de contraintes lexicographiques. Dans
le cas général, le nombre de contraintes à ajouter au
modèle pour éliminer toutes les symétries de variables
est potentiellement exponentiel en n le nombre de va-
riables [?]. Dans le cas particulier des problèmes injectifs
(avec un AllDiff), le nombre de contraintes à ajouter est
linéaire en le nombre de variables [?].

En se basant sur la contrainte globale de cardinalité
[?], vue comme une généralisation de la contrainte All-
Diff, nous caractérisons les problèmes ”presque” injectifs
par un paramètre µ correspondant au nombre de dou-
blons.

Nous montrons ensuite que, pour ces problèmes
”presque” injectifs, le nombre de contraintes à ajouter
est majoré par

`
n
µ

´
et donc XP en termes de complexité

paramétrée. Dans le cas où seules ν variables peuvent
être affectées à un doublon, le nombre de contraintes
est FPT en µ et ν.

Abstract

Lexicographic constraints are commonly used to
break variable symmetries. In the general case, the num-
ber of constraint to be posted is potentially exponential
in the number of variables. For injective problems (All-
Diff), Puget’s method[?] breaks all variable symmetries
with a linear number of constraints.

In this paper we assess the number of constraints
for “almost” injective problems. We propose to charac-
terize them by a parameter µ based on Global Car-
dinality Constraint as a generalization of the AllDiff
constraint. We show that for almost injective problems,
variable symmetries can be broken with no more than`

n
µ

´
constraints which is XP in the framework of para-

meterized complexity. When only ν variables can take
duplicated values, the number of constraints is FPT in
µ and ν.

1 Introduction

L’importance de la prise en compte des symé-
tries dans la résolution d’un problème de satisfac-
tion de contraintes est aujourd’hui largement recon-
nue. De nombreuses méthodes génériques on été dé-
veloppées pour éliminer ces symétries notamment de
variables. Mais elles nécessitent généralement l’ajout
d’un nombre de contraintes proportionnel au nombre
de symétries qui peut s’avérer exponentiel. C’est le cas
des contraintes lexicographiques [?] ou pour l’ajout dy-
namique de contraintes comme dans SBDS [?].

Mais sous certaines hypothèses, on peut se ramener
à un nombre réduit de contraintes. Dans le cas des
problèmes injectifs Pujet [?] a montré qu’il est pos-
sible d’éliminer les symétries de variables en posant
un nombre linéaire de contraintes.

Entre ces deux extrêmes, cet article cherche à utili-
ser une approche de type complexité paramétrée pour
évaluer le nombre de contraintes nécessaires à l’élimi-
nation des symétries de variables.

La notion de complexité paramétrée [?] permet de
mesurer la complexité d’un problème NP-complet à
l’aide d’une valeur k indépendante de la taille n des
données. La complexité du problème est alors XP si
elle s’exprime sous la formeO(nk), voire FPT si elle est
en O(f(k)nc) où c est une constante et f une fonction
quelconque, éventuellement exponentielle.

De nombreux problèmes de l’Intelligence Artificielle
et plus particulièrement des CSP ont été analysés en
termes de complexité paramétrée [?]. Par exemple,
l’élimination des symétries de valeurs peut être réa-
lisée avec une complexité paramétrée en O(2knd), où
k est le nombre, potentiellement exponentiel, de symé-
tries de valeurs [?].

De manière analogue, on peut bien sûr dire que le



nombre de contraintes nécessaires pour éliminer les
symétries de variables est généralement FPT en le
nombre de symétries.

L’objectif de cet article est d’essayer d’affiner ce cri-
tère, notamment dans le cas de problèmes ”presque
injectifs” .

2 Symétries dans les problèmes injectifs

2.1 symétries de variables

Une symétrie sur l’ensemble des variables {xi}i∈1..n

est une permutation σ de 1..n telle que toute affecta-
tion (xi = vi)i∈1..n est une solution si et seulement si
(xσ(i) = vi)i∈1..n en est une.

Une des démarches les plus courantes pour élimi-
ner les symétries de variables consiste à poser des
contraintes lexicographiques [?]. Étant donné un ordre
xi1 , . . . xin sur les variables, on pose, pour chaque sy-
métrie de variable σ, une contrainte de la forme :

xi1 , . . . , xin ≤lex xσ(i1), . . . , xσ(in) (1)

Malheureusement, le nombre de symétries (ou per-
mutations) peut être exponentiel.

Généralement, un groupe G de symétries (ou permu-
tations) est donné sous la forme d’un ensemble de gé-
nérateurs S. On peut par exemple déterminer la taille
et les générateurs du groupe de symétries (automor-
phismes) d’un graphe avec un logiciel comme Nauty [?]
(ou encore Saucy). Ces logiciels sont très efficaces en
pratique, comme l’écrit Brendan McKay : “the theore-
tical worst-case efficiency of nauty is exponential. Ho-
wever, the worst cases are rather hard to find and for
most classes of graphs nauty behaves as if it is polyno-
mial.”

Dans le cas de problèmes injectifs, on peut facile-
ment montrer [?] que l’équation (??) se simplifie en
xik

≤ xσ(ik) où ik est le plus petit indice tel que
σ(ik) 6= ik. On aura donc moins de n2 contraintes de
différence pour l’ensemble des symétries.

Pour un indice ik donné, les contraintes de la forme
xik

≤ xσ(ik) correspondent aux symétries σ qui sont
des stabilisateurs de i1, .., ik−1 c.-à-d. au sous-groupe
G[ik] = {σ ∈ G | ∀z < k, σ(iz) = iz}.

Plus précisément, on s’intéresse à toutes les images
possibles de ik par une symétrie qui laisse i1, .., ik−1

invariants. Cet ensemble d’images (ou orbite) peut se
définir par ∆[ik] = {σ(ik)|σ ∈ G[ik]}

Cette approche est intéressante parce qu’il est pos-
sible de déterminer tous les ∆[ik] sans énumérer G,
grâce à l’algorithme de Schreier-Sims.

2.2 L’algorithme de Schreier-Sims

On peut déjà simplifier le problème dans la mesure
où il n’est pas nécessaire de considérer les n indices ik
mais seulement une partie de l’ensemble 1..n.

En 1970, Sims a introduit la notion de base d’un
groupe de permutations sur 1..n. Une séquence B =
(β1, β2, ..., βm), où m ≤ n, est une base de G si au-
cune permutation de G n’est invariante pour B, à l’ex-
ception de l’identité. On parle de base parce que tout
élément σ de G est parfaitement identifié par l’image
σ(B) = (σ(β1), σ(β2), ..., σ(βm)).

Une base B induit une châıne de stabiliseurs G =
G[β1] ≥ G[β2] ≥ . . . ≥ G[βm] ≥ {id.} puisque chaque
G[βk+1] (les stabilisateurs de β1, .., βk) est un sous-
groupe de G[βk].

Si en plus ce sont des sous-groupes propres (non
égaux), on dit que B est non-redondante et on montre
que 2|B| ≤ |G| c’est-à-dire |B| ≤ log2(|G|)

Étant donné un ensemble générateur S de G, l’al-
gorithme de Schreier-Sims construit incrémentalement
une base B non-redondante et ajoute des générateurs
à S afin que S ∩ G[βk] soit un générateur de G[βk] (on
parle alors de strong generating set).

Il détermine également l’orbite ∆[βk] correspondant
à chaque βk. Enfin, l’algorithme choisit un représen-
tant (on parle de transversal) pour chaque valeur γ
de ∆[βk], c’est-à-dire une permutation de G[βk], notée
uγ

βk
, qui associe βk à γ (tout en laissant les β1, ..., βk−1

invariants).

Il est alors possible d’énumérer efficacement tous les
éléments de G, en utilisant une combinaison de repré-
sentants de chaque βk. Si U [k] = {uγ

βk
|γ ∈ ∆[βk]} dé-

signe l’ensemble de ces représentants pour βk, on a
G = {υβ1 ◦ υβ2 ◦ . . . ◦ υβm | ∀k ∈ 1..m, υβk

∈ U [k]}

Il existe plusieurs variantes de l’algorithme de
Schreier-Sims et une vaste littérature sur le sujet [?, ?].
La version déterministe la plus simple a une com-
plexité en temps de O(n2 log3 |G| + |S|n2 log |G|) et
O(n2 log |G|+ |S|n) en mémoire.

En prenant pour base B = (1, 2, ..., n) la variante
proposé par Jerrum a une complexité O(n5) en temps
et O(n2) en espace.

2.3 Un nombre polynomial de contraintes

Grâce à l’algorithme de Schreier-Sims on peut
construire, en temps polynomial, les orbites ∆[βk] à
partir d’un ensemble générateur S donné1.

Chaque symétrie σ dans G appartient nécessaire-
ment à un sous-groupe G[βk]. On peut donc remplacer
la contrainte (??) par l’inégalité xβk

< xσ(βk) sachant

1ou calculé avec Nauty en temps éventuellement exponentiel



que σ(βk) ∈ ∆[βk]. On en déduit un nombre polyno-
mial d’inégalités :

∀βi ∈ B, ∀γ ∈ ∆[βi], γ 6= βi, on pose xβi < xγ (2)

Le nombre d’inégalités est égal à
∑

βi∈B(|∆[βi]|−1)
donc en O(n log2|G|) ou encore O(n2)

Dans [?], il est montré qu’on peut se limiter à une
inégalité pour chaque γ, en ne considérant que r(γ), le
plus grand des βi (différent de γ) tel que γ ∈ ∆[βi].

Formellement, soit Rγ = {βi ∈ B \ {γ} | γ ∈ ∆[βi]}.
Si Rγ 6= ∅ on pose r(γ) = max(Rγ) sinon r(γ) = γ.

On peut montrer2 que les équations (??) sont équi-
valentes à un nombre linéaire de contraintes :

∀γ ∈ 1..n tel que r(γ) 6= γ, on pose xr(γ) < xγ (3)

3 Gcc : relaxation du Alldiff aux pro-
blèmes ”presque” injectifs

La Gcc (Global Cardinality Constraint) a été in-
troduite dans [?]. C’est une contrainte largement uti-
lisée dans la modélisation de problèmes industriels
et elle est disponible dans la plupart des résolveurs
de contraintes existants. Elle exprime une propriété
très générique : elle contraint le nombre d’occur-
rences de chaque valeur présente dans les domaines.
En d’autres termes, cette contrainte traite globalement
une conjonction de AtLeast (imposant qu’une valeur
v apparaisse au moins un certain nombre de fois) et
AtMost (imposant qu’une valeur v apparaisse au plus
un certain nombre de fois).

Définition 1 Une contrainte Gcc, notée
Gcc(X, lb, up) porte sur un ensemble de variables
X et de 2 fonctions lb et ub de

⋃
x∈X D(x) dans N .

La contrainte Gcc est vérifiée si pour chaque valeur
v ∈

⋃
x∈X D(x) le nombre de variables de X assignées

à v est compris entre lb(v) et ub(v).

Soit N =< X,D, C > un réseau de contraintes avec
Gcc(X, lb, ub) ∈ C. On pose µ = 1 +

∑
v∈D(ub(v)− 1)

Si µ = 1, alors la Gcc est un Alldiff, on a un pro-
blème injectif. Si µ est ”petit”, alors on a un problème
”presque” injectif. Le paramètre µ permet donc de me-
surer l’écart, en nombre de doublons autorisés, par rap-
port à un problème parfaitement injectif.

4 Généralisation aux problèmes ”presque”
injectifs

Considérons un problème presque injectif admettant
au plus µ doublons.

2Chaque xβi
< xγ est équivalent à la série d’inégalités

xβi=r(...r(r(γ))) < . . . < xr(r(γ)) < xr(γ) < xγ

Pour chaque symétrie de variables σ ∈ G[βk], la
contrainte lexicographique (??) n’est plus équivalente
à xβk

< xσ(βk) puisque xβk
= xσ(βk) devient pos-

sible. En cas d’égalité, tester la contrainte lexicogra-
phique revient à déterminer le prochain βz > βk tel
que xβz 6= xσ(βz), avec nécessairement σ(βz) 6= βz.

On peut supposer ici que |B| = n. Sinon il suffit
d’ajouter à la fin de la base les valeurs manquantes
dans un ordre quelconque. Les générateurs calculés
par l’algorithme de Schreier-Sims restent valables pour
cette base étendue.

Formellement, étant donnée une symétrie de va-
riables σ ∈ G[βk], considérons la suite croissante
i1σ, i2σ, . . . itσ des indices de B pour lesquels σ(i) 6= i.
Puisque σ ∈ G[βk] on a i1σ = βk.

Soit ρ le plus petit indice de 1..t, s’il existe, tel que :
|{izσ}z∈1..ρ ∪ {σ(izσ)}z∈1..ρ| > µ

Si t est trop petit pour permettre de couvrir les µ
variables, on pose ρ = t ≤ µ.

Sinon, dans le cas général : µ
2 < ρ ≤ µ + 1.

Pour un problème injectif, la contrainte lexico (??)
était remplacée par la contrainte xi1σ

< xσ(i1σ)

Dans le cas où µ valeurs identiques sont possibles,
la contrainte lexico (??) devient :

xi1σ
, xi2σ

, . . . , xiρ
σ
≤lex xσ(i1σ), xσ(i2σ), . . . , xσ(iρ

σ) (4)

Au final, on aura donc au plus
(

n
µ+1

)
contraintes (??)

pour l’ensemble des symétries.
On obtient ainsi un nombre de contraintes lexico-

graphiques qui n’est plus potentiellement exponentiel
mais XP en fonction de µ puisque

(
n
µ

)
< nµ

Pour construire l’ensemble des contraintes (??), il
faut énumérer l’ensemble G des symétries ce qui peut
être réalisé en O(n|G|), grâce aux ensembles U [k] cal-
culés par l’algorithme de Schreier-Sims.

On peut remarquer que chaque contrainte (??) se
décompose en contraintes de la forme :

xi1σ
≤ xσ(i1σ)

(5a)

xi1σ
= xσ(i1σ) → xi2σ

≤ xσ(i2σ)

(5b)

· · ·
xi1σ

= xσ(i1σ) ∧ . . . ∧ xiρ−1
σ

= xσ(iρ−1
σ ) → xiρ

σ
≤ xσ(iρ

σ)

(5c)

Il y aura
∑

βi∈B(|∆[βi]|−1) contraintes de type (??),
au plus

(
n
4

)
contraintes de type (??) et finalement au

plus
(

n
µ+2

)
contraintes de type (??).

C’est une majoration très grossière et dans le pire
des cas. En pratique on peut éliminer des contraintes.
Par exemple, si on a posé une contrainte (??) de



la forme xa ≤ xb il est inutile de poster toutes les
contraintes finissant par �→ xa ≤ xb �.

Par ailleurs, les contraintes (??) peuvent être rem-
placées par un nombre linéaire de contraintes de la
forme xr(j) ≤ xj .

5 Discussion

Nous avons établi que dans le cas d’un problème
presque injectif, le nombre de contraintes lexicogra-
phiques nécessaires pour éliminer toutes les symétries
de variables est en O(

(
n
µ

)
).

Ce nombre dépend des symétries mais aussi de la
base B utilisée. Supposons que δ soit le plus petit in-
dice (dans l’ordre de B) d’une variable xδ dont la va-
leur n’est pas unique. Pour chaque symétrie σ ∈ G[βk]

telle que i1σ = βk < δ, tout se passe comme si le pro-
blème était injectif. Dans le cas extrême où δ > |B|
(avec |B| < n), on se ramène au cas injectif.

On pourrait donc envisager d’adapter la base B pour
que les indices des variables ayant une valeur répétée
soient placés à la fin de B.

Une adaptation dynamique de la base serait pro-
bablement très coûteuse. D’une part parce que les
contraintes de type (??) ne pourraient être activées
dynamiquement que si on est certain d’avoir βk < δ.
Par ailleurs, il est possible de réordonner B pour dé-
placer les indices correspondant à des doublons vers la
fin. Mais la simple permutation de deux indices conti-
gus coûte O(n4)[?].

De façon statique, on peut imaginer des cas par-
ticuliers où les doublons ne peuvent concerner qu’un
sous ensemble de variables. Si on peut construire une
base B avec les indices des autres variables, on peut
éliminer les symétries comme dans le cas injectif.

Supposons enfin qu’il n’y ait que ν variables pou-
vant être affectées à un doublon. Dans ce cas, la base
B peut être construite de telle sorte que les indices
de ces ν variables soient placés à la fin. On est alors
ramené au cas injectif pour toute symétrie σ telle que
i1σ < βn−ν et l’ensemble des symétries de G \ G[βn−ν ]

se ramène à un nombre linéaire de contraintes. Seules
les symétries de G[βn−ν ] nécessiteront une contrainte
lexico (??). Puisque ces contraintes ne concernent que
ν variables, leur nombre est majoré par

(
ν
µ

)
. Le nombre

total de contrainte est donc dans ce cas en O(
(

ν
µ

)
+ n)

c’est-à-dire FPT en ν et µ.

Influence de domaines hétérogènes

Dans la section ??, nous avons donné une borne
théorique du nombre de contraintes à poser. La majo-
ration ne tient pas compte des domaines initiaux des
variables, dans le cas où ils ne sont pas tous égaux.

En effet, si D(xi1σ
) ∩ D(xσ(i1σ)) = ∅, il est inutile

de poser la contrainte ?? et toutes les contraintes qui
contiennent xi1σ

= xσ(i1σ) en partie gauche.
La combinaison de la contrainte de cardinalité et de

la répartition initiale des domaines peut aussi interdire
des combinaisons d’égalité : Par exemple si D(x1) ∩
D(x2) = {v} = D(x3) ∩ D(x4) et ub(v) = 3, alors
la Gcc interdit de fait d’avoir x1 = x2 et x3 = x4

simultanément. Donc toutes les contraintes ?? avec
x1 = x2 ∧ x3 = x4 en partie gauche n’ont pas besoin
d’être posées.

Plus généralement, lors de la génération des
contraintes d’un réseau N =< X,D,C >. Avant
de poser la contrainte xi1σ

= xσ(i1σ) ∧ . . . ∧ xiρ−1
σ

=
xσ(iρ−1

σ ) → xiρ
σ
≤ xσ(iρ

σ) , nous proposons de ten-
ter de résoudre le problème N ′ =< X, D, C ′ > avec
C ′ = {xi1σ

= xσ(i1σ), . . . , xiρ−1
σ

= xσ(iρ−1
σ )} ∪ {Gcc},

le sous problème constitué la Gcc et des égalités de la
gauche de cette contrainte. Si N ′ est insatisfiable, alors
on ne pose pas la contrainte.

Ce test est polynomial, car la classe des réseaux
de contraintes composés d’une contrainte Gcc et de
contraintes d’égalités est polynomiale pour le problème
de satisfaction. L’idée du codage consiste en une mo-
dification du problème de flot utilisé pour résoudre la
contrainte de Gcc [?]. Pour toute paire de variables
(xi, xj) telle que xi = xj , on supprime les nœuds xi et
xj , ainsi que leur arêtes et on ajoute un noeud x(i,j)

et ∀v ∈ D(xi) ∩D(xj), on ajoute une arrête (x(i,j), v)
avec (0, 2) comme flots minimum et maximum.

Cette démarche fournit ainsi un moyen supplémen-
taire de réduire le nombre de contraintes pour les pro-
blèmes presque injectifs, en complément des résultats
que nous avons établis en complexité paramétrée.

6 Conclusion

Nous avons montré qu’il est possible d’éliminer les
symétries de n variables d’un problème presque injectif
en posant moins de

(
n
µ

)
contraintes lexicographiques,

où µ correspond au nombre de doublons. On obtient
bien un nombre XP de contraintes lexicographiques.

Dans le cas où il n’y a que ν variables qui peuvent
être affectées à un doublon, le nombre des contraintes
posées est en O(

(
ν
µ

)
+ n) donc FPT.

Lorsque les domaines des variables sont hétérogènes,
nous avons montré qu’un test polynomial (basé sur la
Gcc) permet d’écarter des contraintes lexicographiques
inutiles.


