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2. se déplace d’une case 4 gauche ou & droite suivant

que d =< ou d =D,

3. passe de l’état q a l'état q'.

Le déroulement d’un calcul avec une telle machine
consiste & partir d’une configuration initiale, d’exécu-
ter tant que possible les instructions de la machine et de
fournir comme résultat le contenu final du ruban.

Par exemple si ’ensemble enregistré d’instructions est

{(q071717q071>)7 (q07|—|717q17<])7
(q171717q17<])7 (qlal—lal—laq27[>)a
(q2717|—|1q371>)1 (q27|—|7|—|7q371>)}

en partant de la configuration
FRPRY I e e A s A |
on obtiendra successivement
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et donc pour résultat final

111100, ..

Luuuti1it1uu...
T

On dispose donc d’une machine permettant de réaliser
des additions du genre

m—+n
— —
11...1+11...1 = 11...1

m n

1.2 Monoide libre engendré par un al-
phabet

Soit ¥ un ensemble appelé alphabet. Un mot construit
sur X, est une suite finie a = aqas . . . a,, d’éléments a; de
3. L’entier n, qui peut étre nul, est la longueur du mot
a. L’unique mot de longueur nul est noté ¢ et ’ensemble
des mots construits sur X est noté X*.

Sia=ai...a, et b=>bi...b, sont des éléments de
>*, alors a - b ou ab est le mot ay...amb1...b,. L’ap-
plication (a,b) — a-b de ¥* x £* dans ¥* est appelée
opération de concaténation. C’est une opération associa-
tive, c’est & dire que (z-y)-z =z (y- 2), et elle admet
€ pour élément neutre, c’est-a-dire que z - =¢-x = .
Si n est est entier positif ou nul et x un élément de ¥*,
on désigne par 2™ I’élément x---2 de X*. Dans le cas

——

n
particulier ot » = 0, on considére que z™ = ¢.
Le couple (X*,-) est appelé monoide libre engendré
par ’alphabet .

1.3 La machine mathématique

Donnons nous une bonne fois pour toutes un élément
U appelé symbole blanc et, si x est un mot quelconque
sur un alphabet ¥, notons D(z) le mot obtenu en enle-
vant du début de z tous les U et F(z) le mot obtenu en
enlevant de la fin de = tous les L.
Une machine de Turing est un quintuplet M =
(Ea Q7 q0, Q/a T) ot
— X, Dalphabet de M, est un ensemble fini ayant LI
pour élément,
— @, U'ensemble des états de M, est un ensemble fini,
— qo, I’état initial de M, est un élément privilégié de
Q,
— @', Vensemble des états finauz de M, est un sous-
ensemble de @,

— 7, la fonction de transition de M, est une applica-
tion de type (Q—Q')xX — Qx X x{q,>}.

L’ensemble des instructions de M est 'ensemble des
quintuplets de la forme (¢, a,ad’, ¢, d), avec

(q,a) € (Q—Q")xT et (¢',d,d) = 7(q,a).
Une configuration de M est un triplet de la forme

(¢, D(x), F(y)),

avec ¢ € @, x € ¥X* et y € X*. Dans l'ensemble des

configurations de M on introduit la relation binaire M
définie par

(¢, D(za),F(by)) 2 (¢',D(zu),F(vy))

ssi



sid=«q,

7a’b17
(W):{@ )

(ab,e), sid=np.
pour tous a,b,b/ € X, =z,y € XStar, q,¢ € Q, et
d € {«,>} tels que 7(q,a) = (a’, ¢, d).
*
On note % la fermeture transitive réflexive de
R 1 M* o, . .. .
c’est-a-dire que ¢ — ' si et seulement si il existe
M M
Co,Cl,y---,Cn, avec n > 0, et ¢ = ¢y, cg — ¢1, 1 — Coa,
M
-3 Cp—1 — Cp, Cpn = d.
Soit w une valeur que ’on lit « indéfini » et qui n’ap-
partient pas & ¥*. A la machine de Turing M on associe
la fonction M, de type ¥* U{w} — E* U{w}, définie par

y, siaz € Y* etil existe (¢;,7',y) avec
M*
(90,2, D(x)) = (4:,y',y) et ¢; € Q',
w, sinon.

On dit que la machine M est fiable si pour aucun x € ¥*
onaM(z)=w

1.4 Exemple : somme d’entiers codés
par des batons

Reprenons l'exemple de machine donné & la sec-
tion 1.1. C’est donc la machine M = (2,Q,q,Q’,7)

avec ¥ = {L,1}, Q@ = {q0,q1, 92, g3}, Q" = {q3} et T est
défini par ’ensemble d’instructions

{(q071717q07[>)7 (q07|—|717q17<])7
(q171717q17<])7 (qlal—lal—laq27l>)7
(qulal—Iaq:)’vD)? (qQal—lal—laQ3vl>)}

On a par exemple

(qo,e,U111111111)
(q0,,111 11 1111)
(g0,1,11 U 1111)
(q0,11,11111)
(qo, 111, 1U1111)
(q1,11,111111)
(q1,1,1111111)
(q1,e,11111111)
(q1,e,U11111111)
(g2,e,11111111)
(g3,e,1111111)

lelglrlrlrlrlr ] ]8R

Pour tous les entiers naturels m,n on a alors

M(lm L 177,) — 1m+n

1.5 Exemple : duplication d’un mot

Soit un alphabet de la forme ¥ = {U,ay,...,an}.
Voici maintenant une machine M = (X, Q, qo, @', 7) qui
duplique les mots sur {a1,...,a,}, c’est-a-dire telle que

M(x)=z o

¥* — {U}. L’ensemble @ de
ses états est formé des 5(n + 1) + 1 éléments,
40, q1, Q2a; » 43a; » G4a; s 45a:> 965 47 G8a; » 49> 10, aAVeC i €
{1,...,n}. L’ensemble Q" de ses états finaux est {qio}
et sa fonction de transition 7 est définie par les 5(n +1)?
instructions,

pour tout x €

qo, Q;, A5, 41, )a
Q17a1;|—| 42a; )a
QQal,apCLpQQa” )
43a;5Qj5,05,(3a;, ;a

<)

( (
( (
( (
( (
(q4a¢7|—|7|—|7q5a“<])7 (Q4a“ag7a]7Q4a,7<l
( (
( (
( (
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( (

42a; |—|a |—|a 43a; D),

3

)
45a;, A5, Aj5,45a,,
g6, i, Gy 46, )a
q7, Qi Qi 48ay; )7
48a;s Aj,0j,(8a; s )a
q9,a;, a5, 49, )a

)

g6, |—|7 |—|7 q7al>)a

48a; l—la i, q9, <])7
q9, |—|7 |—|7 q10, >)7

avec i,j7 € {1,...,n}. Prenons n = 2 et 0,1 pour les
symboles a1, as. La machine fonctionne bien dans le cas
particulier ot x est de longueur 0 ou 1. On a

M(e)=¢
car

(q07€7€)
- (g7,¢,¢)
- (qu;aaa)

car

A

Dans un cas plus général, on a

M (101) = 101101



car

(go,€,101) (g51,10,L/01)
- (@1,1,01) — (q1,101,L01)
= (g20,1,1) - (g6,10,11101)
—  (q20,1U1,¢) - (gs,1,01001)
— (g30,1U1,¢) —  (ge,8,101101)
— (quo0,11,010) —  (ge,&,U101L01)
— (gs0,1U,10) —  (g7,e,101101)
— (gs0,1,U110) — (q81,1,01|_|01)
- (q1,10,110) — (gs1,10,11101)
— (g21,10U,00) — (gs1,101,001)
—  (ga1,10U1,0) — (go,10,1101)
—  (g31,10LL10,¢) —  (qo,1,01101)
—  (ga1,100UU,01) —  (go,€,101101)
- (qa1,100,101) —  (g9,¢,U101101)
— (g51,10,0L01) —  (q10,¢,101101)

1.6 Machine universelle

Désignons par T'(X) l’ensemble des machines de Tu-
ring d’alphabet . Une machine de Turing U d’alphabet
T est dite universelle pour son alphabet, si il existe une
fonction de codage p: T(Y) — T* telle que,

U(W(M) - z) = M(x),
pour tout M € T(Y) et z € T*. On remarque que
U(u(U)-u(M)-x) = M(z) et, d’une facon plus générale
que, pour tout n > 0,

T(u(U)" - p(M) - z) = M (). (1)
Il est possible de construire un telle machine U avec
un codage p simple et 'objet des travaux pratiques de
ce cours sera d’en construire une sur un alphabet de 4
symboles.

Une machine de Turing U sur l'alphabet T est dite
simplement universelle si, pour tout alphabet fini ¥, il
existe deux fonctions de codage p : T(X) — T* et 0 :
>X* +— T*, avec § injectives, telles que

pour tout M € T'(X) et x € ¥*. Ici aussi on remarque
que U(pu(U) - 6(u(M) - 6(x))) = 6(M(z)) et, d'une facon
plus générale que, pour tout n > 0,

U(f"(u(M) - 8(x))) = 6" (M (x)), 2)

ou f est la fonction
[y = nU)-6y).

On montre qu’il est possible de construire une machine
universelle avec des codages p, 6 simples.

2 Calculabilité et décidabilité

2.1 Calculabilité

Soit > un alphabet fini avec U ¢ 3. Une fonction
f de type ¥* — X* est dite calculable §’il existe une
machine de Turing M sur Palphabet ¥ U {U} telle que
f(z) = M(z), pour tout = € X*.

Nous allons montrer par une technique dite de diago-
nalisation que :

1l existe des fonctions de type X* — X* qui ne
sont pas calculables.

Autrement dit, les machines de Turing ne peuvent pas
tout faire!

Soit N I’ensemble des entiers naturels, ¢’est-a-dire po-
sitifs (ou nul). L’ensemble G des fonctions calculables est
dénombrable, c’est-a-dire qu’il existe une application bi-
jective

®3)

de type N — G. En effet ensemble G, des élé-
ments de G qui sont représentables par une machine
d’au moins n états est fini. On peut donc poser

1 g;

Grn = {9n1,9n2,- - m|G,| } et prendre pour suite infinie
90, 91, g2, - - - la suite
ity 5 91|Gy |3 9215 - - 5 92|Ga|3 9315 - -+, G3|G|s - - -

De la méme fagon, en remarquant que pour un n donné
I’ensemble des mot de longueur n sur ¥ est fini, on
conclut qu’il existe une application bijective

i x; 4)
de type N — X*. Les applications (3) et (4) peuvent
étre visualisées par le tableau

i) X1 X9 tee Z;
go | go(zo)
g1 g1(z1)
g2 ga(r2)
gi gi(;)

dont les lignes sont indicées par les g;, les colonnes par
les x; et dont les cases de coordonnées (g;, z;) ont pour
valeur g;(z;). On considére la fonction

d:x;— gi(x;) (5)
de type X* — X*, qui est représentée par la diagonale
du tableau. Soit d’ une fonction de type ¥* — X* telle

que
d'(y) # d(y), pour tout y € T*. (6)



La fonction d’ n’est pas calculable. En effet si elle I’était,
il existerait un indice j tel que d’ = g; et donc telle
que d'(z;) = g;(x;), c’est-a-dire, d’aprés (5), telle que
d'(x;) = d(x;). Il y aurait alors contradiction avec (6).

Curieusement on montre aussi que la fonction « diago-
nale » d, définie en (5), n’est pas calculable. Supposons
que d soit calculable par une machine de Turing

D = (E ) {I—l}anq07QI77—)7
avec Q = {qo, - .-
D' = (B U{U}, QU {qn, ni1, dns2}, 90, {ans2}, '),

obtenue en ajoutant trois nouveaux état ¢, ¢ni1, Gniz, €0
considérant que g2 est le seul état final et en ajoutant
aux instructions de 7 ’ensemble des instructions de la
forme

,Gn—1 }- Soit la machine de Turing

(qia a, a, Q’I’La <])7

(q’ﬂ? a, b7 qnt1, <])7

(Qn+1; @, G, dni2, >)7
avec ¢; € @', a € XU{U} et b toujours le méme élément
de X. Soit la fonction d’ : y — D’(y) de type X* — X*.
Par supposition et construction cette fonction d’ serait
calculable et telle que

d'(y) =b-d(y),

pour tout y € ¥*. Du fait que d’ satisferait & (6), d’aprés
ce que nous venons de montrer, d’ ne serait pas calcu-
lable, ce qui contredirait notre supposition. Il s’ensuit
que d n’est pas calculable.

2.2 Décidabilité et indécidabilité
Soit toujours X un alphabet fini avec U ¢ ¥ et soient
deux éléments privilégiés de X* notés vrai et fouz. On
s’intéresse maintenant au cas particulier des fonctions
de type
(7)

On appelle langage tout sous-ensemble L de ¥*. On dit
que la reconnaissance de L est décidable, ou tout sim-
plement que L est décidable, s’il existe une fonction ca-
culable f de type (7) telle que, pour tout z € ¥*,

¥* — {vrai, faux}.

x € L siet seulement si  f(z) = vrai.

On utilise le mot indécidable dans le sens de non déci-
dable. On montre que :

1l existe des langages dont la reconnaissnce est

indécidable.
Pour ceci il suffit de montrer qu’il existe des fonctions
de type (7) qui ne sont pas calculables. On procéde alors
comme & la section précédente en restreignant G & ’en-
semble des fonctions calculables de type (7). On intro-
duit la fonction diagonale d : z; — g(z;) et la fonction
d' qui ne peut étre que la négation de d, définie par

vrai, si d(z) = fauz,
ZT; — (8

fauz, sid(z) = vrai.

On conclut alors que d’ n’est pas calculable.

Si 'on dipose d’une machine de Turing pour calculer
une fonction f de type (7) il est facile de transformer
cette machine en une machine qui calcule la négation de
f- Comme & la section précédente on conclut alors que
la fonction diagonale d n’est pas calculable mais aussi
d’une facon générale que :

Si la reconnaissance d’un langage L est déci-
dable alors la reconnaissance de son complé-
ment X* — L lest aussi.

2.3 Indécidabilité de l’arrét d’une ma-
chine de Turing

Soit T'(X) ’ensemble des machines construites sur 1’al-
phabet ¥ U {U} avec U € 3. Soit p une application de
type T'(X) — X* et soit le langage

L,={puM)-z|MecT(X),xzecX* et M(z)# w}

Rappelons que, par définition, M(z) = w signifie que
I’exécution de la machine M sur la donnée x ne s’arréte
pas. Nous allons montrer que :

La reconnaissance du langage L, est indéci-
dable.

La reconnaissance de L, est connue sous le nom de pro-
bleme de Uarrét d’une machine de Turing.

Supposons que la reconnaissance de L,, soit décidable
et montrons que l'on aboutit & une contradiction. Il
existe donc une machine de Turing A telle que

A(u(M)-x) = faur ssi M(z) = w,
pour tout M € T(X) et = € ¥*. Soit B la machine
duplicatrice définie a la section 1.5, qui est telle que
B(y) = y - y. On peut alors construire une machine C
telle que C(y) = A(B(y)), donc telle que, pour tout
MeT(S),
Cu(M)) = fauz ssi A(u(M) - p(M)) = faus,

c’est-a-dire

C(u(M)) = fauz ssi M(u(M)) = w.
En prenant M = C on aboutit & la contradiction

C(u(0)) = fauz ssi C(u(C)) = w.

2.4 Autres langages et problémes indé-
cidables

Voici deux autres célébres langages indécidables



Probléme de correspondance de Post
Soit un alphabet fini de la forme ¥ = ¥’ U {#} avec
# ¢ Y. Soit C lensemble des ensembles de la forme
{(55173/1); ceey (ir’nayn)}

ol les x; et y; sont des mots sur X tels qu’il existe une
suite i1, ...,%, d’indices avec

Tiy  Tiyg = Yiy Y

Soit la fonction de codage

T {($17y1)7 ERE (l'nayn)} = xl#yl# o xn#yn#
qui est de type C' — X* et soit le langage

Le ={n(c) e X*|ce C}.

On montre, mais nous ne le ferons pas ici, que

La reconnaissance du langage Lo n’est pas dé-
cidable

La reconnaissance de Lo est connue sous le nom de pro-
bléme de correspondance de Post.

Dixiéme probléme de Hilbert

Soit Z l’ensemble des entiers (relatif) et soit P l’en-
semble des équations de la forme

p(z1,...,2,) =0

faisant intervenir les variables x1, ..., z,, ayant des co-
efficients entiers et ayant au moins une solution dans
Z. Soit m une fonction de codage immédiate de type
P — ¥* et soit le langage

Lp={ulp) € ¥*|p € P}

On montre, mais nous ne le ferons pas ici, que

La reconnaissance du langage Lp est indéci-
dable

La reconnaissance de Lp est connue sous le nom de
dizieme probléme de Hilbert.
2.5 Semi-décidabilité

On dit que le langage L ou que sa reconnaissance est
semi-décidable, s’il existe une application f de type

¥* — {vrai, fauz, w}
telle que, pour tout x € ¥*,
x €L ssi f(x)=wvrai

On dit aussi que L est récursivement énumérable. On
peut montrer, mais nous ne le ferons pas ici, que langage
L,, défini & la section 2.3 est semi-décidable. Donc :

1l existe des langages indécidables qui sont
semi-décidables (récursivement énumérables).

3 Machine a s’attraper (tag ma-
chine)

Cette section est consacrée & une machine encore plus

simple qu’une machine de Turing, mais ayant la méme

puissance : la machine a s’attraper, en anglais, tag ma-
chine.

3.1 La machine physique

Donnons un entier d strictement plus grand que 1.
Physiquement, une machine & s’attraper de pas d res-
semble 3 ceci :

atelclalelF lefnlilsl |

E

Elle est composée

— d’un ruban doublement infini & gauche et a droite,
découpé en cases avec un symbole dans chaque case,

— d’une téte de lecture positionnée a tout instant en
face d’une case,

— d’une téte d’écriture positionnée a tout instant en
face d’une case se trouvant & droite de la case sur
laquelle est positionnée la téte de lecture,

— d’une unité centrale, dans laquelle est enregistré un
ensemble fixe I d’instructions.

Chaque instruction est un doublet de la forme ay —
ai . ..a, et signifie : si le symbole lu est ag alors

1. la téte de lecture se positionne d cases plus loin a
droite,

2. la téte d’écriture écrit de gauche a droite la suite de
symboles a; . ..a, et se positionne n cases plus loin
a droite.

Le déroulement d’un calcul avec une telle machine
consiste & partir d’un ruban initial, & exécuter tant que
possible les instructions de la machine. Par exemple si
d = 2 et que ’ensemble enregistré d’instructions est
constitué de

d — fU
1 - 1u
U — €

(on rappelle que ¢ est le mot vide), en partant de la
configuration

SRR I e e e
T |

]



on obtiendra successivement
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On a donc construit un additionneur qui & partir de

n fois 1
——N— ——N—
dulyliu... lyultuly... 1y

m fois 1

calcule
m-+n fois 1

——
fululu...1d

3.2 La machine mathématique
Une machine & s’attraper se formalise comme un qua-
druplet M = (d, X, %', 7) ou
— d, le pas de M, est un entier strictement plus grand
que 1,

— X, lalphabet de M, est un ensemble fini de sym-
boles,

— Y/, 'ensemble des symboles finaur de M, est un
sous-ensemble de X,

— 7, la fonction de transition de M, est une applica-
tion de type (X—%') — X*.
L’ensemble des instructions de M est ’ensemble des
doublets de la forme
a — 7(a),
avec a € (X—Y'). Une configuration de M est un élé-
ment de X*. Dans I’ensemble des configurations de M
on introduit la relation binaire % définie par

M
ay---aqx — z-7(ay)

pour tout a; € ¥, avec a1 € (X—Y'), et z € X*.
M* " . M

On note — la fermeture transitive réflexive de —

s 1 M* . .. .
c’est-a-dire que * — y si et seulement si il existe
M M
UY, Uy« - ., Uy, aVvec n > 0, et x = ug, ugp — w1, Uy — usg,
M
vy Up—1 7 Up, Un = Y.

Soit w une valeur que ’on lit « indéfini » et qui n’ap-
partient pas & ¥*. A la machine & s’attraper M on asso-
cie la fonction M, de type ¥* U{w} — E* U{w}, définie
par

*
Yy, sixeX* et z 2 y et, soit y = ¢,
soit y commence par un élément de Y,
w, sinon.
On dit que la machine M est fiable si pour aucun z € ¥*

ona M(z) = w.

3.3 Exemple : somme d’entiers codés
par des batons

Reprenons l’exemple de machine donné & la sec-
tion 3.1. C’est donc la machine de M = (d,%,%, 1)
avecd=2%X ={U,1,d,f}, ¥ ={d, f} et 7 est défini
par 'ensemble d’instruction

{d —fU, 1 - 11, U—e}

On a par exemple

dutuluuUiLIULL
M UtLLUIULIULUED
M uuUtUtULIUEULL
M LUtutututuLULy
Mo uiutufutuly
M utufuiluiULu
Moufutututuly
M fulutUtULULY

Pour tous les entiers naturels m,n on a alors

MdUu(1u)™uudu(1w)™) = fu(1u)™

3.4 Exemple : machine euclidienne

droite

Voici maintenant une machine un peu compliquée,
dont nous aurons besoin par la suite. Cette machine,
entre autres, calcule la division euclidienne par d d’un
entier g codé dans la partie droite d’un mot.

Etant donné un alphabet ¥, on désigne par

droit (d,k, A, A', B,B',C,C",D,D’)

I’ensemble des machines M =
chaque i € 0..(d—1)

(d,%,%,7), ou pour

A;AlaBaB/a Cia C’Z?‘D17D: € E’



ou
¥ ={Cy,C{, Do, Dj,...,Caq,Cly 1, Dg1,Dly 1}

et ou 7 est défini par les 10+2d instructions :

A — EXE'NF,

A — (E'N),

B — F,

B — I,

E — Gga---G1Go,,
E' — G, -GG
F — Hg,---Hi Hy,
F'— Hy - H{ Hg,
Gi — #H7CA,

G — O,

Hi — Di/\,
H! — D)),

avec A = #41 i €0..(d—1) et
#7E7E/7F7F/7Gi7G;;7HiaHz( €.

Si p, ¢, k sont des entiers naturels avec k < d alors

M ANA'NPBABNY) = CACN DDA,

(9)

ot p’, ¢, r sont les entiers naturels tels que
= pd+k,
g = gd+r,
r < d.

Montrons que l'on a bien (9). Pour alléger les nota-

tions, posons e = d—1. On a successivement
AXA' NP BA(B'A)*
M
M
BA(B'A)EXNE'\)Y

M
—

ENE'NY F(F')

! / ! / /L
FF ---FFY F - .F G- G

Gy Gry1---Go (G;...G{f"‘-l G G;+1-~-G())pl H.---H.a
—— — N——— N———
HT~~~H0(Hé~~~H6)ql

M
—

Hyoo Ho (H. - HY)" #7 Co X (CLAY

Hy Hyoy o Ho (H.- Hipy Hy Hloy oo Hy) gt
—— —— —_———  ——

Cr A (CLN)Y

M
—

Cr A (CL NP Dr A (DL AT

3.5 Exemple : machine euclidienne
gauche

A partir d’'une machine euclidienne droite on peut
construire une machine euclidienne gauche qui fait la
méme chose mais en inversant les roles de p et q.

Etant donné un alphabet X, on désigne par

gauche(d,k, A, A", B,B',C,C',D,D’)

Pensemble des machines M = (d,k,X,%’, ), ou, pour
chaque i € 0..(d—1),

A A B,B',C;,Cl,D;, D € %,
ou
E/ = {007067D07D67 .. '7Cd7170¢/i—17Dd717D¢/i_1}

et ou 7 est défini par les instructions

A — AN,

A — AN,
Qi - DiAa
D; — DiA,

auxquelles on ajoute les instructions d’une machine ap-
partenant &

dro‘it (d7 k? B7 Bl?A? A/7Q7 2/7 C? O/)7

avec i € 0.(d—1), \ = #% 1 et # c X.
Si p, q, k sont des entiers naturels avec k < d, on voit
immeédiatement que

M ANANPBAB'N)T) = CoACINP DDA,

(10)
ou p’,q',r sont les entiers naturels tels que
¢ = qd+k,
p = pd+r,
ro < d.




3.6 Equivalence des machines de Turing
et des machines a s’attraper

On se convainc facilement que 'on peut simuler le

fonctionnement d’une machine & s’attraper A par une

machine de Turing T'. Nous allons montrer que I’inverse

est aussi possible, ce qui nous permettra de conclure
par :

Les machines a4 s’attraper ont la méme puis-
sance de calcul que les machines de Turing.

Soit une machine de Turing T construit sur I’alphabet
de d éléments ¥ = {ag,a1,...,a41} avec ag = L. Une
configuration quelconque de T’

¢ = (Q, App, = Apy Apgy Aj Ago gy "'aqn)

peut se coder par le triplet

pe) = (Qj,p,q)

avec

Qi =(Qj) et p=) pxd et
=0

n
g=> gxd
i=0

Sicl ¢ alors, suivant que l'instruction exécutée est de
la forme
(11)

(Q7 Qj, Ak, R7 l>)
ou
(Q7 Qj, Ak, R7 <])7

on introduit les entiers naturels p’,¢’,r définis par les
relations

(12)

p=pd+k e qg=q¢d+r et r<d
ou

d=qd+k e p=pd+r e r<d.
On a alors

u(c) = (Rp,p',q).

Introduisons un alphabet ¥, comportant notamment
le symbole #, tous les couples Q. = (Q, k), ou @Q est un
état quelconque de T et k € 0..(d—1) et des variantes
Q%> Q,» Q, de ces couples. En posant \ = #41 codons
le triplet

u(c) = (Qk,p,q)
par le mot sur ¥ :
v(e) = QrA QLN QM@ N,

I'instruction (11) par les instructions d’une machine de
type

droit (d7 ka Qja Q;7 Q]’ Q;a R7 RI7 Ea El)

et U'instruction (12) par les instructions d’une machine
de type

gauche (d, k, Q;, Q’, Q; Q;, R,R,R,R')

En prenant un alphabet ¥ ayant suffisamment d’élé-
ments, on construira ainsi une machine & s’attraper A
telle que

T* ,

c— ¢ ssi

4 Machine arithmétique minimale

4.1 Machine physique

Physiquement, une machine arithmétique restreinte
est composée

— d’une infinité de cases, numérotées 0,1, 2,.. ., cha-
cune pouvant contenir un entier naturel aussi grand
que 'on veut,

— d’une unité centrale dans laquelle est enregistré un
ensemble fixe I d’instructions, pouvant se trouver
dans un ensemble fini d’états ¢ et communiquant
avec toutes les cases.

Chaque instruction est

1. soit un triplet (q,%,q") qui signifie : si l’état de la
machine est q alors augmenter de 1 le contenu de
la case numéro i,

2. soit un quadruplet (q,1,q’,¢"”) qui signifie : si I’état
de la machine est q alors, s’il est possible de dimu-
nuer de 1 le contenu de la case numéro i, le faire et
passer a l’état q', sinon ne rien faire mais passer a
Détat q" .

Par exemple si I’ensemble d’instructions I est
{(QOa ]-7 q1, Q2)7 (qla 07 CIO)}

en partant de la configuration

0o 1 2
o [4][3][0] ...

on obtiendra successivement

=

SE
]
(o]

0o 1 2

o [5][2][0] ...
0o 1 2

a [5][1][o] ...
0o 1 2

a0 [6][1][0] ...
0o 1 2

a [6][0][o] ...



q0

o)) .
o)) .
7.

[~]e

et finalement

[~]e

q2
On a donc calculé 4 + 3

4.2 Machine mathématique

Une machine arithmétique restreinte est un quadru-
plet M = (Q,qo,Q’,7) o

— @, 'ensemble des états de M, est un ensemble fini,

— qo, I'état initial de M, est un élément choisi de @,

— @', ensemble des états finauz de M, est un sous-
ensemble de @,

— 7, la fonction de tramsition de M, est une applica-
tion de type (Q—Q') — ((1.n)xQ UNxQ?).
L’ensemble des instructions de M est I’ensemble des tri-
plets et quadruplets qui sont de la forme (q,i,q") ou
(q,1,¢',q") avec ¢ € (Q—Q’ et soit (i,¢') = 7(q) ou

(i,q',q") = 7(q), suivant le cas.

Etant donné un mot x sur N, c’est-a-dire un élément
de N*, on note F(z) le mot obtenu en enlevant tous les 0
qui terminent z. On note F(N*) ’ensemble des » € N*
tels que x = F(x).

Une configuration de M est un doublet de la forme

(¢, F(2)),

avec ¢ € Q et x € N*. Dans ’ensemble des configura-

tion de M on introduit la relation binaire 2% formée de
I’ensemble des couples qui sont de la forme

(¢.F(zky)) 2 (¢, F(aly),)

avec T,y € N* et 4,5 € N, et qui satisfont & 'une des
trois conditions :

1 7(q) = (i,q), lz| =i, l=k+1,
2 7(q) = (i,¢,q"), lxl=1i, I=k—-1, k>0,
3 7(q) =0(0,q",q), |x|=1, =k, E=0.

Ici |x| désigne la longueur du mot z.

. M* . s
On note toujours — la fermeture transitive réflexive
de = et on introduit ’élément w que 'on lit « indéfini
.

A la machine M on associe la fonction M, de type
N*U{w} — N* U {w}, définie par

y, siil existe ¢; € Q' et y € N¥,
_ M*
M) =] tels que (@0 F@) % (qiy)
w, sinon.

On dit que la machine M est fiable si pour aucun = € N*
ona M(z) = w.
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4.3 Machine arithmétique restreinte
deux cases

Nous allons montrer que

Les machines arithmétiques restreintes qui
n'utilisent que deux cases ont la méme puis-
sance de calcul que les autres machines arith-
métiques restreintes.

Soit p l'application bijective de type F(N*) — N — {0}

n
UL« Up — 7-(-1’
i=1

ou m; désigne le i®nombre premier : m = 2, T = 3,
w3 = b, etc. Soit M une machine arithmétique restreinte
quelconque. Nous allons construire une machine arith-
métique restreinte M’, dont les instructions (q,%,q’),
(g,7,¢',q") respectent la condition i € {0, 1}, et qui est
telle que,

p= (M (u(=)), (13)

pour tout z € F(IN*).

Si la premiére machine est de la forme

M = (Qa q0, Q/vT)7

7 étant défini par ’ensemble I d’instructions, la seconde
machine sera de la forme

M/ = (Q U Ra QO7Q/7T/)

ol Q U R et ’ensemble d’instructions I’ qui définissent
7/ sera obtenu en remplagant chaque instruction de I de
la forme

(Q7 07 qi1, QQ)v
(Q11, 17Q12)7
(q12,1, q13),

(¢,i,q") par

(Q1Tria 17 Q)a
(CI% ]-7 g3, q/)a
(q37 07 QQ)




et en remplacant chaque instruction de I de la forme

(Qa 07 q12, Q5)a

(qlla 07 q12, q3)7
(q12,0, q13,95)
(q13a 07 q14, Q5)a

)

(q17:,0, G2, g5),
(q2,1,q11),
(g3,1,q4,9"),
(¢1,0,g3),

(¢,i,4',¢") par (15)

(Q57 17 q61, q”)v

(qﬁla 07 %2);
(q627 07 %3);

(q6m 5 07 q5)

Bien entendu, les ¢; et g;; sont des nouveaux états tous
distincts.

Supposons que la case numéro 1 contienne entier 0.
La série d’instructions en (14) exprime que dans l’état
q on multiplie le contenu de la case numéro 0 par w; et
qu’on passe & I’état ¢’, avec le contenu de la case 1 égal &
0. La série d’instructions en (14) exprime que dans I’état
q, suivant qu’il est possible ou qu’il n’est pas possible de
diviser le contenu de la case numéro 0 par 7;, on le fait
et on passe a I’état O’ avec le contenu de la case 1 égal &
0, ou on se contente de passer 3 ’état ¢”" avec le contenu
de la case 1 toujours égal a 0. Il s’ensuit que, pour tout
u,v € F(N*) et q € Q,

* *

(g0, u) 2% (g, 0) ssi (g, p(w) 2 (g0, u(v)),

d’ou égalité (13).

4.4 Equivalence avec les machines de
Turing

Nous allons aussi montrer que

Les machines arithmétiques restreintes ont la
méme puissance de calcul que les machines de
Turing.

Soit M une machine arithmétique restreinte quel-
conque. Nous avons vu qu’il est possible de simuler le
fonctionnement de M par une machine M’ de méme na-
ture, mais n’utilisant que deux cases. Il est alors facile
de simuler M’ par une machine de Turing T'.

Soit maintenant 7' une machine de Turing construite

sur l'alphabet de d éléments ¥ = {ag, a1,...,a41} avec
ag = U. Une configuration quelconque de T’
¢ = (Q, Qp,, ***Ap,Qpg, Aj AgoQqy ** 'aqn)

11

peut se coder par le doublet

w(c) = (Qj, F(pq)),

(attention pq désigne ici un mot de longeur 2) avec
m n
Q;=(Q,j) et p=) pixd e g=) gxd
i=0 i=0

. T . . . s
Si ¢ = ¢ alors, suivant que l'instruction exécutée est de
la forme

(Q7a'j7ak7Rv[>) (16)

ou

(@, aj,ar, R, <), (17)

on introduit les entiers naturels p’,¢’,r définis par les
relations

p=pd+k e q=q¢d+r e r<d
ou

¢ =qd+k et p=pd+r et r<d
On a alors

p(d) = (Re, F(p'q)).

II est alors facile de construire une machine arithmé-
tique restreinte M telle que

* *
c b d p(e) B u(e)

C ssi

et qui simulera donc le fonctionnement de 7.



5 Machines farfelues

5.1 Jeux de la vie

En 1970 J.H. Conway a introduit le jeu suivant. On se
donne une grille infinie et un « population » représentée
par un ensemble de pions repartis dans les différentes
cases de la grille. Cette population évolue de génération
en génération selon les régles suivantes :

Soit une case quelconque u de la grille et soit n le
nombre de pions qui se trouve dans les 8 cases voisines
V1, V2, V3, V4, U5, Vg, U7, V8

U1 | V2 | U3
V4 u (%5
Vg | U7 | Us

— Naissance. Si la case u est vide et si n = 3 alors 4 la
génération suivante il y aura un pion dans la case
u, sinon la case u restera vide.

— Survie. Si la case u n’est pas videet sin =2oun =
3, alors & la génération suivante il y aura toujours
un pion das la case u.

— Mort. Si la case u n’est pas vide et si n # 2 et
n # 3, alors & la génération suivante il n’y aura
plus de pion das la case u.

Le passage d’une génération & l'autre s’effectue en ap-
pliquant ces régles sur toutes les cases en paralléle.

Par exemple si on part & 'instant ¢ = 0 avec trois
pions voisins alignés horizontalement on engendrera pé-
riodiquement les configurations suivantes :

1Ll 11
11

::

[l
t=1

N

1
L
T

Par contre si ’on part de 'une des configuration stables
suivantes :

[HENRE] L

IR
NN
RN
|
T
[ENEN
IERA

T

RN RNRR

IRER!

toutes les générations resterons identiques. Un cas inté-
ressant est le « planeur » qui se propage dans ’espace
sur un axe & 45 degrés (ici vers le bas et la droite) :

12

i
[
111
LA

1
T IR
t=3 1=4

Un cas encore plus intéressant est le « canon & planeurs
» qui toutes les 30 générations émet un planeur qui se
dirige vers le bas et la droite de la grille :

141
1

1
11

L’existence de ce canon montre qu’il existe des configu-
rations dont la population croit infiniment.

Les canons & planeurs permettent de fabriquer des
planeurs qui transportent de l’information. Cette infor-

mation se manipule

— soit, par une collision qui détruit deux planeurs,

ISEERE
LALLRI

1
1

-
T

T
+
U
=2 t=3 =4

— soit, par la présence d’un obstacle qui détruit un
planeur,

Pl I
T T
T

17

LARR

11T
T

(RN
T
1T
(BN
T
1T

i

1

]
il
T
T

T




- H — Le fait que la machine se trouve dans l’état
= =i HHH q1,---,qn se traduira par le fait que la locomotive
+H e se trouve sur la voie 1,...,n.
131 NN
LRI T

— Le fait que la téte d’écriture-lecture est positionnée
sur une certaine case se traduira par le fait que la
locomotive se trouve dans la gare correspondante.

A T’aide de ces différentes configurations il est alors pos-
sible de simuler une machine de Turing, ou une machine
arithmétique restreinte & deus cases.

Terminons cette section par une autre configuration

— Le fait que la machine s’arréte sur une certaine case
se traduira par le fait que la locomotive rentre dans
le hangar terminus de la gare correspondante.

difficile & construire : « un jardin d’Eden », c’est-a-dire ~ — Le fait que le symbole 0 ou 1 est écrit sur une cer-
une configuration qui ne peut étre produite par aucune taine case du ruban se traduira par le fait que les n
autre configuration : aigillages & bascule de la gare correspondante sont

orientés dans un sens plutot que dans un autre.

Voici maintenant I’architecture d’une gare (shell)

5.2 Chemin de fer

Nous allons simuler fidélement une machine de Turing
4 deux symboles 0 et 1, par une locomotive parcourant
un réseau de chemin de fer, faisant intervenir trois types
d’aiguillages :

LAZY POINT SPRUNG POINT FLIP-FLOF POINT
THREE TYPES OF POINTS

1. Paiguillage LAZY qui mémorise la fagon dont il a
été pris dans le sens confluent et renvoie dans la
méme direction dans le sens bifurquant,

2. Taiguillage SPRUNG qui peut étre pris dans le sens
confluent, mais qui envoie toujours dans la méme

direction dans le sens bifurquant, B
WRITE
HEAD

CURRENT STATE (INPUT VIA SHELL)

[~
-

3. laiguillage & bascule FLIP-FLOP, qui dans le sens
bifurquant envoie une fois dans une direction une
fois dans ’autre. Cet aiguillage n’est pas censé étre
pris dans le sens confluent.

Le ruban de la machine de Turing & n états non finaux I L
i . N 1 stkgwhia 52
sera matérialisé par n voies paralléles et chaque case sera LEFT RIGHT
matérialisée par une gare (shell). RONRPIRLLEN TR

ol est programmeée la machine de Turing :

{(Q170717QQ7<1)7 (Q171717Q47<1)7
(q2’0707q3’[>>7 (Q271»07(I2a'>)’
(CI3,071’(]1’>)7 ((I371»17(Z2a'>)}’

13



avec ¢4, état final. Enfin voici les détails de la partie
écriture-lecture (read write head) précédée du méca-
nisme général d’appel de sous-routines.

SUBROUTINE

INPUTS /QUTPUTS

READ/WRITE

5.3 Tas de sables

On considére un graphe non orienté dont 1’ensemble
S de sommets est un sous-ensemble de N. Pour chaque
sommet ¢ on désigne par V; 'ensemble de ses sommets
voisins. A ’étape ¢ = 0 on associe & chaque sommet 7 un
entier 2;(0) > 0 qui physiquement représente le nombre
de grains d’un tas de sable. Ces tas de sable évoluent
comme suit : si & ’étape t le nombre de grain du tas
de sable i est plus grand ou égal au nombre d; de ses
voisins, alors le tas de sable i donne un grain & chacun
des tas de sables voisins. On a donc, pour tout ¢ € N,

zi(t+1) =
zi(t) — di x (zi(t) > di) + Y (x;(t) > d)
JEV:
ou d; = |Vi| et ou 'expression (u > v) vaut 1 ou 0 suivant

qu’'on a ou qu’on n’a pas u > v. Voici par exemple une
évolution cyclique de 5 tas de sables :

¥ o ) 2 .
W vy b
o KOY 2 o3
- i - >
i 1 1 33 vy o o

Lorsque qu’on considére un graphe linéaire, ot chaque
sommet a exactement 2 voisins, on obtient un phéno-
méne de propagation gauche-droite de 02 & l’intérieur
d’une suite de 1

t=0 ...11021111...
t=1 ...11102111...
t=2 ...11110211...

On peut aussi propager 02 et le dupliquer dans une bi-

furcation marquée par un 2 :
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t=0 1102112111
1
1

1110212111
1

1
1

1111022111
1

1
1

1111103111
1

1
1

1111110211
2

1
1

1111112021
0

2
1

1111112102
1

0
2

A TP’aide de ces configurations on peut construire un
graphe dont les évolutions simulent celui d’une machine
arithmétique restreinte. On a donc la puissance de calcul
d’une machine de Turing.

5.4 Machine biologique par épissages

On se donne un alphabet 3. Une régle d’épissage est
un quadruplet r = (uq,uz2,u},u}) de mots sur ¥ qu’on

note aussi :
Ui

ul

U2

Uy

Etant donnés deux sous-ensemble V, W de ¥* et un en-
semble R de régles d’épissage, on écrit

v Ew

pour signifier que M est formé de DP’ensemble des
mots w pour lesquels il existe (u1,usz,u),u}) € R et
v1,v2, v}, vy € X*, tels que

ViU ugve € V, viujubvl € V, viugubuh = w.

Soit maintenant (Ry, ..., Ry-1) un n-uplet d’ensemble
R; de régles d’épissage. Etant donnés deux sous-
ensemble V, W de ¥* On écrit

(RO)annfl)
—

1% W (18)



pour signifier qu’il existe une suite Vp, ..., V) de sous-

ensemble V; de X*, tels que

V="V
ViRﬂj) Vi1
V, =W

avec i € 0..(k—1) et f(i) = ¢ mod n.
Une machine & épissages cycliques de degré n est un
quintuplet S = (¥, %4, A, (Ro, ..., R,—1)), ol
— X, Ualphabet de M, est un ensemble fini ayant X et
Y pour éléments,
— X4, Palphabet terminal de M, est un sous-ensemble
de X,
— A, Uensemble d’aziomes de M, est un sous-ensemble
de X%,
— chaque R;, un composant de M, est un ensemble
fini de régles d’épissages construites sur 2.

A la machine & épissages cycliques M on associe la
fonction M, de type 37 U {w} — XF U {w}, définie par

y, sixzeX}et il existe y € X} avec
(xzyyua ot gy

w, sinon.

On montre que les machines & épissage cyclique ont la
méme puissance de calcul que les machines de Turing.

6 TP et TD

6.1 Travaux dirigés numéro 1
1 Schéma d’une machine de Turing

Une machine de Turing se schématise bien en repré-
sentant chaque état par un point et chaque instruction
(q,a,d’,q") par une ﬂeche allant du point ¢ au point
q' et étiquetée par aa ou aa suivant que d = < ou
d = . Pour la machine additionneuse M qui est telle
que M(1™ 1 1™) = 1™+ et dont 1’ensemble d’instruc-
tions est

{(q071717q071>)7 (q07|—|717q17<])7
(q171717q17<])7 (qlal—lal—laq27[>)a
(QQ,I,U,Qg,D), (qQal—lal—laQ3vl>)}

en omettant la derniére instruction, qui est inutile, on
obtient le schéma, :

- «—
] \\
D Oa w
) uu \u

—_—.
————  — ¢
DERLT FIN

Dessiner le schéma de la machine duplicatrice M qui est
telle queM (z) = = - x, pour tout = € {ay,...,a,}, et
dont les instructions sont

qo, a4, Q¢, 41, )7
q1, @i, U, q2a,, )a
q2a;, Qis Qis 42a;

(0, U, U, g7,>), (

(q1,U,, g6, 9), (

(QQa”I—I U y43a;» )a ( )a
(QSaHI—l Qi 44a; > )7 (Q3a17auauq{3a” ),
(q4a“|—| U q5a“ )a (q4a“azaazaq4a17 )a
(Q5abal—| i, q1, )7 (%WCL“CLZ,%W )
(q67|—| u , 47, )7 (q()'aazaazaqﬁa )a

(g7, U, 1, q10, 9), (g7, @i, @i, Gsa,; ),
(QSa”I—I Qi, 49, )a (QSamauauCBa” )a
(g9, U, U, 10, ), (99, i, ai, q9,<),

b

avec i € {1,...,n}. On se limitera au cas ou n = 2 et
{a1,a2} = {0,1}. Essayer de comprendre le fonctionne-
ment de cette machine & partir de son schéma.

2 Décalage circulaire

Dessiner une machine de Turing M d’alphabet
{U,0,1} telle que

M(ay...apa0,) = apay ...ap

pour tout n > 1 et a; € {0,1}.

3 Mémoire circulante

Dessiner une machine de Turing M d’alphabet
{U,0,1} qui passe par la suite infinie de configurations :

M*
(Qal ,E€,a203 . .. CLn) —
*
(Qan,g, aias ... an,l) —
M*
(Qa“&‘, Qi1 ... Apa7 ... ai—l)

avec a; € {0,1}.

4 Addition binaire

Construire une machine de Turing d’aphabet
{U,0,1,#} qui additionne des nombres binaires, c’est-
a-dire telle que

M (ag capftbo .. bg) =co. .. cr

avec

p q
> o+ bz -
i=0 i=0

et bien entendu a;, b;, ¢; € {0,1}.

T
E (31'2Z
=0
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6.2 Travaux pratiques numéro 1
1 Outils Maple pour machine de Turing

Lancer Maple et, par un copier-coller, insérer le
contenu du fichier Turing.txt. Tester le fonctionnement
des machines somme et copie (duplicatrice) qui y sont
définies. Attention les symboles LI, 0,1 sont codés u, o, i.
Le contenu du fichier Turing.txt est donné en appen-
dice.

2 Mise au point de différentes machines

Tester la machine de Turing : (1) qui effectue un dé-
calage circulaire, (2) qui simule une mémoire circulante,
(3) qui additionne deux nombres binaires. Les caractéres
U, 0,1, # seront codés u, o, 1, z.

6.3 Travaux dirigés numéro 2
1 Reprise d’une démonstration intéressante

Reprendre la démonstration de la section 5 sur I'im-
possibilté de construire une machine de Turing qui dé-
cide de ’arrét d’une autre machine de Turing.

2 MT Mouvement gauche

Construire une machine de Turing qui passe d’une
configuration de la forme

(Il,al...a¢472b1...b}4,bj...anC”...anJ,
avec ay, € {0,4,u,z} et b, € {0,i}, & la configuration
(IT[47 aj...a;29 Zb1 .. .bnfl, an Qi1 - . .am).
On donnera 3 la fois le schéma de la machine et 'en-
semble de ses instructions. A part I’état H4 les noms des
états commenceront tous par I. Ceci facilitera I'utilisa-

tion de cette machine comme composant d’une machine
universelle. Pour simplifier on supposera que b,, = o.

3 MT Mouvement droit

Construire une machine de Turing qui passe d’une
configuration de la forme

(Jl,a1...ai0 2b1 ... bj1,bj ... bpza; .. am),
avec ay, € {o0,4,u, z} et by, € {0,i}, & la configuration
(H4,a1...a;2b1...bpa,bpzaiy ... am).
On donnera & la fois le schéma de la machine et ’en-

semble de ses instructions. A part I’état H4 les noms
des états commenceront tous par J.
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4 MT Addition binaire

Poursuivre la construction d’une machine de Turing
d’aphabet {U,0,1,#} qui additionne des nombres bi-
naires, c’est-a-dire telle que

M(ao...ap#bg...bq):co...

Cr
avec
SUTRD WL
i=0 i=0 i=0
et bien entendu a;, b;, ¢; € {0,1}.

6.4 Travaux pratiques numéro 2

1 MT Mouvement gauche

Faire tourner la MT Mouvement gauche sur les

exemples :

> surtest(mvtgauche, [I1,0izuoziioii,iioiozoizul, [60,501);
0, [I1, oizuoziioii, iioiozoiz]
31, [H4, oizuziioiiiioi, ozooiz]

> surtest(mvtgauche, [I1,0izuiziioii,iioiozoizul, [60,501);
0, [I1, oizuiziioii, iioiozoiz]
31, [H4, oizuziioiiiiei, ozieiz]

> surtest(mvtgauche, [I1,0izuzziioii,iioiozoizu], [50,501);
0, [I1, oizuzziioii, iioiizoiz]
31, [H4, oizuziioiiiiei, izzeiz]

> surtest(mvtgauche, [I1,0izuuziioii,iioiozoizu], [50,501);
0, [I1, oizuuziioii, iioiizoiz]
31, [H4, oizuziioiiiiei, izuoiz]

2 MT Mouvement droit
Faire tourner la MT Mouvement droit sur les exemples

surtest(mvtdroit, [J1,0izuoziioii
0, [J1, oizuozi
31, [H4, oizuooz
surtest(mvtdroit, [J1,0izuoziioii
0, [J1, oizuoziioii, iioiizieiz]
31, [H4, oizuoiziioiiiioi, izoiz]
surtest(mvtdroit, [J1,0izuoziioii,iioiizzoizul, [50,501);
0, [J1, oizuoziioii, iioiizzoiz]
31, [H4, oizuozziioiiiioi, izoiz]
surtest(mvtdroit, [J1,0izuoziioii,iioiizuoizul, [50,501);
0, [J1, oizuoziioii, iioiizuoiz]
31, [H4, oizuouziioiiiioi, izoiz]

v

v

v

v

3 MT Addition binaire
Faire tourner ’additionneur binaire.

ioooioi

6.5 Travaux dirigés numéro 3

1 Architecture de la machine universelle sur
{u,0,1,2}

Prendre connaissance de ’architecture de la machine
universelle U décrite ci-dessous.

Soit M une machine de Turing quelconque sur ’al-
phabet ¥ = {u, 0,4, 2z} et soit un de ses couples : confi-
guration initiale, configuration finale,




ol ¢, ¢ sont des états de M et les z;, x} des éléments de
3. Sur le méme alphabet X, on se propose de construire
une machine universelle U qui admettra un couple, confi-
guration initiale, configuration finale, de la forme :

1
Y1 Y2 YpT1 T2 T UL
/1.7 / l/ / /
UMY Yy T Ty T L

ou r,r’" sont des états de U, les y;,y} des éléments de &
et Y192 ... Yn est un codage de M par un mot de X.
A toute configuration courante de M de la forme

R I I 7 U AT RN 7 S I U

correspondront plusieurs configurations de U de la forme

.I_Iul...w,lvl...vlj...Ului...ukl_l... (19)

ol s est un état de M, ou ¢ est un état de U et ou les
u;, v; sont des éléments de X. Le mot vy...v; code le
couple (M, s). Il est de la forme

k
~ =

zIfoIfoIlgo olinolfnoffnz 0...01...1%2
12n—1
ou
— chaque instruction de M est codée par trois micro-
instructions I}, I2, I3,
— chaque micro-instruction I est un entier positif,
éventuellement nul, représenté par une suite de ca-

ractéres i, de longueur I7,

— la suite de o et ¢ de longueur 12n—1 représente un
compteur de micro-instruction valant k, un entier
dépendant de I’état s de la machine M.

Le fonctionnement de la machine universelle U
consiste, étant donné une initialisation & 0 de la valeur
k du compteur de micro-instructions,

1. suivant que x; est le caractére o, ¢, z ou u, & ajouter
3x0,3x1,3x2o0u3x3 ak,etaremplacer k par
k—12n,si k > 12n.

2. tant que k # 0, & décaler circulairement (de droite &
gauche) les micro-instructions codées entre les deux
premiers z et, & chaque passage d’une micro ins-
truction, & diminuer £ de 1,

3. lorsque k = 0, & continuer & décaler les trois pro-
chaines micro-instructions I}, I2, I? tout en les exé-
cutant,

4. 3 s’arréter, ou i reprendre le processus en 1, avec

une valeur k réinitialisée par la derniére micro-
instruction exécutée I?.

Plus précisément

— T’exécution de I} consiste, suivant que I} vaut 0, 1,
2 ou 3, a remplacer dans la configuration (19) le
caractere x; par o, ¢, z oU u.

— T’exécution de I? consiste, suivant que I} vaut 0 ou
1 & effectuer un mouvement gauche ou droit, c’est-
a-dire & passer de la configuration (19) a 'une des
configurations :

B S 73S R 0 S 0/ £/ R 1) 3 W

— DPéxécution de la micro-instruction I} consiste, en
posant h = 3x I3, & s’arréter, si h = 12n, et sinon,
& continuer avec k = h.

Considérons par exemple la machine M

minimachine := [
[q0,0,u,ql,+1],
[q0,i,2,q90,+1],
[q0,z,i,q1,-1],
[q0,u,0,q90,+1]1];

dont I’état initial est q0, I’état final q1 et dont le nombre
d’états non-finaux est n = 1. Compte tenu du fonction-
nement de U, la suite

LI I3, I3 12,035, I3, 12,13, 1}, 13, 13

de micro-instructions intervenant dans le codage du
couple (M, q0) sera
3,1,4, 2,1,2, 1,0,4, 0,1,0 (20)

et le codage du couple (M, q0), que 'on obtient en exé-
cutant code(minimachine), sera

2111010111101101011010011110010Z00000000000%
La suite (20) étant égale a la suite
47 07 17 0’ 37 1’ 47 27 1’ 27 17 07

décalée circulairement de 4 (de droite & gauche), le
couple (M, q0) pourrait aussi se coder

2111100100111010111101101011010Z00000000000%

L’archictecture de la machine U se présentera sous la
forme de quatre boucles d’instructions A, B, C, D faisant
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circuler les micro-instructions comme suit :
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1
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ot -
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L WC/BZO - OOGBIO “ Blg\.t B2 oo W
22 ~_ ' _ - e
zz
L[a:%
—
z2
-
It -
w 00@:20 e W oo & ch:)u &
22 ¥/
% -
z ol
- —
= (- « rh <
ll@nzo 00@10 - Dli \L Dz@“
| e 0

Dans la boucle B on se positionne sur la premiére micro-
instruction I! & exécuter, dans la boucle C' on décode
la micro-instruction I?, dans la boucle C' on décode la
micro-instruction I3 et dans la boucle A on décode la
micro-instruction I%. De plus on effectue les cing actions
suivantes :

1. lecture du symbole et incrémentation du compteur

de micro-instructions,

test & zéro et décrémentation de un du compteur de
micro-instructions,

écriture du nouveau symbole,
mouvement gauche ou droit,

arrét ou ajout de trois au compteur de micro-
instructions.

L’action 4 fait appel a I’action mouvement gauche 4a et
Paction mouvement droit 4b, selon le schéma :

z\ __,-\

i “/1

Ao

.
W2

-

*\\ll\s

Z\
—

Dio

-
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2 Conception du module 5 d’arrét et d’incrémen-
tation du compteur de micro-instructions

Dessiner le schéma de I’ensemble d’instructions consti-
tuant 'action 5 : arrét ou ajout de trois au compteur de
micro-instructions. Il s’agit donc de passer de la confi-
guration

3k
(A2, ...a,20...01i...iz...)
12n-1
4 'une des configurations
3k43
(Ali, ..., azo0...0i...iz...),
12n-1
(K6, ...az, i...iz...),
12n-1

3 Conception du module 1 de lecture et d’incré-
méntation du compteur de micro-instructions

Dessiner le schéma de I’ensemble d’instructions consti-
tuant D'action 1 : lecture du symbole et incrémentation
du compteur de micro-instructions.

Du fait que par la suite on remplacera le symbole lu
x; par un autre symbole, on peut le modifier. On peut
donc écrire une boucle qui, tant que x; est distinct du
caractére o, ajoute 3 au compteur de micro-instructions
et, suivant que z; est 7, z, ou u, remplace x; par o, ¢ ou
z. Il ne faudra pas oublier le cas ot le compteur déborde.
Ceci revient donc & passer de la configuration

3k
—
(A2, ...a,z0...01i...izb...)
12n-1
a la configuration
3k+3j mod 12n
—
(B20, ..., az0...0i...izll...)
12n—1

avec j=0,j=1,7=2,7 =3 suivant que b =0, b = 1,
b=2z,b=U

6.6 Travaux pratiques numéro 3

1 Architecture de la machine universelle sur
{u,0,1,2}

Se familiariser avec la base de la machine universelle :

# ETAT INITIAL Alo, ETAT FINAL FIN

baseuniverselle := [

# BOUCLE DE DECODAGE DE L’ENTIER A TRANSFERER DANS LE COMPTEUR DE MICRO-INSTRUCTIONS
[Ato,0,0,A10,-1], [Alo,i,0,A1i,-1], [Alo,z,z,A20,+1],

[A1i,o0,i,Al0,-1], [A1i,i,i,A1i,-1], [Ali,z,z,A2i,+1],

[A20,0,0,A20,+1], [A20,i,i,A20,+1], [A20,z,z,E1,+1],

[A2i,0,0,A2i,+1], [A2i,i,i,A2i,+1], [A2i,z,z,K1,+1],

# BOUCLE DE POSITIONNEMENT SUR LA PREMIERE MICRO-INSTRUCTION A APPLIQUER
[Bio,0,0,B10,-1], [Blo,i,o0,B1i,-1], [Ble,z,z,B20,+1],
[B1i,o0,i,Blo,-1], [B1i,i,i,B1i,-1], [Bli,z,z,B2i,+1],



[B20,0,0,B20,+1], [B20,1,1,B20,+11, [B20,z,2,F1,+1],
[B2i,0,0,B2i,+1], [B2i,i,i,B2i,+1], [B2i,z,z,B1i,-1],

# BOUCLE DE DECODAGE ET D’ECRITURE DU NOUVEAU SYMBOLE
[C10,0,0,Cl0,-1]1, [Clo,i,0,C1i,-1]1, [Clo,z,z,C20,+1],
[c1i,0,i,Cl0,-1], [c1i,i,i,c1i,-1], [C1i,z,z,C2i,+1],
[c20,0,0,C20,+1], [C20,i,1,C20,+1], [C20,z,z,D10,-1],
[c2i,0,0,C2i,+1], [c2i,i,i,c2i,+1], [c2i,z,z,G1,+1],

# BOUCLE DE DECODAGE DU MOUVEMENT A EFFECTUER

[D10,0,0,D10,-1], [Dlo,i,0,D1i,-1], [Dlo,z,z,D20,+1],
[Dii,o0,i,Dl0,-1], [D1i,i,i,D1i,-1]1, [D1i,z,z,D2i,+1],
[D20,0,0,D20,+1]1, [D20,i,i,D20,+1]1, [D20,z,z,H1,-1],
[D2i,0,0,D2i,+1], [D2i,i,i,D2i,+1], [D2i,z,z,D1i,-1],

# (1) LECTURE DU SYMBOLE ET INCREMENTATION DU COMPTEUR DE MICRO-INSTRUCTIONS
# A FAIRE
[E1,0,0,B20,-1], [E1,i,i,B20,-1],

[E1,z,z,B20,-1], [E1,u,u,B20,-1],

# (2) TEST A ZERO ET DECREMENTATION DE UN DU COMPTEUR DE MICRO-INSTRUCTIONS
# A FAIRE
[Fi,0,0,F2,-1],

[F1,i,1,F2,-1], [Fi,z,z,F2,-1],

[F2,z,z,Cl0,-11,

[Fi,u,u,F2,-1],

# (3) ECRITURE DU NOUVEAU SYMBOLE
# A FAIRE
[G1,0,0,G2,-1],

[61,i,i,G2,-1], [61,z,z,G2,-1],

[62,z,2,C11,-1],

[G1,u,u,G2,-1],

# (4) MOUVEMENTS, EN TRANSFORMANT LE 2EME z EN i PUIS A LA FIN EN RETABLISSANT z
[H1,0,0,H2g,+1], [H1,i,1,H2d,+1],

[H2g,z,1,I1,+1]1,
[H2d,z,1,J1,+1]1,
[H3,0,0,H3,-1]1, [H3,i,z,At0,-1],

# (4a) MOUVEMENT GAUCHE, DEPART ENTRE LES z ET RETOUR JUSTE AVANT LE DERNIER z
# A FAIRE
[I1,0,0,I1,+1], [11,i,i,11,+1]1, [I1,z,z,H3,-1],

# (4b) MOUVEMENT DROIT, DEPART ENTRE LES z ET RETOUR JUSTE AVANT LE DERNIER z
# A FAIRE
[J1,0,0,J1,+1], [31,i,1,31,+1]1, [J1,z,z,H3,-1],

# (5) ARRET OU AJOUT DE TROIS AU COMPTEUR DE MICRO-INSTRUCTIONS
# A FAIRE
[Ki,0,0,k2,-11,  [K1,i,i,kK2,-1], [K1,z,2z,k2,-1], [Ki,u,u,K2,-1],
[X2,z,z,A1i,-1]

1

Observer ce qui ce passe lorqu’on lance des exécutions
comme

code(minimachine) ;

et comme

surtest(baseuniverselle, [Alo,u, ‘. (code(minimachine)).oizol,
[1,20001,{[A20,2], [B20,2], [C20,2], [D20,21});

2 Conception du module 5 d’arrét et d’incrémen-
tation du compteur de micro-instructions

Commencer & constryire la machine universelle &
partir de baseuniverselle en écrivant le module 5 : ar-

rét ou ajout de trois instructions au compteur de micro-
instructions. Faire le test

> surtest(universelle,[Alo,u,‘¢. (code(minimachine)).oizo],

> [1,2000],{[A20,z],[B20,z],[C20,2],[D20,2]});
0, [Alo, u, ziiicioiiiioiioioiioicoiiiic0ioz00000000000z0izo]
31, [A20, ziiiocioiiiioiicioiicicoiiiicoio, 200000000000z01z0]
33, [B2o, ziiiocioiiiioiicioiicicoiiiicoie, 200000000000z01z0]

289, [C20, zioiiiiciioioiioiocoiiiicoiooiii, zooooooooooozoizo]

413, [D20, ziiiioiioioiiciooiiiiocoiocoiii 0000000000Z01z0]

760, [Fin, zoiioioiioiooiiiiooiocoiiicioiiizi

3 Conception du module 1 de lecture et d’incré-
mentation du compteur de micro-instructions

Poursuivre la  construction = de ~la_ machine
universelle en écrivant le module 1 : lecture du
symbole et incrémentation du compteur de micro-

instructions. Faire le test

> surtest(universelle,[Alo,u,‘¢.(code(minimachine)).oizo],

> [1,2000],{[A20,z],[B20,z],[C20,2],[D20,z]});
0, [Alo, u, ziiioioiiiioiioioiicicoiiiicoioz00000000000z0izo]
31, [A20, ziiioioi
59, [B2o, ziiioioiiiioiicioiiciocoiiiicoio, Z00000000000z0iz0]
315, [C20, zioiiiioiioioiioicoiiiicoicoiii, 200000000000z0izo]

ioiioioiioiocoiiiicoio, zoooooooo0000z0izo]

439, [D20, ziiiioiicioiioicoiiiicoicoiiioi, 200000000000z0iz0]
786, [Fin,
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6.7 Travaux dirigés numéro 4

1 Conception du module 2 de test a zéro et dé-
crémentation du compteur de micro-instructions

Dessiner le schéma de ’ensemble d’instructions consti-
tuant action 2 : test 4 zéro et décrémentation de 1 du
compteur de micro-instructions. 1l s’agit donc de passer
de la configuration

k
’T-_/\.-T\
(B20, ...a,z0...0i...iz...)
12n—1
a 'une des configurations
k1
’T-_/\.-T\
(Blo,...,azo...0i...iz...),
12n—1
(Clo,...,azo0...0z...),
12n—1

suivant que k > 0 ou k = 0.

2 Conception du module 3 d’écriture du nouveau
symbole

Dessiner le schéma, de I’ensemble d’instructions consti-
tuant P’action 3 : écriture du nouveau symbole. 1l s’agit
donc de passer de la configuration

(C2i,...a,zp0...01...izb...)
—_—
12n—1

a la configuration

(C1i, ...,azo...0i...izb" ...)
N————

12n—1

avec b =i, b = z, b/ = u, suivant que b = o, b = 1,
b=z.

6.8 Travaux pratiques numéro 4 et 5

1 Conception du module 2 de test a zéro et dé-
crémentation du compteur de micro-instructions

Poursuivre la  construction de la machine
universelle en écrivant le module (2) test &

zéro et décrémentation de un du compteur de micro-
instructions. Faire les tests :

> surtest(universelle,[Alo,u,‘¢.(code(minimachine)) .zoizo],
> [1,2000],{[A20,2], [B20,2], [C20,2], [D20,2]});

0, [Alo, u, ziiioioiiiiciicioiicicoiiiicoiozooo00000000zz0iz0]
00zz0izo]
iizooizo]
iizooizo]
479, [B2o, ziiiioiioioiicicoiiiicoicoiiioi, zoooooooiiiizooizo]

31, [A20, ziiioioiiiiciiocioiioicoiiiiocoio, zooooooo:
81, [B2o, ziiiocioiiiiciiocioiioicoiiiiocoio, zoooooii
341, [B2o, zioiiiioiioioiioiocoiiiicoicoiii, zooooooi

805, [B2o, ziicioiiociooiiiicoiooiiioiciiii, zooocooooiiizooizo]
1009, [B20, zioiioiooiiiiocoiooiiiocioiiiiecii, zoooooooooiizooizo]
1153, [B20, ziioiooiiiiooiocoiiioioiiiioiioi, zooooooooooizooizo]

1361, [B20, ziooiiiicoicoiiioioiiiioiioioii, Z00000000000200iz0]
1511, [C20, zoiiiiooiooiiioioiiiioiioioiioi, Z00000000000Z00iZ0]
1573, [D20, ziiiiooiooiiioioiiiioiioioiieio, Z00000000000Z00iZ0]
1920, [Fin,

ooiocoiiioioiiiioiioioiicicoiiiziiiiiiiiiiiz, ocoizo]




2 Conception du module 3 d’écriture du nouveau
symbole

machine
écriture

Poursuivre la  construction de la
universelle en écrivant le module (2)

du nouveau symbole. Faire les tests :

> surtest(universelle,[Alo,u, ‘. (code(minimachine)).o0izo],
> [1,2000],{[A20,2], [B20,2], [C20,2],[D20,2]1});
0, [Alo, u, ziiioioiiiioiioioiioicoiiiiooi iz0]

31, [A20, ziiioioiiiioiioioiioicoiiiicoio, Z00000000000z0iz0]

59, [B20, ziiioioiiiioiioioiioicoiiiiooio, Z00000000000z0izo]
409,
533,
880,
> surtest(universelle,[Alo,u,‘¢. (code(minimachine)).zoizo],
> [1,2000],{[A20,z],[B20,2],[C20,2],[D20,2]1});
0, [Alo, u, ziiicioiiiioiioioiicicoiiiicoiozo0000000000zz0iz0]

[C20, zioiiiioiioioiioiooiiiicoiocoiii, z0ooo00000OOZUizZO]
[D20, ziiiioiicioiioiooiiiiooiocoiiioi, z0oooooooo00zZuUizZO]

31, [A20, ziiicioiiiioiicioiiciocoiiiicoio, Z00000000000zz0iz0]
81, [B2o, ziiicioiiiioiicioiiciocoiiiicoio, zoooooiiiiiizooizo!
341, [B20, zioiiiioiioioiioicoiiiicoiocoiii, 2000000iiiiiz00izo)
479, [B20, ziiiioiioioiioiocoiiiicoicoiiioi, 20000000iiiizooizo]
805, [B20, ziioioiioicoiiiicoicoiiiciciiii, z00000000iiizooizo]
1009,
1153,
1361,
1535,
1597,
1944,

[B20, zioiiciocoiiiicoiocoiiioiciiiiocii, zoooooooooiizooizo]
[B20, ziiciocoiiiiooiooiiioioiiiiciioi, zoo0o0000000izo0izZO]
[B20, ziooiiiiocoiooiiicioiiiiciiocioii, 2000000000002z00iz0]
[C20, zoiiiiooiocoiiioioiiiioiioioiioi, zooooooooooozioizo]
[D20, ziiiiocoicoiiioioiiiioiioioiicio, zooooooooooozioizo]
[Fin,

3 Achévement de la machine universelle

. Terminer la construction de la machine universelle en
intégrant les modules (4a) et (4b) de mouvement gauche

et mouvement droit. Faire les tests :

> surtest(universelle, [Alo,u,¢. (code (minimachine)).oizol,
> [1,20001,{[A20,z], [B20,2],[C20,2],[D20,21});
0, [Alo, u, ziiioioiiiiciioioiioicoiiiicoiozooooooooooozoizo]
31, [A20, ziiioioiiiioiioioiioiocoiiiicoio, Z00000000000z0iz0]
59, [B2o, ziiioioiiiioiioioiiciocoiiiicoio, Z00000000000z0iz0]
409,
533, [D20, ziiiioiicioiioiooiiiiooiooiiioi, zooooooooooozuizo]
969, [Fin,
> surtest(universelle,[Alo,u,*¢. (code(minimachine)).zoizo],
> [1,2000],{[A20,2],[B20,2],[C20,2],[D20,2z]1});
0, [Alo, u, ziiioioiiiioiiocioiioic0iiiio0i0z000000000002Z0iz0]
31, [A20, ziiiocioiiiioiioioiioiooiiiiooio, Z000000000002zz0izo]
81, [B2o, ziiioioiiiioiioioiioiooiiiiooio, zoooooiiiiiizooizo]
341, [B20, zioiiiioiioioiioiocoiiiiooiocoiii, zooooooiiiiizooizol
479, [B2o, ziiiioiioioiioiooiiiiocoicoiiioi, zoooooooiiiizooizo]

[C20, zioiiiioiioioiioiooiiiicoiocoiii, zoooooooocooozuizo]

805, [B20, ziioioiioiooiiiiooicoiiioioiiii, zooooooooiiizooizo]
1009, [B20, zioiioicoiiiicoicoiiioioiiiicii, zoooooooooiizooizo]
1183,
1361,
1535,
1597,
2000,

Puis faire les deux tests :

[B20, ziiciooiiiiooiooiiioioiiiiciioi, zoooo000000izZo0izZO]
[B20, ziooiiiicoiooiiicioiiiiciiocioii, z00000000000Z00izZ0]
[C20, zoiiiiooiooiiioiociiiioiiciociioi, zooooo000000Zi0izo]
[D20, ziiiiocoicoiiioioiiiioiioioiioio, z0oo00000OO0Zioizo]

> sur(universelle, ‘¢. (code(minimachine)) .iuiuiuo) ;
u
> sur(universelle, ‘¢. (code(minimachine)) .iuiuiuz);
oi
Enfin faire les tests finaux qui prennent de plus en
plus de temps :

> sur(universelle, ‘¢. (code(somme)) .u) ;
u
> nbinstructions;
15566
> sur(universelle, ‘¢. (code(somme)) .iuii);
iii
> nbinstructions;
17460
> sur(universelle, ‘. (code(somme)) .iiuii);
iiii
> nbinstructions;
47666
> sur(universelle, ‘¢. (code(somme)) .iiiuii);
> nbinstructions;
77872
> sur(universelle, ‘. (code(somme)) .iiiiuii);

111111

> nbinstructions;
108078
> sur(universelle, ‘ ‘. (code(copie)).u);
u
> nbinstructions;
5892265
> sur(universelle, ‘‘. (code(copie)).i);
ii
> nbinstructions;
7773723
> sur(universelle, ‘ ‘. (code(copie)).io);
ioio
> nbinstructions;
15550593
> sur(universelle, ‘ ‘. (code(copie)).ioo0);
iooioo
> nbinstructions;
46398359

Bien entendu le nombre d’instructions exécutées par
la machine universelle variera suivant son implantation.

6.9 Travaux dirigés numéro 5

Un palindrome sur un alphabet ¥ est un mot sur X
qui est vide ou de la forme

Andn— ...02014102 ...0n10p,

avec n > 0 et les a; pris dans 2.

Dessiner une machine de Turing M d’alphabet
{u, 0,1} qui reconnait des palindromes construits sur I’al-
phabet {0, i}, c’est-a-dire telle que, pour tout x € {o0,i}*,

i, si z est un palidrome

0, six n’est pas un palindrome

et telle que le ruban final de la machine ne comporte
qu’une seule case de contenu distinct de blanc (le sym-
bole u).

Plus précisément, soit go 1’état initial et ¢y I’état fianl
de la machine : en partant de la configuration (qo, €, x),
on atteindra la configuration (g¢,¢,?) ou (gf,€,0), sui-
vant que = est ou n’est pas un palindrome.

Il est conseillé de traiter d’abords le cas o z est le
palindrome vide, puis de se ramener & ce cas par une
succession d’effacements du premier et du dernier sym-
bole de z. Il faudra faire attention & ce que la téte de
lecture-écriture soit bien positionnée & I’arrét de la ma-
chine.

6.10 Examen

Tous les documents sont autorisés. Les questions sont
indépendantes et peuvent donc étre traitées dans n’im-
porte quel ordre.

En ce qui concerne les machines de Turing, on rappelle
qu’elles se schématisent en représentant chaque état par
un point et chaque instruction (g, a, a’, ¢') par une fléche
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— —
allant du point ¢ au point ¢’ et étiquetée par aa’ ou aa’
suivant que d = <ou d = . On rapelle aussi, qu’au début
du calcul, la téte de lecture-écriture de la machine est
positionnée sur le premier symbole du mot constituant la
donnée et, qu’a la fin du calcul, cette méme téte doit étre
positionnée sur le premier symbole du mot qui constitue
le résultat.

Question 1, notée sur 2 points

Dessiner le schéma d’une machine de Turing M d’al-
phabet {U, i} qui effectue des multiplication par 2, c’est-
a-dire, telle que

) =11,
—— ——

n 2n

avec n > 0.

Pour ceci on particularisera la machine duplicatrice D
d’alphabet {L, a1,...,a,} aucasoun =1et a, =i. On
rapelle que cette machine D est telle que

Dx)=z -z
pour tout x € {ay,...,a,}*, et que ses instructions sont
de la forme
(q07|—| U , 47, )a qdo, s, Qi,q1, )7

QIaazal—I q2am )a
q2a17ajaajaq2ap
43a;5 A5, 05,43a,,
q4a17ajaajaq4ap
q5a;, A5, aj,d5a,,
g6, i, 05,46, )7
q7, Qi Q55 48ay; 5 )a
48a;sAj,Qj5,(8a;, )7
q9, @i, A5, 49, )a

thLJ%7%
SE
QSaHI—l auq4a17 )a
Qaa;, U, U, @50, 5 <),
Q5a;, U, ai,q1, )7
g6, U, U, g7,>),
q7,U, U, q10,<),
QSZIHI—I a;, q9, )a
g9, U, U, q10,>),

)
)

)

>)
>)
<)
<)

(
( (
( (
( (
( (
( ( ,
( (
( (
( (
( (

aveci,j € {1,...,n}, avec q état initial et g1¢ état final.

Question 2, notée sur 3 points

Supposons que la machine M qui est telle que

2n

avec n > 0, soit schématisée par

™M

(21)

ou la fleche va de I’état initial de M & son état final. En
représentant la machine M par le schéma (21), dessiner
le schéma d’une machine de Turing P qui calcule des
puissances de 2, c’est-a-dire telle que

B

21

avec n > 0.
Pour ceci on passera du mot

au mot

puis, en se servant du fait que 2/T! = 2 x 2¢, dans une
boucle, on passera successivement, aux mots

AaVad S e

2n
et en positionnant correctement la téte de lecture-
écriture on obtiendra le mot

——
277.

Question 3, notée sur 3 points

Dessiner le schéma d’une machine de Turing S qui
effectue des soustractions, c’est-a-dire telle que

S(i...ili...i)=1i..
o N N~

i,

m n

|m—n]|

avecm>0etn>0
Pour ceci on passera successivement dans une boucle
aux mots

pour aboutir &

ou

mn n—n

En positionnant alors correctement la téte de lecture-
écriture, on obtiendra

|m—n|



7 Correction des TP et TD

Confidentiel pour le moment.

8 Appendice : utilitaires Maple

Voici le contenu du fichier Turing.txt :

SOUS-PROGRAMMES MAPLE POUR
TESTER DES MACHINES DE TURING

* %

2

ALAIN COLMERAUER,
fevrier 1999

2

*

CREATIONS DE MACHINES

*

Le symbole blanc est represente par le caractere "u".

*

Creation de la machine de Turing "somme" qui fait la
somme de deux entiers codes par des batons.
L’alphabet est u,0,i

*

somme := [

[q0,1,1,90,+1], [q0,u,i,q1,-1],
[q1,i,1,91,-1], [q1,u,u,q2,+1],
[q2,i,u,q3,+1]

1;

# Creation de la machine "copie" qui duplique un mot
# sur 1’alphabet u,o0,i

copie := [

[q0,u,u,q7,+1],  [q0,0,0,q1,+1], [q0,i,i,q1,+1],
[q1,u,u,96,-11, [q1,0,u,q20,+11, I[q1,i,u,q2i,+1],
[q20,u,u,930,+1], [q20,0,0,920,+1], [q20,i,i,q20,+1],
[q2i,u,u,q31,+1], [q2i,0,0,q2i,+1], [q2i,i,i,q2i,+1],
[q30,u,0,q40,-1], [q30,0,0,q30,+1], [q30,i,i,q30,+1],
[q3i,u,i,q41,-11, [q3i,0,0,q31,+1], [q3i,i,1,q31,+1]1,
[q40,u,u,950,-11, [q40,0,0,q40,-11, [q40,1,1,q40,-11,
[q4i,u,u,q51,-11, [q4i,0,0,q4i,-11, [q4i,i,i,q4i,-11,
[g50,u,0,q1,+11, [q50,0,0,950,-11, [gS0,1,1,950,-11,
[q5i,u,i,q1,+11, [q5i,0,0,q51,-11, [q5i,i,1,q51,-11,
[q6,u,u,q7,+#1]1, [q6,0,0,96,-11, [q6,i,1,q6,-1],
[q7,u,u,q10,-1], [q7,0,0,q980,+1], [q7,i,1,98i,+1],
[q80,u,0,99,-1], [g80,0,0,980,+1], [q80,i,i,q80,+1],
[q8i,u,i,99,-1], [q8i,0,0,98i,+1], [q8i,i,i,q81,+1],
[q9,u,u,q10,+1], [qg9,0,0,99,-1], [99,i,i,99,-1]

*

EXEMPLES D’EXECUTIONS

*

sur (somme,iiiuiiii);
# - calcule le mot iiiiiii

*

sur(copie,ioiioi);
# - calcule le mot ioiioiioiioi

# surtest(somme,[qo0,i,iiiuiil);

# - execute "somme" a partir de la configuration

# [q0,1,1iiuiil,

# - numerote toutes les configurations et les imprime.

surtest (somme, [q0,1,iiiuiil,[3,12]);

- execute "somme" a partir de la configuration
[q0,1,1iiniil,

- numerote toutes les configurations et imprime
celles qui ont
- des numeros égaux compris entre 3 et 12,

- imprime toujours la configuration initiale
et la derniere.

R

# surtest(somme,[q0,i,iiiuiil,[3,12],{[q1,i],[q2,ul});

# - execute "somme" a partir de la configuration

# [q0,1,iiiniil,

# - numerote toutes les configurations et imprime

# celles qui ont

# - des numeros compris entre 3 et 12,

# - des couples (etat, symbole lu) dans {(q1,i),(q2,u)},
# - imprime toujours la configuration intiale

# et la derniere.

# ENSEMBLE DE PROCEDURES A INSERER

# Initialisation

vide := ‘¢

taillesvidesruban

nbinstructions :
=evaln(o);
ir=evaln(i);
z:=evaln(z);
u:=evaln(u);

o

fusion :=
proc(s)
local j;
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convert([seq(convert(s[jl,bytes) [1]1,j=1..nops(s))],bytes)
end;

configuration :=

proc(c)
local q,r,X,y,j, debutruban,finruban;
q := cl1l;
x cl2];
y := cl3];
debutruban

1-length(x)-taillesvidesruban;
finruban := length(y)+taillesvidesruban;
r := array(debutruban..finruban);
for j from debutruban to finruban do r[jl:=u od;
for j from 1 to length(x) do
r[j-length(x)] := substring(x,j);
od;
for j from 1 to length(y) do
r[j]l := substring(y,j);
od;
[q,1,eval(r)];
end;

deconfiguration :=

proc(c)
local q,k,r,x,y,l,j, debutruban,finruban;
q := c[1];
k := c[2];
r := c[3];
debutruban op(1,0p(2,eval(z)));
finruban := op(2,0p(2,eval(r)));

for 1 from debutruban to k-2 do
if r[1] <> u then break fij;
od;
x := [seq(r[jl,j=1..k-1)1;
for 1 from finruban by -1 to k+1 do
if r[1] <> u then break fij;
od;
y := [seq(r[jl,j=k..1)];
[q,fusion(x),fusion(y)];
end;

fonctiontransition :=
proc(Ii)

local f,i;

for i from 1 to nops(Ii) do

FLTi[i1[1],Ti[41[21] := (Ti[il1[3],Ti[i]1[4],Ii[i]1[8])

od;

eval(f)
end;

# La fonction sur(M,x) a pour valeur l’execution de M sur le
# mot x.

sur :=
proc(M,x)
local f, q, k, r, i, v, ¢;
global nbinstructions;

f := fonctiontransition(M);

¢ = configuration([M[11[1]1,*,x1);
q := c[1];

k := c[2];

cl3];

nbinstructions := 0;

while true do
i = (q,r[kD);
if not(assigned(£[il)) then break fij;

v = £[il;
[kl := v[1l;
q := vI2];
k := k+v[3];
nbinstructions := nbinstructions+l
od;
deconfiguration([q,k,r]) [3];
end;

# La procedure surtest(M,c,[a,b]) detaille 1l’execution de M,
# en partant de la configuration ¢, en numérotant les configurations et en
# imprimant celles dont le numéro est compris entre a et b.

# La premiere et derniere configuration est cependant toujours imprimee meme

# si leurs numeros ne sont pas compris entre a et b.

surtest :=
proc()
local M,c,I,S, a,b,f,q,k,r,duo,j,v,cp,n;
M := args[1];

£ := fonctiontransition(M);
c := args[2];
if type(c,string) then ¢ := [M[11[1],¢¢,c] fi;

cp := configuration(c);

= cplil;

cpl2];

cpl3];

[0,infinil;

s = {};

for j from 3 to nargs do
if type(args[j],1ist) then I := args[j] fi;
if type(args[j],set) then S := args[j] fi

od;
a := I[1];
b := I1[2];
n := 0;

(q,r[xD);
or n=b or not(assigned(f[duo])) or
(n >= a and (S={} or member([duo],S))) then
print(n,deconfiguration([q,k,r]))
# print(n, [q,k,r[k],eval(r)])

fi;
if n=b or not(assigned(f[duol)) then break fij;
n := n+i;



v := flduol;

rik] := v[1l;
vl2]1;
k+v[3];

odj;

o
end;
codel :=
proc (M)

local g,dico,R,],jp,k,m,n,c;
S[ol := 0; S[il :=1; S[z] := 2; S[ul
dicolql := 0;
n = 03
for j from 1 to nops(M) do
q := M[jI[1];
if(not assigned(dico[q]))then dicolq] := n; n:=n+1 fi;

4xn;
:= array(1..m,1..3);
for j from 1 to m do
for k from 1 to 3 do R[j,k1:=0 od
od;
for j from 1 to mops(M) do
j 1+4*dicoM[j,111+s[M[],2]11;
RLjp,1]1 := s[M[j,311;
RLjp,2]:= (M[j,51+1)/2;
if assigned(dico[M[j,411) then
R[jp,3] := 4*(dicolM[j,41]1-dico[M[j,111)-(S[M[j,2]1]1+1) mod
else
R[jp,3] == m
£i;
od;
eval(R);
end;

decodel :=
proc(R)
local S,T,j,k,m,v;
s[o] o; S[1]:= i; s[2]:= z; S[3]:= u;
m := op(2,0p(2,eval(R))[1]);
T := array(1..m,1..5);
for j from 1 to m do
TL[j,1] := q.(floor((j-1)/4));
T[j,2] := S[(j-1) mod 4];
T[3,3] S[R[j,111;
if R[j,3] = m then
T[§,4] := q.(n/4)
else
v := (j*+R[j,3] mod m)/4;
if type(v,integer) then
T[j,4] := q.v

else
T[j,4] := ¢7¢
fi
fi;
T[j,5] := 2*R[j,2]1-1;
odj;
eval(T)
end;
code2 :=
proc(R)

local k,j,1,x,m;
:= op(2,0p(2,eval(R)) [11);

x H
for j from 1 to m do
for k from 1 to 3 do
if (j,k) <> (m,3) them x := x,seq(i,1=1..R[j,k1),0 fi
od

x,seq(i,1=1..R[n,31),z;

x,seq(0,1=1..3%n-1) ,z;
fusion([x]);

end;

decode2 :=
proc (x)
local R,j,k,1,n,m,v;

LH
length(x)-1;
while substring(x,1)=o do 1:=1-1; m:=m+1 od;
m := (m+1)/3;
R array(1..m,1..3);
1 2;
for j from 1 to m do
for k from 1 to 3 do
v = 03
while substring(x,1) = i do 1:=1+1; v:=v+i od;
1 := 1+1;
R[j,k] := v;
od od;
R[m,3] := R[m,3]-1;
eval(R)
end;

code :=
proc (M)

code2(code1(M))
end;

decode :=

proc(x)
decode1(decode2(x))

end;



