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Аннотация

Предположим, что кортеж слов ā = 〈a1, . . . , an〉 имеет пренебрежимо малую
взаимную информацию с некоторым словом b. Значит ли это, что свойства кол-
могоровской сложности набора слов ā мало меняются при релятивизации отно-
сительно b ? Если аккуратно формализовать поставленный вопрос, то окажется,
что получить на него полный ответ очень непросто. В данной работе мы изучаем
эту задачу для ограниченного класса свойств (для свойств, выразимых на языке
∃-формул). В частности, мы доказываем, что случайный относительно ā оракул
b не помогает выделять общую информацию из слов ai.

1 Введение

Колмогоровской сложностью K(x) двоичного слова x называется минимальная дли-
на программы, порождающей x. Аналогично, относительной (или условной) сложно-
стью K(x|y) (сложностью x при известном y) называется минимальная длина такой
программы, которая получает на вход y и порождает x. При этом рассматриваются
программы на некотором оптимальном языке программирования (см. детали опре-
деления и основные свойства колмогоровской сложности в [1, 2]).

Отметим, что можно также говорить о колмогоровской сложности (и относитель-
ной колмогоровской сложности) пар, троек, и вообще любых кортежей слов. Для этого
мы фиксируем некоторую вычислимую нумерацию всех конечных кортежей двоич-
ных слов. Сложностью кортежа называется колмогоровская сложность его номера в
данной нумерации. Выбор конкретной нумерации не приницпиален: переход к другой
вычислимой нумерации изменит колмогровскую сложность каждого кортежа лишь
на ограниченную величину O(1). Изменение сложности на аддитивную константу не
существенно, поскольку и колмогоровская сложность отдельных слов определена с
точностью до аддитивного члена O(1) (зависящего от выбора способа программиро-
вания).

Основные определения и большинство результатов теории колмогоровской слож-
ности легко релятивизуются — вместо обычных алгоритмов можно рассматривать
алгоритмы с оракулом. Отметим, что если взять в качестве оракула конечный объект
(слово) z, то нам не даже потребуется вводить новые обозначения для колмогоровской
сложности с оракулом z. Релятивизация относительно z заключается в том, что мы
добавляем z в условие всех сложностей; например, K(x) заменяется на K(x|z), K(x|y)
заменяется на K(x|y, z), и т. д.

Информацией о слове x, заключенной в слове y, называется разница между про-
стой колмогоровской сложностью x и относительной сложностью x при известном
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y:
I(x : y) = K(x)−K(x|y)

Одним из фундаментальных свойств алгоритмической теории информации является
теорема о симметрии взаимной информации:

Теорема 1 (Колмогоров–Левин, [1])

I(x : y) = I(y : x) +O(logN) = K(x) +K(y)−K(x, y) +O(logN),

где N = K(x, y).

Таким образом, пренебрегая логарифмической поправкой, можно говорить о взаимной
информации между x и y, не различая I(x : y) и I(y : x).

Если величина взаимной информации I(x : y) пренебрежимо мала по сравнению с
величинами K(x), K(y), K(x, y) (скажем, если I(x : y) имеет порядок логарифма от
N = K(x, y)), то слова x и y часто называют независимыми. Эта терминология широ-
ко распространена среди специалистов по алгоритмической теории информации. Но
насколько оправдано использование слова “независимость” в данном контексте? Ин-
туитивно кажется, что если x и y независимы, то разумные алгоритмические свойства
x (выразимые на языке колмогоровской сложности) не должны зависеть от реляти-
визации относительно y.

Гипотеза 1 (Основная) Если взаимная информация между кортежем слов
〈x1, . . . , xn〉 и словом z пренебрежимо мала, то релятивизация относительно z лишь
незначительно меняет свойства x1, . . . , xn.

Основная гипотеза в терминах оптимальных языков программирования (перефор-
мулировка гипотезы, предложенная анонимным рецензентом): Представим себе, что
мы интересуемся сложностями (или более тонкими колмогоровскими свойствами)
некоторого конкретного набора слов x1, . . . , xn. Пусть в некоторый момент нам потре-
бовалось расширить оптимальный язык программирования, причём это расширение
мало изменило сложности данных слов x1, . . . , xn. При этом сложности каких-то дру-
гих слов могли измениться очень сильно. Гипотеза 1 говорит, что все естественные
замкнутые утверждения об x1, . . . , xn (т. е., утверждения, в которые другие слова мо-
гут входить только под кванторами существования или всеобщности) одинаковы для
исходного языка программирования и для его расширения.

Гипотеза 1 сформулирована очень неформально. Чтобы пояснить её смысл, мы
приведём несколько примеров. Начнём с самого простого случая. Возьмём в каче-
стве x̄ кортеж, состоящий из n слов: x̄ = 〈x1, x2, . . . , xn〉. Предположим, что взаимная
информация между x̄ и некоторым словом z пренебрежимо мала. Тогда нетрудно по-
казать, что самые простые свойства колмогоровской сложности для x̄ мало меняются
при релятивизации относительно z:

K(xi) ≈ K(xi|z), K(xi, xj) ≈ K(xi, xj |z), . . . ,

для всех i, j, и т.д. Более, точно, имеет место следующее утверждение:

Утверждение 1 Если x̄ = 〈x1, x2, . . . , xn〉 и δ = K(x̄)−K(x̄|z), то для всех наборов
индексов i1, . . . , is ∈ {1, . . . , n}

|K(xi1 , xi2 , . . . , xis)−K(xi1 , xi2 , . . . , xis |z)| ≤ δ +O(logN),

где N = K(x1, . . . , xn, z). (Константа в O-слагаемом зависит от n, но не от N).
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Доказательство этого утверждения тривиально; для полноты изложения мы приведём
его в разделе 4.

Рассмотрим другой пример колмогоровского свойства. На этот раз для его форму-
лировки потребуется квантор существования. В [3] была доказана следующая теорема
об условных описаниях. Пусть заданы слова x1, . . . , xn. Тогда для любого слова y су-
ществует слово p с такими свойствами:

1. K(y|p, xi) = O(logN) для всех i = 1, . . . , n (где N = K(x1, . . . , xn, y)),

2. K(p) = max
i
K(y|xi).

Неформальный смысл этой теоремы состоит в том, что найдётся программа длин-
ны max

i
K(y|xi), которая каждое из слов xi перерабатывает в y. (Отметим, что если

заменить max
i
K(y|xi) на сумму условных сложностей

K(y|x1) + . . .+K(y|xn),

то утверждение теоремы станет тривиальным: в качестве p можно будет взять кон-
катенацию n кратчайших программ, перерабатывающих xi в y. Теорема об условных
описаниях говорит, что вместо конкатенации всех этих программ можно взять одну,
равную по длине самой большой из условных сложностей K(y|xi). Отметим, что эту
теорему можно сделать ещё сильнее, добавив требование K(p|y) = O(logN), см. [3].)
Анализ доказательства данной теоремы показывает, что указанное утверждение оста-
нется верным, если его релятивизовать относительно произвольного оракула z: для
любого слова y найдётся p′ такое, что

1. K(y|p′, xi, z) = O(logN) для всех i = 1, . . . , n,

2. K(p′|z) = max
i
K(y|xi, z).

В данном случае даже не обязательно требовать, чтобы оракул z был независим от
〈x1, . . . , xn〉.

Теперь рассмотрим пример, в котором вопрос о релятивизации некотрого свой-
ства уже не столь прост. Обратимся к свойству выделяемости общей информации.
Рассмотрим пару слов x̄ = 〈x1, x2〉. Будем говорит, что у данной пары можно выде-
лить q битов общей информации для уровня точности k, если

∃y такое, что для i = 1, 2 K(y|xi) < k и K(y) ≥ q

Легко показать, что для любого такого слова y выполнено неравенство

K(y) ≤ I(x1 : x2) +O(k + logK(x1, x2))

Это означает, что для достаточно малого уровня точности k невозможно извлечь из
x1, x2 существенно больше, чем I(x1 : x2) битов общей информации. (В огрублён-
ном виде это наблюдение иногда формулируют так: величина общей информации не
превосходит величины взаимной информации.)

Известно, что вопрос о выделяемости определённого числа битов общей информа-
ции у пары x1, x2 не сводится к вопросу о величинах K(x1), K(x2), K(x1, x2). Напри-
мер, зная, что K(x1) = K(x2) = 2N и K(x1, x2) = 3N , мы не можем сказать ничего
определённого о величине выделяемой общей информации пары. С одной стороны,
существуют пары 〈x1, x2〉 с указанными сложностями, у которых можно выделить
N битов общей информации для очень малого уровня точности k = O(1). С другой
стороны, существуют пары слов с такими же сложностями, для которых даже для
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довольно больших значений уровня точности можно выделить лишь пренебрежимо
малую общую информацию (порядка O(k+ logN)). Подробное обсуждение вопроса о
выделении общей информации можно найти в [4, 5, 6, 7].

Отметим, что вопрос о выделении общей информации можно ставить не только
для пар слов, но и для кортежей произвольной длины s ≥ 2. Но все интересные для
нас нетривиальные свойства проявляются уже для s = 2. Чтобы не усложнять обозна-
чения, мы в дальнейшем ограничимся свойством выделяемости общей информации
только для пар.

Конкретизируем гипотезу 1 для свойства выделяемости общей информации:

Предположим, что взаимная информация между x̄ = 〈x1, x2〉 и z достаточно мала.
Тогда q битов общей информации выделяются у слов x1 и x2 для уровня точности
k, если и только если те же q битов общей информации можно выделить у этих
слов, имея z в качестве оракула (возможно, для немного другого уровня точности).

Данное утверждение состоит из частей если и только если. Вторая часть (только
если) тривиальна: если некоторая общая информация выделяется без оракула, то
ту же самую информацию можно выделить и с оракулом. Интересна другая часть
эквивалентности (если). Сформулируем её более строго. Нам представляется наиболее
естественной формулировка с логарифмическими погрешностями:

Гипотеза 2 Для любого C1 > 0 существует число C2 > 0 такое, что для всех
x̄ = 〈x1, x2〉 и z, если I(z : x̄) ≤ C1 logN и

∃v : K(v|z) ≥ q, K(v|xi, z) ≤ C1 logN (i = 1, 2),

где N = K(x̄, y), (т. е., q битов общей информации можно выделить у слов x1, x2

для уровня точности C1 logN , имея оракул z), то

∃w : K(w) ≥ q, K(w|xi) ≤ C2 logN (i = 1, 2),

т. е. те же q битов общей информации можно выделить у этих слов и без оракула
(для уровня точности C2 logN).

Удивительным образом, это естественное утверждение оказывается очень нетриви-
альным. В [8] данная гипотеза была доказана для q = I(x1 : x2). В данной статье мы
докажем ослабленный вариант гипотезы (для произвольного q), в которой логариф-
мические слагаемые заменены на o-малое:

Теорема 2 Для любой функции f(N), f(N) = o(N) найдётся такая функция g(N)
(также g(N) = o(N)), что для всяких x̄ = 〈x1, x2〉 и z, если I(z : x̄) ≤ f(N) и

∃v : K(v|z) ≥ q, K(v|xi, z) ≤ f(N) (i = 1, 2),

где N = K(x̄, z), то

∃w : K(w) ≥ q, K(w|xi) ≤ g(N) (i = 1, 2).

Мы докажем эту теорему в разделе 6
Отметим, что в алгоритмической теории информации редко встречаются есте-

ственные утверждения, которые выполнены с точностью o(·), но не с точностью
O(logN) (лишь немногие утверждения, связывающие колмогоровскую сложность сло-
ва и статистические свойства его подслов, требуют точности порядка O(

√
N), см. об-

зор результатов алгоритмической теории информации в [2]). Мы предполагаем, что
гипотеза 2 верна в приведённом нами логарифмическом варианте, однако известная
нам техника не позволяет это доказать.
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Мы предполагаем, что аналогичные свойства выполнены и для релятивизации
относительно бесконечных оракулов (вычислимых или невычислимых). Однако до-
казательство этого предположения, по-видимому, требует развития более сложной
техники.

Мы рассмотрели наиболее простые и естественные примеры утверждений, фор-
мализующих интуитивную гипотезу 1. В следующем разделе мы обсудим язык, на
котором можно формализовать и доказать эту гипотезу в более общем виде.

2 Общая формулировка основной гипотезы

Мы интересуемся устойчивостью различных колмогоровских свойств кортежей слов
при релятивизации. Прежде всего следует уточнить, какие свойства мы называем
колмогоровскими. Говоря кратко и неформально, мы интересуемся свойствами, вы-
разимыми в терминах колмогоровских сложностей заданных слов. При этом мы, как
правило, будем интересоваться свойствами, выполняющимися с ‘логарифмической
точностью’.

Пример: Для любых слов x1, x2 выполнены неравенства

K(x1, x2) ≤ K(x1) +K(x2) +O(logK(x1, x2)), (1)

и
K(x1, x2) ≥ K(x1)−O(1).

Кроме того, выполнено равенство

K(x1, x2) = K(x1) +K(x2|x1) +O(logK(x1, x2)).

Это наиболее простые свойства колмогоровских сложностей пары слов, выразимые
с помощью линейных равенств и неравенств. Поскольку нетривиальные соотношения
для простой колмогоровской сложности выполнены лишь с точностью до аддитивно-
го логарифмического члена, как правило, ограничиваются рассмотрением подобных
свойств именно с логарифмической точностью.

Отметим, что различные виды колмогоровской сложности (префиксная, монотон-
ная сложности, сложность разрешения, априорная сложность, [2, 9]) отличаются от
простой сложности на величины не более чем логарифмического порядка. Поэтому
свойства, выполненные с ‘логарифмической точностью’, одинаковы для всех разно-
видностей колмогоровской сложности. Это даёт дополнительные основания интересо-
ваться свойствами сложности именно с логарифмической погрешностью.

Как можно описать класс такого рода свойств? Для набора слов x1, . . . , xn мы рас-
смотрим колмогоровские сложности всех кортежей xi1 , . . . , xik , где 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤
n. Таким образом, набору из n слов соответствует (2n − 1) сложностей. Упорядочив
все поднаборы из данного набора слов некоторым каноническим образом (скажем,
лексикографически), мы получаем сложностной профиль – вектор в Z2n−1

+

~K(x1, . . . , xn) = (K(x1),K(x1, x2), . . . ,K(x2),K(x2, x3), . . .).

Аналогично мы определяем относительный сложностной профиль ~K(x1, . . . , xn|y)
как вектор, состоящий из сложностей всевозможных наборов xi относительно y (точ-
ные определения мы приведём в разделе 3).

Замечание. Не имеет смысла рассматривать кортежи, отличающиеся только по-
рядком слов, а также кортежи, в которых некоторое слова встречается много раз.
При перестановке или дублировании членов кортежа, его колмогоровская сложность
меняется лишь на величину O(1), зависящую только от числа слов в кортеже, но не
от их сложностей.
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По тем же причинам нет необходимости принимать во внимание относительные
колмогоровские сложности, поскольку с помощью теоремы Колмогорова – Левина их
можно выразить как комбинации безусловных сложностей:

K(x1, . . . , xn|y1, . . . , ym) = K(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)−K(y1, . . . , ym) +O(logN),

где N = K(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).
Таким образом, мы можем говорить о свойствах сложностного профиля

~K(x1, . . . , xn) как о простейших колмогоровских свойствах набора слов x1, . . . , xn. На-
пример, неравенство (1) соответствует утверждению о профиле пары x1, x2:

~K(x1, x2) = (K(x1),K(x1, x2),K(x2)) ∈ A = {(u, v, w) : v ≤ u+ w +O(log v)}.

Отметим, что данное свойство ограничивает множество троек, которые могут быть
сложностными профилями. Таким образом, не всякий вектор из Z2n−1

+ является слож-
ностным профилем какого-либо кортежа слов (даже с точностью до логарфимических
слагаемых). Аналогичные утверждения о колмогоровских свойствах формулируются
в следующем виде: для всех x1, . . . , xn

~K(x1, . . . , xn) ∈ A

(где A – некоторое множество). В частности, в таком виде можно выразить утвержде-
ния об истинности линейных информационных неравенств (см. [8, 10, 11, 12]).

Даже свойства столь простого вида могут оказаться нетривиальными. Полного
описания всех точек Z2n−1

+ , являющихся сложностными профилями (или хотя бы опи-
сания класса линейных неравенств, выполненных с точностью до логарифмического
слагаемого для колмогоровских сложностей всех наборов x1, . . . , xn) не известно уже
для n > 3, см. обсуждение этого вопроса в [12].

Описанные выше простые утверждения, выражающие колмогоровские свойства,
естественно рассматривать как бескванторные атомарные формулы. Разумеется, к
такого вида формуле можно приписать кванторы всеобщности по всем переменным,
получив (истинное или ложное) универсальное утверждение о колмогоровской слож-
ности.

Далее мы рассмотрим более сложные свойства колмогоровской сложности. Чтобы
выразить их, нам могут потребоваться формулы с переменами кванторов. Простей-
ший пример – свойство выделяемости взаимной информации пары слов, которое мы
рассмотрели выше. Другие примеры колмогоровских свойств, требующих перемен
кванторов в формулировке, можно найти в [7]. Наиболее общий вид колмогоровского
свойства для слов x1, . . . , xn может быть выражен формулой вида

∀y1∃y2∀y3 . . . ~K(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ A, (2)

где A ⊂ Z2n+m−1. Если для x̄ = 〈x1, . . . , xn〉, x̄′ = 〈x′1, . . . , x′n〉 и C > 0, каждому
свойству кортежа x̄ вида (2) соответствует свойство кортежа x̄′ вида

∀y1∃y2∀y3 . . . ~K(x′1, . . . , x
′
n, y1, . . . , ym) ∈ A′,

с C-близкими A и A′ (т. е., для всякой точки ā ∈ A найдётся точка ā′ ∈ A′ на евкли-
довом расстоянии меньше C от ā, и наоборот, для всякой точки из A′ найдётся точка
в A на евклидовом расстоянии от неё меньше C), то мы можем говорить, что данные
кортежи обладают одинаковыми свойствами при заданной степени точности C.

Итак, мы уточнили, какие свойства мы называем колмогоровскими. Теперь перей-
дём к вопросу об устойчивости этих свойств при релятивизации. Пусть задан некото-
рый оракул O (конечная или бесконечная двоичная последовательность). Мы можем
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рассматривать колмогоровскую сложность, релятивизованную относительно данно-
го оракула. В случае конечного O релятивизованная сложность совпадает с обычной
относительной сложностью.

Теперь мы готовы сформулировать основные результаты нашей работы. Мы огра-
ничимся формулировками для конечного оракула O (слово, задающее оракул, мы
будем обозначать z).

Далее мы будем использовать асимптотическое обозначение O(f(x1, . . . , xn)) для
различных выражений f(·), в которые входит колмогоровская сложность. Мы имеем
в виду, что мультипликативная константа в ‘О-большом’ зависит только от конкрети-
зации функции колмогоровской сложности и от длины рассматриваемых кортежей.
Более того, мы всегда считаем, что зависимость константы от длины кортежей эф-
фективна.

Бескванторные формулы. Нетрудно проверить, что для свойств, выражающих-
ся бескванторными формулами, малость взаимной информации между x̄ и оракулом z
является необходимым и достаточным условием для устойчивости элементарных кол-
могоровских свойств при релятивизации. Это есть переформулировка (тривиального)
утверждения 1 из Введения:

Теорема 3 Предположим, что для некоторых слов x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 и слова z

I(x̄ : z) ≤ δ.

Тогда соответствующие компоненты сложностных профилей ~K(x̄) и ~K(x̄|z) отли-
чаются не более чем на δ +O(logK(x̄, z)).

∃-формулы. Рассмотрим свойства, выражающиеся ∃-формулами (с параметра-
ми). В этом случае наша общая гипотеза может быть сформулирована в виде следу-
ющей пары взаимно обратных утверждений (теоремы и гипотезы):

Теорема 4 Предположим, что для некоторых x̄, z

I(x̄ : z) ≤ δ.

Тогда для любого ȳ = 〈y1, . . . , ym〉 найдётся такой ȳ′ = 〈y′1, . . . , y′m〉, что соответ-
ствующие компоненты сложностных профилей ~K(x̄, ȳ) и ~K(x̄, ȳ′|z) отличаются
друг от друга не более чем на δ +O(logK(x̄, ȳ, z)).

Гипотеза 3 Предположим, для некоторых слов x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 и z

I(x̄ : z) ≤ δ.

Тогда для любого ȳ = 〈y1, . . . , ym〉 найдётся такой ȳ′ = 〈y′1, . . . , y′m〉, что соответ-
ствующие компоненты сложностных профилей ~K(x̄, ȳ|z) и ~K(x̄, ȳ′) отличаются не
более чем на δ +O(logK(x̄, ȳ, z)).

Отметим, что гипотеза 2 является частным случаем гипотезы 3.
Нам удаётся доказать гипотезу 3 только для стохастических слов.

Определение 1 Слово x называется (α, β)-стохастическим, если существует
множество A, содержащее x, такое что

• сложность кортежа Â, состоящего из всех элементов A в лексикографическом
порядке, не превосходит α,

• K(x|Â) ≥ log |A| − β
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(здесь и далее в нашем тексте все логарифмы берутся по основанию 2). В частности,
всякое несжимаемое слово длины N (такое слово x длины N , что K(x) ≥ N) является
(logN +O(1),O(1))-стохастическим.

Определение стохастичности очевидным образом переносится на кортежи слов.
Для наших целей наибольший интерес будут представлять (O(logN),O(logN))-
стохастические кортежи x̄, где N = K(x̄). Такие кортежи мы для краткости называем
просто стохастическими.

Отметим, что сам по себе факт существования нестохастических слов является
весьма нетривиальным [13]. В приложениях колмогоровской сложности, как прави-
ло, используются именно стохастические слова или кортежи слов. Поэтому изучение
свойств стохастических наборов слов кажется заслуживающим внимания. Таким об-
разом, следующая теорема отвечает на интересующий нас вопрос для наиболее важ-
ной для приложений ситуации:

Теорема 5 Гипотеза 3 выполнена для стохастических x̄.

Для нестохастических кортежей гипотеза 3 остаётся недоказанной.

Существование кортежей, неэквивалентных стохастическим. Будем гово-
рить, что слова a, b C-эквивалентны (a ∼C b), если

K(a|b) ≤ C logK(a, b) ∧ K(b|a) ≤ C logK(a, b).

Далее, будем называть кортежи ā = 〈a1, . . . , an〉 и b̄ = 〈b1, . . . , bn〉 C-эквивалентными
(обозначая это ā ∼C b̄), если для каждого i = 1, . . . , n слово ai C-эквивалентно bi.

Поскольку мы изучаем колмогоровские свойства с логарифмической точностью,
эквивалентные кортежи обладают одинаковыми свойствами. Может возникнуть ис-
кушение доказывать гипотезу 3, сводя произвольный кортеж x̄ к эквивалентному ему
стохастическому x̄′ и применяя к x̄′ теорему 5. Но можно ли для произвольного x̄
найти эквивалентный ему стохастический x̄′?

Прежде всего отметим, что для индивидуального слова x (для кортежа длины 1)
можно найти C-эквивалентное ему (C logK(x), C logK(x))-стохастическое слово x′.
(Константа C не зависит от x.) В самом деле, для любого x найдётся кратчайшее
описание p данного слова x, такое что

K(p|x) = O(logK(x)).

Это p и можно взять в качестве x′. Очевидно, данное слово C-эквивалентно слову x
(для некоторого C, зависящего только от языка программирования). В то же время
K(x′) ≥ |x′| − O(1), так как оно является кратчайшим описанием x. Следовательно,
x′ стохастическое.

Верно ли аналогичное утверждение для пары 〈x1, x2〉? Если x1, x2 независимы,
то мы можем отдельно заменить каждое из xi на эквивалентное стохастическое x′i.
Нетрудно видеть, что пара 〈x′1, x′2〉 является стохастической и эквивалентна 〈x1, x2〉.
Другой простой случай: предположим, что K(x1|x2) ≤ O(logK(x2)). Тогда можно
найти такое кратчайшее описание p слова x1 и кратчайшее описание q слова x2 при
известном x1, что x1 эквивалентно p, а x2 эквивалентно 〈p, q〉 При этом пара 〈p, 〈p, q〉〉
является стохастической.

Однако в общем случае для пары слов нельзя найти эквивалентную ей стохасти-
ческую. Сформулируем это утверждение более точно.

Теорема 6 Пусть даны рациональные числа α, β, γ, C > 0 такие что α + β > γ и
α, β < γ. Тогда для достаточно больших n существует пара слов x1, x2, для которой

• K(x1) = αn+O(log n),
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• K(x2) = βn+O(log n),

• K(x1, x2) = γn+O(log n),

и не существует (C log n,C log n)-стохастической пары 〈x′1, x′2〉, которая была бы
C-эквивалентна паре 〈x1, x2〉.

Замечание. Нетрудно проверить, что для всех троек чисел (α, β, γ) таких, что 0 ≤ α ≤
γ, 0 ≤ β ≤ γ и γ ≤ α+ β, для всех n существуют пары слов x1, x2 со сложностями

K(x1) = αn+O(log n),
K(x2) = βn+O(log n),

K(x1, x2) = γn+O(log n).

В теореме мы накладываем дополнительные условия на α, β, γ. Неравенство α+β > γ
гарантирует, что x1 и x2 зависимы, а неравенства α, β < γ показывают, что ни одно из
слов xi не может быть слишком просто относительно другого. Без этих ограничений
утверждение теоремы неверно (см. примеры перед формулировкой теоремы).

Таким образом, уже для кортежа длины 2 в общем случае нельзя подобрать экви-
валентный ему стохастический кортеж, и методы теоремы 5 не позволяют доказать
гипотезу 3 в общем случае.

Как организована статья. В разделе 3 мы приводим основные определения и тех-
нические леммы (в основном, известные из других работ; для полноты изложения мы
доказываем некоторые из этих технических леммы в Приложении). В разделе 4 мы
доказываем основную гипотезу для бескванторных формул, а также для ∃-формул
для стохастических кортежей слов. В разделе 5 мы объясняем, почему нестохасти-
ческие кортежи (даже нестохастические пары) в общем случае нельзя заменить на
эквивалентные им стохастические. В разделе 6 мы доказываем вариант нашей гипо-
тезы для свойства выделения общей информации (в том числе и для нестохастических
пар). В Заключении мы подводим итоги и комментируем вопросы, оставшиеся откры-
тыми. Наконец, в Приложении мы приводим доказательства нескольких технических
утверждений, известных из работ [10, 11], а также Леммы 6 (обобщение основной
леммы из [14, 15]). Отметим, что в каждом из разделов 4–6 мы используем разную
технику доказательств, так что читатель может изучать эти разделы независимо и в
произвольном порядке (после ознакомления с разделом 3).

3 Определения и технические леммы

3.1 Сложностные профили

Обозначение 1 Пусть фиксирована n-ка слов x̄ = x1, . . . , xn. Для любого множества
V = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} (1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n) будем обозначать x̄V кортеж слов
xj с индексами j ∈ V :

x̄V = 〈xi1 , . . . , xik〉.

Мы будем использовать данное соглашение для обозначения колмогоровской сложно-
сти соответствующего кортежа:

K(x̄V ) := K(xi1 , . . . , xik).

Если V = ∅, то полагаем K(x̄V ) := K(λ) (где λ – пустое слово).
Аналогичное обозначение будем использовать для условных сложностей: для лю-

бых подмножеств

V = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} и W = {j1, . . . , jl} ⊆ {1, . . . , n}
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полагаем
K(x̄V |x̄W ) := K(xi1 , . . . , xik |xj1 , . . . , xjl).

При этом если W пусто, то считаем K(x̄V |x̄W ) := K(x̄V |λ).

Определение 2 Будем называть сложностным профилем n-ки слов x̄ = 〈x1, . . . , xn〉
вектор, состоящий из (2n − 1) сложностей K(x̄W ) для всех непустых подмножеств
W ⊆ {1, . . . , n} (считаем, что подмножества W располагаются в лексикографическом
порядке):

~K(x1, . . . , xn) = (K(x1),K(x1, x2), . . . ,K(x2),K(x2, x3), . . .).

Будем называть относительным сложностным профилем n-ки x̄ при условии y век-
тор, состоящий из (2n − 1) сложностей K(x̄W |y) для всех непустых подмножеств
W ⊆ {1, . . . , n} (снова полагаем, что все подмножества W располагаются в лекси-
кографическом порядке):

~K(x1, . . . , xn|y) = (K(x1|y),K(x1, x2|y), . . . ,K(x2|y),K(x2, x3|y), . . .).

Определение 3 Будем называть расширенным сложностным профилем n-ки слов
x1, . . . , xn вектор, состоящий из всех условных сложностей видаK(x̄V |x̄W ), где V,W ⊆
{1, . . . , n}, причём V ∩W = ∅ и V 6= ∅. Расширенный профиль включает в себя и зна-
чения безусловных сложностей: при W = ∅ мы имеем K(x̄V |x̄∅) = K(x̄V ) + O(1).
Считаем, что все пары подмножеств (V,W ) располагаются в лексикографическом по-
рядке:

~K ′(x1, . . . , xn) = (K(x1),K(x1|x2), . . . ,K(x2),K(x2|x1),K(x2|x3), . . .).

Аналогично определим расширенный отно-
сительный сложностной профиль x1, . . . , xn при условии y. Для этого рассмотрим
вектор из всех сложностей вида K(x̄V |x̄W , y):

~K ′(x1, . . . , xn|y) = (K(x1|y),K(x1|x2, y), . . . ,K(x2|y),K(x2|x1, y),K(x2|x3, y), . . .).

Нам потребуется сравнивать сложностные профили для разных наборов слов. Для
этого мы введём обозначения для сравнения векторов в Rk.

Обозначение 2 Будем говорить, что сложностной вектор ᾱ ∈ Rn не больше век-
тора β̄ ∈ Rn (обозначение: ᾱ ≤ β̄), если каждая компонента первого вектора не
превосходит соответствующей компоненты второго вектора, т. е. αi ≤ βi для
i = 1, . . . , n.

Кроме того, будем использовать l∞-норму для измерения расстояния между век-
торами:

ρ(ᾱ, β̄) := max
i
{|αi − βi|}.

В частности, будем говорить, что сложностной профиль для x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 не боль-
ше сложностного профиля для ȳ = 〈y1, . . . , yn〉, если каждая компонента первого про-
филя не превосходит соответствующей компоненты второго профиля, т. е. для каж-
дого V ⊆ {1, . . . , n} выполнено K(x̄V ) ≤ K(ȳV ). Аналогично, мы будем говорить, что
расстояние между сложностными профилями кортежей 〈x1, . . . , xn〉 и 〈y1, . . . , yn〉 не
превосходит ε, если для каждого набора индексов V выполнено |K(x̄V )−K(ȳV )| ≤ ε.
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3.2 Типизация

В дальнейшем мы будем применять приём типизации (этот метод использовался
в [10, 11, 16])

Определение 4 Пусть даны наборы слов x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 и ȳ = 〈y1, . . . , ym〉. Будем
называть типизацией x̄ относительно ȳ следующее множество n-ок слов:

T (x̄|ȳ) := {x̄′ = 〈x′1, . . . , x′n〉 | ~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ)}.

Далее, будем называть k-строгой типизацией x̄ относительно ȳ следующее множество:

STk(x̄|ȳ) := {x̄′ = 〈x′1, . . . , x′n〉 | ~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ) и ρ( ~K ′(x̄′, ȳ), ~K ′(x̄, ȳ)) ≤ k}.

Отметим, что множество T (x̄|ȳ) можно перечислять, зная ȳ и все числа из расширен-
ного профиля ~K ′(x̄, ȳ). Множество STk(x̄|ȳ) таким свойством не обладает (мы можем
алгоритмически проверить, что сложность некоторого кортежа слов меньше заданной
границы, но не можем проверить, что эта сложность не слишком мала).

Имеют место следующие леммы, доказанные в [10, 11].

Лемма 1 Для любых наборов слов x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 и ȳ = 〈y1, . . . , ym〉

log |T (x̄|ȳ)| = K(x̄|ȳ) +O(logN),

где N = K(x̄, ȳ).

Лемма 2 Для любых натуральных n,m существует C = C(n,m) такое, что для
всякой n-ки x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 и всякой m-ки ȳ = 〈y1, . . . , ym〉

|STC logN (x̄|ȳ)| > 1
2
|T (x̄|ȳ)|,

где N = K(x̄, ȳ).

Обозначение 3 Для краткости мы будем обозначать

ST (x̄|ȳ) = STC logN (x̄|ȳ),

где константа C такая же, как в лемме 2.

Элементы ST (x̄|ȳ) мы будем также называть клонами x̄ относительно ȳ.
Нам потребуется следующий несложный технический факт:

Лемма 3 Пусть даны наборы слов x̄ = 〈x1, . . . , xn〉, ȳ = 〈y1, . . . , ym〉, и действитель-
ные числа δ1, δ2. Имеют место следующие утверждения:

(1) Для любого x̄′ = 〈x′1, . . . , x′n〉 если

~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ) + δ1 · ~e,

и K(x̄′, ȳ) ≥ K(x̄, ȳ)− δ2, то

~K ′(x̄′, ȳ) ≥ ~K ′(x̄, ȳ)− (2δ1 + δ2 +O(logN))~e

(здесь N = K(x̄, ȳ), ~e = (1, . . . , 1)).
(2) Для любого z и для любого x̄′ = 〈x′1, . . . , x′n〉 такого, что

~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ) + δ1 · ~e

и K(x̄′, ȳ|z) ≥ K(x̄, ȳ)− δ2, имеем

~K ′(x̄′, ȳ|z) ≥ ~K ′(x̄, ȳ)− (2δ1 + δ2 +O(logN))~e,

где ~e = (1, . . . , 1) и N = K(x̄, ȳ).
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3.3 Комбинаторная энтропия

Обозначение 4 Пусть A ⊆ X1× . . .×Xn – некоторое множество n-ок (в качестве
множеств Xi мы, как правило, будем брать конечные множества двоичных слов).
Для произвольного набора индексов I = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} будем обозначать
πI(A) проекцию A на соответствующие оси координат:

πI(A) := {x̄I | x̄ ∈ A}.

В частности, для I = {1, . . . , n} получаем πI(A) = A.
Далее, для всякого кортежа x̄ = 〈x1, . . . , xk〉 будем обозначать σI(A|x̄) сечение

A, соответствующее значению x̄ проекции на оси I:

σI(A|x̄) := {ȳ | ȳ ∈ A и ȳI = x̄}.

Обозначение 5 Пусть X1, . . . , Xn – некоторые конечные множества, и A ⊆ X1 ×
. . .×Xn – произвольное множество n-ок. Будем использовать следующие обозначе-
ния:

• nI(A) – число элементов в πI(A).

• nI|J(A|x̄) – число элементов в πIσJ(A|x̄).

• nI|J(A) = max
x̄∈πJ (A)

nI|J(A|x̄). В частности, если J = ∅, то nI|J(A) = nI(A).

Определение 5 ПустьX1, . . . , Xn – некоторые конечные множества, и A ⊆ X1×. . .×
Xn – произвольное множество n-ок. Для любых наборов индексов I, J ⊆ {1, . . . , n}
полагаем

• entI(A) := dlog nI(A)e.

• entI|J(A) := dlog nI|J(A)e (если J = ∅, то entI|∅(A) = entI(A)).

Лемма 4 Пусть A ⊆ Bn – некоторое конечное множество n-ок слов. Обозначим
list(A) список всех элементов A (в некоторой вычислимой кодировке). Тогда для лю-
бого x̄ ∈ A, для любых V,W ⊆ {1, . . . , n}

K(x̄V |x̄W , list(A)) ≤ entV |W (A) +O(1).

Доказательство. Имея список всех элементов A и кортеж x̄W , можно найти список
всех элементов в множестве

B = πV σW (A|x̄W ).

При этом x̄V ∈ B. Чтобы описать x̄V , остаётся указать номер кортежа x̄V в списке
элементов B, что требует не более dlog nV |W (A)e битов. N

3.4 Метод гроздей

В [14] было сформулировано следующее определение грозди слов:

Определение 6 Будем называть (α, β, γ)-гроздью множество слов X такое, что

1. |X| = 2α,

2. K(x1|x2) < β для всех x1, x2 ∈ X,

3. K(x) < γ для всех x ∈ X.
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Лемма 5 ([14, 15]) Существует алгоритм, который для любой заданной тройки
натуральных чисел α, β, γ перечисляет некоторый список (α, β, γ)-гроздей U0, . . . , Uq
со следующими свойствами:

• для любой (α, β, γ)-грозди U найдется номер i ≤ q такой, что |U ∩ Ui| ≥ 2β−ε,
где ε = 2(β − α) +O(1),

• q < 2β+γ−2α+O(1).

Нам потребуется несколько модифицировать определение грозди слов.

Определение 7 Будем называть (α, β, γ)-полугроздью множество слов X такое, что

1. |X| = 2α,

2. для любого x1 ∈ X для более чем половины x2 ∈ X выполнено K(x2|x1) < β

3. K(x) < γ для всех x ∈ X.

Следующая лемма аналогична лемме 5 о свойствах гроздей.

Лемма 6 Существует алгоритм, который для любой заданной тройки натураль-
ных чисел α, β, γ перечисляет некоторый список (α, β, γ)-полугроздей U0, . . . , Uq со
следующими свойствами:

• для любой (α, β, γ)-полугрозди U найдется номер i ≤ q такой, что |U ∩ Ui| ≥
2β−ε, где ε = 2(β − α) +O(1),

• q < 2β+γ−2α+O(1).

Данный алгоритм никогда не останавливается (он печатает лишь конечное число
Ui, но мы не можем эффективно определить, когда именно алгоритм напечатал
последнюю полугроздь).

Доказательство леммы 6 совершенно аналогично доказательству леммы 5. Полугроз-
ди U0, . . . , Uq из леммы 6 мы будем называть стандартными (для заданных α, β, γ).
Процесс перечисления стандартных гроздей детерминирован. Так что для любых
α, β, γ и любого i ≤ q сложность списка элементов стандартной полугрозди Ui при
известном i равна O(log γ).

Для полноты изложения в Приложении мы доказываем леммы 1–3 и лемму 6.

4 Бескванторные и экзистенциальные формулы

Доказательство теоремы 3 тривиально. С одной стороны, для любого набора индек-
сов V ⊆ {1, . . . , n}

K(x̄V |z) ≤ K(x̄V ) +O(1).

С другой стороны, поскольку I(x̄V : z) ≤ I(x̄ : z) +O(logN), имеем

K(x̄V )−K(x̄V |z) = I(x̄V : z) ≤ I(x̄ : z) +O(logN) ≤ δ +O(logN).

N
Доказательство теоремы 4. Требуется доказать, что существует такой набор слов

ȳ′, что расстояние между ~K(x̄, ȳ) и ~K(x̄, ȳ′|z) не превосходит δ+O(logN). Мы докажем
формально более сильный факт: расстояние между соответствующими расширенными
сложностными профилями не превосходит δ +O(logN).
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Рассмотрим множество T (ȳ|x̄). Согласно лемме 1 в данном множестве содержится
2K(ȳ|x̄)+O(logN) m-ок слов. Следовательно, мы можем выбрать ȳ′ ∈ T (ȳ|x̄) такое, что

K(ȳ′|x̄, z) ≥ K(ȳ|x̄)−O(logN).

Для выбранного набора слов ȳ′

K(x̄, ȳ′|z) = K(x̄|z) +K(ȳ′|x̄, z) ≥ K(x̄)− δ +K(ȳ|x̄)−O(logN) =
= K(x̄, ȳ)− δ −O(logN).

Следовательно, можно применить лемму 3, т. е.

ρ( ~K ′(x̄, ȳ), ~K ′(x̄, ȳ′|z)) ≤ δ +O(logN).

N
Мы предполагаем, что верна гипотеза 3, являющаяся обращением теоремы 4. Нам

известно доказательство этой гипотезы лишь для стохастических 〈x1, . . . , xn〉:
Доказательство теоремы 5.
Шаг 1. Пусть N = K(x̄, ȳ, z). Заменим каждое из слов y1, . . . , ym на соответству-

ющую ему кратчайшую программу (в оптимальном языке программирования). При
этом величины сложностей в расширенном профиле ~K ′(x̄, ȳ|z) изменятся не более чем
на O(logN). Так что далее без ограничения общности мы будем предполагать, что
ȳ ∈ (BN )m. По условию n-ка x̄ является стохастической, то есть лежит в некотором
простом множестве S ⊂ (B∗)n:

K(S) = O(logN),

log |S| = K(x̄) +O(logN).

Таким образом, 〈x̄, ȳ〉 ∈ S × (BN )m.
Шаг 2. Рассмотрим множество A0 = T (x̄, ȳ|z) ∩

(
S × (BN )m

)
. Размеры проекций

и сечений A0 не превосходят экспоненты от соответствующих значений расширен-
ного сложностного профиля ~K ′(x̄, ȳ|z). Будем называть множество A ⊂ S × (BN )m

правильным, если все его комбинаторные энтропии entI|J(A) не превосходят соответ-
ствующих комбинаторных энтропий A0. Другими словами, множество A называется
правильным, если для любых I, J ⊆ {1, . . . , (n+m)}

log nI|J(A) ≤ entI|J(A0).

В частности, само множествоA0 является правильным. Отметим, что из правильности
A следует nI|J(A) < 2nI|J(A0).

Зная все координаты расширенного сложностного профиля ~K ′(x̄, ȳ|z) и все эле-
менты множества S, можно алгоритмически найти список всех правильных множеств
(этот список чрезвычайно велик, но конечен!). Поскольку список всех элементов мно-
жества S имеет лишь логарифмическую сложность, список всех правильных мно-
жеств также может быть получен со сложностью O(logN). Обозначим A1, A2, . . . лек-
сикографически упорядоченный список всех правильных множеств.

Согласно определению, размер каждого сечения правильного множества не бо-
лее чем вдвое превосходит размер соответствующего сечения A0. При этом, однако,
некоторые сечения могут быть значительно меньше указанной границы.

Назовём сильной проекцией множества Ai на первые n координат (т. е. на S) мно-
жество Bi, состоящее из точек проекции множества Ai на S, которым соответствуют
достаточно большие сечения:

Bi = {x̄′ ∈ π1,...,n(Ai) | log |σ1,...,n(Ai|x̄′)| ≥ entn+1,...,n+m|1,...,n(A0)− C1 logN}
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(константу C1 мы выберем ниже). В частности, сильную проекцию множества A0 бу-
дем называть B0. Для дальнейшего зафиксируем два алгоритма, которые по слову
z, компонентам расширенного сложностного профиля ~K ′(x̄, ȳ|z) и константе C1 пере-
числяют A0 и B0 соответственно.

Чтобы получить ȳ из x̄, z, достаточно задать расширенный профиль ~K ′(x̄, ȳ|z) и
указать порядковый номер ȳ в перечислении всех элементов сечения A0, соответству-
ющего x̄ (в наших обозначениях это σ1,...,n(A0|x̄)). Следовательно,

K(ȳ|x̄, z) ≤ log |σ1,...,n(A0|x̄)|+O(logN).

Кроме того, из определения A0 следует, что

entn+1,...,n+m|1,...,n(A0) ≤ K(ȳ|x̄, z).

Складываем эти два неравенства и получаем, что при достаточно больших C1 кортеж
x̄ принадлежит B0.

Шаг 3. Теперь выберем из последовательности правильных множеств специаль-
ную подпоследовательность по следующем правилу. Пусть правильные множества
A1, . . . , As−1 уже рассмотрены, причем Ai1 , . . . , Aik включены в подпоследователь-
ность. Очередное по списку правильное множество As включается в подпоследова-
тельность, если разность

Bs \

⋃
r≤k

Bir


имеет мощность не меньше 2K(x̄|z)−C2 logN (константа C2 будет выбрана позже).

Отметим, что в данную подпоследовательность будет включено не более
|S|

2K(x̄|z)−C2 logN = 2I(x̄:z)+C2 logN+O(logN) правильных множеств. Обозначим Â объеди-
нение всех правильных множеств из выбранной подпоследовательности Ai1 , Ai2 , . . .
Сильную проекцию Â на первые n координат обозначим B̂.

Очевидно, K(Â) = O(logN + logC2) и K(B̂) = O(logN + logC2), т. к. список
элементов этих множеств может быть найден алгоритмически, если известны расши-
ренный сложностной профиль ~K ′(x̄, ȳ|z), множество S и константа C2.

Замечание. Для построенного Â

log nI|J(Â) ≤ entI|J(A0) + I(x̄ : z) + C2 logN +O(logN)

для любых I, J ⊂ {1, . . . , n}. При этом список всех элементов Â может быть получен
со сложностью O(logN + logC2). Применяя лемму 4, находим, что для любого ū ∈ Â

K(ūI |ūJ) ≤ entI|J(A0) + I(x̄ : z) + C2 logN +O(logN + logC2)

для любых I, J ⊂ {1, . . . , n}.

Лемма 7 x̄ ∈ B̂ (при подходящем выборе C2 = C2(n,m)).

Доказательство леммы: Предположим противное: x̄ не принадлежит сильной проек-
ции построенного множества Â. В этом случае множество A0 (которое входит в список
всех правильных множеств) не было включено в выбранную подпоследовательность.
Но это значит, что мощность разности B0 \ B̂ заведомо меньше, чем 2K(x̄|z)−C2 logN .
Следовательно, чтобы задать n-ку x̄ при известных z и ~K ′(x̄, ȳ), достаточно указать
список всех элементов B̂, и номер кортежа x̄ в списке всех элементов множества B0\B̂
в порядке перечисления. Таким образом,

K(x̄|z) ≤ log |(B0 \ B̂)|+O(logN + logC2) ≤ K(x̄|z)− C2 logN +O(logN + logC2).
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Выбирая достаточно большую константу C2, получаем противоречие. N
Шаг 4. Таким образом, x̄ ∈ B̂. Обозначим Q сечение множества Â, соответству-

ющее x̄:
Q = {ȳ′|〈x̄, ȳ′〉 ∈ Â}.

Из построения Â следует, что число элементов в Q не может быть слишком мало.
Точнее,

log |Q| ≥ K(ȳ|x̄, z)−O(logN).

Остается выбрать из Q m-ку ȳ′, имеющую максимальную возможную сложность от-
носительно x̄. А именно, существует ȳ′ ∈ Q, для которой

K(ȳ′|x̄) ≥ log |Q| ≥ K(ȳ|x̄, z)−O(logN).

Учитывая
K(x̄) ≥ K(x̄|z) + I(x̄ : z)−O(logN),

мы получаем

K(x̄, ȳ′) ≥ K(ȳ′|x̄) +K(x̄) ≥ K(x̄, ȳ|z) + I(x̄ : z)−O(logN).

С другой стороны, из построения Â следует (см. замечание выше), что

~K ′(ȳ′|x̄) ≤ ~K ′(ȳ|x̄) + (I(x̄ : z)−O(logN)) · ~e.

Применяем лемму 3 для δ1 = −δ2 = I(x̄ : z) и получаем

ρ( ~K ′(x̄, ȳ′), ~K ′(x̄, ȳ|z)) ≤ I(x̄ : z) +O(logN),

что заканчивает доказательство теоремы. N

5 Не для всякой пары существует эквивалентная ей сто-
хастическая

Доказательство теоремы 6.
В доказательстве мы называем (C log n,C log n)-стохастические пары просто сто-

хастическими, без уточнения параметров (константа C взята из условия теоремы). За-
фиксируем достаточно большое n. Обозначим S1 множество слов длины αn и S2 мно-
жество слов длины βn. Мы построим некоторое перечислимое множество A ⊂ S1×S2

размера 2γn−O(logn). При этом мы покажем, что некоторый элемент A является иско-
мым – он имеет требуемый сложностной профиль, и для него нет C-эквивалентной
стохастической пары. Нам будет удобно представлять A как множество рёбер в дву-
дольном графе с левой долей S1 и правой долей S2.

Всякое слово x′1, C-эквивалентное некоторому слову из S1, имеет сложность не
более αn+ 2C log n. Обозначим множество всех слов с такими сложностями L1. Ана-
логично, всякое слово x′2, эквивалентное некоторому слову из S2, имеет сложность не
более βn + 2C log n; множество слов с таким сложностями мы обозначим L2. Таким
образом, если пара слов 〈x1, x2〉 из множества A C-эквивалентна некоторой стохасти-
ческой паре 〈x′1, x′2〉, то x′1 ∈ L1 и x′2 ∈ L2. Кроме того, мы можем оценить сложность
такой пары 〈x′1, x′2〉:

K(x′1, x
′
2) ≤ K(x1, x2) +K(x′1|x1) +K(x′2|x2) +O(log(K(x′1|x1) +K(x′2|x2))),

что означает

K(x′1, x
′
2) ≤ γn+ C log n+ C log n+O(log log n) < γn+ 3C log n
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По определению стохастичности пара 〈x′1, x′2〉 должна принадлежать такому множе-
ству пар R, что (а) сложность описания списка всех элементов R не больше C log n,
и (б) число элементов в R не превосходит 2K(x′1,x

′
2)+C logn. Эти условия означают, что

мы имеем дело с одним из множеств R ⊂ L1 × L2 следующего вида:

• |R| ≤ 2γn+4C logn,

• K(R) ≤ C log n, то есть список элементов R можно получить с помощью алго-
ритма сложности не более C log n.

Число всех таких множеств R не превосходит 2C logn. Зная их точное число (чтобы
сообщить это число, нужно логарифмическое число битов), мы можем найти все мно-
жества R. Обозначим R̂ их объединение. Множество R̂ также удобно рассматривать
как двудольный граф; правую и левую доли вершин составляют L1 и L2 соответствен-
но.

Таким образом, с помощью программы длины O(log n) мы можем получить дву-
дольный граф R̂. Остаётся построить граф A, у которого будет достаточно много
рёбер, неэквивалентных ни одному из рёбер R̂.

Некоторая трудность состоит в том, что отношение C-эквивалентности не является
разрешимым. Однако мы можем описать относительно небольшой (и вычислимый)
класс отношений, который будет заведомо содержать интересующее нас отношение
C-эквивалентности. А именно, назовём отношением сходства всякое

D ⊂ S1 × L1 ∪ S2 × L2,

удовлетворяющее следующим условиям:

• для любого x ∈ Si имеется не более 2C logn+1 элементов y ∈ Li, для которых
〈x, y〉 ∈ D;

• для любого y ∈ Li имеется не более 2C logn+1 элементов x ∈ Si, для которых
〈x, y〉 ∈ D,

i = 1, 2. Интересующее нас отношение

D0 = {〈x, y〉 ∈ S1 × L1 ∪ S2 × L2 : x ∼C y}

удовлетворяет данным условиям (однако есть и много других таких отношений). За-
метим, что общее число отношений сходства не превосходит

(|L1|poly(n))|S1| · (|L2|poly(n))|S2|.

Без ограничения общности можно считать, что α ≥ β. Тогда число различных отно-
шений сходства равно 22αn+O(logn)

. Будем говорить, что ребро 〈x1, x2〉 ∈ A D-сходно с
ребром 〈x′1, x′2〉 ∈ R̂, если 〈xi, x′i〉 ∈ D для i = 1, 2.

Теперь мы готовы перейти к построению графа A. Конструкция будет опреде-
ляться тройкой целочисленных параметров C1, C2, C3 (эти числа будут константами,
не зависящими от n). Допустимые значения C1, C2, C3 будут уточнены позднее.

Будем называть ребро 〈x1, x2〉 ∈ A правильным, если степени вершин x1 и x2 не
превосходят 2(γ−α)n+C3 logn и 2(γ−β)n+C3 logn соответственно. Будем требовать, чтобы

|A| = 2γn−C1 logn,

а также чтобы выполнялось следующее условие:

Для любого отношения сходства D найдется не менее
2γn−C2 logn правильных рёбер 〈x1, x2〉 ∈ A, не являющихся (3)
D-сходными ни с одним ребром из R̂.
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Мы построим такое множество A эффективно, то есть его сложность будет равна
O(log n). При этом не менее 2γn−C2 logn правильных рёбер из A не будут иметь экви-
валентных стохастических пар. Останется лишь выбрать среди данных рёбер одно,
имеющее сложность не менее γn − C2 log n. Для выбранной пары 〈x1, x2〉 будут вы-
полнены условия

K(x1) ≤ αn+O(1), K(x2) ≤ βn+O(1),

(поскольку x1 ∈ S1, x2 ∈ S2), а также

K(x2|x1) ≤ (γ − α)n+O(log n) и K(x1|x2) ≤ (γ − β)n+O(log n)

(поскольку ребро 〈x1, x2〉 правильное). Кроме того, если константа C1 выбрана доста-
точно большой, будет также выполнено условие

K(x1, x2) < γn.

Применяя лемму 3(часть 2) (c δ1 и δ2 порядка O(log n)), мы получим, что все ука-
занные неравенства обращаются в равенства (с логарифмической погрешностью). В
частности,

K(x1) = αn+O(log n), K(x2) = βn+O(log n), K(x1, x2) = γn+O(log n),

и тем самым теорема будет доказана.
Отметим, что свойство (3) можно проверить алгоритмически. Мы покажем, что

для множества, состоящего из 2γn−C1 logn случайно выбранных рёбер из S1×S2, усло-
вие (3) выполнено с положительной вероятностью. Тем самым будет доказано, что
множества с нужными нам свойствами существуют, и мы сможем найти одно из них
(скажем, лексикографически первое) перебором.

Зафиксируем одно из отношений сходства D. Назовём ребро 〈x1, x2〉 ∈ S1×S2 пло-
хим, если для него найдется D-сходное ребро в R̂. Подсчитаем вероятность оказаться
плохим для ребра случайно выбранного среди всех пар S1 × S2. Граф R̂ содержит
2γn+O(logn) рёбер. Для каждого из них имеется не более poly(n) D-сходных пар в
S1 × S2. Следовательно,

Prob[(x1, x2) плохое ] ≤ 2γn+O(logn)

2(α+β)n
� 1/2.

Здесь мы использовали условие α+ β > γ.
Пусть k = 2γn−C1 logn и l ≤ 2γn−C2 logn+1. Тогда вероятность того, что среди k

случайно выбранных рёбер (k − l) оказались плохими, не превосходит

C lk · (1/2)k−l ≤ kl(1/2)k−l ≤ 22γn−C2 logn+O(logn) · (1/2)2γn−C1 logn+O(logn)
,

что равно 2−2γn−O(logn) при достаточно большой разнице между C1 и C2. Теперь мы
должны просуммировать данную вероятность по всем l = 0, . . . , 2γn−C2 logn+1. Ясно,
что умножение полученной вероятности на число различных l (то есть на 2γn) не
изменит существенно асимптотики убывания.

Итак, мы оценили вероятность того, что случайно выбранное A содержит слишком
много плохих рёбер для фиксированного отношения сходства D. Остаётся просумми-
ровать эту вероятность по всем отношениям сходства. Это даст оценку вероятности
того, что в случайно выбранном множествеA для любого отношения сходстваD (в том
числе и для собственно отношения C-эквивалентности) не менее 2γn−C2 logn+1 рёбер
не эквивалентны ни одному из рёбер R̂. Вспоминая количество отношений сходства,
получаем, что данная вероятность не больше

22αn+O(logn)

22γn−O(logn)
� 1.
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Здесь мы использовали предположение, что α < γ (напомним, что β не больше α).
Мы доказали, что с положительной вероятностью (и даже с вероятностью, стремя-

щейся к единице) случайно выбранное множество A содержит не менее 2γn−C2 logn+1

рёбер, не эквивалентных ни одному из R̂. Однако некоторые из этих рёбер могут ока-
заться неправильными (один из концов имеет слишком большую степень). Покажем,
что с большой (тоже близкой к единице) вероятностью число неправильных рёбер в
A не превосходит 2γn−C2 logn. Таким образом, мы докажем, что с положительной ве-
роятностью множество A содержит не менее 2γn−C2 logn рёбер, которые одновременно
являются и хорошими, и правильными, то есть удовлетворяют условию (3).

Зафиксируем произвольный номер ребра (некоторое целое число j из интервала
от 1 до |A|). Обозначим x и y левый и правый конец этого ребра (из S1 и S2 соот-
ветственно). Из x и y в случайном A могут выходить и другие рёбра графа. Нам
нужно оценить (сверху) вероятность того, что в случайно выбранном A ребро номер
j окажется неправильным, т. е., что у x или y будет слишком большая степень.

Распределение вероятностей на всех возможных A можно представлять себе сле-
дующим образом: сначала выбираются (случайно) концы ребра j, а затем случайно
и независимо выбираются оставшиеся (|A| − 1) рёбер. При этом среднее число рёбер
(помимо j-ого), которые инцидентны x в случайно выбранном A, равно

|A| − 1
|S1|

< 2(γ−α)n−C1 logn.

Из неравенства Чебышёва следует, что вероятность того, что вершина x инцидентна
более чем 2(γ−α)n+C3 logn рёбрам, не превосходит 1/nC1+C3 . Аналогичная оценка верна
и для правого конца ребра (точки y). Таким образом, вероятность того, что j-ое ребро
случайно выбранного A окажется неправильным, не превосходит 2/nC1+C3 .

Доказанная оценка справедлива для всех номеров рёбер j = 1, . . . , |A|. Следова-
тельно, математическое ожидание числа неправильных рёбер не превосходит

2|A|/nC1+C3 ≤ 2γn−2C1 logn−C3 logn+1

Ещё раз воспользуемся неравенством Чебышёва: вероятность того, что число непра-
вильных рёбер окажется больше 2γn−C2 logn, не может быть больше 2nC2/n2C1+C3 .
Остаётся выбрать C3 достаточно большим, и данная вероятность устремится к нулю
при больших n. Таким образом, существование множества A, удовлетворяющего (3),
доказано.

Поясним выбор параметров C1, C2, C3. Всякое ребро в построенном A имеет слож-
ность не более

γn− C1 log n+O(log n) +O(log(C1 + C2 + C3))

(с некоторой абсолютной константой в O-большом). Значение C1 следует выбрать
настолько большим, чтобы в результате сложность каждого ребра в A была не больше
γn. Далее, C2 выбирается так, чтобы разность (C2 − C1) была достаточно большой
(больше некоторой абсолютной константы, как мы поясняли это выше). Наконец, C3

нужно выбрать больше, чем (C2 − 2C1). N

6 Свойство выделяемости общей информации

Доказательство теоремы 2. Сначала введём обозначения и сделаем некоторые пред-
положения. Без ограничения общности мы можем считать, что f(N) > logN , и функ-
ция f(N) нигде не убывает (f(N + 1) ≥ f(N) для всех N).

Далее мы выбираем g(N) и δ(N) которые растут не слишком быстро и не слишком
медленно (с тем, чтобы работала конструкция в нашем доказательстве). В выборе
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этих функций имеется значительный произвол. Для определённости положим δ(N) =
N/
√

log N
f(N) и

g(N) = 3C
q

log N
f(N) · f(N) + 2δ(N)

(константа C будет зафиксирована ниже). Для краткости мы будем писать просто δ,
если значение аргумента N ясно из контекста.

Неформальная идея: Основной трюк в доказательстве состоит в типизации v и z от-
носительно x̄. Мы берём множество ‘клонов’ пары 〈v, z〉, которые имеют примерно
одинаковые сложностные профили (относительно x̄). Возможны два случая:

Простой случай: Пусть множество ‘клонов’ оказалось плотно консолидированным:
большинство клонов имеют достаточно большую взаимную информацию. В этом слу-
чае мы применяем лемму 6 и выделяем из множества клонов общее ядро w. Слово w
содержит примерно q битов информации; при этом данное слово просто относитель-
но каждого из xi. Таким образом, мы выделили у слов xi примерно q битов общей
информации без оракула, и теорема доказана.

Сложный случай: Пусть множество ‘клонов’ не является плотно консолидированным.
Тогда найдётся пара клонов, у которых взаимная информация довольно мала. На
данном этапе мы не можем выделить из слов xi нужную общую информацию. Зато
мы можем заменить слово z на такое слово z1, что относительно z1 из заданных слов
x1, x2 можно выделить q1 битов общей информации (и q1 больше q). Таким образом,
мы сводим исходную задачу о выделении информации у слов x1, x2 с оракулом z и
параметром q к аналогичной задаче для слов x1, x2, оракула z1 и параметра q1. За
увеличение параметра q мы платим ухудшением параметра точности: вместо уровня
точности f(N), в новой задаче мы вынуждены использовать несколько более слабое
ограничение f1(N).

Остаётся объяснить, как построить нужный нам оракул z1. Напомним, что множе-
ство ‘клонов’ не является плотно консолидированным. Случайно выберем два клона;
обозначим их 〈v′, z′〉 и 〈v′′, z′′〉. Тогда пара 〈z′, z′′〉 может играть роль z1. Действитель-
но, с новым оракулом мы можем извлечь из каждого из xi как v′, так и v′′. Вместе
v′ и v′′ дают q1 битов общей информации (q1 > q; более точно, мы получим оценку
q1 ≥ q + δ/2).

Мы итерируем описанный трюк, пока на некотором этапе не будет получено плотно
консолидированное множество клонов.

Далее мы изложим формальное доказательство, следующее описанному плану.

Строгое рассуждение: По условию теоремы имеется такое слово v, что выполнено
K(v|xi, z) ≤ f(N) (для i = 1, 2). Без ограничения общности можно считать, что
q = K(v|z) (если K(v|z) > q, мы увеличим значение q; это сделает доказываемое
утверждение только сильнее). Обозначим m = K(z). Нашей целью является построе-
ние такого слова w, что K(w|xi) ≤ g(N) и K(w) ≥ q − g(N).

Рассмотрим строгую типизацию пары 〈v, z〉 относительно x: положим A =
ST (v, z|x̄). По лемме 1 и лемме 2 получаем |A| = 2K(v,z|x̄)−O(f(N)). Далее, мы име-
ем соотношения

K(v, z|x̄) = K(z|x̄) +K(v|z, x̄) +O(logN),

K(z|x̄) ≥ K(z) − f(N) (взаимная информация между z и x̄ пренебрежимо мала) и
K(v|z, x̄) ≤ f(N) (слово v можно легко извлечь из каждого из xi, имея z в каче-
стве оракула). Следовательно, |A| = 2m−O(f(N)). Отметим, что для всех 〈v′, z′〉 ∈ A
выполняется

K(v′, z′) = K(z′) +K(v′|z) +O(logN) = m+ q +O(f(N)).
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Возможны два случая:
Случай 10: Для каждого 〈v′, z′〉 ∈ A для большинства 〈v′′, z′′〉 ∈ A

I(v′z′ : v′′z′′) ≥ q − δ.

Данное неравенство означает, что

K(v′z′|v′′z′′) = K(v′, z′)− I(v′z′ : v′′z′′) ≤ m+ δ +O(f(N)).

Таким образом, множество A является полугроздью с параметрами

(m−O(f(N)),m+ δ +O(f(N)),m+ q +O(f(N))).

Применяя лемму 6, заключаем, что существует стандартная полугроздь Uj (с теми
же параметрами) такая, что

|A ∩ Uj | ≥ 2m−δ+O(f(N)),

и номер j не превосходит 2q+δ+O(f(N)). Таким образом, колмогоровская сложность j
не превосходит q + δ +O(f(N)).

Далее, для слов xi (i = 1, 2) выполнены два свойства:

• Для каждой пары ū ∈ A ∩ Uj выполнено K(xi|ū) ≤ K(xi|v, z) (по определению
A = ST (v, z|x̄)); напомним, что K(xi|v, z) ≤ K(xi)− q + f(N).

• Для каждой пары v̄ ∈ A ∩ Uj выполнено неравенство K(ū|j) ≤ log |Uj | +
O(logN) ≤ m (зная номер j, можно алгоритмически перечислять список эле-
ментов полугрозди Uj).

Эти свойства (вместе с оценкой на число элементов в A ∩ Uj) означают, что xi при-
надлежит множеству

X(i) = {x̂ | существует не менее 2m−δ+O(f(N)) таких ū, что
K(x̂|ū) ≤ K(xi)− q + f(N) и K(ū|j) ≤ m}.

Чтобы перечислять элементы X(i), нужно знать номер j и ещё дополнительные
O(logN) битов информации: двоичные представления чисел m, m − δ + O(f(N)) и
K(xi)− q + f(N) (использованные в определении X(i)).

Далее, можно оценить сверху размер X(i). Действительно, для фиксированного j
имеется не более 2m+1 различных наборов ū, для которых K(ū|j) ≤ m; для каждого
ū существует не более 2K(xi)−q+f(N) различных x̂, для которых K(x̂|ū) ≤ K(xi)− q +
f(N). Поскольку для каждого x̂ ∈ X(i) должно существовать не менее 2m−δ+O(f(N))

разных ū, мы получаем

log |X(i)| ≤ log
2m · 2K(xi)−q+f(N)

2m−δ+O(f(N))
≤ K(xi)− q + δ +O(f(N)).

Следовательно, K(xi|j) ≤ K(xi)−q+δ+O(f(N)) (другими словами, взаимная инфор-
мация между j и xi не меньше q−δ−O(f(N))). Из симметрии взаимной информации
получаем

K(j|xi) = K(xi|j) +K(j)−K(xi) +O(logN) ≤ 2δ +O(f(N)).

Положим w = j. Поскольку K(w) ≥ I(w : xi) ≥ q − δ − O(f(N)), для опреде-
лённой выше функции g(n) мы получаем K(w) ≥ q − g(N) и K(w|xi) ≤ g(N), что и
требовалось доказать.
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Случай 20: Для некоторых пар 〈v′, z′〉 ∈ A и для большинства 〈v′′, z′′〉 ∈ A выпол-
нено неравенство

I(v′z′ : v′′z′′) < q − δ.

Это означает, что

K(v′v′′z′z′′) ≥ 2m+ q + δ −O(logN) (4)

Это неравенство выполнено для большинства пар 〈v′′, z′′〉 ∈ A. Мы выберем среди
этих 〈v′′, z′′〉 такую пару, которая имеет максимальную возможную сложность отно-
сительно тройки 〈x, v′, z′〉. Эта максимальная возможная сложность будет близка к
логарифму числа всех элементов в A (более коротких описаний на все элементы A не
хватит).

Сложность выбранной пары 〈v′′, z′′〉 и относительно x, и относительно 〈x, v′, z′〉
примерно равна log |A|. Другими словами, 〈v′, z′〉 и 〈v′′, z′′〉 независимы относительно
x̄. Из этого следует, в частности, что слова z′ и z′′ также независимы относительно x̄
(т. е. I(z′ : z′′|x̄) = O(logN)). Далее, для произвольных x̄, z′, z′′ выполнено неравенство

I(z′z′′ : x̄) ≤ I(z′ : x̄) + I(z′′ : x̄) + I(z′ : z′′|x̄) +O(logN)

(по существу это сумма двух элементарных соотношений:

K(z′z′′) ≤ K(z′) +K(z′′) +O(logN),
K(z′|x) +K(z′′|x) = K(z′z′′|x) + I(z′ : z′′|x) +O(logN),

которые немедленно вытекают из теоремы Колмогорова–Левина о сложности пары
[1]). Для данных слов величины I(z′ : x̄) и I(z′′ : x̄) ограничены сверху f(N) (x̄ и z
независимы), и I(z′ : z′′|x̄) = O(logN)� f(N). Таким образом, получаем

I(z′z′′ : x̄) ≤ 3f(N). (5)

Также оценим сверху (очень грубо) сложность пары 〈z′, z′′〉: K(z′z′′) ≤ 2K(z) +
3f(N) ≤ 3N .

По определению множества A, слова z′ и z′′ имеют сложность не более m = K(z).
Следовательно, пара z′z′′ имеет сложность не более 2m + 2 logm. Применяя (4) к
z1 = 〈z′, z′′〉 и v1 = 〈v′, v′′〉, получаем следующее неравенство:

K(v1|z1) ≥ K(v1z1)−K(z1)−O(logN) ≥ q + δ − 3f(N)−O(logN) ≥ q + δ/2.

Следовательно, мы построили слово z1 такое, что I(z1 : x̄) ≤ 3f(N) (из неравен-
ства (5)) и

∃v1 : K(v1|z1) ≥ q + δ/2, K(v1|xi, z1) ≤ 3f(N) (i = 1, 2).

Подведём итог. Мы получили вместо исходной пары 〈v, z〉 новую пару слов 〈v1, z1〉.
По построению, слово z1 независимо с x̄ (хотя точность ‘независимости’ стала втрое
хуже: I(z1 : x̄) ≤ 3f(N)). Относительно оракула z1 слово v1 оказывается просто от-
носительно xi (‘простота’ означает, что соответствующая относительная колмогоров-
ская сложность также не превосходит 3f(N)). Сложность v1 относительно z1 не может
быть меньше q + δ/2. Таким образом, q + δ/2 битов общей информации могут быть
выделены из слов x1, x2 при уровне точности 3f(N), если z1 дано в качестве оракула.
Отметим, что сложности слов v1, z1 заведомо не превосходят 3N .

Далее мы итерируем приведённое выше рассуждение. Мы повторяем ту же проце-
дуру с парой v1, z1. Обозначим q1 = q+δ/2, m1 = K(z1) и f1(N) = 3f(N). Рассмотрим
строгую типизацию пары 〈v1, z1〉 относительно x̄:

A1 = ST (v1, z1|x̄).
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Как и раньше, возможны два случая.
Случай 11: для каждой пары 〈v′, z′〉 ∈ A1 для большинства 〈v′′, z′′〉 ∈ A1

I(v′z′ : v′′z′′) ≥ q1 − δ.

В этом случае A1 является полугроздью с параметрами

(m1 −O(f1(N)),m1 + δ +O(f1(N)),m1 + q1 +O(f1(N))).

По лемме 6 существует номер j такой, что для i = 1, 2

K(j|xi) ≤ 2δ +O(f1(N)), I(j : xi) ≥ q1 − δ +O(f1(N)).

Так же, как и в случае 10, положим w := j, и доказательство закончено.
Случай 21: предположим, что для каждой пары 〈v′, z′〉 ∈ A1 и для большинства

〈v′′, z′′〉 ∈ A1 выполнено I(v′z′ : v′′z′′) < q1 − δ. Тогда существует такая пара 〈v2, z2〉,
что

1. K(z2) = m2 < 3m1,

2. I(z2 : x̄) ≤ f2(N) := 3f1(N),

3. K(v2|z2, xi) ≤ f2(N),

4. K(v2|z2) = q2 ≥ q1 + δ/2.

Повторяя данную конструкцию снова и снова, на каждом шаге s мы будем полу-
чать слова vs, zs, для которых

1. K(zs) = ms = 3ms−1,

2. I(zs : x̄) ≤ fs(N) := 3fs−1(N) = 3sf(N),

3. K(vs|zs, xi) ≤ fs(N),

4. K(vs|zs) = qs > qs−1 + δ/2 = q + sδ/2.

Мы итерируем конструкцию для случаев 21, 22, 23 . . . , 2j , . . ., пока на некотором шаге
smax не возникнет случай 1smax .

Описанная итерация не может длиться слишком долго. Действительно, через s =
C
√

log N
f(N) шагов (для достаточно большой константы C) мы получаем противоречие

с неравенством

K(vs|zs) ≤ K(vs|x1, zs) +K(vs|x2, zs) + I(x1 : x2|zs) +O(logN)

(нетрудно проверить, что это неравенство выполнено для любых слов; см., например,
доказательство неравенства (6) в [10]): значение в левой части данного неравенства
не меньше CN/2, а значение в правой не больше

2fs(N) + I(x1 : x2|zs) +O(logN) = O(N).

Таким образом, после некоторого числа повторений случая 2s, на шаге smax <

C
√

log N
f(N) мы переходим к случаю 1smax . Это значит, что мы получаем такое слово

w, что
K(w) ≥ q + smaxδ/2−O(fsmax(N)) > q − g(N)

и
K(w|xi) ≤ 2δ + fsmax < 2δ + 3C

q
log N

f(N) f(N) < g(N) (i = 1, 2).
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Другими словами, не менее q битов общей информации нам удаётся выделить из слов
xi для уровня точности g(N).

Замечание. Во всех приведённых рассуждениях мы игнорировали аддитивные чле-
ны порядка O(logK(ys, ws)). Мы имели на это право, поскольку logK(vs, zs)� f(N).
Эта оценка выполнена, т. к. K(vs),K(zs) < N2 для s� logN . Отметим также, что на
каждом следующем шаге si нам требовалось всё большее и большее значение функции
fi(N). Определение g(N) подобрано так, чтобы самое большое из fi(N) не превысило
g(N). N

7 Заключение

Полученные нами результаты не дают полного ответа на поставленные вопросы. Мы
не доказали основную гипотезу 3 для нестохастических кортежей. Остаётся открытым
даже довольно специальный случай этого вопроса — гипотеза 2 (формулировка дока-
занной нами теоремы 2 выглядит несколько искусственно). Наконец, было бы инте-
ресно получить подтверждения нашей основной гипотезы 1 для свойств более общего
вида, требующих в формулировке нескольких перемен кванторов. Не изучен вопрос
об устойчивости колмогоровских свойств при релятивизации относительно бесконеч-
ных оракулов. Мы предполагаем, что дальнейшее изучение этих вопросов требует
развития новой комбинаторной техники.

Мы благодарны участникам колмогоровского семинара механико-математичес-
кого факультета МГУ за многочисленные плодотворные обсуждения. Особо мы бла-
годарим анонимного рецензента за внимательнейшее чтение статьи и чрезвычайно
подробные и информативные комментарии.
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8 Приложение

В этом разделе мы приводим доказательства технических лемм, использовавшихся в
основном тексте.

Доказательство леммы 1. Прежде всего, для любого x̄′ ∈ T (x̄|ȳ)

K(x̄′|ȳ) ≤ K(x̄|ȳ).

Следовательно, число таких x̄′ не превосходит 2K(x̄|ȳ)+1. Далее, оценим размер T (x̄|ȳ)
снизу. Заметим, что зная ȳ и все числа из профиля ~K ′(x̄|ȳ), можно перечислять список
всех элементов множества T (x̄|ȳ) (разумеется, не имея очень большой дополнительной
информации, нельзя определить, когда данный процесс перечисления закончится).
Таким образом, чтобы получить x̄ из ȳ, достаточно знать все компоненты расширен-
ного сложностного профиля ~K(x̄|ȳ), а также номер кортежа x̄ в указанном списке (в
порядке перечисления). Следовательно,

K(x̄|ȳ) ≤ log |T (x̄, ȳ)|+O(logN),

что и даёт требуемую оценку на размер T (x̄|ȳ). N
Доказательство леммы 2. Согласно лемме 1

|T (x̄|ȳ)| ≥ 2K(x̄|ȳ)−C logN

для некоторой константы C. Следовательно, не меньше половины x̄′ ∈ T (x̄|ȳ) имеют
сложность относительно ȳ большую или равную

K(x̄|ȳ)− C logN − 1.

Именно эти x̄′ ∈ T (x̄|ȳ) мы и включим в ST (x̄|ȳ).
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Поскольку каждый элемент x̄′ ∈ ST (x̄|ȳ) также принадлежит и T (x̄|ȳ), мы имеем

~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ).

Остаётся доказать, что с точностью до O(logN) выполнено обратное неравенство.
Иначе говоря, для любых V1, V2 ⊂ {1, . . . , n}, W1,W2 ⊂ {1, . . . ,m} мы должны пока-
зать, что

K(x̄′V1
, ȳW1 |x̄′V2

, ȳW2) ≥ K(x̄V1 , ȳW1 |x̄V2 , ȳW2)−O(logN). (6)

Для этого заметим, что

K(x̄′, ȳ) = K(x̄′V2
, ȳW2) +K(x̄′V1

, ȳW1 |x̄′V2
, ȳW2) +K(x̄′, ȳ′|x̄′V1∪V2

, ȳW1∪W2) +O(logN).

Правая часть этого равенства не превосходит

K(x̄V2 , ȳW2) +K(x̄′V1
, ȳW1 |x̄′V2

, ȳW2) +K(x̄, ȳ|x̄V1∪V2 , ȳW1∪W2) +O(logN),

поскольку x̄′ ∈ T (x̄|ȳ). Далее, учитывая равенство

K(x̄′, ȳ) +O(logN) = K(x̄, ȳ) =
= K(x̄V2 , ȳW2) +K(x̄V1 , ȳW1 |x̄V2 , ȳW2)+

+K(x̄, ȳ′|x̄V1∪V2 , ȳW1∪W2) +O(logN),

получаем (6). N
Доказательство леммы 3. Доказательство аналогично доказательству предыду-

щей леммы. Сразу приступим к доказательству более общего утверждения пункта
(2). Для любых U1, U2, U3, U4 имеем

K(x̄′U1
, ȳU3 |x̄′U2

, ȳU4 , z) ≤ K(x̄′U1
, ȳU3 |x̄′U2

, ȳU4) +O(1) ≤ K(x̄U1 , ȳU3 |x̄U2 , ȳU4) + δ1.

Если теперь предположить, что для некоторых V1, V2,W1,W2

K(x̄′V1
, ȳW1 |x̄′V2

, ȳW2 , z) < K(x̄V1 ȳW1 |x̄V2 , ȳW2)− δ −D logN,

то (аналогично рассуждению в доказательстве леммы 2) получаем

K(x̄′, ȳ|z) < K(x̄, ȳ)− δ + 2δ1 −D logN +O(logN).

Положив δ = 2δ1 + δ2, получаем противоречие с условием леммы при достаточно
большой константе D. N

Доказательство леммы 6: Зафиксируем алгоритм, которые получает на вход чис-
ла α, β, γ и перечисляет список всех (α, β, γ)-полугроздей. Будем называть этот алго-
ритм простым перечислителем. Хотя число полугроздей (для любой тройки парамет-
ров) конечно, простой перечислитель никогда не останавливается, поскольку у нас нет
эффективного средства решить, найдены ли к данному моменту все существующие
полугрозди с заданными параметрами. Мы можем лишь гарантировать, что каждая
полугроздь будет рано или поздно обнаружена и включена в список.

Далее мы опишем другой перечислитель, который выбирает некоторую подпо-
следовательность из списка всех полугроздей, выдаваемого простым перечислителем.
Для этого мы запускаем простой перечислитель, последовательно рассматриваем по-
рождаемые им полугрозди, и выбираем некоторые из них следующим образом. Пред-
положим, что полугрозди U0, . . . , Us уже выбраны; пусть теперь простой перечисли-
тель находит очередную полугроздь V . Обозначим ε = 2(β−α+2). Если |V ∩Ui| < 2β−ε

для всех i = 0, . . . , s, то мы выбираем данную полугроздь и полагаем Us+1 = V . В

26



противном случае мы пропускаем V и ожидаем появления следующей полугрозди в
перечислении.

Пусть U0, . . . , Uq есть список всех полугроздей, которые выбираются описанной
процедурой (при заданных значениях параметров α, β, γ) в порядке их обнаружения
простым перечислителем. Из конструкции ясно, что для каждой полугрозди V вы-
полнено либо V = Ui, либо хотя бы |V ∩ Ui| ≥ 2β−ε (для некоторого i ≤ q). Также из
конструкции следует, что |Ui ∩ Uj | < 2β−ε для любых двух выбранных полугроздей
Ui, Uj . Остаётся доказать, что q не слишком велико.

Достаточно показать, что каждая точка x принадлежит менее чем 2β−α+2 вы-
бранным полугроздям. Действительно, существует не более чем 2γ слов x таких, что
K(x) < γ. Если каждое слово x принадлежит не более, чем 2β−α+2 выбранным по-
лугроздям, и каждая полугроздь Ui содержит не больше 2α слов, то общее число
выбранных полугроздей не может быть больше

2γ · 2β−α+2

2α
= 2β+γ−2α+2.

Итак, остаётся оценить сверху число выбранных полугроздей, содержащих одну фик-
сированную точку x.

Предположим, что найдётся N = 2β−α+2 различных выбранных полугроздей Ui,
содержащих некоторое слово фиксированное x. Обозначим

U ′i = Ui ∩ {y | K(y|x) < β}

для всех этих полугроздей Ui. Из определения полугрозди следует, что каждое из U ′i
содержит не менее 2α−1 элементов. С одной стороны, мы имеем∣∣∣⋃U ′i

∣∣∣ ≤ |{y | K(y|x) < β}| < 2β

С другой стороны, ∣∣∣⋃U ′i

∣∣∣ ≥∑
i

∣∣U ′i ∣∣−∑
i<j

∣∣U ′i ∩ U ′j∣∣
Из |U ′i | ≥ 2α−1, и

∣∣∣U ′i ∩ U ′j∣∣∣ ≤ |Ui ∩ Uj | ≤ 2β−ε, следует∣∣∣⋃U ′i

∣∣∣ ≥ N · 2α−1 −N2 · 2β−ε = 2β,

и мы получаем противоречие. N
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