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1 Markovian Arrival Process (MAP)

Un Processus Additif Markovien des arrivées [PP95] est un Markov

bi-dimensionnel (Nt, X
∗
t )t≥0 c.à.d.l.à.g

– Espace d’état N × U avec U := {ei, i = 1, . . . , n} base canoni. Rn

– P
(
s, t; (m, ei), (k, ej)

)
:= P{Nt = k, X∗

t = ej | Ns = m, X∗
s = ei} vérifient

k ≥ m, P
(
s, t; (m, ei), (k, ej)

)
= P

(
s, t; (0, ei), (k − m, ej)

)
. (1)

Propriétés :

– X∗ est Markov de probabilités de transition

P
(
s, t; (ei, ej)

)
= P

(
s, t; (0, ei), (N, ej)

)
.

– N est à accroissement conditionnellement indépendants sachant

σ(X∗
s , s ≥ 0)

AS182 —10/09/04 2



J. Ledoux, INSA Rennes

❒ Cadre homogène en temps

– Taux de transition Q(·, ·) : z1, z2 ∈ N × U

P (t, t + dt; z1, z2) =





Q(z1, z2)dt + o(dt) if z2 6= z1

1 + Q(z1, z1)dt + o(dt) if z2 = z1.

À partir de la relation d’additivité (1), on aura : k ≥ m ≥ 0

Q
(
(m, ei), (k, ej)

)
= Q

(
(0, ei), (k − m, ej)

)
=: Dk−m(i, j)

– Structure du générateur infinitésimal G :

G :=




D0 D1 D2 · · ·

0 D0
. . .

. . .
...

. . .
. . .

. . .




en utilisant l’ordre lexicographique sur N × U .

– Le processus Markovien X∗ admet pour générateur Q∗ =
∑∞

k=0 Dk
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❒ Markovian Arrival Process (MAP) de Neuts :

Dk ≡ 0 pour k > 1.

➥ Le processus environnement X∗ a pour générateur

Q∗ = D0 + D1.

Deux exemples

• MMPP : un Processus de Poisson homogène d’intensité

modulée par un Markov homogène X de générateur Q

D0 = Q − diag
(
λ(i)

)
, D1 = diag

(
λ(i)

)
, Q∗ = Q.

• Renouvellement-PH : processus de renouvellement avec

inter-arrivées de loi de type PHase (α, Q0)

D0 = Q0 D1 = −Q01
Tα Q∗ = Q0 − Q01

Tα.
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• N est un compteur d’un sous-ensemble de transitions de (N, X∗)

Nt =
∑

(x,y)∈T

∑

0<s≤t

1{(N,X∗)s−=x,(N,X∗)s=y} =
∑

(x,y)∈T

Nt(x, y)

where T =
{(

(k, ei); (k + 1, ej)
)
, ei, ej ∈ U , k ≥ 0

}
.

• (Nt(x, y) −
∫ t

0
1{(N,X∗)s−=x}G(x, y)ds)t≥0 is a F(N,X∗) martingale.

d’où (Nt − At)t≥0 est une F(N,X∗)-martingale,

At =

∫ t

0

Xs−D11
Tds =

∫ t

0

λsds (2)

(At)t≥0 est le F(N,X∗)-compensateur du processus de comptage N .

(λt)t≥0 est la F(N,X∗) intensité stochastique de N

• La FN -intensité de N est donnée par

λ̂t = E[λt | FN
t−] = X̂∗

t−D11
T avec X̂∗

t := E[X∗
t | FN

t ] (3)
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2 Modèles “bôıte-blanche” de fiabilité du logiciel

❒ un ensemble de “modules”

❒ un modèle d’exécution de type Markov : X = (Xt)t de générateur Q

❒ un modèle de défaillance : Littlewood

– Arrivées Poisson durant le séjour dans un “module” i : λ(i)

– Possibilité d’arrivée d’une défaillance durant un transfert de contrôle d’un

“module” i à un autre “module” j : λ(i, j)

➱ N = (Nt)t : compteur des défaillances, X∗ : contrôle avec défaillances

D0(i, j) =





Q(i, j)(1 − λ(i, j))

−
∑

j 6=i Q(i, j) − λ(i),
D1(i, j) =





Q(i, j)λ(i, j) if i 6= j,

λ(i) if i = j.

X∗ = X (Q∗ = Q)
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❒ Feedback des défaillances sur le modèle d’exécution

➱ Redirection du contrôle, réparations, . . .

Sous des hyps adaptées:

X∗
t := “module occupé à t” et

Nt := nombre de défaillances observées sur [0, t]

➥ (N, X∗) = (X∗
t , Nt)t est un MAP

Q1 ? Transitoire pour N

☛ Ok. Bien documenté
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Q2 ? Asymptotique lorsque les défaillances deviennent rares

❒ Modèle initial + Petite perturbation ε des paramètres de défaillances

• Littlewood (pas de feedback)




D0(i, j) = Q(i, j)(1 − ελ(i, j))

D0(i, i) = −
∑

j 6=i Q(i, j) − λ(i)ε,





D1(i, j) = Q(i, j)ελ(i, j)

D1(i, i) = λ(i)ε.

➥ un MAP (N (ε), X∗,(ε)) avec

D
(ε)
0 := Q + εB0 D

(ε)
1 := εB1 et (B0 + B1)1

T = 0

Q∗,(ε) = Q

• Modèle général feedback/2 classes de défaillances :

D
(ε)
0 := Q + εB0 + ε2L0 (B0 + B1)1

T = 0

D
(ε)
1 := εB1 + ε2L1 avec (L0 + L1)1

T = 0

➥ Q∗,(ε) = Q + εR0 + ε2R1 (R0 + R1)1
T = 0
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☛ A l’échelle t/ε,

– N (ε) converge vers un processus de Poisson

– Convergence vers Poisson si X est un semi-Markov

– Vitesse de convergence en ε (distance en variation)

et l’ordre est optimal

On considère le processus de comptage C(ε) := (C
(ε)
t )t≥0

C
(ε)
t := N

(ε)
t/ε t ≥ 0 (4)

Théorème 1 ([GL04]) Avec le modèle de perturbation d’ordre 2, si Q

irreductible de distribution stationnaire πX et

si P := (Pt)t est un HPP d’intensité

λ = πXB11
T

Alors, pour tout T > 0, il existe une constante κT telle que

dTV

(
PC(ε),T ; PT

)
≤ κT ε.
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❒ La preuve pour perturbation d’ordre 1 (feedback/1 seule classe de

défaillances)

• Inégalité de base sur dTV(PC(ε),T ; PT ) [Kab82, Th 2]

Si Â(ε) est le FC(ε)

-compensateur de C(ε) et A le compensateur de P (2-3)

dTV

(
PC(ε),T ; PT

)
≤ 2 E Var(Â(ε) − A)T

= 2 εE

∫ T/ε

0

∣∣(X̂∗,(ε)
s− − πX)B11

T
∣∣ds

≤ κ ε E

∫ T/ε

0

∥∥X̂∗,(ε)
s− − πX

∥∥
1
ds

où λ̂(ε) est la FN(ε)

-intensité, et X̂∗,(ε) := E[X
∗,(ε)
t | FN(ε)

t ] ➱ filtrage .

• Essentiel :

sup
ε

E

∫ T/ε

0

‖X̂∗,(ε)
s − πX(·)‖1ds < ∞
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☛ Équation de filtrage

Lemme 1 X̂∗,(ε)
t := E[X

∗,(ε)
t | FN(ε)

t ] et α est la distribution de X0.

On a t ≥ 0,

X̂∗,(ε)
t = α +

∫ t

0

X̂∗,(ε)
s−Q∗,(ε)ds +

∫ t

0

v
(ε)
s−(dN (ε)

s − λ̂(ε)
s ds)

avec

v
(ε)
s− :=

X̂∗,(ε)
s−D1

λ̂
(ε)
s

− X̂∗,(ε)
s− λ̂(ε)

s = X̂∗,(ε)
s−D

(ε)
1 1T

☛ On obtient la répresentation de X̂∗,(ε)
t

X̂∗,(ε)
t = α exp

(
Q∗,(ε)t

)
+

∫ t

0

vε
s− exp

(
Q∗,(ε)(t − s)

)
(dN (ε)

s − λ̂(ε)
s ds).
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Comme v
(ε)
s−1T = 0 et ‖v

(ε)
s−‖1 ≤ 2, on obtient

‖X̂∗,(ε)
t − πX‖1 ≤ ‖α exp(Q∗,(ε)t) − πX‖1 (5)

+2

∫ t

0

∥∥ exp
(
Q∗,(ε)(t − s)

)
− 1TπX‖1(dN (ε)

s + λ̂(ε)
s ) (6)

Lemme 2 [SZ94] Pour le générateur Q∗,(ε) = Q + εR avec R1T = 0, on a

t ≥ 0 ‖ exp
(
Q∗,(ε)t

)
− 1TπX‖1 ≤ K

(
ε + exp(−ρt)

)
(7)

‖α exp(Q∗,(ε)t) − πX‖1 ≤ K
(
ε + exp(−ρt)

)
(8)

avec K, ρ > 0 dépendent seulement de Q

Le premier terme (5) :

(8) =⇒

∫ T/ε

0

(5)dt =

∫ T/ε

0

‖α exp(Q∗,(ε)t) − πX‖1dt ≤ κ1,T .
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Le second terme (6):

λ̂
(ε)
s est la FN(ε)

-intensité de N (ε) et v
(ε)
s− is FN(ε)

-prévisible

(6) = 2 E

∫ t

0

∥∥ exp
(
Q∗,(ε)(t − s)

)
− 1TπX‖1(dN (ε)

s + λ̂(ε)
s ds)

= 2 E

∫ t

0

∥∥ exp
(
Q∗,(ε)(t − s)

)
− 1TπX‖1 λ̂(ε)

s ds

– λ̂
(ε)
t = X̂(ε)

t−D
(ε)
1 1T≤ κ ε where κ ne dépend pas de ε et t.

–
∥∥ exp

(
Q∗,(ε)(t − s)

)
− 1TπX

∥∥
1
≤ K

(
ε + exp(−(t − s)ρ)

)
avec (7)

=⇒ E

∫ t

0

∥∥ exp
(
Q∗,(ε)(t − s)

)
− 1TπX

∥∥
1
λ̂(ε)

s ds ≤ ε(C2t ε + C3)

=⇒

∫ T/ε

0

(6) dt ≤ κ2,T
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3 Modèle d’exécution non-homogène

❒ Définition d’un MAP avec des matrices D0(t) et D1(t)

Définition 1 (Nt, X
∗
t )t≥0 est un NHMAP s’il existe des matrices de fonctions

D0(t) := (D0(t; i, j))
n
i,j=1, D1(t) := (D1(t; i, j)

n
i,j=1 avec

1. (1 − δi,j)D0(t; i, j) ≥ 0, D1(t; i, j) ≥ 0 and
(
D0(t) + D1(t)

)
1T = 0.

2. ∀i, j, les fonctions t 7→ D0(t; i, j), t 7→ D1(t; i, j) sont localement intégrables.

3. Les processus suivants sont des FZ-martingales : k ∈ N, ei ∈ U

1{(N,X∗)t=(k,ei)} −

∫ t

0

(
1{Ns−=k−1}

(
Xs−D1(s)

)
(i) + 1{Ns−=k}

(
Xs−D0(s)

)
(i)

)
ds

3. reformulation à notre MAP des proc. suivants sont des F(N,X∗)-martingales

k ∈ N, i = 1, . . . , n : 1{(N,X∗)t=(k,ei)} −

∫ t

0

Q
(
s; (N, X∗)s−, (k, ei)

)
ds
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☛ Les principales propriétés du cadre homogène sont ok

➱ Le processus environnement X∗ est un NHMP de générateur

Q∗(t) = D0(t) + D1(t).

➱ Le F(N,X∗)-compensateur de N est

At =

∫ t

0

Xs−D1(s)1
Tds =

∫ t

0

λsds.

➱ Le FN -compensateur est

Ât :=

∫ t

0

E[λs | FN
s−]ds =

∫ t

0

X̂s−D1(s)1
Tds =

∫ t

0

λ̂sds.

avec X̂t := E[Xt | FN
t ].
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❒ Modèle de perturbation d’ordre 1 (cf 2])

Sous l’hypothèse que t 7→ Q(t) est une fonction localement intégrable,

les fonctions D
(ε)
0 (t) et D

(ε)
1 (t) associées au modèle de Littlewood

satisfont Déf 1 et

D
(ε)
0 (t) = Q(t) + εB0(t) and D

(ε)
1 (t) = εB1(t)

où B0(t) and B1(t) sont telles que

(B0(t) + B1(t))1
T = 0.

➥Q∗,ε(t) := D
(ε)
0 (t) + D

(ε)
1 (t) = Q(t) + εR(t) avec R(t)1T = 0.

Pour un Poisson modulé par un NHMP X, (Q(t))t≥0 est le générateur

de X.
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❒ Stationarité asymptotique du processus d’environnement

(AS1) X est un NHMP de générateurs (Q(t))t tel que

sup
t

‖Q(t)‖1 < ∞.

(AS2) ∃ générateur irreductible Q de loi stationnaire πX , un réel α > 1 tel que

lim
t→+∞

(2t)α‖Q(t) − Q‖1 = 0 (9)

Sous (AS1) les matrices D
(ε)
0 (t), D1(t) satisfont la Déf 1 et

k = 0, 1 : sup
t

‖Bk(t)‖1 < ∞ sup
t

‖R(t)‖1 < ∞

Sous (AS2)

➥ Bk := limt→+∞Bk(t) et
∫ +∞

0
‖B1(t) − B1‖1dt < ∞

➥ Q∗,(ε)(t) converge vers une limite lorsque t → +∞
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Sous (AS1-2)

➥ Forte ergodicité uniforme de X [JI88]

(9) =⇒ lim
t→+∞

tα sup
s≥0

‖P (s, s + t) − π1T‖1 = 0

Si α > 1 alors
∫ +∞

0

sup
s≥0

‖P (s, s + t) − 1TπX‖1dt ≤ C < ∞

➱ Permet le contrôle d’expressions (cf Lemme 2)

‖P (ε)(t, s) − 1Tπ‖1 ≤ κε

∫ t

s

‖P (t, r) − 1Tπ‖1dr + ‖P (t, s) − 1Tπ‖1

‖P (ε)(t, 0)α − π‖1 ≤ κε

∫ t

s

‖P (t, r) − 1Tπ‖1dr + ‖P (t, s) − 1Tπ‖1

où P (ε)(s, t) est le noyau de transition associé à Q∗,(ε),

et κ est indépendant de ε et t, s.
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❒ Le résultat

Considérons C(ε) := (C
(ε)
t )t≥0 défini par

C
(ε)
t := N

(ε)
t/ε t ≥ 0

où N (ε) le p.p. associé au MAP défini par D
(ε)
0 (·), D

(ε)
1 (·) sous (AS1).

Théorème 2 Supposons (AS1-2).

Soit P := (Pt)t un HPP Π(πXB11
T).

Pour tout T > 0, il existe une constante κT such that

dTV

(
PC(ε),T ; PT

)
≤ κT ε.

Résultat encore valide pour un modèle avec feedback
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4 G-marquage réel

Cas d’un G-marquage réel du p.p. (Tk)k associé au (NH)MAP

Définition 2 ([LB95]) Soit G(s, dx) un noyau stochastique de R+ vers R.

Le p.p.m. (Tk, Zk)k≥1 ou la m.a. µ définie par

µ(ω; dt, dx) =
∑

k≥1

1{Tk(ω)<∞}δTk(ω),Zk(ω)(dt, dx).

est un G-marquage de (Tk)k si Z1, Z2, . . . sont conditionnellement

indépendantes sachant (Tk)k et

P{Zk ∈ dx | σ(Tm, m ≥ 0)} = G(Tk, dx) P − ps sur {Tk < +∞}.

Si G(t, dx) = G(dx), G est dit un marquage indépendant de (Tk)k.
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❒ µ (ou (Tk, Zk)k≥1) → Fµ-compensateur ν (m.a. sur R+ × R)

Comme Nt(ω) = µ(ω; [0, t] × R) < +∞, on a ν(ω; [0, t] × R) < +∞ et

➱ Var(ν − ν̃)T est la variation totale de la mesure ν − ν̃ sur [0, T ] × R

❒ G-marquage µ caractérisé par la forme spécifique de ν [LB95] :

➱ ν(dt, dx) = G(t, dx)A(dt)

où A est le FN -compensateur du p.p. (Tk)k

☛ Si G(s, dx) est a.c. wrt la mesure de Lebesgue et

si µ̃ est le G-marquage d’un HPP Π(λ), alors on a

E Var(ν − ν̃)T ≤ E Var(A − Ã)T , T > 0 (10)

où A est le FN -compensateur du MAP (voir (2)) et Ã := (λt)t
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Alors, [KL83, Th 2] + (10), donne

Lemme 3 Si Pµ,T est la loi du G-marquage µ d’un MAP

P �

µ,T est la loi du G-marquage µ̃ d’un HPP

dans l’espace de toutes les mesures de comptage sur [0, T ] × R, alors

dTV(Pµ,T ; P �

µ,T ) ≤ 2 E Var(A − Ã)T .

☛ µ(ε) : un G-marquage of C(ε) (see (4)) avec G(s, dx) indépendant de ε.

µ̃ : le G-marquage du Poisson homogène Π(1TB1π)

Théorème 2 + Lemme 3

➥ ∀T > 0, il existe une constante κT telle que

dTV(Pµ(ε),T ; P �

µ,T ) ≤ κT ε.

➥ Approximation par un Poisson Composé dans le cas de G-marquage

indépendant
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