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(Premier) ThéorèmedeCobham(1969)

Soit E un ensemble d'entiers.
Soient p et q deux entiers multiplicativement indépendants.
Alors,

E est p-reconnaissable et q-reconnaissable

si et seulement si

1E est une réunion �nie de progressions arithmétiques.

Survol des thormes de type Cobham – p. 2/33



(Premier) ThéorèmedeCobham(1969)

Soit E un ensemble d'entiers.
Soient p et q deux entiers multiplicativement indépendants.
Alors,

E est p-reconnaissable et q-reconnaissable

si et seulement si

1E est une réunion �nie de progressions arithmétiques.

Survol des thormes de type Cobham – p. 2/33



Ensemblesd'entiers reconnaissables

Cas d = 1. Soit E = f 2n; n 2 Ng.

Ecriture des éléments de E en base 2 : L 2(E) = 10� .

0 0 0,1

1 1
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(Second)ThéorèmedeCobham(1972)

Soient E un ensemble d'entiers et p � 2 un entier.
Alors,

E est p-reconnaissable

si et seulement si

E est l'image par un morphisme lettre à lettre
d'un point �x e de substitution de longueur p

(ce que nous nommerons par suite p-substitutive).
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Exemple

Posons

1E = 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Soit x 2 f a;b;cgN le point �x e débutant par a de l'application

a 7! ab; b7! bc; c 7! cc

et � l'application dé�nie par

a;c 7! 0; b7! 1;

alors 1E = � (x).
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Première traduction

Version substitutive :

Soient A un alphabet �ni, x 2 AN, et, p et q � 2 deux entiers
multiplicativement indépendants. Alors,

x est p-substitutive et q-substitutive

si et seulement si

x est ultimement périodique.
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ThéorèmedeBüchi (1960)

Soit E � Nd. Il y a équivalence entre :

� E est p-reconnaissable ;

� E est p-dé�nissab le.

Exemple : 
3
9

!

=

 
0011
1001

!

=

 
0
1

!  
0
0

!  
1
0

!  
1
1

!
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Dé�nissabilité

Structure : hN; + i ou hN; + ; Vpi

Vp(x) = y : y est la plus grande puissance de p divisant
x, V3(18) = 9.

Formule du premier ordre � (x1; x2; : : : ; xn) dans hN; + i
(resp. hN; + ; Vpi ) :

variables sur N : x1; x2; : : :

égalité : =

fonctions : + , (resp. Vp)

connecteurs : ( ; ) ; , ; _ ; ^ ; :

quanti�cateurs : 9; 8.
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Dé�nissabilité

E � Nd est dé�nissab le (resp. p-dé�nissab le) si E est
dé�ni par une formule de hN; + i (resp. hN; + ; Vpi )

Exemple : E = f 2n; n 2 Ng est 2-dé�nissab le et
4-dé�nissab le par :

� 2(x) = (V2(x) = x) et

� 4(x) = (V4(x) = x) _ (V4(x + x) = x + x)

autre exemple : X = f (x; y; z) 2 N3; x + y = zg est
p-dé�nissab le pour tout p � 2.

Toute progression arithmétique est p-dé�nissab le.

Théor �eme. X � N est ultimement périodique si et
seulement si X est dé�nissab le dans hN; + i .
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E � Nd est dé�nissab le (resp. p-dé�nissab le) si E est
dé�ni par une formule de hN; + i (resp. hN; + ; Vpi )

Exemple : E = f 2n; n 2 Ng est 2-dé�nissab le et
4-dé�nissab le par :

� 2(x) = (V2(x) = x) et

� 4(x) = (V4(x) = x) _ (V4(x + x) = x + x)

autre exemple : X = f (x; y; z) 2 N3; x + y = zg est
p-dé�nissab le pour tout p � 2.

Toute progression arithmétique est p-dé�nissab le.

Théor �eme. X � N est ultimement périodique si et
seulement si X est dé�nissab le dans hN; + i .

Survol des thormes de type Cobham – p. 9/33



Dé�nissabilité
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Deuxièmetraduction

Version logique :

Soient E � N, et, p et q � 2 deux entiers
multiplicativement indépendants. Alors,

E est p-dé�nissab le et q-dé�nissab le

si et seulement si

E est dé�nissab le.

Questions :

à plusieurs dimensions ?

pour d'autres systèmes de numération ?

pour d'autres substitutions ?
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Théorèmede Semenov

Théor �eme (1977). Soient E � Nd, et, p et q � 2 deux entiers
multiplicativement indépendants. Alors,

E est p-dé�nissab le et q-dé�nissab le

si et seulement si

E est dé�nissab le.

Autres preuves :

1991 : Müchnik (en russe)

1994 : Bruyère-Hansel-Michaux-Villemaire (traduction)

1996 : Michaux-Villemaire
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Questions:

pour les pavages ?

dé�nissabilité, progressions arithmétiques et
périodicité ?

Survol des thormes de type Cobham – p. 12/33



Questions:

pour les pavages ?

dé�nissabilité, progressions arithmétiques et
périodicité ?

Survol des thormes de type Cobham – p. 12/33



Critèr edeMüchnik

Théor �eme (1991). Soit E � Nd. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

E est dé�nissab le,

E est semi-linéaire (union �nie de points et de cônes
(a0 + Na1 + � � � + Nak, ai 2 Nd)),

E est localement périodique et chaque section est
dé�nissab le.
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Localepériodicité

E � Nd est localement périodique s'il existe un ensemble �ni
de périodes V � Nd

et k 2 N tels que dans toute fenêtre F de
taille k � maxv2V jjvjj placée suf�samment loin de l'origine,
il existe v 2 V tel que

E \ (E + v) \ F = (E + v) \ F:

v

K

K-||v||
x
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Substitutionsdecarrés

Théor �eme. (Cerny-Gruska, 1985) Un ensemble E � Nd est
p-reconnaissable si et seulement s'il est “p-substitutif”.

Survol des thormes de type Cobham – p. 15/33



Substitutionsdecarrés
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Troisièmetraduction

Version pavages :

Soit T un pavage de Rd par des carrés
colorés d'un nombre �ni de couleurs.
Soient p et q deux entiers multiplicativement indépendants.
Alors,

T est p-substitutif et q-substitutif
si et seulement si

T est “semi-linéaire”
.
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Questions

Que peut-on obtenir avec :

Un+1 = Un + Un� 1 ?

0 7! 001, 1 7! 10?
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Dynamiqueet actionsdeZ2


 = f � ; � gZ2
est un ensemble de Cantor.

(v; T ) � ! T + v

est une action de Z2 sur 
 .

Système de pavages : X (T ) = fT + v; v 2 Z2g
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Dynamiqueet actionsdeR2

A : ensemble �ni de polygones


 : ensemble de tous les pavages par des translatés de
A


 est métrique compact mais pas Cantor pour la
“topologie naturelle”.

(v; T ) � ! T + v est une action de R2 sur 
 .

Système de pavages : X (T ) = fT + v; v 2 R2g
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Cobham,pavageset homéomorphie

Théor �eme.[Ormes-Radin-Sadun, 2002] Soient X et Y deux
syst �emes de pavages substitutifs non-périodiques hom éomorphes de

coef�cients de dilatation respectifs � et �
0
. (+ Supposition sur

l'orientation des pavages.) Alors,

Si � est un entier alors �
0

est entier, et Z[1=� ] = Z[1=�
0
] en tant

que sous-ensembles de R.

Si � n'est pas un entier alors � et �
0

sont irrationnels, et

Q[1=� ] = Q[1=�
0
] en tant que sous-ensembles de R.

Survol des thormes de type Cobham – p. 20/33



Cobham,pavageset homéomorphie
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PavagedePenrose
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Pinwheeltiling
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Pavagede la chaise
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Exposition

Pavage du sphinx
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Cobham,pavages,facteurset conjugaison

Théor �eme. Soient (X (T1); Rd) et (X (T2); Rd) deux syst �emes de
pavages auto-similaires de coef�cients de dilatation respectifs � 1 et � 2.

[Holton-Radin-Sadun, 2005] Supposons les conjugu és. Alors,

� 1 et � 2 sont multiplicativement dépendants.

[Cortez-Durand, 200 ?] Supposons qu'il existe un pavage
non-périodique T et deux applications facteurs � i : X (Ti ) ! X (T ),
i 2 f 1; 2g, alors

� 1 and � 2 sont multiplicativement dépendants.
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Cobham,Semenov et pavages

Corollaire . [Durand, CANT 2006] Soit (X ; Zd) un syst �eme de
pavages minimal. Soient � 1 et � 2 deux entiers sans puissance
commune. Alors,

(X ; Zd) est conjugué �a un syst �eme de pavages � 1-substitutif, ainsi qu'
�a un syst �eme de pavages � 2-substitutif

si et seulement si

X est �ni.

Corollaire . Premier théorème de Cobham pour d = 1.
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Preuvedu Th. de Semenov (d=1)

(X p; T; � ) � !�

(X (E); T

; �

)

 � (X q; T; � )
n

pn

qm ; n; m 2 N
o

= R+ =) E syndétique.

=) (X (E); T) (presque) minimal.

On peut supposer (X p; T) et (X q; T) minimaux.

f � (U); U cylindre g= [ np� nF , # F < 1 [H-Z, 2001].

f � (U); U cylindre g = [ np� nG = [ nq� nG, # G < 1
[Du, 2000]

Il existe U; V , g1; g2 2 G, m 6= n et s 6= t tels que
g1pn = � (U) = g2qs

g1pm = � (V) = g2qt
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Extensionssubstitutives

x 2 AN � -substitutive dans S : x = � (y)
� : B (y) ! A, � (y) = y, � : B (y) ! B (y)� dans S.

Conjecture . Soient � et � deux nombres de Perron multiplicativmeent

indépendants. Soit A un alphabet �ni. Soit x 2 AN. Les assertions
suiantes sont équivalentes :

1. x est � -substitutive (dans S) et � -substitutive (dans S) ;

2. x est ultimement périodique.

Vrai pour :

S : substitutions de longueur constante ;

substitutions primitives ;

“bonnes” substitutions.
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Systèmesdenumération

syst �eme de numération : Suite d'entiers positifs
U = (Un; n 2 N) telle que

U strictement croissante,

U0 = 1,

f Un +1

Un
; n 2 Ng est borné.

Posons c = supf Un +1

Un
; n 2 Ng et AU = f 0; � � � ; c

0
� 1g où c0 est

la partie entière supérieure de c.
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Systèmesdenumération

Par l'algorithme d'Euclide (appelé aussi algorithme
glouton) chaque entier x s'écrit de façon unique :

x = ai Ui + ai � 1Ui � 1 + � � � + a0U0;

U-representation of x : � U(x) = ai � � � a0

LU = LU(N) = f 0n� U(x); n 2 N; x 2 Ng

LU(E) = f 0n� U(x); n 2 N; x 2 Eg

E est U-reconnaissable si le langage LU(E) est
reconnaissable par un automate �ni.
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Systèmesdenumération

Syst �eme de numération de Ber trand U :

w 2 L(U) si et seulement si w0n 2 L(U)n 2 N:

[Bertrand-Mathis, 1989] Soit U un syst �eme de numération. C'est un
syst �eme de numération de Bertrand si et seulement s'il existe � > 1 tel
que L(U) = L(� ).

L(� ) : ensemble des mots �nis apparaissant dans l'écriture
des x 2 [0; 1] via l'algorithme glouton.

[Bertrand-Mathis, 1983] L(� ) est reconnaissable par automates si
est seulement si � est un � -nombre.
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Systèmesdenumération

[Durand, 1998] Soient U et V deux syst �emes de numération de
Bertrand, � et � deux � -nombres multiplicativement indépendants tels
que L(U) = L(� ) et L(V) = L(� ), et E � N.

E est U-reconnaissable et V-reconnaissable

si et seulement si

E est une réunion �nie de progressions arithmétiques.
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Suitessubstitutives

Si d� (1) = a1 � � � an0! , an 6= 0, alors ! � est dé�nie par

1 ! 1a1 2;
...
n � 1 ! 1an � 1 n;
n ! 1an ;

:

Si d� (1) = a1 � � � an(an+1 an+2 � � � an+ m)! , alors ! � :

1 ! 1a1 2;
...
n + m � 1 ! 1an + m � 1 (n + m);
n + m ! 1an + m (n + 1):
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