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��� ������� �������� ����� T1
�ª ��� ����� �ª � � ���� ����� ��� ������ �ª ��

���������� �������� ¡ ¢��� ����� �ª � ��  ����  � ��� �� ������ � ��� ��������
������ ���� ������ �ª ����� ���  ���� � �� ��������� �� £�§�¥�¨ � ���� �� � � ¡� ¡�
��� ��������� �ª � ���������� �ª ª������ ���� ��� � � �������� ������ �� ���
���������������� ���� ������ �ª ���������� ��������� � �� ���� �� � � ��� �ª ª������
�� ����� ���  ���� £���¥¥¨ � �� ��� ���������������� �ª ����� ���  ���� ����
������ �ª ������������� £�	
� ¨ ¡

������� �������� �ª �������������� �ª ���� ª�� ��ª� � ����������� ���� ���� ����
� ���� ¡ §�� � ��� ������� � ��� ��� ������ £�§�¥�¨ ¡ ��� �ª ��� � ��� ����  ����
����� �� � ��� �� � �������� �ª ��� � ����� �������� �����

T2 = R2/Z2
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�� ������� � ��� ¢��� ������  ��� � ���� �� � ��� ���� ����� �ª ��� ������������
1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1

����� ��� ����� �ª � � ���� �ª ��� ����� T2 ����� ���
������ �ª � ����������� ��

T2
  ��� ���� ��� �� � ��������� �ª
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���� ����� ������

  ��� ª������ � ������� £���
¦ �¤��¥�¨ ¡ � ��� ���������� ���� ������ �ª « ����� �
� ���� ��������� ����

n
������� £«���¨ ���� ������ �ª ������ �ª ��� �����

Tn−1

����� ��� ������ �ª � ����������� ��
Tn−1

  ��� ���� ��� �� � ��������� �ª
Tn−1����

n
������   ��� ª������ �������� £« 
¥ �¨ ¡

« ������ �������� �  ���� �� ���� �� ��� ���� ���� ��� � �������� ��  ��� ���   ���
� � ��������� �ª

T1
¡ 
� �� ������ ���������� �� ������� � ������ ���� ��������
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��� ���� ���� � ����� ��������  ���� ���� � ������������ ������ �� ���� ��� ��
���������� �� � ����� �������� ����� ���  ���� £�� ¥¥¨ ¡ ¢�� ����� �ª ��� ���
����� ��� ����� ���� ������ ����  � ��� ���� �� ������ � ������ ������������� �ª
��� ������������� ��� ���� ����� ���� ������ �ª ������ ���� �������� ������ � ������ ��� ����������� �ª ��� � ����� ������������� � ��� ���������

(m, n)
���� �� ���  ��� �� ����� ��������� �ª � ��������� � �� ����� �������������� ���� ������

£�§�� ¨ ¡


� ��� ����� ����� ����������� � �� ���  ��� ������������� � �������� ������
��� � ������ ����� ��� �������� �������� ����� �� � � ������� ��� ������������ ¡
�� �������� �� ��� ������� ����� � ª������ �������������� ��������� �� ����
����� ��������� ��� ���� ���������� ������ ���� �������� ���� ����� �� ��� �����
�ª £� ��� �¨ ¡ �� ����� ������ ������������� ����������   ��� � �������� �����
���� � ����� �� ���� ������� ���������� �ª ��� ��� ������ �ª 	�������� ��������
�� �������� ���� ����� ���� �� ����� �� �� £«���¦¨ ¡ �� �������� ���� ��������
��������� ������ �� ��� ����������� �ª � 	�������� ��������   ��� � ����������������� ¡ 
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�������� �� ������� ¦ ¡ ������� � �� ������� �� ��� ����� ���� ����� �ª ���
������������ Cα
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�� ��� �������� ������� ���� �� ����� ��
x
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x� := x −
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v ∈ Z2
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�
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v
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�� �
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T2 = (R/Z)2
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{v ∈ R2; xv ∈ [−1
2
, 1

2
[
���

yv ∈ [−1
2
, 1

2
[} � � ¡� ¡� ��� �������������� ���� �ª

0
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�� ����� �ª �������� �  � ���� ������ �� �
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�ª � �����
v ∈ R2

¡ ¤�� �� ������ ��� ª��� ���� ���
� ��

x 7→ �
x� �� ���� �� �������� �������� ª���

R2
����

T2
¡

� ������ ���� �ª �����������  � ����� � ���������� ���� ��� �� ����
α ∈ [0, π/4] ���� ��������� ���� ���� ��� ������ � � �������� �� ��� ���� �ª ��� ����� � ����� ¡

�� ������ ��
rα

��� 	�������� �������� �ª �����
α �

rα : R2 → R2, v 7→







cos(α) − sin(α)

sin(α) cos(α)





 v.

¢�� �	
 ��
�
 �����	�� �
rα� �� ������ ��

�
rα� : Z2 → Z2, v 7→

�
rα(v)�.

�� �
rα�  � � ��� ��� � ��

�
rα� : Z2 → T2, v 7→ �

rα(v)�.
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(i, j)

��� ��������� ����� �ª ��� 	�������� �����
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¡ �� ���
iα := rα(i)

���
jα := rα(j)

¡
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Q
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2 �� ������ �
���� �����	�� ����

Q
¡ «� ����������� ª��� {0, 1, · · · , m−1}×{0, 1, · · · , n−1}��

Q
�� ������ � ����
�� �ª ����

[m, n]
¡ ¤��

C
� � � ������������ ��

QZ
2 ¡ «

�������
χ

�ª ����
[m, n]

������ �� ��������
v

��
C

�ª
C(v +p) = χ(v)

� ª�� ���
p  ���

xp, yp ∈ {0, 1, · · · , m−1}×{0, 1, · · · , n−1} ¡ ¢�� ����������� ������� ���
ª������� �ª ��� ������������ C

�� ������ �� ��� ª������� pC : N2 → N
� ����

������ ��� ������ �ª �������� �ª ����
[m, n]

��
C

¡

¢�� �
�
	�� �ª ��� ������
p ∈ Q

�� ��� ������������ C ∈ QZ
2 �� ������ ��

��� ª����  ��� ��� �� ��ª �� �� ����� �

ηC(p) = lim
N→∞

����{v ∈ Z2, xv, yv ∈ {−N, · · · , N} ���
C(v) = p}

(2N + 1)2 .

�� ��� ������ ����� ��� ������� �ª � �������
χ

�� ��� ������������ C
�� ���

ª����  ��� ��� �� ��ª �� �� ����� �

ηC(χ) = lim
N→∞

����{v ∈ Z2, xv, yv ∈ {−N, · · · , N} ���
χ

������ �� ��������
v}

(2N + 1)2 .
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�
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(X, T )

�� ������ �� ��� ������ �ª � ���������� ��� ����
� ��

T
�� � ������� �����

X
¡ � ���� � � ���������� ��� ���� � ���

T1

���
T2

������ ��
X

��� �����ª� ���
T1 ◦ T2 = T2 ◦ T1

� ���
Z2 ����	�� ��

T1

���
T2��

X
� ����  � ������

(X, T1, T2)
� �� ������ ��

∀(m, n) ∈ Z2, ∀x ∈ X, (m, n) · x = Tm
1 ◦ T n

2 (x).


� �� ������� �� ���������   ��� � ����� �������� �������� ����� ���� ������ ��
��� ���� ��

(X, T1, T2)
�� ������ ��� ������ �ª ��� � ����� �ª

X ����� ���
Z2

�
������ �� ª����  � � ����� x0 ∈ X

��� ����� � ���
� �	�� � �� ��	��
l
������ ��

X  ��� ������ �� � ����� ���
Q

���� ����� �������� ������ �� ��� ���� � �ª � �����
��������� �ª

X
� ��� ������������ C

������ ��

∀(m, n) ∈ Z2, C(m, n) = l(Tm
1 ◦ T n

2 (x0))

�� ������ ��� ������ �ª ��� ����� �ª
x0

����� ���
Z2

�������
(X, T1, T2)

  ���
���� ��� �� ��� ��� ������ ª������� l

¡
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� ����� ��� � �� ���� ���������� � ���
Cα

«�������� �� £�� ¥�¨ �  � ���� ����� � ���� ������������ Cα

  ��� ��� ��������
�������� �

rα� ���� ������� �� ��� ��ª��� ����� ���������� ��� �������� �������� ���� ������������ Cα

�� ������ �� � ����
v ∈ Z2

��������� �� ��� ������ �ª ���
�������� �������� �� ���

4
����������� �ª

v
� ª���������� � ����� �� ���� � ������

���������� ���� ���� ��� ������������ Cα

�� ����� ��� ��������� ����������� ������ �ª ��� �������� �������� £��¥�¨ ¡
� ��� ���������� ª�� � �����

v ∈ Z2
�  � ������ �� V4(v)

��� ��� �ª
4
������������ª

v
� ���� �� � V4(v) = {v + i, v + j, v− i, v− j}. ¢�� ������������ Cα

����
���� �����

v
�ª

Z2
�� ��� ��� �

rα�(V4(v)) −
�
rα� �v� � ���� �� �

Cα(v) := {a0, a1, a2, a3} with (ak =
�
rα(v+rk

π/2(i))�− �
rα(v)� � ª�� k = 0, · · · , 3).

��� ������ ������ ����
Cα

�������� ������ � �� � �������� ���� ���� � ª�� �
�������� ����ª � ��� £�� ¥�¨ ¡ ¤��

Qα

����� ª�� ��� ����� ��� �ª ������ ����� ��
Cα

¡

α

rα(v − i)

rα(v + i)

rα(v − j)

rα(v + j)

rα(v)

α

[rα(v))]

α

� Wf_^U � g � ]^Yf^U\\WyU cYd\[^_c[WYd YZ [TU cYdef_^V[WYd
Cα

i hU ^U]^U\Ud[ [TU \U[ YZ
yUc[Y^\ [TV[ bUV`\ [Y [TU ^UbV[WyU ] Y\W[WYd\ YZ [TU rwdUWfTv Y^\ YZ

v
VZ[U^ [TU Vc[WYd

YZ [TU `W\c^U[U ^Y[V[WYd g
�� ����� � � ��� 
 �ª ��� ����� T2 ≡ [−1

2
, 1

2
[ ×[−1

2
, 1

2
[
�� � ��������� �ª ��� ª���

[a, b[×[c, d[
�   ��� −1

2
≤ a ≤ b < 1

2

��� −1
2
≤ c ≤ b < 1

2

¡ ¢�� �������������� �ª
Cα

�� � ������ �
Z2

������� �� ����� �� ��� ª����  ��� ������ �
	������ � 
���
��� �� 
�
 
� 	
�
 � ����	�	��

Pα = {Ip, p ∈ Qα}
�� �� 
����


T2 	��� � � �	�
 ����
� �� � ��� 

 
� �� ����

∀v ∈ Z2, Cα(v) = p ⇐⇒ �rα(v)� ∈ Ip.

� ��� ���������� ��� ���������
Pα

�� ������ �� ª����  � � �ª
α ∈ [0, π/6]

����� ¡
[π/6, π/4[

� � ���� ��� ����� �� ��� ���� ���� �� � ��� ¦� ª��� �� � ����� ���� �� ���
��� ���� � �¥ �����   ��� �������� x = −1

2
, x = 1

2
− cos(α)

�
x = sin(α) − 1

2

�
x = 1

2
− sin(α)

�
x = cos(α) − 1

2
, 1

2

�
y = −1

2
, y = 1

2
− cos(α)

�
y = sin(α) − 1

2

�
y = 1

2
− sin(α)

�
y = cos(α) − 1

2
, 1

2

� ����� ¡
x, y = −1

2
, 1

2
− cos(α)

� 1
2
− sin(α)

�
sin(α) − 1

2

�
cos(α) − 1

2
[
� 1

2

� ¡ � ��� ���������� ��� ������ ��
Qα

��� ������� ¦�
���� ���� �ª

α 6= 0, π/4, π/6
�
16

���� ���� �ª
α = π/6

� ���
9
� �ª

α = π/4
¡

�



(0, 0) 7→
(0, 1) 7→
(0, 2) 7→
(0, 3) 7→
(0, 4) 7→
(0, 5) 7→

(1, 0) 7→
(1, 1) 7→
(1, 2) 7→
(1, 3) 7→
(1, 4) 7→
(1, 5) 7→

(2, 0) 7→
(2, 1) 7→
(2, 2) 7→
(2, 3) 7→
(2, 4) 7→

(3, 0) 7→
(3, 1) 7→
(3, 2) 7→
(3, 3) 7→
(3, 4) 7→
(3, 5) 7→

(4, 0) 7→
(4, 1) 7→
(4, 2) 7→
(4, 3) 7→
(4, 4) 7→
(4, 5) 7→

(5, 0) 7→
(5, 1) 7→

(5, 3) 7→
(5, 4) 7→
(5, 5) 7→

� Wf_^U � g SVvbU `U\c^Wv Wdf [TU Vc[WYd YZ
φc

g STU \aXv Yb\ ^U]^U\Ud[ [TU `W^Uc[WYd\ YZ
[TU yUc[Y^\ YZ

Cα(v)
g

�������� ��  ��� ª����  ��� � � �������

Tiα : T2 → T2, x 7→ x +
�
iα�, Tjα : T2 → T2, x 7→ x +

�
jα�.

��� ���
∀v ∈ Z2,

�
rα�(v) = T xv

iα
◦ T yv

iα
(0).

�� ���� ���� �����   ��� ��� ���������
Pα

��� ��� ������ ª�������

lCα
: T2 → Qα, v 7→ φc(fCα

(xv), fCα
(yv)),

 ����
φc : {0, 1, 2, 3, 4}2 → Qα

�ª
α ∈ [0, π/6]

����� ¡
φc : {0, 1, 3, 4, 5}2 →

Qα

�ª
α ∈ [π/6, π/4]

� �� ������� �� �� §����� ¦ � ���
fCα

: [−1/2, 1/2] →
{0, 1, 2, 3, 4, 5} �� ������ ��
�ª

α ∈ [0, π/6] �

[−1
2 , 1

2 − cos(α)[ 7→ 0

[12 − cos(α), sin(α) − 1
2 [ 7→ 1

[sin(α) − 1
2 , 1

2 − sin(α)[ 7→ 2

[12 − sin(α), cos(α) − 1
2 [ 7→ 3

[cos(α) − 1
2 , 1

2 [ 7→ 4

�ª
α ∈ [π/6, π/4] �

[−1
2 , 1

2 − cos(α)[ 7→ 0

[12 − cos(α), 1
2 − sin(α)[ 7→ 1

[12 − sin(α), sin(α) − 1
2 [ 7→ 5

[sin(α) − 1
2 , cos(α) − 1

2 [ 7→ 3

[cos(α) − 1
2 , 1

2 [ 7→ 4

¢�� ������ ����� ��
Cα

� � ¡� ¡� ��� ���� ���� �ª
Qα

��� �������� �� §����� ¦
��������� �� ��� ���������� �ª ��� ������� �ª

Cα(v)
� ª��

v ∈ Z2
¡

¢������ � ��� ���� �� ��ª��������� �� ª����  � �
���� ����� � �
�

Cα

�
 �� 
 ���� �����	�� �

 ��	��
� � 	�� �� 
 �	
 ��
�
 �����	���
rα�. �
 �
 
 �� 
 �����	�� 	�������
� ����
� �� 
 ���� �����	��

Cα

	
 �� 
 ���	��
�� �� 
 ���	� ��

0
���
� �� 
 Z2 ����	�� (T2, Tiα, Tiα)

� 	�� �

� 
�� �� �� 
 ���
� �	��
� �� ��	��

lCα

�

	



��������� ¦ ����� ���� ��� �������� � �� ��� �������������� ���� �ª � �����
v ∈ Z2

�
�ª ��� ����� �

rα�(v)
�ª ��� �������

Ziα + Zjα
������ ���� ��� ���������� �ª ���

�� ���� �ª ��� ���������� �ª
v ����� ��� ������ �ª ��� �������� �������� ¡

�� ��� �
 � �� 
 ��
 

α = π/4

�� ������ ���� ��� ����
α = π/4

¡ 
� ���� ���� � ��� ������ ��
Qπ/4

��� � ����
� ���� ¡ �������� ��� ��������� �� ����� �ª ��� � ����� ��������  ���

Cπ/4

¡ ���
���

miπ/4 = m( 1√
2
, 1√

2
)
� ª��

m ∈ Z
¡ ��� ������ ������ ���� ��� ������� ��������

 ����
(Cπ/4(m, n0))m∈Z2

��� ������� �ª ��� ��������
R1/

√
2 : R/(

√
2Z) →

R/(
√

2Z)
�
x 7→ x + 1√

2

�   ��� ���� ��� �� ��� ����� ���������
[−1/2,−3/2 +

√
2[

�
[−3/2 +

√
2, 1/2[, [1/2,

√
2 − 1/2[

¡ �� ������ ���� ��� �� 1√
2

� ��� ������� �
������ �ª ��� �������� ��

1/2
����

T1 = R/Z
  ��� ���� ��� �� ����� ������

���� �ª ������
1 − 1/

√
2
� √

2 − 1
� ���

1 − 1/
√

2
¡ ��� ������� � ��� ���� ������ª�� ��� ��������� �� ������� ¡ §������� ��� � ��� � ����� ��������  ���

Cπ/4�������� ��� � ���������� ���ª���� ������� ���� ������ ������� �� £���¨ ¡ �� ����
�� ������� ���� �� ���������� ��� ���ª���� ������� �ª ��� ������� ��� ����� ����
������ �������� �� ��������� ¦ � ���� �� ����������� �� §�� ¡ � � ��� �� ����������
� � ����� �������� ������������ ���������� ��� � ����� ��������  ���

Cπ/4

¡

� Wf_^U q g �UZ[ i [TU ]V^[W[WYd
Pπ/4

g o WfT[ i Vd Wbb_\[^V[WYd YZ [TU \UbZw\WX WbV^W[a YZ
Cπ/4

g

� � ����������� � � ����� �� ��
Cα

�� ��� ��  ������ ª��� ���
Z2

������� ���������� �� ������� � �������������
���� ������ �ª ��� � ����� ��������  ���

Cα

� ��� �� ���������� � ������� ��������
��� ��������� �ª ������� � �� ����� ��������� ����� ª��� �������� ����� ��� ���
������� ������¡
¤��

Gα ⊆ T2
����� ª�� ��� ����� �ª

0 ����� ���
Z2

�������
(T2, Tiα, Tiα)

  ���
���� ��� �� ��� ��� ������ ª������� lCα

� ���� ���� ����� �� ��� ����� ����� �� ���
������������ Cα

¡ 
� �����  ���� �
Gα

�� ��� �� ��� �� ��� ��������� ���© ������

�



x 7→ �
x� ����

T2
�ª ��� �������

Lα := Ziα + Zjα
�ª

R2
�
Gα

�� ��������� ��
�������� ��

π/2
¡

¤�� �� ������ ���� �� �����
α

�� ���� � ����� ��
�� �ª
cos α

���
sin α

��� � ���
�������� ¡ ¢�� ������� �ª

Gα

�� � ��� ���������� �ª ��� ������������� �����¡ ¤��
�� ����������� � � ����� ��������� �� ��� ª��� ����

α
�� ����������� �� ��� ¡

���� � � �� 
 � ����
Gα

	
 �
�
 
 	�
T2 	� ��� ���� 	�

α
	
 � �� � ����� ��
�� ���

α
	
 � �� � ����� ��
��� �� 
� �� 
 �� ���	� 
�
	���� 
 
��
� �


(um,n)(m,n)∈Z2

�
�
� �
� ��

um,n := Tm
iα

◦ T n
jα

(0)
	
 
��	�	
��	���
� 	�

T2
� ��

α
	
 � ����� ��
����� 
� �� 
 ���� �����	��

Cα

	
 � 
�	��	�� ��� 	�
 ����	�
 �� � 
�	��
 ��
 �	� 
�
	��
�� ��
����� 	 ¤�� �� ����� � ����

α
�� ��� ����������� ¡ �� ����� ��� ����������������� �ª ��� � ����� �������� �������� (um,n)m,n∈Z2

��
T2

�� ����� � �����
����� ����� ��� �� ���� ��� � ¡ 
����� � ª��

p, q ∈ Z2 �  � ���
fp,q : R2 → R2 �

(x, y) 7→ e2iπ(px+qy)
¡ ��� ���� ������ ���� ∫∫

[0,1]2 fp,q(x, y)dx dy 6= 0
�ª ��� ����

�ª
p = q = 0

¡ §���������� ��� ���

fp,q(um,n) = e2iπp(m cos α−n sinα) · e2iπq(m sinα+n cos α)

= e2iπm(p cos α+q sinα) · e2iπn(−p sinα+q cos α).

�� ���������� � ��� ��� ������
cos(α)

��
sin(α)

���������� ¡ ¢��� ��� ������
���� �������������� p cos(α) + q sin(α) ∈ Z

��� −p sin(α) + q cos(α) ∈ Z
¡

��� ���� ���� ���� ª��
(p, q) ∈ Z2

�
(p, q) 6= (0, 0)

� ����

lim
n→+∞

1

(2N + 1)2

∑

|m|,|n|≤N

fp,q(um,n) = 0,

 ���� ������ ��� ���������������� �ª
(um,n)m,n∈Z2

¡
�� ����� � ��  ����

α
�� � ����������� ����� ¡ ¢���� �� ���� � ������ ���� �

����������� ���� ��
(a, b, c) ∈ N3

���� ��������
1 ≤ b ≤ a ≤ c

�
gcd(a, b, c) = 1

�
cos(α) = a

c

�
sin(α) = b

c

� ��� �����
a2 + b2 = c2

¡ ¤��
u, v ∈ Z2

���� ����
ua− bv = gcd(a, b)

¡ ¢�� ������
uiα + vjα

���������
Gα

�  ���� �� ����� � �����
������ ����� �ª �����

c
¡ � ������� � ��� �������

qiα
���

qjα
��� � ����� �������

ª��
Cα

� ����� ��� ������� �ª � ������ �ª
Cα

��� ��� ������ � � ¡ ¢��� ���� ���
����ª ¡ ut
¤�� �� ���� ���� � ��� ��ª��� ����� �� ���������   ��� ����������� ������ ���
� � ª���� �� £�� ¥�¨ ¡ �� ��� ��  ������� ª��� ¤���� � ������� ������� ª��
Cα

¡
	������ � �
�

Cα

�
 �� 
 ���� �����	�� �

 ��	��
� � 	�� �� 
 �	
 ��
�
 �����	���
rα�. 
�� 
�
�� 
�� ���

p ∈ Qα

� 	�
 �
�
	��
ηCα

(p)
	�

Cα


� 	
�
 ��� 	
 
���� ��






• �� 
 ��
� �� �� 
 � ��� 

Ip

�
� �
� 	� �� 
��
� �� 	�
α

	
 � �� � ����� ��
���
• ��� ��

1/c · ����
(Gα∩Ip),

	�
α

	
 � � ���� ��
��� �� 
�
 c

����
 � �� �� 
 ���
�

�� �� 
 � ����
Gα

�
����� 	 �� ��������� � ��� ���

ηCα
(p) = lim

N→∞
(
�
rα�({−N, · · · , N}2) ∩ Ip)/(2N + 1)2.


ª
α

�� ��� ����������� � ���� ��� ������ ��� �� �������� ª��� ¤���� � ¡
¤�� �� ������ �� 

α
����������� ¡ ��� � ��� ������ ����

ηCα
(p) =

limN→∞(
�
rα�({−cbN/cc, ..., cbN/cc}2) ∩ Ip)/(2N + 1)2).

��� ��
Gα

�� ������
��� �ª �����

c
� ����

ηCα
(p) =

�
rα�({0,...,c−1}2)∩Ip

c2
=

����
(Gα∩Ip)
c

.ut
�� ��� ��� ������ ������ ��� ª����  ��� ������������� ���� ������ �ª ��� � ��
��� ��������  ���

Cα

¡ ¤�� �� ���� ����  � ���� ª� ����� ���� �� ��� �����������
���� ������ �ª ����������� �ª ��� ������� ��

Qα

� ������ �ª ����� �������� ª�� ���
����� �ª ��� �������� �������� �

rα� ¡
	������ � �
�

Cα

�
 �� 
 ���� �����	�� �

 ��	��
� � 	�� �� 
 �	
 ��
�
 �����	���
rα�. �� 
 �
�
	�� �� �
��������� ����
��
 
� 	
�
 	�

Cα

� �� 
�
�� ����
��
χ

���������
 	�
Cα

� �� 
 �� ���	� 
�
	���� � ���
Cα

	
 ��	� ��� �� �
����
��� 	�
�� � ��

�
�� � �
	�	�
 	��
� 
�

n
� �� 
�
 
� 	
�
 � � �
	�	�
 	��
� 
�

N

� �� ���� 
�
�� 
����


����
�� �� 
	� 

[N, N ]

��
Cα

�����	�
 
�
�� 
����
 ����
�� �� 
	� 

[n, n]

��
Cα

�

���� 
�� ��
� �� 
�
 
� 	
�
 � � �
	�	�
 ���
����

A

� �� ���� �� 
 �
��������� ����� �
� 	�� � �� ��	�� ��

Cα


��	
� 



∀m, n, pCα
(m, n) ≤ A · mn.

����� 	 �� ���� ������ ª��� ��������� ¦ ���� ����� � � �������� ��������
m, n

� ����� �� ���� � ����� ��������� �ª
T2

���� ����� ������ �ª ª��� ��
P [m,n]

α =
{Jχ, χ

������� �ª ����
[m, n]

�ª
Cα}

���� ����
χ

������ �� ��������
v

��
Cα�ª ��� ���� �ª �

rα�(v) ∈ Iχ

¡ ¤�� �� ������ ��� ª��� ���� ��� ����
Jχ

��� ���
����������� ª��� �� � ��� ���� ��������� ���� � ������ � ���� ��� �������� �� �����
������������� �ª ª��� ��

Ip

����������   ��� �������
p ∈ Qα

¡ � ��� ����������
Iχ�� �������� �� ª����  � �

Iχ = ∩0≤k≤m−1, 0≤`≤n−1T
k
iα
◦ T `

jα
Iχ(k,l).

¢��� ����  � �� �� ������ ��� �� ������� �ª ��������� ª�� ��� ����������� ��������
�ª

Cα

¡ �� ���� ������ ����������� �� ª�� ¢������ � ���� ���� ��� ����� ��
��� � ������ �ª

Iχ

� �� ��� ��������������� ���� � ��� �� ��� ����������� �ª ���
������������ �ª

Gα

  ���
Iχ

� �� ��� ����������� ���� ¡
¤�� �� ������ ����

α
�� ��������������� ¡ �� ������   ¡� ¡� ¡� ¡ ����

cos(α) 6∈ Q
¡

�



«�������� �� £���	�¨ � � ���� ��� ��������
I
�ª

T1
� ����� �� ����

n0

���� ���� �� ���
��� ����� �������� �ª ������ {k cos(α)}, {(k+1) cos(α)}, · · · , {(k+n0) cos(α)} ��� ����� �ª ���� ������� ��

I
¡ ¤�� �� �� � �������

χ
��� � ��������

v ∈ Z2
¡ ��

����� ��� �������� ������ �� ��� ��������
Iχ ∩ [−1/2, 1/2[

� ��� �� ��� ��������
(T k

iα
(v) ∩ [−1/2, 1/2[)k∈Z = (xv + k cos(α))k∈Z

¡ � ���� ����� ���
v ∈ Z2 � ����������

χ
������ �� � �������

v + k(1, 0)
� ª�� ��� �

k
  ���

0 ≤ k ≤ n0

� �ª ���
������������ Cα

�  ���� � ����� ��� ���ª��� ���������� ¡ 
ª α
�� ����������� �

���� ��� ���ª��� ���������� ª����  � ª��� ��� ª��� ����
Cα

��� � ������� �ª
� ������ �ª ����

2
¡

�� ������ �� ��� �� ����� �� ��� ������� ��� ª������� �� �������� ��� ����
������ ���������� �ª ��� ���� �������� �� ��� ��� ������������� �ª ��� ª���
∩0≤k≤m−1, 0≤`≤n−1T

k
iα
◦T `

jα
Iχ(k,l).

�� ���� ���
PCα

(m+1, n)−PCα
(m, n) ≤ 5n

�
ª�� ���

n ∈ N
�  ���� ������ ��� ������� ������ �� � ������ ��������� ¡ ut

� �� ��� � �
� �
 � ��
 ���� � 
 �
�� �
 � ��� �
�� � � ���� �� 
 
�� ���
 ������� 
�� 	�
Cα

�� 	��	�

 �� �� 
 � ���
2v

� � ��
v ∈ Z2 ��
 
� ����� �� 
 
�
� 
��
 ��

Qα

� ���

�� 	� �� 
 ��� �� ����� ��
�� ��
 
� �� 
 
 
�� 
� �

(u2m,2n)(m,n)∈Z2

	
 
�	� �
�
�
 
� ��� 
�� 	
 
� � 
 �
 
 �� 
 � ��� ���� �� 
 � ����� ��
�� ��	� �


(a, b, c)
	������ �
�

	� �� 
 � ���� �� �
�� � � 	
 �

�� 
� �� �
 � � �	� 
 ��	� �
� 	�
��
gcd(a, b, c) = 1

�
�
 � 	� � �
 
 �� 	
 �
� ��� � 
�
�� �
� �

� � ����������� � � ����� �� ��
C ′

α

�� �������� ��  � ������ ������������ C ′
α

������� � � ¡� ¡� �� £��¥�¨ �
∀v ∈ Z2, C ′

α(v) :=
⋃

w such that �rα(w)�=v

Cα(w).

¢�� ������������ C ′
α

����� ��� ������ �ª �
rα� �� ���

4
����������� �ª ������

� ���� �ª ������ �ª
Z2

¡
¤��

Q′
α

����� ª�� ��� ��� �ª ������ ����� ��
C ′

α

¡ ��  ��� �� ����� � ��������������� �� ¢������ � �� ����� � � ��� � �� ��������� ��� ������������ C ′
α

�� �
������ �ª � �������� ����� ���� ������ � ��� ������ � �� ������� ��� ���������
�ª ��� ������� ��

C ′
α

¡ ¤�� �� ���� ���� ��������� � �� £��¥�¨ ���� ��� ��������
����� � ����� ���� �������������� �ª

C ′
α

¡
¤�� �� ���� ���� ����� �� ��� ���� ����

v ∈ Z2
���� ���� �� ���������� �� �

rα� ¡���� �� ���� ��� �� ������ � � ��
¡ «� ������� �ª � ���� �� �������� �� §�����
� ����  ¡ «�������� �� £��¥� ¨ � � � ����� ��� ����� � � ��© ����� � � ¡� ¡� �ª

v
�� �

���� � ���� �������
v+i

� ���
v+j

�� � ���� ¡ ��� �������� �� ����� �� ������� �
C ′

α�� � ������ �ª �
Z2

������� �� ���� �� ������ � ������ ������������	 ��  ��� ���

�¥



  ��� �������� �ª ����
[2, 2]

���� � ���� ��
C ′

α

¡ «�������� �� � �� ��� 	 � ����� ��
�� ����������� ��  ��� ���   ��� ���� ������� � ������ ����   ��� ��� ������� ¡
�� ���� ��������� � ���������� ������ �ª

R2
���� �� � ª����� ����� ��� ���

ª�� ��� �������
Ziα + Zjα

� ���� ���� �ª  � ���  ��� ���© ������ �ª � � ����
p ∈ Ziα + Zjα

�� ���� ��� ��� � ����  � ��� ������� ��� ������� ���� ��� ���
�� ��� ����� ������������ � �����ª���  � ��� ���  ��� ��� ��� ������� ����
������ ��

C ′
α

¡ �� ���� ������ � �������� ����� ���� ������ ª�� ��� ��� ��
������������ ¡ §�������  � ��� ���� ����� ���� ������ � �� ����� �� ��� ��� �������
�ª ��� ������� � ��� �� ��� ��� �� ������������ ��� ��

C ′
α

¡

� �� � ���� 	��� 
�
�
� � ��
C ′

Bα

�� ������ ��
(Q′

α)[2,2]
��� ��� �ª �������� �ª ����

[2, 2]
���� � ���� ��

C ′
α

¡ ¤��
(C ′

α)[2,2]
� � ��� ������������   ��� ������ �� ��� ����� ��������

(Q′
α)[2,2]

����
� ���

v
�� �� ��� ������� �ª ����

[2, 2]
���� ������ �� ��������

2v
��

C ′
α

¡ �����
(C ′

α)[2,2](v)
�� �� ����������� ���� ������� �������� �ª ����

[2, 2]
� ����

C ′
α(v)�� �������� �� ��� ��� ��� ����� �� ��������

(xv mod 2, yv mod 2)
�� ���

[2, 2]�������
(C ′

α)[2,2](bxv/2c, byv/2c).
§�� ���

v ∈ Z2 � ��� ����

FB(v) = [xv − 1

2
, xv +

3

2
[×[yv − 1

2
, yv +

3

2
[.

¤��

FDα
:=

(

[−1

2
, cos α − 1

2
[
)2

∪
(

[cos α − 1

2
, cos α + sin α − 1

2
[×[−1

2
, sin α − 1

2
[
)

.

¢�� ���
FDα

�� � ª���������� ������ ª�� ��� �������
Lα = Ziα+Zjα

���� §������ � � � ¡� ¡� ∪γ∈Lα
FDα

+ γ
�� � ��������� �ª

R2
¡ �� ���� ���

T2
α := R2/(Ziα + Zjα)

¡
§������� ��� �  � ������ ��

v 7→ �
v�α

��� ��������� ���© ������ ��
T2

α

�
T2

α� ���� �� �������������� �������   ���
FDα

¡

1

2 3

4
1

2

3

4

������ � 	 
� ��
����� �� ���
�� � ������
FDα

��� ��� 
�����
�� �������������� ��
R2/Lα � �������� �� � ������ ��� ������������ ��

Lα
	

���� �! " #$% #$%
α ∈ [0, π/4] & #$%

C ′
α

'$ %( $ )*+, -./0%1*+ 022 *)10%$3 4 1%(%( $ 312 )/$%$ /*%0%1*+ 5
rα6. 7( $/$ $8 12%2 0 9 0/%1%1*+

P ′
α = {Jp′, p′ ∈ Q′

α}
*:

FDα

;;



α

p0

p

α

������ � � ���	 
 � ���

p0 ∈ Ziα + Zjα ���

���� �� 
�� ��	 
��

FDα
(2v) ��� �
����
�� � �� �
� ������� 
�� 
�� ��	���� 
�

 ���
����
� 
� 
�� ����� �� ����

[2, 2]


� ���
���

2v
��

C ′
α � FB(2v)

�� �����
�� �� ����
 ��
��

� ����� � � � �
�
�
��� �� 
�� ��	 
��
FDα

� ���
α ≈ 0.464705 rad

�  ��� �
�
�
�������� 
�� �


��� �� ����
[2, 2]


�

 
�� �
�� ��
(C ′

α)[2,2](v)
� 
�������� 
� 
�� � ���
����� −!2v"α

������ 
�

 ��	 
�� � #� 
�� 
$ �� 
�� � ���
���� 
�� �
� ���� �� �$����%����� �� 
�� ���	
kc + k′s + k′′ � 	 �
���� 
�

 
�� ������� ������ ���� �� �� �

�� 



k cos(α) + k′ sin(α) + k′′ − 1
2

��
FDα

� ��� ��
�
����
� ��
���� � 
�� ��
�� �� 	 ���
�����
 ��
 ����
� �
&'() * + '&(, '-. /,0 )1 1 0*. ,2 2- 34 (4*(

∀v ∈ Z2, (C ′
α)[2,2](v) = p′ ⇐⇒ −52v6α ∈ Jp′.

7, 8,+ ' , /9
l(C′

α
)[2,2] : T2

α → (Q′
α)[2,2] (4 , :*/,: :&'; 1 -' 3(&)' (4*( *22 )3&*(,2

< &(4 ,:,. ,'(2 )1 (4 , 1 0*. ,
Jp′ ∈ P ′

α

)1
FDα

(4 , 3)00,2= )'8&'; =*((,0'
p′

)1

>?




	� 

[2, 2]

� 	�
��
∀v ∈ Z2, (C ′

α)[2,2](v) = l(C′

α
)[2,2](−�2v�α).

�� 
 ���� �����	��
(C ′

α)[2,2]
	
 ���
 � ���	�� �� �� 
 ���	� ��

0
���
� �� 
 Z2 ����	��

(T2
α,v 7→ v+ �−2i�α,v 7→ v+ �−2j�α)

� 	�� �

� 
�� �� �� 
 ���
� �	�� � �� ��	��
l(C′

α
)[2,2]

�
����� 	 ¢�� ����ª �� ����� �� ��� ª����  ��� ���� � ª�� ���

v ∈ Z2
� �����

�� ���� � ������ γ ∈ Lα = rα(Z)
���� ���� −v ∈ γ + FDα

� � ¡� ¡� ª�� ���
v ∈ Z2

�
����� �� ���� � ������ w ∈ Z2

���� ���� −2v ∈ −rα(w) + FDα

¡ ��� ���� ���
rα(w) − 2v =

� − 2v�α = −�
2v�α.

¤�� �� ����� ���� �� �� � ����� �� �� ������
��� ����� �ª

(C ′
α)[2,2](v)

ª��� ��� �� ������ �ª � − 2v�α

��
FDα

¡
§�� ���� ������� �  � � ��� ����� ���� ª�� ��� � �����

w
�ª

Z2 ���� ���� �����
�� ��� ��

rα

��
FB(2v)

 � ��� ������� Cα(w)
� ��������� �� ¢������ � ���

� �� ��� 	 ¡ 
����� � ���
w

�� ��� ������ ���� ���
Z2

���� ����
rα(w) ∈ v+FDα

�
�ª

xrα(w)−2v < 1
2

� �
rα(w) − 2v� = 0

� ���� �
rα(w) − v� = 1

�  � ���� ������ ���
����� �ª

Cα(w)
� ��������� �� ¢������ � ¡ ���� �  � ��� � ���� ��������� �ª

FDα���� � ����� ������ �ª ª��� �� � ���� ��� ��� ����� �ª
Cα(w)

¡
¢�� ���� �������� ������� ª�� ��� � �����

w′ = rα(w)
�ª

Ziα + Zjα

���� ���
������

FB(2v)
¡ �� ���� ����� ��� � ��� ��������� �� ������������ �� �� ����������

�� ������� �ª
Lα

�  ���� ���� ��� ����ª ¡ ut

� �� ��� �	���	��

�� ��� � ��ª��� ��� ���� ������������� ����� �� �� ������� � ¡ 
� ���������� �
¤���� � ������� �� � �������  ��¡ �� �� ��� ������ ���� ��� �������������
������� ��� ª� ��� �� ��� ª����  ��� ����������� �� ������� �ª ������� ¡�� ������
�� ���������� ����

α
�� ��� � ����������� ����� ¡ ��� ������ �� �� ��� ����� �ª

Cα

� ��� ����� �ª
0 ����� ���

Z2������� �� ����� ��� ���ª��� �� ����������� ��
T2

α

¡ �� ���� ������ ����

∀p ∈ Q′
α, ηC′

α
(p) =

∑

p′∈(Q′

α
)[2,2]

n(p′, p) µ(fp′),

 ����
n(p′, p)

�� ��� ª������� ���� ������� ��� ������ �ª � ���������� �ª
p

��
��� �������

p′
�ª ����

[2, 2]
� ���

µ(Jp′)
������� ��� ���� �ª ª��� �

Jp′
���� ������

  ��� ��� ������
p′

��������� �� ¢������ � ¡
�� ���� ������������ ��� ������������ ª�� ����� �������� � ��� ��� ����� ���
����� ¡ §�� ���� ������

p
� ����� �� ��� �¥ ��������

p′
�ª ����

[2, 2]
�� ������� ¡¢��� ����� �� ������ �� ������� �	¥ ����������� ¡¡¡ ��� ����� ��� ������ �� �������

¦� �������
p

�� �������� � ¢�� ������� ������� ��� ��� ��������� �ª ��� �������

��



��
C ′

α

���� ���� ���������� �� §����� � ¡ 
� ��� ����������� ���� � ��� ������� ���� ��� ���� �� ��� ��� ������� �� ª��
Cα

¡

α , , , , , ,

[0.. arctan(
√

2/4)] 2 cos(α)sin(α) − 2 cos(α) − 2 sin(α) + 2 2 cos(α)sin(α) − 2 cos(α) − 2 sin(α) + 2 −(cos(α))2 − cos(α)sin(α) + 2 cos(α) + sin(α) − 1

[arctan(
√

2/4).. arctan(1/2)] 2 cos(α)sin(α) − 2 cos(α) − 2 sin(α) + 2 2 cos(α)sin(α) − 2 cos(α) − 2 sin(α) + 2 −(cos(α))2 + 2 cos(α)sin(α) + cos(α) − 2 sin(α)
[arctan(1/2)..π/6] 2 cos(α)sin(α) − 2 cos(α) − 2 sin(α) + 2 2 cos(α)sin(α) − 2 cos(α) − 2 sin(α) + 2 0
[π/6.. arctan(3/4)] 2 cos(α)sin(α) − 2 cos(α) − 2 sin(α) + 2 −2 cos(α)sin(α) + 1 0
[arctan(3/4)..π/4] 2 cos(α)sin(α) − 2 cos(α) − 2 sin(α) + 2 −2 cos(α)sin(α) + 1 0

α , , , , , , ,

[0.. arctan(
√

2/4)] (cos(α))2 − 2 cos(α) + 1 −2(sin(α))2 − 2 cos(α)sin(α) + cos(α) + 3 sin(α) − 1 3 cos(α)sin(α) − cos(α) − 3 sin(α) + 1

[arctan(
√

2/4).. arctan(1/2)] (cos(α))2 − 2 cos(α) + 1 −2(sin(α))2 − 2 cos(α)sin(α) + cos(α) + 3 sin(α) − 1 0
[arctan(1/2)..π/6] 2 cos(α)sin(α) − cos(α) − 2 sin(α) + 1 −2(sin(α))2 − 2 cos(α)sin(α) + cos(α) + 3 sin(α) − 1 0
[π/6..arctan(3/4)] 0 0 0
[arctan(3/4)..π/4] 0 0 2(cos(α))2 − cos(α)sin(α) − 3 cos(α) + sin(α) + 1

α , , , , , , ,

[0.. arctan(
√

2/4)] 0 0 0

[arctan(
√

2/4).. arctan(1/2)] −3 cos(α)sin(α) + cos(α) + 3 sin(α) − 1 0 0
[arctan(1/2)..π/6] −2(cos(α))2 + cos(α)sin(α) + 3 cos(α) − sin(α) − 1 (cos(α))2 − 2 cos(α)sin(α) − cos(α) + 2 sin(α) 0
[π/6..arctan(3/4)] −2(cos(α))2 + cos(α)sin(α) + 3 cos(α) − sin(α) − 1 (cos(α))2 − 2 cos(α) + 1 −2(sin(α))2 + 2 cos(α)sin(α) − cos(α) + sin(α)
[arctan(3/4)..π/4] 0 −(cos(α))2 + cos(α)sin(α) + cos(α) − sin(α) −2(sin(α))2 + 2 cos(α)sin(α) − cos(α) + sin(α)

α , , , , , ,

[0.. arctan(
√

2/4)] 0 −(cos(α))2 − cos(α)sin(α) + 2 cos(α) + sin(α) − 1 0 4(sin(α))2 − 4 sin(α) + 1

[arctan(
√

2/4).. arctan(1/2)] 0 −(cos(α))2 − cos(α)sin(α) + 2 cos(α) + sin(α) − 1 0 4(sin(α))2 − 4 sin(α) + 1
[arctan(1/2)..π/6] 0 −(cos(α))2 − cos(α)sin(α) + 2 cos(α) + sin(α) − 1 0 4(sin(α))2 − 4 sin(α) + 1
[π/6.. arctan(3/4)] −2 cos(α)sin(α) + cos(α) + 2 sin(α) − 1 −(cos(α))2 + cos(α)sin(α) + cos(α) − sin(α) 4(sin(α))2 − 4 sin(α) + 1 0
[arctan(3/4)..π/4] −2 cos(α)sin(α) + cos(α) + 2 sin(α) − 1 −(cos(α))2 + cos(α)sin(α) + cos(α) − sin(α) 4(sin(α))2 − 4 sin(α) + 1 0
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