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{�zw �

§�| ��� ���¦�w��}y�w ���¦�w|� �w{}�|
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+\{0}
��x

ρ ∈ R � �w xw£�w }vw ������ y�� zw} �� ��{wz �
µ���¶

Pα,ρ = {(x, i∗) | 〈x, α〉 < ρ ≤ 〈x + ei, α〉},�vw|w 〈., .〉 xw��}wz }vw {����y{�� x�} ~|�x¢{} � ¤� ��{} � Pα,ρ
{��zyz}z y� }vw y�}w|zw{}y�� �� }vw zw}

F�� ��{wz � y}v � �z�y{w� �� }vw ��|�
V + (0, 1]d ��vw|w

V
yz � }|��z��}w �� �� v�~ w|~���w � y}v ��|� ��

�w{}�|
α

� ³ �|w��w| � ��w {vw{©z }v�}
x ∈ Zd yz � ��¬��� ��

Pα,ρ
µ}v�} yz � x

yz � �w|}w� �� � ��{w ��
Pα,ρ

¶ y� ��x ���� y�
x

z�}yz£wz �

〈x, α〉 < ρ ≤
d∑

i=1

〈x + ei, α〉;
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z}��x ��| }vw �|}v������ ~|�� w{}y�� ��}�
(e1 + . . . + ed)

⊥ �vw|w
(e1 + . . . + ed)

⊥ yz }vw
v�~ w|~���w {x ∈ Zd | 〈x, e1 + . . . + ed〉 = 0}

� uvw ~|�� w{}y��
π

yz � v�� w�� �|~vyz� �|��
Pα,ρ��}� y}z y� ��w �vy{v yz yz�� �|~vy{ }�

Rd−1
� �w }v¢z ��}�y� � }y�y�� ��

Rd−1 � �v�zw }y�wz �|w � wy��
~|��yxwx �� }vw ~|�� w{}wx ��{wz
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z � ��|

x ∈ Zd ��x
i ∈ {1, · · · , d} � § y� � ��� µ�w�}¶ y��¢z}|�}wz

}vw
d = 3

{�zw �

¤} yz {���w�yw�} vw|w }� y�}|�x¢{w � zw{��x �yw�~ �y�} �� z}w~~ wx ~���wz � �w xw£�w � 
 ���� ���
��­ �̄ � �®�� �z � � �~ E : F → Z.

�w ¢zw }vw ������ y�� ��}�}y�� �

E =
∑

(x,i∗)∈F, E(x,i∗)6=0

λ(x,i∗)(x, i∗),

�vw|w
λ(x,i∗) = E(x, i∗).
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yz {���wx }vw 
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Pα,ρ =
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(x,i∗)∈Pα,ρ

(x, i∗)

�vw|w
Pα,ρ

yz |w{���wx }� � w w¡¢�� }�

Pα,ρ = {(x, i∗) | 〈x, α〉 < ρ ≤ 〈x + ei|α〉}.
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 ��#! !�# ��� � � ����� �� ��¬� �®� yz � �wy�v}wx z¢� �� ��{wz � y}v �wy�v}z y� {0, 1} z¢{v }v�}

π
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�� v�� w�� �|~vyz� �|�� }vw ¢�y�� �� ��{wz � y}v �wy�v}
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�
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x− y �¬� ����� �¬ �� � � ¯� ����� �¯¬ �� � � �� ������
� ¬¯ �̄ � ´w}

x = (x1, · · · , xd)
��x

y = (y1, · · · , yd)
� w }�� �w|}y{wz �� � z}w~~ wx z¢|��{w S � �w �zz¢� w

� �� �� �� � }v�}
x − y

v�z ���� ~ �zy}y�w w�}|ywz µ�w �|y}w ��| zv�|}
x − y > 0

¶ � °y�{w }vw z¢|��{w Syz {���w{}wx � }vw|w w� yz}z � £�y}w zw¡¢w�{w
z = (zn)0≤n≤N

�� �w|}y{wz �� S }v�} z�}yz£wz
z0 = x �

zN = y � ��x ��| ���
n ∈ {0, · · · , N − 1} � zn+1 − zn = ein+1

� � y}v
in+1 ∈ {1, · · · , d}

� �w xwx¢{w �|��
x− y > 0

}v�} {i1, · · · , iN} = {1, · · · , d}
�
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R2 �� ~|�� w{}y��z �� ¢�y} ��{wz µ}v�} yz � ���w��wz¶ �

�w ��� y�}|�x¢{w }vw y�{|w�zy�� zw¡¢w�{w �� y�}w�w|z
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rz(k) := min{n | ±�|x
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+ ei(k).

ª�w v�z ���y�
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xr(k)−2 + ei(k)
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xr(k)−1

��
xr(k)−2 + eir(k)

y�
z(k − 1) � �vy{v �� �¢�}z

}� w�{v���w
eir(k)−1

��x
eir(k)

� ��x �� y}w|�}y�� }vyz ~|�{wzz ��| }vw y�xy{wz
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x ∈ Zd � �w xw£�w }vw ������ y�� �wy�v}wx z¢� Fx ∈ F
�

Fx =

i=d∑

i=1

(x, i∗) −
i=d∑

i=1

(x − ei, i
∗).

°y�{w 	 y~z {�� � w zww� �z � �� {�� w�{v���w �� ��{wz � ~ w|��|� y�� � 	 y~ �� � z}w~~ wx z¢|��{w x� wz ��}
�� w{} }vw ��{} }v�} }vw ~|�� w{}y��

π
yz �� v�� w�� �|~vy� z ��}� y}z y� ��w � ��x }v¢z }vyz �~ w|�}y��

~|wzw|�wz }vw ~|�~ w|}� �� � wy�� � z}w~~ wx z¢|��{w � ³ �|w ��|� ����� �w z�� }v�} � z}w~~ wx z¢|��{w
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yz ��}�y�wx 
� � �¬� ¯¬­ ��� � 
 �� Fx

��w| � z}w~~ wx z¢|��{w S ∈ S
y� ��w v�z � S ′ = S ± Fx

�
³ �|w �w�w|����� }vw ��}y�� �� 	 y~ w�}w�xz }� �wy�v}wx z¢� z �


 ��#! !�# ��� µ� zw¢x�¦	 y~ ¶ � � �wy�v}wx z¢� E ′ ∈ F
yz ��}�y�wx �� ~ w|��|� y�� � � ����¯�
 �� Fx�� }vw �wy�v}wx z¢� E ∈ F

y� ��w v�z � E ′ = E ± Fx

�
�w ¢zw vw|w }vw }w|� y������ ~zw¢x�¦	 y~ }� z}|wzz }vw ��{} }v�} }vw ��}y�� �� ~zw¢x�¦	 y~ yz ��}

��w�� w}|y{� {��}|�|y�� }� }vw ��}y�� �� 	 y~ � uvyz xw£�y}y�� ��}¢|���� �w�xz }� }vw ��}y�� �� � ����¯�
 �� ��®®����
����� ��w| �wy�v}wx z¢� z �

 ��#! !�# ���� µ� zw¢x�¦	 y~¦�{{wzzy� y�y}� ¶ � � �wy�v}wx z¢� E ′ yz z�yx }� � w � ����¯�
 �� ��®®��� �
���|�� }vw �wy�v}wx z¢� E y� }vw|w w�yz}z � £�y}w zw¡¢w�{w

(En)0≤n≤N
�� �wy�v}wx z¢� z z¢{v }v�}

E = E0
� En

yz ��}�y�wx �� ~ w|��|� y�� � 	 y~ �� En−1
� ��x EN = E ′ � �w }v¢z �w} �

EN = E +

N∑

n=0

εnFxn ,
�y}v ∀n, εn ∈ {±1}.

� �}w }v�} ~zw¢x�¦	 y~¦�{{wzzy� y�y}� yz � z���w}|y{ |w��}y�� � ��}w ��z� }v�} ��{wz �� }�� ~zw¢x�¦
	 y~¦�{{wzzy� �w �wy�v}wx z¢� z v��w yxw�}y{�� �wy�v}z y� }vw� �|w ��| w��¢�v �|�� }vw �|y�y� � uv¢z �
�wy�v}wx z¢� z �|w ��} �����z ~zw¢x�¦	 y~¦�{{wzzy� �w � §�| w���~�w � }�� z}w~~ wx ~���wz � y}v xy� w|¦
w�} ��|� �� �w{}�|z �|w ��} ~zw¢x�¦	 y~¦�{{wzzy� �w � uvyz �w�xz }� w�}w�x }vw ��}y�� �� ~zw¢x�¦	 y~¦
�{{wzzy� y�y}� �� ����� y�� ��} ���� £�y}w �¢} ��z� y�£�y}w zw¡¢w�{wz �� 	 y~z � �w £|z} xw£�w � xyz}��{w
dF

��w| �wy�v}wx z¢� z �� ��{wz µ}vw ��|� || || z}��xz ��| }vw ,¢{�yxw�� ��|� y�
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¶ �

 ��#! !�# ����� � y�w� }�� �wy�v}wx z¢� z E ��x E ′ � �w zw}

d(E , E ′) = 0
y� E = E ′ � ª}vw|� yzw �

d(E , E ′)
yz w¡¢�� }�

2−R �vw|w
R

yz }vw z¢~|w�¢� �� }vw zw} �� |w�� �¢�� w|z
r > 0

z¢{v }v�} E ��x
E ′ }�©w }vw z�� w ���¢wz �� }vw ��{wz

(x, i∗) ∈ F
�y}v ||x|| ≤ r

�
��¢�v�� z~ w�©y�� � }vw ��|�w| }vw ����z

B(0, r) = {x ∈ Rd | ‖x‖ < r} }vw |wz}|y{}y�� �� }vw
�wy�v}wx z¢� z E ��x E ′ {�y�{yxw �� � }vw {��zw| E ��x E ′ �|w �
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 ��#! !�# ���� µ
ω

¦~zw¢x�¦	 y~¦�{{wzzy� y�y}� ¶ � � �wy�}vwx z¢� E ′ yz z�yx }� � w
ω �� ����¯�
 �� ��®®��� �
�� �|�� }vw �wy�v}wx z¢� E y� }vw|w w�yz}z � zw¡¢w�{w

(Ek)k∈N

�� �wy�v}wx z¢� z }v�} z�}yz£wz
µ�¶ E = E0

�
µ�¶

lim
k→∞

dF(Ek, E ′) = 0 �
µ ¶ Ek

yz ��}�y�wx �� ~ w|��|� y�� � 	 y~ �� Ek−1.
� ����%! !�# ���� � � �� �
 ¯ ����� �� ��¬� �®�� �¬�
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xτ(`) − ei 6= xτ(k+1) − ei � �¢|}vw|� �|w � y�
xτ(`) = xτ(k) − ei

� }vw�
λτ(`) < 0

� � w�{w

Ek+1(xτ(k+1) − ei, i
∗) = Ek(xτ(k+1) − ei, i

∗) − λτ(k+1) ≥ EN (xτ(k+1) − ei, i
∗) ∈ {0, 1}.

�w xwx¢{w �|�� Ek(xτ(k+1) −ei, i
∗) ∈ {0, 1} }v�}

λτ(k+1) = 1 � ��x }v¢z }v�} Ek+1(xτ(k+1) −ei, i
∗) ∈

{0, 1}
�

�w {��zyxw| ��� }vw �wy�v} �� }vw ��{w
(xτ(k+1), i

∗)
� ª�w v�z ��|

1 ≤ ` ≤ k � xτ(`) 6= xτ(k) ��¢|}vw|� �|w � y�
xτ(`) − ei = xτ(k)

� }vw�
λτ(`) < 0

� � w�{w

Ek+1(xτ(k+1), i
∗) = Ek(xτ(k+1), i

∗) + λτ(k+1) ≤ E0(xτ(k+1), i
∗) ∈ {0, 1}.

�w xwx¢{w }v�} Ek(xτ(k+1), i
∗) = 0 � ��x }v�} Ek+1(xτ(k+1), i

∗) = 1 � �vy{v w�xz }vw y�x¢{}y�� ~|��� �

´w} ¢z w�x ��� }vw ~|��� �� uvw�|w� ���¨ � uvw yxw� �� }vw ~|��� yz }� ¢zw }vw ��{} }v�} � wy�� �
v�� w�� �|~vyz� ��|

π
yz � � �� {��� ~|�~ w|}�� ¤�xwwx � �w} E � w � �w�� w}|y{ z¢� �vy{v yz

ω
¦~zw¢x�¦

	 y~¦�{{wzzy� �w �|�� }vw z}w~~ wx z¢|��{w S � ´w}
r > 0

� ´w} ¢z ~|��w }v�}
π

yz �� v�� w�� �|~vyz�
�|�� }vw ¢�y�� �� ��{wz

(x, i∗)
�� �wy�v}

1
y� E }v�} z�}yz�� ||x|| ≤ r

��}� y}z y� ��w � ´w}
(E)r

µ|wz~ �
(S)r

¶ z}��x ��| }vw |wz}|y{}y�� �� E µ|wz~ � S ¶ � }� }vyz zw} � �w v��w ~|��wx }v�} }vw �w�� w}|y{
z¢�

(E)r
yz ~zw¢x�¦	 y~¦�{{wzzy� �w �|��

(S)r
�y}v y�}w|� wxy�}wz z¢� z � wy�� �w�� w}|y{ z¢� z � ��x

}v¢z z}w~~ wx z¢|��{wz � zy�{w S yz � z}w~~ wx z¢|��{w � °y�{w
π

yz � v�� w�� �|~vyz� �|�� }vw z}w~~ wx
z¢|��{w S ��}�

Rd−1 ��x zy�{w }vyz yz y���|y��} �� ~ w|��|� y�� }vw ~|w�y�¢z 	 y~z � }v yz � yw�xz }v�}
πyz � v�� w�� �|~vyz� �|�� }vw ¢�y�� �� ��{wz �� E �y}v �wy�v}

1
�vy{v �|w y�

B(0, r)
��}� y}z y� ��w

y�
Rd−1

� °y�{w }vyz v��xz ��| ���
r > 0 � }v yz ~|��wz }v�}

π
yz � v�� w�� �|~vyz� �|�� E ��}�

Rd−1 �
}v�} yz � E yz � z}w~~ wx z¢|��{w �

�

uvw ������ y�� z}|���w| |wz¢�} yz ~|��w� y� ��� � �w} ¢z £�
α

� |w�� �w{}�| � y}v ~ �zy}y�w w�}|ywz ��x
ρ ∈ R � }vw� � ��� z}w~~ wx z¢|��{w S yz

ω �
 �� ��®®��� �
�� �|�� }vw z}w~~ wx ~���w Pα,ρ
� }v�} yz � }vw|w

w� yz}z � zw¡¢w�{w
(Sk)k∈N

�� ����� �� ��¬� �®�� }v�} z�}yz£wz
�



µ�¶ Pα,ρ = S0
�

µ�¶
lim

k→∞
dF(Sk,S) = 0 �

µ ¶ Sk
yz ��}�y�wx �� ~ w|��|� y�� � 	 y~ �� Sk−1.§�| w���~�w � }vw |y�v} z}w~~ wx z¢|��{w �� §y� � ��� {�� � w ��}�y�wx �� ~ w|��|� y�� µy�£�y}w��

� ��� ¶ 	 y~z ��w| }vw �w�} z}w~~ wx ~���w �� }vw z�� w £�¢|w � � �}w }v�} }vw|w w�yz} z}w~~ wx z¢|��{wz
�vy{v �|w ��}

ω
¦	 y~¦�{{wzzy� �w µ� }|y�y�� w���~�w {��zyz}z y� � z}w~~ wx ~���w �� ��|� �� �w{}�|

ei
� ��|

� �y�w�
i ∈ {1, 2, · · · , d} � ��w w�zy�� {vw{©z }v�} �� 	 y~ {�� � w ~ w|��|� wx �� z¢{v � z}w~~ wx ~���w¶ �

� {��~�w}w {v�|�{}w|y��}y�� ��
ω

¦	 y~¦�{{wzzy� y�y}� y� }w|� z �� ����¯
� yz ~|��yxwx y� ��� � zww ��z�
�²� �

� � �sntpm p� n�� � tm��o .opr� pm �n����q �ro��s��
�w y�}|�x¢{w y� }vyz zw{}y�� }vw ��}y�� �� x¢�� � �~ �zz� {y�}wx � y}v � ¢�y� �x¢��| � �|~vyz� ��

}vw �|ww �|�¢~ � �¢�� � �~z �|w zv��� }� �{} �� z}w~~ wx ~���wz y� °w{ � � �� ��x �� z}w~~ wx z¢|��{wz
y� °w{ � � �  �

� ��� ���� $��(� �����!%� % � '(*" �*�% *#'  �� "!#�*� $��(� � uvw � ¬�� � ¬¯�� ��w| {1, . . . , d}yz xw��}wx ��
Fd

� � ­¯¬� � ��­ ��
Fd

yz }v¢z � � �~
σ : Fd → Fd

z¢{v }v�} � ��| ���
u � v

y�
F �

σ(uv) = σ(u)σ(v)
�

uvw ��®����®� ­ ��¬�� �� � � �|~vyz�
σ

��
Fd

� xw��}wx ��
Mσ

� yz }vw
d× d

��}|y� �v�zw w�}|� �}
i
¦}v |�� ��x

j
¦}v {��¢�� yz }vw �¢��w| �� �{{¢||w�{wz �� }vw �w}}w|

i
y�

σ(j)
�y�¢z }vw �¢�� w| ��

� {{¢||w�{wz �� }vw �w}}w|
i−1 y�

σ(j)
� � �}w }v�} }�� xy� w|w�} � �|~vyz� z {�� v��w }vw z�� w y�{yxw�{w

� �}|y� ��x }v�} w�w|� � �}|y� � y}v w�}|ywz y�
Z

{�� � w zww� �z }vw y�{yxw�{w � �}|y� �� � � �|~vyz� �
³ �|~vyz� z �v�zw y�{yxw�{w � �}|y� v�z xw}w|� y���} ±1

�|w z�yx }� � w �� �­¯�� ��¬ � }vw� ~��� ��
y�~ �|}��} |��w y� �v�} ������ z �

� ��|~vyz� �� }vw �|ww �|�¢~
σ

yz �� �� �¯­ ¯¬� � ��­ y� }vw|w w� yz}z � � �|~vyz� � xw��}wx ��
σ−1 � z¢{v }v�}

σ ◦ σ−1 = Id
� � �}w }v�} �� �¢}�� �|~vyz� yz �w{wzz�|y�� ¢�y� �x¢��| � �¢} }v�} �

¢�y� �x¢��| � �|~vyz� yz ��} �����z �� �¢}�� �|~vyz� �

´�z} � � � �|~vyz� ��
F ∗

d

yz z�yx }� � w �¯� �� �� ����� y� y} � �~z w�{v �w}}w| �� {1, . . . , d} }� � ��|x
��w| {1, . . . , d} � ��x y} yz z�yx }� � w �¯� ��¬����� y� y} x� wz � �~z �� �w}}w| }� }vw w�~}� ��|x � � ��¦
�w��}y�w ���¦w|�zy�� � �|~vyz� z �|w ¢z¢���� {���wx �� 
����� ��¯���

��*�� "� � ��� ´w} ¢z y��¢z}|�}w }vw ~|w�y�¢z ��}y��z � y}v }vw ������ y�� � �|~vyz� �

σ :







1 7→ 12
2 7→ 13
3 7→ 1

¤} �{}z ��w| }vw �|ww �|�¢~ ��w| {1, 2, 3} � §�| w���~�w � ��w v�z

σ(1−1312) = σ(1)−1σ(3)σ(1)σ(2) = (12)−111213 = 2−11−111213 = 2−11213.
¤}z y�{yxw�{w � �}|y� yz �

Mσ =





1 1 1
1 0 0
0 1 0



 .

�



°y�{w }vyz � �}|y� v�z xw}w|� y���} ��w � σ
yz � ¢�y� �x¢��| � �|~vyz� � ¤} yz � �|w��w| y��w|}y� �w �

¤�xwwx ��w {vw{©z }v�}

σ−1 :







1 7→ 3
2 7→ 3−11
3 7→ 3−12

.

ª�w v�z � ��| w���~�w �

σ−1 ◦ σ(1) = σ−1(12) = 33−11 = 1 = σ(3) = σ ◦ σ−1(1).
¤}z y�{yxw�{w � �}|y� yz

Mσ−1 = (Mσ)−1 =





0 1 0
0 0 1
1 −1 −1



 .

� �� � �w} ¢z �|yw	� |w{��� }vw ��}y�� �� ���� ­ �� � �zz� {y�}wx � y}v ¢�y� �x¢��| � �|~vyz� z � y�}|�¦
x¢{wx y� � � ��| ~ �zy}y�w � �|~vyz� z ��x w�}w�xwx }� }vw �w�w|�� {�zw y� ���� � �w £|z} y�}|�x¢{w }vw
��|y©v � �~

f : {1, · · · , d}? → Zd xw£�wx ��
f(w) = (|w|1 − |w|−1 , · · · , |w|d − |w|d−1) � �vw|w |w|iz}��xz ��| }vw �¢�� w| �� �{{¢||w�{wz �� }vw �w}}w|

i
y�

w
�


 ��#! !�# � �� µ�¢�� � �~ ¶ � ´w}
σ

� w � ¢�y� �x¢��| � �|~vyz� �� }vw �|ww �|�¢~
Fd

� uvw x¢�� � �~
E∗

1(σ) : F → F
�zz� {y�}wx � y}v

σ
yz xw£�wx �z ������ z � ´w} E � w � �wy�v}wx z¢� � uvw �wy�v}wx z¢�

E∗
1(σ)(E)

�y�wz }� � ��{w
(y, j∗)

}vw �wy�v}
∑

(x,i∗), σ(j)=p·i·s
E(Mσ(x + f(p)), i∗) −

∑

(x,i∗), σ(j)=p·i�1·s
E(Mσ(x + f(p) − ei), i

∗).

¤� ~�|}y{¢��| � E∗
1(σ)

�{}z �� }vw �wy�v}wx z¢� z |wz}|y{}wx }� ��w ��{w �z ������ z

E∗
1(σ)(x, i∗) =

∑

σ(j)=p·i·s
(M

�1
σ (x − f(p)), j∗) −

∑

σ(j)=p·i�1·s
(M

�1
σ (x− f(p) + ei), j

∗).
µ� ��¶

ª�w w�zy�� {vw{©z }v�}
E∗

1(σ)
z�}yz£wz

E∗
1(σ)(E+E ′) = E∗

1(σ)(E)+E∗
1 (σ)(E ′) � ��| ��� }�� �wy�v}wx

z¢� z E ��x E ′ � §¢|}vw|� �|w � ��w ©w� ~|�~ w|}� �� x¢�� � �~z yz }vwy| � wv��y�¢| � y}v |wz~ w{} }�
{��~ �zy}y�� �
������� � �� µ����¶ � 	��

σ � σ′ 
� �
 ¯ ­ ¯¬� � ��­ � ¯� �� � � ¬�� � ¬¯�� Fd � ��� ���

E∗
1(σ ◦ σ′) = E∗

1(σ′) ◦ E∗
1(σ).

� w�{w �xwz¢z�}y}¢}y��� � �wy�v}wx z¢� �y}v |wz~ w{} }� }vw � �|~vyz�
E∗

1(σ)
|wx¢{wz }� }vw �~¦

~�y{�}y�� ��
E∗

1(σ−1)
�

¤} yz ��|}v ��}y{y�� }v�}
E∗

1(σ)
��~z }�� ��{wz

(y, j∗)
��x

(z, j∗) � ��| z�� w
j

}v�} z�}yz£wz
1 ≤ j ≤ d

��}� �wy�v}wx z¢� z �� ��{wz �vy{v �|w w¡¢�� ¢~ }� � }|��z��}y�� �� �w{}�|
M−1

σ (z−y)
� ¤�

�}vw| ��|xz � E∗
1(σ)

yz ¢�y¡¢w�� {v�|�{}w|y�wx �� y}z �{}y�� �� }vw ��{wz
(0, j∗) � ��|

1 ≤ j ≤ d � ��x
�� }vw � �}|y�

M−1
σ

�

��*�� "� � �� � ´w} ¢z {��~¢}w }vw x¢�� � �~ �zz�{y�}wx � y}v }vw � �|~vyz� y�}|�x¢{wx y� ,� � � ���
¤} z¢� {wz }� {��~¢}w y}z �{}y�� ��w| ¢�y} ��{wz

(0, j∗) � j = 1, 2, 3
�

E∗
1(σ) :







(0, 1∗) 7→ (0, 1∗) + (0, 2∗) + (0, 3∗)
(0, 2∗) 7→ (−e3, 1

∗)
(0, 3∗) 7→ (−e3, 2

∗).·�



ª�w {�� ��z� {��~¢}w }vw x¢�� � �~ �zz�{y�}wx � y}v }vw y��w|zw ��
σ

�

E∗
1(σ−1) :







(0, 1∗) 7→ (e1, 2
∗)

(0, 2∗) 7→ (e1, 3
∗)

(0, 3∗) 7→ (0, 1∗) − (e1, 2
∗) − (e1, 3

∗).

- t.ro� � 0/0 �{}y�� �� }vw x¢�� � �~
E∗

1(σ) � �vw|w
σ : 1 → 12, 2 → 13, 3 → 1 � ��w|

}vw ¢�y} ��{wz
(0, 1∗) � (0, 2∗)

��x
(0, 3∗)

µ�|�� �w�} }� |y�v}¶ �

� �� � �+ !�# �# % ��� �' � "*#�% � �¢�� � �~z �zz�{y�}wx � y}v ¢�y� �x¢��| � �|~vyz� z �� }vw �|ww
�|�¢~ �|w xw£�wx ��w| }vw zw}

F
�� �wy�v}wx z¢� z �� ��{wz � ¤� }vyz zw{}y�� � �w �|w ~�|}y{¢��|��

y�}w|wz}wx y� }vw ��� }vwzw � �~z �{} ��w| }vw zw}
P

�� z}w~~ wx ~���wz �

uvw �{}y�� �� x¢�� � �~z ��w| z}w~~ wx ~���wz yz �w�� {v�|�{}w|y�wx �� }vw ������ y�� }vw�|w� � �vy{v
w�}w�xz uv � �¨ y� ��¨� z}�}wx y� }vw {�zw �� x¢�� � �~z �� �¯� ���� ����� µ¢�y� �x¢��|¶ � �|~vyz� z �
� ����%! !�# � �� � 	��

σ 
� � �� �­¯�� ��¬ ­ ¯¬� � ��­ � 	��
ρ ∈ R

���
α ∈ Rd

+\0 � ��
M>

σ α ∈ Rd
+
�

�� �� E∗
1(σ)

­�� � �� � ����� �� � ��� � Pα,ρ
¯��¯ �� � ����� �� � ��� � PM>

σ α,ρ � �¯���¬� ���� ��
M>

σ α /∈ Rd
+
�

�� �� �� � �­�� � �̄ Pα,ρ
�� �¯� � � �¯­ ��¬�® ��­ �

� ¬¯ �̄ � §y|z} � ��}w }v�} E = E∗
1(σ)(Pα,ρ)

yz �w��¦xw£�wx ��x yz � �wy�v}wx z¢� � �w £�
j ∈ {1, · · · , d}

�
´w}

(y, j∗)
� w � ��{w ��x �w} ¢z {��~¢}w }vw �wy�v} E(y, j∗)

� �w ¢zw }vw ��}�}y��

σ(j) = w
(j)
1 w

(j)
2 · · ·w(j)

li
.

´w}
(x, i∗)

z¢{v }v�} Pα,ρ(x, i∗) = 1
� �� xw£�y}y�� �

E(y, j∗) = #{k | w
(j)
k = i

��x
y = M−1

σ (x− f(w
(j)
1 . . . w

(j)
k−1))}

−#{k | w
(j)
k = i−1 ��x

y = M−1
σ (x − f(w

(j)
1 . . . w

(j)
k−1) + ei)}.

� �}w }v�} � � y}v
rk = Mσy + f(w

(j)
1 . . . w

(j)
k )

��|
0 ≤ k ≤ l � }vw £|z} {�|xy���y}� �� }vw |y�v}¦v��x

zyxw �� }vw w¡¢��y}� �yw�xz �

x = rk−1
��x

x + ei = rk−1 + ei = rk−1 + f(i) = rk−1 + f(w
(j)
k ) = rk,�vy�w }vw zw{��x �yw�xz �

x = rk−1 − ei = rk−1 + f(i−1) = rk−1 + f(w
(j)
k ) = rk

��x
x + ei = rk−1.

� w{��� }v�} Pα,ρ(x, i∗) = 1
y� ��x ���� y� 〈x, α〉 < ρ ≤ 〈x + ei, α〉

� uvw|w��|w � ��w v�z �

E(y, j∗) = #{k | 〈rk−1, α〉 < ρ ≤ 〈rk, α〉} − #{k | 〈rk, α〉 < ρ ≤ 〈rk−1, α〉}.¤} yz ��} v�|x }� zww }v�} � y� 〈r0, α〉 ≤ 〈rl, α〉 � }vw� }vyz �yw�xz �

E(y, j∗) =

{
1

y� 〈r0, α〉 < ρ ≤ 〈rl, α〉,
0

�}vw|� yzw �
°y� y��|��� y� 〈r0, α〉 > 〈rl, α〉 � }vw� }vyz �yw�xz �

E(y, j∗) =

{
−1

y� 〈r0, α〉 > ρ ≥ 〈rl, α〉,
0

�}vw|� yzw �
··



´�z} � ��}w }v�} �

〈r0, α〉 = 〈Mσy, α〉 = 〈y,M>
σ α〉,

〈rl, α〉 = 〈Mσy + f(σ(i)), α〉 = 〈Mσ(y + ei), α〉 = 〈y + ei,M
>
σ α〉.

uv¢z � M>
σ α ∈ Rd

+

�yw�xz 〈r0, α〉 ≤ 〈rl, α〉
��x � �{{�|xy�� }� �v�} ~|w{wwxz � E(y, j∗) = 1

y� ��x ����
y� 〈y,M>

σ α〉 < ρ ≤ 〈y + ei,M
>
σ α〉

� uvyz ~|��wz }v�} E = PM>
σ α,ρ

�
±���w|zw��� M>

σ α /∈ Rd
+

�yw�xz }v�} � ��| z�� w
i � 〈r0, α〉 > 〈rl, α〉

� � w�{w � }vw|w yz � ��{w
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ei.

uvw|w��|w
y1

��x
y2

�|w }�� �w|}y{wz �� S z¢{v }v�}
y1 − y2

v�z ���� ���¦�w��}y�w w�}|ywz � }v yz
{��}|�xy{}z � |�~ � ��¥ � �vy{v w�xz }vw ~|��� �

�

  � �orm ����m�tpm�
  ��� � �(# ���*#%!�# �) * ��*" ��+ �� � ¤� }vyz zw{}y�� � �w xw£�w � ¬�� ��� ����¯�� ��

d
¦xy� w�zy����

|w�� �w{}�|z � §�| � �|w xw}�y�z �� �¢�}yxy� w�zy���� {��}y�¢wx �|�{}y��z ��x �|¢� 
z ����|y}v� � }vw
|w�xw| yz |w�w||wx }� �� � �� � � �w £|z} y�}|�x¢{w }vw z�¦{���wx � ¬�� ­�� µbxc xw��}wz }vw y�}w�w| ~�|}
��

x ∈ R
¶ �


 ��#! !�# � �� � uvw
d
¦xy� w�zy���� � ¬�� ­ �� T

yz xw£�wx ��w|
[0, 1]d\{0} �� �

T (α1, . . . , αd) =

(
α1

αi
, . . . ,

αi−1

αi
,

1

αi
−

⌊
1

αi

⌋

,
αi+1

αi
, . . . ,

αd

αi

)

,

�vw|w
i = min{j | αj = ||α||∞} � §¢|}vw|� �|w � �w zw}

T (0) = 0
�

¤} yz ��|}v ��}y{y�� }v�} � y� }vw
d = 1

{�zw � }vw � �~
T

yz ��}vy�� �¢} }vw {��zzy{ ��¢zz � �~ � §�|
d ≥ 2 � }vw �|¢� � �~ {��zyz}z y� �~~��y�� }vw ��¢zz � �~ �� }vw £|z} ��|�wz} w�}|�� }vw �}vw| w�}|ywz
� wy�� xy�yxwx �� }vyz ��|�wz} w�}|��

� w{��� }v�} }vw ��¢zz � �~ yz ¢zwx }� xw£�w }vw {��}y�¢wx �|�{}y�� w�~��zy�� �� � |w�� �¢�� w| �
°y� y��|��� }vw �|¢� � �~ yz ¢zwx }� xw£�w �

d
¦xy� w�zy���� w�}w�zy�� �� {��}y�¢wx �|�{}y�� w�~��zy��z �

{���wx � ¬�� �������¯� �

 ��#! !�# � �� � uvw � ¬�� ��� ����¯� �� � |w�� �w{}�|

α ∈ [0, 1]d\{0} yz }vw zw¡¢w�{w
(an, in)n≥1�y}v ���¢wz y�

N∗ × {1, . . . , d} xw£�wx � �vy�w
T n(α) 6= 0 � �� �

an =
⌊
||T n(α)||−1

∞
⌋ ��x

in = min{j | 〈T n(α), ej〉 = ||T n(α)||∞}.
ª�w �|y}wz �

α = [(a1, i1), (a2, i2), . . .]
� ¤�

T n(α) 6= 0 � ��| z�� w
n � }vw� }vw ����|y}v� yz z�yx }�

}w|� y��}w ��x }vw w�~��zy�� ��
α

yz £�y}w �
¤} yz {���w�yw�} }� ~|��yxw � � �}|y� �yw�~ �y�} �� �|¢� w�~��zy��z �� {��zyxw|y�� � ~|�� w{}y�w

�w|zy�� �� y} � �|¢� 
z ����|y}v� {�� � w xwz{|y� wx y� ~|�� w{}y�w }w|� z �z ������ z � ��w z¢�}|�{}z �z
�¢{v �z ~ �zzy� �w }vw zw{��x ��|�wz} {��|xy��}w }� }vw ��|�wz} ��w � §�| � �|w xw}�y�z � zww w �� � �¨� � ¤�
�|xw| }� zy�~�y�� }vw ��}�}y�� � �w {v��zw vw|w }� ��|� ��y�w �¢| ~|�� w{}y�y�wx �w{}�|z �� zw}}y�� }vwy|
£|z} {��|xy��}w w¡¢�� }�

1
µzww ,¡ � µ  ��¶ � w��� ¶ � §�|

a ∈ N
��x

i ∈ {1, . . . , d} � �w }v¢z y�}|�x¢{w
}vw ������ y��

(d + 1) × (d + 1)
��}|y� �

Ba,i =







a 1
Ii−1

1 0
Id−i







,

�vw|w
Ip

z}��xz ��| }vw
p × p

yxw�}y}� � �}|y� ��x ��� }vw ¢�z~ w{y£wx {�w� {yw�}z �|w w¡¢�� }�
�w|� � � �}w }v�}

Ba,i
v�z y�}w�w| w�}|ywz ��x xw}w|� y���} −1 � ��x }v¢z � w����z }� }vw �y�w�| �|�¢~

GL(d + 1, Z)
�

·�



±��zyxw| ���
α = (α1, . . . , αd) ∈ [0, 1]d\{0} � §�|

i = min{j | αj = ||α||∞} ��x
a = bα−1

i c � ��
w�z� {��~¢}�}y�� zv�� z }v�}

(1, α) = ||α||∞Ba,i(1, T (α)),
µ  ��¶
�vw|w

(1,u) = (1, u1, . . . , ud)
��|

u = (u1, . . . , ud)
� ¤� ~�|}y{¢��| � y�

α
v�z �|¢� w�~��zy��

(an, in)n≥1
�

}v yz � yw�xz � ��| w�w|� z¢y}���w
n

�

(1, α) = µnMn(1, T n+1(α)),
µ  ��¶
�vw|w

µn = ||T 0(α)||∞ × . . . × ||T n(α)||∞
��x

Mn = Ba1,i1 . . . Ban+1,in+1

�

�w |w�� �� }vyz � �}|y� �yw�~ �y�} }� |w{��� }vw ~|�~ w|}� �� ��� �� ¯¬­� 
 ��� ®¯���¬� ��®� �� �|¢� 
z
����|y}v� �
������� � �� � 	��

α ∈ [0, 1]d\{0} 
 ��� � ¬�� �������¯� (an, in)n≥1 � ��� ��� �

∀ε > 0, ∃N
� ���

(

n ≥ N, u ∈ [0, 1]d
)

⇒ ||(1, α) − µnMn(1,u)|| ≤ ε,


� �¬�
µn = ||T 0(α)||∞ × . . . × ||T n(α)||∞ ���

Mn = Ba1,i1 . . . Ban+1,in+1 � ��� ���� ���� �� � � ¬��
��� ¯¬���­ �� �w�©�� {���w|�w�} �

uvw ~|�~ w|}� �� �w�© {���w|�w�{w ����� z ��w }� �~~|��y� �}w |w�� �w{}�|z �� |�}y���� �w{}�|z �
¤�xwwx � y�

α ∈ [0, 1]d\{0} v�z �|¢� w�~��zy��
(an, in)n

� �w xw£�w y}z
n��� ®¯���¬� ��� �z }vw y�}w�w|

�w{}�| �
(qn,pn) = Mn(1,0) ∈ Zd+1,

�vw|w
Mn = Ba1,i1 . . . Ban+1,in+1

� �{{�|xy�� }� uv �   �  � ��w v�z �

lim
n→∞

µn(qn,pn) = (1, α).

�� xy�yxy�� ��
µnqn

}vw
d

��z} w�}|ywz � }v yz � yw�xz �

lim
n→∞

pn

qn
= α.

¤� �}vw| ��|xz � }vw �|¢� w�~��zy�� �� � �w{}�|
α

~|�x¢{wz � zw¡¢w�{w
(pn

qn
)n≥0

�� |�}y���� �w{}�|z
�vy{v }w�xz }���|xz

α
�

  �� � � �(# �����!%� % � ´w} ¢z zww ��� v�� }� w�}w�x }vw �|¢� � �~ }� z}w~~ wx ~���wz � ª�w
£|z} yxw� {��zyz}z y� xw£�y�� }vw �|¢� w�~��zy�� �� � z}w~~ wx ~���w �z }vw �|¢� w�~��zy�� �� y}z
��|� �� �w{}�| � uvyz �yw�xz yxw�}y{�� �|¢� w�~��zy��z ��| z}w~~ wx ~���wz �vy{v v��w {��y�w�| ��|� ��
�w{}�|z � �{{�|xy�� }� �¢| {���w�}y�� {��{w|�y�� }vw ~|�� w{}y� y��}y�� �� �|¢� 
z ����|y}v� � �w |wz}|y{}
�¢|zw��wz }� }vw ������ y�� zw} �� z}w~~ wx ~���wz µzww � |�~ �   �¥ � w��� ��| }vw ��}�}y��

P∃
¶ �

P∃ = {P(1,α),ρ | α ∈ [0, 1]d, ρ ∈ R}.
uvw �|¢� w�~��zy�� �� P(1,α),ρ ∈ P∃

yz }vw� zy�~�� xw£�wx �z }vw �|¢� w�~��zy�� ��
α ∈ [0, 1]d

�
§ y� �   �� ��x   �� y��¢z}|�}w }vw

d = 3
{�zw �

� ��w�w| � }vyz ��� �� xw£�y�� �|¢� w�~��zy��z �� z}w~~ wx ~���wz yz xyz�~ �y�}y�� � �w �¢z} |w��
�� ��|� �� �w{}�|z � � y}v z}w~~ wx ~���wz ���� |w~|wzw�}y�� }vwzw �w{}�|z � ´w} ¢z ��� ¢zw |wz¢�}z ��
°w{ � � y� �|xw| }� �{} xy|w{}�� ��w| z}w~~ wx ~���wz � uvw yxw� yz }� ¢zw ,¡ � µ  ��¶ ��x � |�~ � � �� ��
y�}|�x¢{y�� � �|~vyz� z �v�zw y�{yxw�{w � �}|y{wz �|w }vw

Ba,i

z �

·�



- t.ro� � 0/0 °}w~~ wx ~���wz P(1,T n(α)),ρ
��|

0 ≤ n ≤ 4 � �vw|w
α = ( 1

19 , 25
76 )

v�z }vw
£�y}w �|¢� w�~��zy��

[(3, 2), (6, 1), (4, 1), (1, 2)]
�

- t.ro� � 0� 0 °}w~~ wx ~���wz P(1,T n(α)),ρ
��|

0 ≤ n ≤ 4 � �vw|w
α = (

√
2

2 , π
4 )

v�z ��
y�£�y}w �|¢� w�~��zy��

[(1, 2), (1, 1), (3, 2), (2, 1), . . .]
�


 ��#! !�# � �� µ�|¢� � �|~vyz� ¶ � ´w}
βa,i

� w }vw � �|~vyz� �� �|ww �|�¢~ ��w| {1, . . . , d+1} xw£�wx �
��|

a ∈ N
��x

i ∈ {1, . . . , d} � �� �

βa,i :







1 7→ 1a(i + 1)
(i + 1) 7→ 1
j + 1 7→ j + 1

��|
j 6= i

��x
j ∈ {1, · · · , d}.

¤} yz w�zy�� {vw{©wx }v�}
βa,i

v�z y�{yxw�{w � �}|y�
Ba,i

� ¤� ~�|}y{¢��| � βa,i
yz ¢�y� �x¢��| zy�{w

Ba,i ∈ GL(d + 1, Z)
� ��}w }v�}

βa,i
yz � z¢�z}y}¢}y�� � }v�} yz � � ~ �zy}y�w ��x ���¦w|�zy�� � �|¦

~vyz� � ´w} ¢z ��}w �¢|}vw|� �|w }v�} }vw
Ba,i


z �|w z���w}|y{ � �}|y{wz � uvw z¢�z}y}¢}y��
βa,i

yz ��
�¢}�� �|~vyz� �

β−1
a,i :







1 7→ (i + 1)
(i + 1) 7→ (i + 1)−a1
j + 1 7→ j + 1

��x
Mβ−1

a,i
= B−1

a,i =







0 1
Ii−1

1 −a
Id−i







.

·�



�{{�|xy�� }� ,¡ � µ� ��¶ � ��w {��~¢}wz µzww ��z� §y� �   � ¶ �

E∗
1(βa,i) :







(0, 1∗) 7→ (0, (i + 1)∗) +
∑a−1

k=0(−kei+1, 1
∗)

(0, (i + 1)∗) 7→ (−aei+1, 1
∗)

(0, (j + 1)∗) 7→ (0, (j + 1)∗)
��|

j 6= i, 1 ≤ j ≤ d

E∗
1(β−1

a,i ) :







(0, 1∗) 7→ (ae1, (i + 1)∗)
(0, (i + 1)∗) 7→ (0, 1∗) − ∑a

k=1(ke1, (i + 1)∗)
(0, (j + 1)∗) 7→ (0, (j + 1)∗)

��|
j 6= i, 1 ≤ j ≤ d.uvw� � ,¡ � µ  ��¶ ��x � |�~ � � �� �yw�x �

� ����%! !�# � �� � «¯¬ ��� α ∈ [0, 1]d\{0} ���
ρ ∈ R�

P(1,α),ρ = E∗
1(βa,i)(P||α||∞(1,T (α)),ρ),

¯¬� ������������ ��®®¯¬���� �¯ �� � � ��� �

E∗
1(β−1

a,i )(P(1,α),ρ) = P||α||∞(1,T (α)),ρ,
� �¬�
i = min{j | αj = ||α||∞} ���

a = bα−1
i c �

uvw|w��|w � �w {�� |w��}w }vw �{}y�� �� }vw �|¢� � �~
T

�� � �w{}�|
α

}� }vw �{}y�� �� � x¢�� � �~
E∗

1(β−1
a,i )

�� }vw z}w~~ wx ~���w P(1,α),ρ

� ��}w }v�} }vw|w yz � zy�~�w ��w�� w}|y{� ��� }� |w{���y�w
�vw}vw| � z}w~~ wx ~���w µ��x w�w� � z}w~~ wx z¢|��{w¶ yz }vw y� ��w �� ���}vw| z}w~~ wx ~���w µ|wz~ �
� z}w~~ wx z¢|��{w¶ ¢�xw| }vw �{}y�� �� � z¢�z}y}¢}y��

βa,i
� }vw {��xy}y�� �y�w� � w��� � w��z }v�}

w�{v �{{¢||w�{w �� � ��{w �� }�~ w
(i + 1)∗

yz y�{�¢xwx y� }vw y� ��w �� � ��{w �� }�~ w
1∗

��
E∗

1(βa,i)
�

����* � �� � 	�� �� � �
a ∈ N∗ ���

i ∈ {1, · · · , d} � 	�� S 
� � ����� �� ��¬� �®�� �� � 
 ���� ��� ��­
E∗

1(β−1
a,i )(S)

�� � ����� �� ��¬� �®� �� ��� ¯��� � ¯¬ �� � � �®� (x, (i + 1)∗)
��®� ���� S(x, (i + 1)∗) = 1,�� �� S(x− kei+1, 1

∗) = 1
� ¯¬

0 ≤ k ≤ a − 1 �
� ¬¯ �̄ � ´w} ¢z �zz¢� w }v�}

E∗
1(β−1

a,i )(S)
yz � z}w~~ wx z¢|��{w � z�� S ′ � ª�w v�z S = E∗

1(βa,i)(S ′) ��{{�|xy�� }� uvw�|w� � �  � ´w}
(x, (i + 1)∗)

z¢{v }v�} S(x, (i + 1)∗) = 1.
uvw|w w�yz}z

y ∈ Zd+1
z¢{v }v�}

(x, (i + 1)∗)
� {{¢|z y� }vw y� ��w ��

(y, 1∗)
¢�xw|

E∗
1(βa,i)

� �{{�|xy�� }� }vw w�~|wzzy�� ��
E∗

1(βa,i)
� ��x zy�{w }vw|w �|w �� {��{w���}y��z �� ��{wz � }vw� ��� }vw ��{wz }v�} � {{¢| y�

E∗
1(βa,i)(y, 1∗)v��w �wy�v}

1
y� S �

±���w|zw��� �w �zz¢� w }v�} ��| ��� ��{w
(x, (i + 1)∗)

z¢{v }v�} S(x, (i + 1)∗) = 1,
}vw� S(x −

kei+1, 1
∗) = 1

��|
0 ≤ k ≤ a − 1

� �w ��� {��zyxw| }vw ������ y�� ~�|}y}y�� �� }vw zw} �� ��{wz }v�}
v��w �wy�v}

1
y� S

� ´w}

I1 := {(z, (j + 1)∗) | S(z, (j + 1)∗) = 1,
��|

j 6= i + 1},
I2 := {(z, (i + 1)∗), (z − kei+1, 1

∗),
��|

0 ≤ k ≤ a − 1 | S(z, (i + 1)∗) = 1},��x
I3 := {(z, 1∗) | S(z, 1∗) = 1

��x
(z, 1∗) 6∈ I2}.ª�w v�z

E1(β
−1
a,i )

∗(S) =
∑

(z,(j+1)∗)∈I1

E1(β
−1
a,i )

∗((z, (j + 1)∗)+

∑

(z,(i+1)∗)∈I2

E1(β
−1
a,i )

∗[(z, (i + 1)∗) +
∑

0≤k≤a−1

(z − kei+1, 1
∗)] +

∑

(z,1∗)∈I3

E1(β
−1
a,i )

∗(z, 1∗).

ª�w {vw{©z }v�} }vw y� ��wz �� }vw ��{wz �� w�{v �� }vw }v|ww }�~ wz �|w ��{wz |wz~ w{}y�w�� �� }�~ w
(j + 1)∗ � 1∗ � ��x

(i + 1)∗ � �vy{v y�~�ywz }v�}
E∗

1(β−1
a,i )(S)

yz � �w�� w}|y{ z¢� � �w ��� �~~�� uv �
� ��� }� {��{�¢xw � �� ��}y{y�� }v�} }vw y��w|zwz �� �|¢� � �|~vyz� z z�}yz�� }vw {��xy}y��z �� }vw
}vw�|w� �

�·�



¤} yz ��z� ��|}v ��}y{y�� }v�} w�w|� z}w~~ wx ~���w y�
P∃

{�� � w xwz¢�z}y}¢}wx �� �} �w�z} ��w
z¢�z}y}¢}y��

βa,i
µvw�{w }vw ��}�}y�� ¶ � �vw|w�z � z}w~~ wx ~���w y�

P∃
}v�} {�� � w xwz¢�z}y}¢}wx

� y}v |wz~ w{} }� ��� z¢�z}y}¢}y��z
βa,i

v�z � ��|� �� �w{}�| �� }vw ��|�
(1,0)

�
� ����%! !�# � �� � ��� ���

P∃ = {P(1,α),ρ | ρ ∈ R, α ∈ [0, 1]d} ⊂
⋃

a∈N∗

1≤i≤d

E∗
1(βa,i)(P∃)

{P(1,0),ρ | ρ ∈ R} =
⋂

a∈N∗

1≤i≤d

E∗
1(βa,i)(P∃).

� ¬¯ �̄ � uvw £|z} y�{�¢zy�� yz � xy|w{} {��zw¡¢w�{w �� � |�~ �   �� � ¤�xwwx � {��zyxw| � z}w~~ wx ~���w
P(1,α),ρ ∈ P∃

� ¤�
α = 0 � ��w ¢zwz }vw ��{} }v�} ��| ���

a, i � }vw�
E∗

1(βa,i)(P(1,0,··· ,0,1/a,0,··· ,0),ρ) =

P(1,0),ρ

� ¤�
α 6= 0 � zw}

i = min{j | αj = ||α||∞} ��x
a = bα−1

i c ��w ~|��w ��� }vw zw{��x w¡¢��y}�� ¤� � �wy�v}wx z¢� � w����z }� }vw y�}w|zw{}y�� ⋂
a∈N∗

1≤i≤d
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