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1 Introduction

La combinatoire des mots remonte historiquement au débi@tle avec les
travaux d’A. Thue (1906). Pour plus de références, voicdars [2]. Ses do-
maines d’application couvrent, par exemple, la bioinfarmee ou le traitement
du langage naturel, comme décrit dans I'ouvrage I'ouvié§ieLa combinatoire
des mots entretient des liens étroits avec la géomésteate, les mathématiques
discretes, I'algebre, la théorie des nombres, la dygamsymbolique, les groupes
libres, comme ilustré dans [7]. Nous allons considérenme objets dans ce cours
les substitutions, les suites automatiques, les suitesiEnnes et leurs liens avec
la geéométrie discrete, le theoreme de Fine et Wilf yiaaimique symbolique.

2 Un peu de vocabulaire

Soit. A un ensemble fini appekphabet Un motest une chaine finie d’éléements
de A. Le mot vide est noté. L'ensemble des mots est notg; on ac € A*.

Définition 1 (Concaténation)La concaénationde deux motd” = vy - -- v, et
W =w; ---w, estle mot, not&’ W, égal av; - - - v,wy - - - w;.

Cette opération est associative et admet pour élémeititenie mot vides.

Définition 2 (Monoide) L'ensemble des mots finid* muni de la concaténation
est lemondde libreengendré pad.

Définition 3 (Mots infinis) On considere demots infinis unila&raux (encore
appeléssuites) u = (u,)nen € AY, et des desnots infinis bilagraux (encore
appelésuites biinfiniesu = (u,)nez € AL u_y- - u_q - Uy - - - Ug.

Définition 4 (Facteur) Soit « un mot fini ou infini. Le motV = v, ---v, est un
facteurdew s'’il existen tel que

Up = V1, 3 Uptpr—1 = Up.

On dit alors qué/ apparait a l'indice.. Le motu,, - - - u,,_1 €St appel@®ccur-
rencedeV.

Le motV est unpréfixe dew s'il existe un mots tel queu = V's.

Le motV est unsuffixe deu s'il existe un mot tel queu = pV'.

L’ image miroirdu motv = v, - - - v, est le mot, notd’, égal av, - - - v;.

Un palindromeest un mot égal a son image miroir.
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Notation 1. On note|WW| la longueur du motV : siW = w; - - - ws, alors|W| =
s. On note|IW|, le nombre d’occurrences de la lettrelansiv’.

Définition 5 (Langage) Soit « un mot fini ou infini. Le langage& (u) de u est
égal a I'ensemble des facteurs de On notel,,(u) 'ensemble des facteurs de
longueumn deuw.

Définition 6 (Systeme dynamique discretYyn syseme dynamique discretst
défini par la donnée d’'un ensemblesur lequel agit une applicatidhy; on le note
(X, T). L orbite O(z) du pointz € X est définie paO(z) = {T"x, n € N}.

En général, on supposé compact efl” continue surjective.

Example 1. e Rotation Soita € R. SoitX = R/Z etR,: R/Z — R/Z,
T —x+a.

e Machine de Turing On considere une machine de Turing sur un alphabet
d’ensemble d’états internés L'état de la machine a l'instamtcorrespond
a la donnée du contenu du ruban (qui appartient' i de la position de la
téte de lecture et de I'état interne de la machine (qui djgrd a(), ce qui
se code par un élément de I'espacfe= > x Z x ). On considere alors
une transformation d€ de X dansX, qui décrit I'évolution de at + 1 de
la machine.

e Triangle de Pascal modulo 2 On considere sur I'ensemble des suites
{0, 1}% l'application

T: (un)nez — (Vn)nez, aVECY, = Uy, + Upy_1, Vn.

3 Autour du th @éoreme de Fine et Wilf

Pour plus de détails sur les résultats de ce paragrapmg3jet [4].

3.1 Enoncé et preuve

Définition 7. SoitW = w; - --w, € A*. Un entier naturek est unepériodede
Wsik > 1etw; =w;pourl <i<n-—Ek.

Théoreme 1(Fine et Wilf). Si un motit a deux j@riodesp et ¢, et si|WW| >
p+ q — pgcdp, q), alors pgcdp, ¢) est aussi unegriode dell.
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Preuve Il suffit de démontrer le théoréme potir= pgcdp, ¢) = 1. En effet, on
prend une lettre suf. On a alorsd mots de longueup/d + ¢/d — 1 constants,
d’ou la d-périodicité.

Il suffit aussi de montrer le résultat pour une longueutéga + g — 1.

On suppose dondV| = p + ¢ — 1, avec pgctp, ¢) = 1.

On considere I'applicatiop de {0, 1,--- ,p + ¢ — 1} dans lui-méme définie
sur(0,q — 1] parp(z) = » +petsurfg,p +q — 1], parp(z) = = — q.

e L'applicationp est en fait une permutation (bijectionf@ 1, --- ,p+q¢—1}
dans lui-méme). En effet, la surjectivité provientdg0,1,--- ,¢ —1}) =
{p,---,p+q—1}etp({q,- - ,p+q—1})={0,--- ,p— 1}. On déduit
la bijectivité de I'égalité des cardinaux des ensembles

e Montrons que l'orbite dé), c'est-a-dire{p"(0), k € N}, décrit lesp + ¢
points de{0,1,--- ,p + ¢ — 1}. Soiti € N* tel quep’(0) = 0. Alors il
existea,b € N aveci = a + b tel queap — bg = 0. Commep et g sont
premiers entre eux, on en déduit gue p + . On en déduit que’(z) = z
pouri € N* impliquei > p + ¢, et que

On en déduit le théoreme.
||

Exercice 1. Montrer que si deux mot§ etV satisfontUV = VU, alors il existe
un motW eti,j € Ntels queU = Wi, V = WJ. Donner une preuve par
récurrence sunax(|U|, |V|), et une preuve basée sur le théoreme de Fine et Wilf.

Example 2. On considére = 4 etq = 7. On ap + ¢ — pgcdp,¢) = 10. Un

mot de longueup + ¢ — 1 = 10 qui admetp et ¢ comme période est constant.

On le voit en considérant I'orbite de 4 sous I'action desragions+4 et —7 dans

{1,---,10} : les 10 premiers termes de I'orbite décrivent I'ensenlble - - , 10}.
Notons que le mot de longuetir=p + ¢ — 2

001000100

a pour périodeg et7.



3.2 Mot de Christoffel

Nous allons associer a I'applicatipndéfinie dans la preuve précédente un mot
fini en codant I'orbite dé). Il s’agit d’'une démarche classique en systemes dy-
namiques discrets, a savoir, coder les orbites des pantapport a une partition
finie, ce qui donne des mots infinis. Nous y reviendrons lorsatiede des mots
sturmiens.

Définition 8 (Mot de Christoffel) Soientp et ¢ deux entiers naturels premiers
entre eux et soit = p + q.

On se donne l'alphabet ordonfié < y}. Le mot de Christoffell” depente?
sur cet alphabet est défini paf = w; - - - w,, avec

I si (i—1)pef0,1,...,¢g—1} modn
1wy si i—-pe{q,q+1,....,n—1} modn

pouri =1,..., n.

Notation 2. La notationk mod n désigne le reste dans la division euclidienne de
k parn.

Remarque 1. e Ona
(t—1)pef0,1,...,q—1} modn iff ip modn > (i—1)p modn

iff ipe{p,1,....p+q—1}

e Soit W le mot de Christoffel sur l'alphabetr < y} de pentef]—’. On a
(Wla = qet|W], =p.

e Le terme pente vient de l'interprétation geométriqug mets de Christoffel
gue nous ferons plus tard, en lien avec I'étude des motsstos.

On considere le graphe orienté suivant :
e Sommets {1,2,--- ,p+q— 1}.

e On aune fleche de— j sii + p = j modn étiquetéer, sii < j, ety, Si
1> 7.

Ce graphe est appetgaphe de Caylegu mot de Christoffell/.
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Figure 1

Le mot de Christoffelv = zaxyxxyrzyry
de pentel, sur lalphabet{z < y}, p=4, ¢ =7, n =11

Définition 9 (Mot de Christoffel propre)Un mot de Christoffel est djgropres’il
n’est pas réduit a une lettre.

Théoreme 2. Soientp et ¢ deux entiers naturels premiers entre eux, et 80it
p + q. Soientp* etq* dans{0,1,--- ,p + ¢q — 1} définis parpp* = 1 modn et
qq* = 1 modn.

SoitW = wy ---w, le mot de Christoffel de pentgasur l'alphabet{z, y}.
SoitU le mot &&fini parU = wsy - - - w,,_;. Le motU a pour geriodesp* et¢*.

Preuve Notons quep* et ¢* existent, cap et ¢ étant premiers entre eux, orpa
premier avea = p + ¢, et de méme premier avea: = p + ¢. De plus, I'égalité
p+q = nimplique(n —p*)g = (n—p*)(n—p) = 1 modn, et donc quén — p*)
est congru a l'inverse de¢ modulon. Commen — p* € {0,1,...,n — 1},0n a
g* = n — p*. On en déduit done = p* + ¢*.

Il suffit de montrer queJ a pour périodep*. En effet, soitiV’ le mot de
Christoffel de penté sur l'alphabet{z < y}, et soitU” le mot obtenu en privant
W' de ses premiere et derniere lettres. On obti€rén échangeant ety dansU
et en prenant son image miroir. En effet, le graphe de Caydéy dest obtenu en
inversant I'orientation et en échangeardandy dans le graphe de Cayley dé.

OnalU = wy---w,_;. Il est suffisant de montrer que poyy in {2,...,n —
1} etj =i+ p*, onaw; =z < w; = z. Notons que puisqugy* = 1 modn, on
ajp=ip+1modnet(j —1)p=(i—1)p+ 1 modn.

e Supposons que; = x. On aalorsp mod n > (i — 1)p mod n. On ne
peut avoirip mod n = n — 1, sinoni = ¢* (puisquepg* = —1 modn) et



on aurait alorg = ¢ + p* = p* + ¢* = n, ce qui est exclus. Par conséquent,
(ip mod n)+1= (ip+1) mod n. De méme(i —1)p mod n # n —1,
sinoni — 1 = ¢* impliqueraitj = ¢+p* = n+ 1, ce qui est aussi exclus. On
adoncencoré(i—1)p mod n)+1=((i—1)p+1) mod n. Finalement,
jp mod n = (ip mod n)+1> ((i—1)p mod n)+1=(j—1)p mod n,
etdoncr; = z.

e Inversement, supposons que= x. Alors, jp mod n > (j—1)p mod n.
Puisquej etj — 1 ne sont pas égauxgaonajp mod net(j—1)p mod n
non nuls. Par conséquefijp mod n)—1 = (jp—1) mod net((j —1)p
mod n) —1=((j —1)p—1) mod n. On en déduit quép mod n = (jp
mod n) —1> ((j—1)p mod n)—1=(i—1)p mod n, etdoncr; = x.

Notons que I'on a montré au cours de la preuve la propséiante : soitl’
le mot de Christoffel de pentesur I'alphabet{z < y}, W’ le mot de Christoffel
de pentel sur l'alphabet{x < y}. On obtientiV’ & partir del’” en échangeant
ety dansiV puis en prenant son image miroir.

Théoreme 3. SoitWW un mot de Christoffel propre sur I’ alphabét < y}. On a
alorsW = zUy, ou U est un palindrome.

Preuve Onaw;, =z car0 € {0,1,---,¢q— 1} etw, =ycar(n—1)p=—p=
gmodnetqg e {q,---,n—1}.

Montrons quel est un palindrome sur le graphe de Cayleyide On con-
sidere I'application définie sur le graphe qui envoit lenseet0 sur lui-méme, et
k—n—ksike{l,...,n— 1}, et qui renverse l'orientation des fleches. Cette
application laisse le graphe invariant sauf les étiqseatts deux fleches qui font
intervenir le somme0. En effet, sii,j # 0 eti — j, alorsi < j, eton a
n —1i<— n — j, et de méme pour I'étiquetig n

3.3 Mot central

Définition 10 (Mot central) Un mot estiV est ditmot centralsi et seulement s'il
admet deux périodeset ¢ avec pgctp, q) = 1 et|W|=p+q — 2.

Remarque 2. Soit IV mot de Christoffel de pente sur I'alphabet{z < y}. Soit
U tel quelW = zUy (voir le théoréeme 2). Le mdt est un mot central de périodes
p*etqg.



Théoreme 4. Un mot central est &fini sur un alphabed au plus deux lettres.
Soientp, ¢ deux entiers naturels premiers entre eux. On suppose2 etq > 2.

Il existe exactement deux mots centraux ayant pétiodesp etq. Ces deux mots
se corresponderd échange des lettres @s.

Preuve

On considere le graphe de Cayley du mot de Christoffel dte;%’emr I'alphabet
{z < y}. Onsupprime le sommet-1 = p+¢—1. On adeux classes de sommets
dans le graphe en scindant I'orbite @eous I'action de en deux

0O—-k—--—p+qg—1—---—=1—0,

a savoir les antécédents det les images de. Il suffit d'écrire una pour toutes
les lettres du premier groupe, et arpour les autres : on obtient un mot de
longueurp + ¢ — 2 qui est a la foig et g-périodique mais sans étre constant.
Réciproquement, tout mot de longueut ¢ — 2 de période® etq est obtenu
de cette facon au choix des lettres pres. ]

On en déduit que :

Théoreme 5.Un motU € {r < y}* est central si et seulement si le méty ou
le motzUy est un mot de Christoffel propre sur l'alphabet < y}, ot U est le
mot obtenu e@changeant les lettreset y.

Exercice 2. Montrer qu'un moti?” € {0, 1}* est central si et seulement si
W e0"ul*U(PnNPIOP)

ou P est I'ensemble des mots palindromes 8url }.

On peut aussi en donner la preuve suivante par récurrengggy pour plus
de détails). Soit} un mot central. Supposons quié contient au moins deux
lettres. Soienp, ¢, avec2 < p < g deux périodes d& avec pgcdp, g) = 1. On
alW|=p+q-2.

CommelV a pour période, alors il existeX de longueur — 2 tel queX est
préfixe et suffixe dél’. De méme, il exist&” de longueup — 2 tel queY est
préfixe et suffixe déV. |l existe donc deux mot§ etV tels que|U| = |V| = 2
et

W=YUX = XVY.

Montrons que I'on ne peut avoir= ¢ — 1. Sinon, alors il existe deux lettres
a eth telles queX = Ya = bY. Ceciimplique que: = b et quell/ est puisance
d’'une méme lettre, ce que nous avons exclu.

Montrons par récurrence s|i#’| que
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X, Y, W sont des palindromes,

U contient deux lettres differentes, disdnst 1,

V contient éalemerttet1,

W e {0,1}".

Sip = 2, alorsY est le mot vide. OnadongX = XV etq impair. Donc il
existe deux lettres + b telles quel = ab, V = ba, X = (ab)"a, W = (ab)""a.
L'hypothése de récurrence est satisfaite. Nous suppodoncy < ¢ — 2. On a
doncY U préfixe deX. SoitZ tel queYUZ = X. Alors

X=YUZ=Z7ZVY.

On en déduit queX a deux périodep = |YU| etq — p = |[UZ|. Comme
gcdp,g—p) =1, et| X| =q¢—2 = k+(qg—p)—2, on peut appliquer I'hypothése
de récurrence & : on obtient alorsX, Y, Z palindromes{/ = ab aveca # b, et
U = V. On en déduit quél” est central et quél’ ne contient que les lettreset
b. [ ]

Example 3. On considére la suite de mdis,,) définie sur{0, 1}* par
Fo=0, F1 =01, Fropy = F,F 1, n > 1.

Pour toutn, |F,| et|F, 1| sont premiers entre eux. Pour> 2, soitG,, le
préfixe deF,, de longueutF,,| — 2.

Gs = 01001010010 = F3F30 = F, 010.
On montre que pour tout > 4,
Gny1 = F2 G, o

(On montre par récurrence qu&G,.1 = F,,11G,.)
On a poum > 5, F,,, préfixe def? (carF,, ., = F,,F,,_, etF,_, préfixe de
F,), etG,,, préfixe deF? | (carG, ., = F? |G, _, etG,_, préfixe deF,,_,).
Le motG,,,; estun préfixe communi? et 2, de longueutF, |+|F,_1|—2.
Ce mot a pour périodg$’,| et|F,,_+|. Il n’est pas constant.



3.4 Mot de Christoffel dual

Définition 11. Soientp et ¢ deux entiers naturels premiers entre eux, et1seit
p + q. Soientp* etq* dans{0,1,--- ,p + g — 1} définis parpp* = 1 modn et
qq* = 1 modn.

Le mot de Christoffel duadu mot de Christoffel sur 'alphabét:, y} de pente
p/q est défini comme le mot de Christoffel sur l'alphalpety} de pente*/q*.

Remarque 3. 0On a vu quer = p* + ¢* dans la preuve du Théoreme 2.
Example 4. Prenong =4, ¢ =7;0nap* = 3,¢* = 8.

0$3L6L9L1L4L7LIOLZLSL8LO
Figure 2
Le mot de Christoffel dual

de pente sur l'alphabet{z < y}, p* =3, ¢* =8, n =11

D’apres la preuve du théoreme 4, le dual d’'un mot de Giffedtse lit également
sur le graphe de Cayley de ce mot de Christoffel. Par exempmapns le graphe
de la Figure 2, et enlevons les sommets@-etl = 10, les fleches et I'orientation.
On obtient le graphe de la Figure 3.

3 6 9 1 4 7 2 —5—728

) Figure 3
Egalité des positions dans un mot
de longueur 9 de périodes 3 et 8

Ce graphe exprime I'égalité des lettres selon leurs positdans un mot de
longueur 9 de périodes 3 et 8. Le mot central du mot de Clffestdual de la
Figure 2 estyzryxxyx (lesx sont en positions, 6,9, 1,4, 7 et lesy en positions
2,5,8). On retrouve le mot de Christoffekyxxyxxyzry de la Figure 1.

4 Sysemes dynamiques symboliques

Soit A un ensemble fini appel@phabet On peut faire agir sur 'ensemble des
suites unidirectionnellest™ ou bidirectionnellesd? I'application dedécalage
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T qui a la suite(u,,), associe la suitéu,1),. Travaillons par exemple avec
AN, MunissonsAY du produit des topologies discretes. Cet ensemble est alor
compact. Cette topologie est équivalente a la topologfeni@ par la métrique
suivante : si,y € AN

d(l‘,y) = (1 + lnf{k > 07 Tk 7é yk})il'

Deux suites sont donc d’autant plus proches que leurs preteienes coincident
longtemps. Leeylindre [w], olw = wy . .. w, appartient 34", est 'ensemble des
suites de la forme

[w] = {.CIZ' € AN7 Tog = Wi, T1 = Wa, ..., Tp_1 :wn}

Les cylindres sont des ensembles ouverts et fermeés; ilsngingnt la topologie.
En effet, si le cylindrgl/] est non vide et si: en est un point[l/’] s’identifie &
la fois & la boule ouvert¢y, d(z,y) < 27"} et ala boule fermééy, d(x,y) <
2711, LensembleA™ est complet car compact et métrique.

Soitu € AYN. La suiteu engendre alors Isyséme dynamique symbolique
(O(u), T), ouO(u) est I'adhérence de l'orbit®(u) = {T"(u), n > 0}, sous
I'action du décalagd’, de la suiteu dansAY. L'ensembleO(u) est a son tour,
compact, métrique et complet; il €stinvariant 7(O(u)) C O(u). En d’autres
termes T agit surO(u).

Définition 12 (Systeme dynamique symboliqué&)n appellesyseme dynamique
symboliqud’action du décalage sur un fermé invariant.de.

Le décalagé’ est une application uniformément continue, surjectijjechive
sur.4%, mais pas forcément injective sdr'.

Si T est une application continue agissant sur le compaalors le systeme
(X, T) est appel&syséme dynamique topologique

De nombreuses propriétés combinatoires de la suste traduisent en termes
dynamiques.

Définition 13 (Récurrence)Soitu un mot infini. Le mot: estrécurrentsi chaque
facteur apparait infiniment souvent.

Il est équivalent de dire que chaque préfixe apparait dansweux fois.
Example 5. Le motu, € {a,b, c} défini par

cababababa....

11



n’est pas récurrent, alors que le mgte {a, b} défini par
ababababa....
I'est. Le motu; € {a, b} défini par
abaabbaaabbbbaaaabbbb....

n'est pas récurrent.

Exercice 3. Montrer que le mot constantiaaa - - - appartient 8 (ug3).
Construire a partir du mat; un mot récurrent.

Exercice 4(Mot de Chacon) On considere le mot de Chacon défini comme le
mot sur{0, 1} qui commence par la suité3,,),.en € {0, 1}* de mots suivante :

By=0,VneN, B,,1 =B,B,1B,.
Montrer que le mot de Chacon est récurrent.
Example 6(Mot de ChampernowneOn considéere le mot infini syi0, 1} obtenu
en concaténant les représentations binaires des endignels.
1101100101110111...

Définition 14 (Uniforme récurrence)Soit v un mot infini. Le motu estuni-
formément ecurrentsi chaque facteur apparait infiniment souvent et les lacune
entre deux occurrences consécutives de chaque factaur@oées.

Proposition 1. Soitw un mot infini. Le mot: estuniformément récurrergi et
seulement si pour tout, il existe N tel que tout facteur de longueu¥ contient
tous les facteurs de longuetrde la suiteu.

Définition 15 (Périodiciteé) Un mot infini v estpériodiques’il existeT" > 0 tel
quevn € N, u,, = u,,r. La période de: est définie commein{7T > 0, Vn €
N, u, = upi7}.
Exercice 5. 1. Montrer que
O(u) = {x € AY, L(x) C L(u)},
ou L(z) est I'ensemble des facteurs de la suite

2. Montrer queu est recurrente si et seulement s’il existe une suite strient
croissantdn,,) telle que

w= lim T™u.
k——+oo

En déduire que est récurrente si et seulemenfsest surjective su®(u).
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5 Substitutions

Définition 16 (Substitution) On appellesubstitutionrou morphismeun endomor-
phisme non effacant pour la concaténation du monoide Jits, formé des mots
finis surA.

Example 7 (Substitution de Fibonaccilun exemple classique est donné par la
substitution définie sufa, b}* paro(a) = ab, o(b) = a.

On peut étendre naturellement la définition d’une sulnstih a I'ensemble
des suites4™.

Définition 17 (Point fixe) Soito une substitution. Upoint fixede s est un mot
infini » tel ques(u) = w. Un point périodiquede o est un mot infiniu tel qu'il
existek € N tel quec*(u) = u.

Proposition 2. Soito une substitution telle qu’il existe une letiréelle ques(a)
commence par et|o(a)| > 2. Alors, la suite de mots, o (a), o*(a), - - ,0"(a), - - -
converge vers un mot infini que I'on naté (). Ce mot est upoint fixedeo.

Preuve SoitW tel queo(a) = aW. Onac’™!(a) = aWao(W)a*(W) oI (W),
pourj > 0. Le moto?(a) est donc un préfixe non trivial de dé*!(a), ce qui
donne la convergence. |

Example 8. Le mot de Fibonaccest le point fixe commencgant pade lasubsti-
tution de Fibonaccdéfinie sufa, b}* para — ab, b +— a:

abaababaabaababaababaabaababaabaababaababaabaababaababaaba...

Le mot de Thue-Morse sequenest le point fixe commencant parde la
substitution de Thue-Mors#efinie suf{a, b}* para — ab etb — ba :

abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabbabaababbabaabbaabab...

De nombreuses propriétés des suites substitutives geontes par leuma-
trice d’'incidence:

Définition 18 (Matrice d'incidence) On associe a la substitutian définie sur
I'alphabet.A la matriceM = [m; ;] jc42 dont le terme générah; ; compte le
nombre d’occurrences de la lettrelanso (7).
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Example 9. La matrice d’incidence de la substitution de Fibonacci[e%t é } .
Celle de la substitution de Thue-Morse %s?f 1 } .

Définition 19 (Matrice primitive) Une matrice carrée dont les entrées sont supérieures
ou égales & est diteprimitive s’il existe une puissance de cette matrice dont toutes
les entrées sont strictement positives.

Définition 20 (Substitution primitive) Une substitution est ditprimitive si la
matrice associée l'est.

En d’autres termes, il existe un itéré de la substituteédtie I'image de toute
lettre contient toutes les lettres de I'alphabet.

Example 10. La substitution de Fibonacci est primitive.

Définition 21 (Systeme dynamique substitutifyn syseme dynamique substitutif
est un systeme dynamique engendré par un mot iafigint fixe d’'une substitu-
tion o primitive (c’est-a-dire tel que (u) = u).

Exercice 6. Une matrice carré@/ dont les entrées sont supérieures ou égales a
est diteirr éductiblesi pour tout(z, j), il existe une puissande € N telle que le
coefficient d'indice(i, j) de M* soit strictement positif.

Donner un exemple de matrice irreductible et non primitive

Exercice 7. Montrer que sbr est une susbtitution primitive alors il existe un mot
infini « et un entiek tel quec”(u) = u.

Théoreme 6. Soit o une substitution primitive. Alors tout point fixe deest
uniformément écurrent.

Preuve Soitu = o(u) un point fixe dec. Ce point fixe est obtenu comme
lim,, .., 0" (ug). Il existek tel que toute lettré de A apparaisse danga). Donc
a apparait a lacunes bornées dande méme que tout facteur de ]
Exercice 8(Triangle de PascallOn considere la substitution bidimensionnelle
0 0 11
o:0— 0 0° 1+ 10
Montrer ques>°(1) est le triangle de Pascal réduit modulo 2.
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6 Fonction de Complexié
6.1 Deéfinition

La fonction de complexité est un outil tres utile a I'éeudes mots infinis et des
systemes dynamiques symboliques.

Définition 22 (Fonction de complexité)Soitu = (u,), un mot infini & valeurs
dans l'alphabet finjd. On appellgonction de complexétde v, et I'on notep, la
fonction (définie sur les entiers) qui compte le nombre deefars de: de longueur
donnée :

p(n) = Card{w; w est facteur de et|w| = n}.

Il est facile de voir que la fonction de complexité est csaiste et que pour
tout entiern, on al < p(n) < d", oud est le cardinal de I'alphabet.

Cette fonction peut étre considérée comme mesure de la gdictibilité du
mot infini. La différence premiére de la fonction de conxgiep(n + 1) — p(n)
compte le nombre d’extensions possibles dans la suite desifa de longueut.
Notons que la difference premiére de la fonction de cori@e(n + 1) — p(n)
est une version discrete de la dérivée : il s'agit d’urxtdiaccroissement.

Définition 23 (Prolongements)Soit « un mot infini. On appell@rolongemena
droite (respectivemenprolongement gauchg d’'un facteurl¥ une lettrer telle
queWVx (respectivement’) est un facteur de.

Un prolongement est aussi appeldension

Notation 3. On notel’’* le nombre de prolongements a droite du ot

Théoreme 7. Soituw un mot infini. On a alors

p(n+1) = Z wt,
)

WeLn(u

et
pn+1)—pn)= Y (W"=1).
WeLn(u)

Nous verrons au paragraphe 6.2 que la notion de facteuras@st un outil
efficace pour déterminer la difference premiere de lztion de complexité. En
effet, dans le cas d’'une complexité basse, le nombre deuescspéciaux est en
général relativement aisé a déterminer.

Soitu un motinfini a valeurs dans I'alphahdt Soit1¥* le nombre d’extensions
a droite.
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Définition 24 (Facteur spécial a gauché)n facteur est difacteur sjgciala droite
(respectivemerfacteur sjgciala gauché s’il admet plus d’une extension a droite
(respectivement a gauche).

La fonction de complexité permet de caractériser les nnditss périodiques.
On a en effet le résultat classique suivant

Théoreme 8(Coven-Hedlund) Soit« un mot infini. Le mot: est ultimement
periodique si et seulement sil'une des conditions suivagges/alentes esgvifiée :

1. 3n, p(n)<n
2. 3C, Vn p(n) < C.

Preuve Supposons gu'il existe tel quep(n) < n. On suppose que le momn’est
pas constant. On a alop$l) > 2. Il existe dondk tel quep(k + 1) = p(k). Pour
chaque molV de longueurk qui apparait dans, il existe au moins un facteur
de la formeWa, oua € A. Commep(k + 1) = p(k), il n’existe qu’un seul tel
mot. Donc Siu; - - - Ujpp—1 = ;- Ujyk—1 = W, alorsu,, = u;y,. Comme
'ensemblel,(u) des facteurs de de longueulk est fini, il existe; > i tel que
Wi+ Uipp—1 = Uj -+ - Wjyk—1, €L DONCU;4, = uj4,, POUr toutp € N, et le mot est
ultimement périodique. |

La fonction de complexité permet d’exprimer simplemetropie topo-
logique du systemgO(u), T).

Définition 25 (Entropie topologique)L’entropie topologiqué:(u) d’un mot in-
fini u, ou plus généralement dyséme dynamique symboliqassoci& O(u), T')
est définie comme :

R )]

n—-4oo n

oud est le cardinal de I'alphabet sur lequel le mot est défini.

Cette limite existe du fait de la sous-additivité de la famrcrn — log,(p(n)) :

Vm, n, 10g,(pu(n +m)) < logy(pu(m)) +logy(pu(n))-

Les mots infinis d’entropie topologique nulle sont ditterministes Les mots
que nous étudierons dans ce cours sont déterministess ¢dmsidérons princi-
palement deux familles de mots infinis : les mots engendaésybstitution et les
mots sturmiens.

L'étude de la complexité conduit en particulier aux trgigestions suivantes :
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e Comment calculer la complexité d’un mot infini ?
¢ Quelles fonctions peuvent étre réalisees comme detiédmsale complexité ?

e Peut-on caractériser des familles de mots infinis par leonpexité ? Peut-
on déduire de la complexité une représentation géaguit de certaines
mots infinis ?

Nous allons voir au paragraphe 6.2 comment résoudre laiprerquestion en
considérant les facteurs spéciaux d’un mot infini. Enipalier, une question na-
turelle est de savoir si toutes les fonctions affines peldteatéalisées (éventuellement
ultimement) comme fonctions de complexité. La réponsafsmative. Néanmoins,

la seconde question est loin d’étre résolue, surtout acas de I'entropie posi-

tive. Bien que la fonction de complexité soit en génénaliffisante pour décrire

des mots infinis, nous allons voir que dans le cas des motsistos (paragraphe

7), beaucoup d’informations peuvent se déduire de la desaace de la fonc-

tion de complexité : les mots sturmiens sont les mots infleisomplexité: + 1
indexés pai.

6.2 Exemples

Exercice 9.Le motinfini de Fibonacci est défini comme le point fixe commencant
para de la substitution suivanteri(a) = ab ando(b) = a.

1. Montrer que pour tout, on ac™!(a) = o™(a)o™ (a).

2. Montrer que pour tout, ¢"(a) apparait a lacunes bornées. En déduire
I'uniforme récurrence de.

3. Montrer que le langage deest stable par image miroir (utiliser I'exercice
3).

4. Montrer que tout facteur du mot infini de Fibonacci peut étre décomposé
uniguement de la maniere suivante :

w = 110(V)rs,

ouw est un facteur du mot de Fibonacgi,c {¢, b}, etry = a, sila derniéere
lettre dew esta, etry = ¢, sinon.
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5. Montrer que siw un facteur spécial gauche non vide, alors il existe un
unique facteur spécial gauche non videel quew = o(v)ry, OUry = a, Si
la derniéere lettre d& esta, ets = ¢, sinon. En déduire la forme générale
des facteurs spéciaux gauche.

6. Montrer que le mot infini de Fibonacci n’est pas ultimenp@riodique.

7. Endéduire que la fonction de complexité du mot infini d®Racci satisfait
p(n) = n+ 1 pour toutn.

Exercice 10.Soitu la suite de Thue-Morse définie comme le point fixe commencan
par0 de la substitution suivanter:(0) = 01 ando (1) = 10.

1. Montrer que chaque facteurpeut étre décomposé comme= rio(x)rs,
ou x est un facteur et; € {¢,a,b}. Si|w| > 5, alors cette décomposition
est unique.

2. Montrer quep(2n) = p(n) + p(n + 1) et quep(2n + 1) = 2p(n + 1), pour
n > 1. En déduire une expression de la fonction de complexité.

Exercice 11. Soit u point fixe d’'une substitution primitive. Montrer qu’il exes
C tel que
Vn € N, p(n) < Cn.

7 Suites sturmiennes

7.1 Premieres cefinitions

On a vu que si la complexité d’'une suite est telle qu'il exish entiern pour
lequelp(n) < n, alors cette suite: est périodique. Il apparait alors naturel de
s'intéresser aux suites de complexité- 1, c'est-a-dire telles qug(n) = n + 1,
pour toutn. De telles suites existent si¥, par exemple, la suite de Fibonacci
(voir I'exercice 9), et suZ; la suite suivante a pour complexitét+ 1

...000010000. ..

Définition 26. Les suites de complexite+ 1 indexées paN sont appeléesuites
sturmiennes
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Les suites sturmiennes sont donc les suites de complexitinale parmi
les suites non ultimement périodiques. Cette définitraplique que les suites
sturmiennes sont définies sur un alphabet a deux lefifés € 2).

Théoreme 9. Montrer que pour toute suite sturmienne, chaquefipe apparé
au moins deux fois dans la suite. Toute suite sturmienné&estnente.

Preuve Raisonnons par I'absurde et supposons @@®it une suite sturmienne
non récurrente. Il existe un mét qui apparait un nombre fini de fois. Sait
sa longueur. Il existéV tel que le facteut/ n’apparaisse plus apres 'indicé.
On considére la suite = 7™ (u), ol T désigne le décalage. La suitea au
plusn facteurs de longueut. D’apres le théoreme 8, la suiteest ultimement
périodique, et donc la suiteaussi, ce qui conduit a une contradiction.

|

Proposition 3. Siu est une suite sturmienne, alors un et un seul des fitota!
11 appardt dansu.

Preuve On a(u) = 3. Chaque mot apparait infiniment souvent, en particuler le
lettresO et 1, doncO01 et 10 aussi. [ ]

En conséquence, on distingue deux types de mots sturmiens.

Définition 27. Une suite sturmienne est dite tigpe 0 (resp. 1) si la lettre1
(resp0) est isolée, c’est-a-dire $il (resp.00) n'apparait pas.

L'exemple le plus classique de suite sturmienne est la daitgbonacci, point
fixe de la substitutiomr définie paro(a) = ab eto(b) = a (voir exercice 9). Les
suites sturmiennes sont donc définies de maniere pureraertinatoire, mais ce
qui estremarquable, c’est qu’elles peuvent étre egaleraprésentées de maniere
géomeétrique : les suites sturmiennes sont exactemesuikes obtenues en codant
I'orbite d’'un point p du cercle unité sous la rotation d’angle irrationnglpar
rapport a des intervalles complémentaires du cercl@aigtongueurs et1 — a.

Dans tout ce qui suif?, désigne la rotation éfinie sur le torel; = R/Z
de dimension 1, paR,x = x + a modulo 1. S’il N’y a pas d’ambigité, nous
omettrons de gciser que nous travaillons modulo 1.
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Théoreme 10(Morse-Hedlund) Soitu une suite sturmienréevaleurs dango, 1}.
Il existe alorsa irrationnel dans|0, 1] etp € R tels que 'on ait
soit

vn, (u, =0 <= R.(p) = p+naec|0,1—al),

soit
Vn, (u, =0<= R)(p) = p+na€l0,1—al).

Pour une preuve de ce théoreme, voir [5] ou [7].

Le lien avec la représentation par droites discretesesiitide la remarque
suivante : on suppose qite@, (u, = 0 <= R!(p) = p+na € [0,1—«af); On
vérifie alors quer,, = 0 si et seulement §i(n + 1)a+ p| = |na+ p|. De méme,
u, = 1 si et seulement di(n + 1)a + p| = |na + p| + 1. De maniére analogue,
si 'on suppose qu&n, (u, = 0 <= Rl(p) = p + na €]0,1 — «a]), on vérifie
alors queu,, = 0 si et seulement si(n + 1)a + p| = [na + p], et de méme,
u, = 1 si et seulement gi(n + 1)a + p| = [na + p] + 1. Une suite sturmienne
code donc la ligne brisée reliant les entiers les plus mecke la forména + p|
(resp.[na + p]), pourn € N, de la droite d’équatiop = ax + p, en codant les
pas horizontaux par déiset les pas diagonaux par des

On appelleangled’une suite sturmienne le réelqui lui est ainsi associé.

Un des intéréts de la représentation géométrique diéssssturmiennes in-
diquée dans le théoreme 10, est gu’elle fournit une dasan simple, en termes
d’intervalles du cercle unité, des facteurs de longueunée.

On rappelle les propriétés suivantes de la syite),,cy.

Théoreme 11.Soita ¢ Q et soitp € R. La suite(na + p) mod1 estdense:
pour tout intervalle/ non vide deR/Z, il existen € N tel quena + p € I.

De plus la suitena + p) mod1 estuniformément distribuéepour tout inter-
valle I non vide deR/Z,

1
NETwNCaFd{n eN, na+pel}=]|I,

ou || désigne la mesure de

Lemme 1. Soitu une suite sturmienne d’angte. Il existe une bijection entre
les facteurs de longueur de la suiteu et les intervalles de la partition du cercle
unité par les points-ka, 0 < k£ < n.
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Preuve Supposons que code I'orbite du poinp par rapport d, = [0,1 — o] et
I, = [1 -, 1. Un mot finiw, - - - w, défini sur I'alphabef0, 1} est un facteur de
la suiteu si et seulement s’il existe un entiertel que

n—1
p+kael(wy,... wy)= ()R (Iu.,)
j=0

Commeq est irrationnel, la suit¢p + na),cy est dense, ce qui impliqgue que
wywy . .. w, estun facteur de si et seulement di(wy, ..., w,) # 0. n

En particulier, 'ensemble des facteurs ne dépend pas thi itial p. On
vérifie de plus que les ensembl&suy, . .., w,) sont connexes et bornés par les
points —ka mod1, pour0 < k < n — 1. llyan + 1 tels intervalles ¢ est
irrationnel) et alors: + 1 facteurs de longueur : la suiteu est bien sturmienne.

7.2 Equilibre

Notons que les suites sturmiennes ont de nombreuses aataesarisations, tant
géomeétriques que combinatoires. En particulier, legeswsturmiennes sont les
suites équilibrées sur un alphabet a deux lettres qursmmultimement périodiques.
Une suiteéquilibrée est telle que la difference entre le nombre d’occurrences
d’'une lettre dans deux de ses facteurs de méme longueuspegte par 1 en
valeur absolue (voir Définition 29).

Définition 28 (Equilibre) Un mot infiniw € {0, 1} est ditéquilibré si pour tous
facteursU, V de méme longueur de on a

UL = [Vh] <1

Un langagel. sur I'alphabet{0, 1} est ditéquilibré si pour tous mot#/, V' de
méme longueur dé, on a
Ul = [VIh] < 1.

Notons qu'il est tres facile de construire des suites{suid } 2-équilibrées,
c’est-a-dire telle que pour tous factedfsl” de méme longueur de on a
UL = V] <2
Il suffit de prendre I'image par la substitution
0— 01,1+~ 10

de n'importe quelle suite sur I'alphabgi, 1}.
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7.3 Facteurs s@ciaux

Soit u une suite a valeurs dans l'alphabét On rappelle quéV* (resp. W ™)
désigne le nombre de prolongements a droite (resp. ahgaweV dansu.
Rappelons que
pin+ 1) —pn)= > (W*-1);
WeLn(u)

et qu’ facteur est difacteur si@cial a droite (respectivementacteur sgcial a
gauch@ s’il admet plus d’une extension a droite (respectivendgegauche).

De la complexité d’'une suite sturmienne on déduit que pawirn il existe un
unique facteur prolongeable a droite, ndig et un unique facteur prolongeable a
gauche, noté&-,,. En effet, on a

L=pn+1)—pn)=1= Y Wr-1)= > W -1)=1

WeLn(u) WeLn(u)

Définition 29 (Equilibre) Un mot infiniw € {0, 1} est ditéquilibré si pour tous
facteursU, V de méme longueur de on a

UL = [V <1

Un langagel. sur I'alphabet{0, 1} est ditéquilibré si pour tous mot#/, V' de
méme longueur dé, on a
Ul = [Vh] < 1.

Définition 30. Un langage est ditactoriel si pour tout mot de ce langage, tout
facteur de ce mot appartient au langage.

Théoreme 12.Soit L un langage factoriel eéquilibré. Alors pour tout:, il existe
au plusn + 1 facteurs de longueut dansL.

Voir par exemple [5] pour une preuve.

Proposition 4. Le langage d’une suite sturmienne est stable par image mkai
particulier, on a pour tout, G,, = D,,.

Preuve Soit v une suite sturmienne. Soit(u) 'ensemble des facteurs de la
suiteu et E(u) I'ensemble des images miroir des facteurs de la suitéOn a
L(a) U E(u) est un langage factoriel équilibré. Donc pour teyil y a au plus
n + 1 facteurs de longueur dans£ () U £(u). |
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Proposition 5. Soitu une suite sturmienne d’angte. Pour toutn, D, est un
suffixe deD,,.; et G,, est un péfixe dez,,,;. Pour toutn, on aG,, estégal au
préfixe de longueun de la suite sturmienne, ap@esuite caractéristiqueéfinie
par

Vn € N, u, = 0 si et seulement sia + « € [0,1 — af.

Exercice 12. Montrer que deux suites sturmiennes ayant le méme fagb@arad
droite de longueun — 1 ont les mémes facteurs de longueur

Preuve On montre ce lemme par récurrence. On vérifie qu’il est p@ir
m = 2. Supposons que deux suites sturmiennes ayant le mémerfaciean-
sif de longueurn — 1 ont les mémes facteurs de longuewur Considérons alors
deux suites sturmiennes ayant le méme facteur expansde longueurn et par
conséquent le méme facteur biprolongeable a gadthéon aG,, = D,,). En
particulier, par hypothese de récurrence, ces deuxssaite mémes facteurs de
longueurm, car elles ont le méme facteur expansif de longueur 1. Montrons
gue les facteurs de longueuront les mémes extensions dans les deux suites.

Supposons qu€',,, | # D,,_;. Le facteurD,,, a pour extensiong etb, dans
les deux suites. Les facteurs de longueudifféerents deD,, ont une unique
extension droite. Or le suffixe de longueur— 1 d’'un facteur de longueumn
different deD,, est different deD,,_,, carG,,_1 # D,,_1; on conclut alors en
notant que ce suffixe a donc une unique extension droite stjia eméme dans les
deux suites, par hypothese de récurrence.

Supposons maintenant qég, , = D,,_;. On noteD,, = zD,, ;. Ona:
Gy = Gp_1x. Notons de plug = a, Siz = betz = b, Siz = a. Le facteur
xD,,_1 a pour extensions droiteset b, dans les deux suites, par définition. De
méme, le facteuD,,_,x a pour extensions gaucheset b. Par conséquent, le
facteurzD,,_; a pour unique extension droite dans les deux suites. Le raison-
nement est le méme que précédemment pour les facteunsigiedunn restants.

|

7.4 Graphe des mots

Un outil tres utile pour I'etude des suite sturmienneg(eparticulier pour I'étude
des frequences des facteurs) estjiaphe des motde Rauzy. Soit, une suite
définie sur I'alphabet finid (de cardinall). Le graphe des mofS, des facteurs
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de longueur. de la suitex est un graphe orienté qui est un sous-graphe du graphe
des mots de de Bruifn

Le graphd’,, a pour sommets les facteurs de longueule la suite, avec une
aréte dd/ versV, s'il existe un motl de longueur, — 1 tel que :

U=zxWetV =Wy, avecr,y € A,
et tel querWWy soit un facteur de la suite.
Proposition 6. Soitu € AY. Les proprétés suivantes so@uivalentes :

1. Pour toutn le graphe des motl,, d’ordre n assoce a u est fortement con-
nexe.

2. Tous les pEfixes de: apparaissent au moins deux fois.
3. La suiteu est lecurrente.

Preuve Montrons que 1) implique 2). Sdit’” préfixe de longueur de la suiteu.
Commel’,, est fortement connexe, il existe une fleche qui arrivéléndonciV’
admet une autre occurrence que celldidest préfixe.

On sait déja que 2) implique 3).

Montrons que 3) implique 1). Soiemt, W deux facteurs de longueurde
u. Il existe une occurrence dé& qui apparit apres celle dé, donc il existe un
chemin issu du sommét” qui arrive enV/. De méme, il existe une occurrence de
V' qui apparit apres celle d&’, donc il existe un chemin issu du sommeégui
arrive enlv. ]

Soit U un sommet dé’,. On noteU* le nombre d’arétes dE,, d'origine U
etU~ le nombre d’arétes d’extremité.

On appelleorancheun chemin de longueur maximalg — U, --- — U, tel
queU; ! = 1 pouri > 2, etU;" = 1 pouri < n.

Supposons le graphe, fortement connexe et la suite non périodique, alors
les extrémités d’une branche sont des facteurs spéciaux

1Le graphe des mots de de Bruijn correspond au graphe des inots shite de complexité
maximale ¥n, p(n) = d™) eta été introduit par de Bruijn dans le but de construggslites finies
circulaires de longueut” a valeurs dan$0, 1, ...,d — 1}, telles que tout facteur de longueur
apparait une fois et une seule : une telle suite correspamdchemin Hamiltonien fermé dans le
graphe de de Bruijn.
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Une suite sturmienne présente deux types de graphes setan,g= D, ou
queG,, # D,.

Y

A
A

Exercice 13.Montrer qu’une suite sturmienne est uniformément ré&mts.

7.5 Graphes des mots et fEquences

Cette forme simple du graphe des mots permet de déduirafdesations sur les
frequences des facteurs des suites sturmiennes.

Définition 31. On appellefréquencedu facteurU dans le mot infiniu la limite
suivante si elle existe : de

: 1 I
Nl_lgloo NCard{k € N, U apparait a I'indice: dansu}.

D’apres le théoreme 11 et le lemme 1, on déduit I'existedes frequences
dans tout mot sturmien.

Lemme 2. Supposons qu€ — V etqueUt =1 =V~ = 1, alors les facteurs
U etV ont néme féquence

Preuve En effet, écrivond/ = zW etV = Wy, ouz ety sont des lettres.
CommeU™ = 1, le facteurU a pour unique extension droite de méme, le
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facteur a pour unique extension gauche Par conséquent, nous avons les
egalités suivantes entre les frequences :

fU) = f(Uy) = faWy) = f(zV) = f(V).
|

On déduit alors du lemme précédent que les mots d’'uneeart@anche ont
méme fréquence. On associera donc a une branche lefrégules mots de cette
branche.

Revenons au cas sturmien.

Par branche (1) ou (3), représentées sur la figure ci-desalentend tous les
mots de ce chemir),, etG,, exclus. En revanchd),, etG,, seront inclus dans la
branche (2).

On déduit alors de ce lemme que tous les mots de la brancleo(f)a figure
ci-dessous), privé d®,, et G,, ont méme fréquence, que, de méme, tous les mots
de la branche (3), privé dP,, et G,, ont méme fréquence et enfin, que tous les
mots de la branche (2]),, et G,, inclus, ont méme frequence. On en déduit donc
que les fréequences des facteurs de méme longueur d’uteessuimienne pren-
nent au plus 3 valeurs. De plus,&j,_; = D, alors I'une des deux branches
(1) ou(3) est vide, c'est-a-dire que I'on a une arételdeversG,,. On en déduit
donc la proposition suivante.

Proposition 7. Les flequences des facteurs démme longueur d’'une suite sturmi-
enne prennent au plusvaleurs. Si7,,_; = D,,_1, les frequences des facteurs de
longueurn prennent au plug valeurs.

On en déduit ainsi que du lemme 1 le théoréme suivant ceans le nom de
théoreme des trois longueurs :

Théoreme 13.Soita fixé. Les pointsa modulol, pour0 < k < N, divisent
I'intervalle [0, 1] en intervalles dont les longueurs prennent trois valeurplas,
'une étant la somme des deux autres.

7.6 Substitutions sturmiennes

Définition 32 (substitution inversible)On peut étendre la définition d’'une substi-
tution définie sur un alphabet&lettres au groupe libré,; en posant

o(s7h) = (o(s) "
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Une substitution est ditmversibles’il existe un morphisme: F; — F tel
que
vo(a) = ov(a),

pour toute lettrex € F.
Example 11. La substitution de Fibonacci est inversible.

Définition 33 (Automorphisme positif)Un automorphisme est dit positif si 'image
de toute lettre & une puissance positive ne contient aymuiseance négative.

Théoreme 14(Substitution sturmienne)Soito une substitution sur un alphabet
a deux lettres. Les prog#ies suivantes soiguivalentes :

e il existe un mot sturmien tel quecs(u) est sturmien
¢ |'image de tout mot sturmien par est sturmien.

On a alors que tout point fixe d’une substitution sturmienn@ar complexi
n+ 1.

Théoreme 15(Wen-Wen) Les automorphismes positifs sur le groupe libre sur
deux lettred, sont exactement les substitutions sturmiennes.

On en déduit que si une substitution sur un alphabet a dettres$ est in-
versible, alors tout point fixe de cette substitution (ou ole carré) a pour com-
plexitén + 1, pour toutn.

Définition 34 (Substitutions conjuguéesPeux motsX,Y sont ditsconjugLes
s'il existe des mot¥, W tels que

X=VW,Y =WV

Soiento et i deux substitutions. La substitutipnest un conjugué a droite de
s’il existe un motiV tel que

o(a)W = Wu(a), pour toute lettres € A.

En particulier, les mots(a) et iu(a) sont conjugués pour toute letise

Si W est non vide dans
o(a)W = Wpu(a), pour toute lettrez € A,

alors les mot (a) poura € A commencent par la méme lettre.
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Example 12. Soito la substitution définie par
o(0) = 01010, o(1) = 01.
Les substitutions suivantes sont des conjuguées:de

o0(0) =
01(0) =
02(0) =
03(0)_10010 ao(1) =
04(0) =
05(0) =
S

Toutes ces substitutions sont sturmiennes.

Théoreme 16.Soito une substitution sturmienne sur un alphabeteux lettres.

d
substitutions sturmiennes de matrice d’'incidenéeCes substitutions sont toutes
conjuglees.

SoitM = < z b sa matrice d’incidence. Il existe exactementb+c+d—1
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