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- Fiche de TD4 : Connectivité -

- Exercice 1 - Echauffement -

Calculer la sommet-connectivité et 'aréte-connectivité du graphe suivant.

- Exercice 2 - Echauffement (plus dur) -

Calculer k(P) (ou P est le graphe de Petersen), A\(K,,) (ot K,, est le graphe complet & n sommets; on
pourra utiliser le fait que si F' est un ensemble d’arétes de taille < n — 2 de K,,, (V(K,), F) n’est pas
connexe) et £(Qq) (ot Qg est I'hypercube de dimension d, de sommets {0,1}% avec @1 ...24 et y1...yq
sont reliés si et seulement si Zle |z; — y;| = 1; on pourra raisonner par récurrence sur d).

- Exercice 3 - Connectivité des cubiques -

Soit G un graphe cubique (ie. 3-régulier). Montrer que G est 3-aréte-connexe si, et seulement si, il est
3-sommet-connexe.

- Exercice 4 - Treillis des séparateurs -

Soient G = (V, E) un graphe connexe et z et y deux sommets de G. Pour X un (z, y)-(sommet-)séparateur
de G, on note C(X,z) la composante connexe de G \ X contenant x.

Soient X et Y deux (z, y)-(sommets-)séparateurs, montrer que A = (XNC(Y,z))U(XNY)U(YNC(X, z))
et B=(XNCY,y)U(XNY)U (Y NC(X,y)) sont des (x, y)-(sommets-)séparateurs de G.

- Exercice 5 - Graphes 2-connexes -

Soient G = (V, E) un graphe et x et y deux sommets de G. Le graphe G/{z,y}, obtenu aprés contraction
de la paire {x,y} est le graphe G \ {z,y} auquel on ajoute un sommet v,, de voisinage N¢(z) U N (y)
(on supprime les potentiels arétes multiples).

On suppose que G est 2-sommet-connexe et possede au moins 4 sommets. Soit e une aréte de G. Montrer
que G — e ou G/e est 2-sommet-connexe.

- Exercice 6 - Menger étendu -

Soient G = (V, E) un graphe k-sommet-connexe et X et Y deux sous ensembles de V' de taille au moins
k. Montrer qu’il existe k chemins sommet-disjoints de X a Y. Soit z un sommet n’appartenant pas a X,
montrer de méme que G contient k chemins sommet-disjoints (sauf en z) de z & X.

- Exercice 7 - Plein de cycles -
Soit G = (V, E) un graphe k-sommet-connexe, avec k > 2.

a. Soient x; et xo deux sommets distincts de G. Montrer qu’il existe un cycle contenant x; et xs.
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b. On veut généraliser le résultat précédent. Soient {x1,...,xr} un ensemble de k sommets distincts de
G. Montrer qu’il existe un cycle de G contenant tous les x; (on pourra considérer un cycle qui contient
le plus grand nombre possible de sommets z; puis appliquer le résultat de I'exercice précédent).

- Exercice 8 - Gros cycle -

Soit k > 2. Montrer que tout graphe k-sommet-connexe contenant au moins 2k sommets contient un cycle
de longueur au moins 2k.



