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è�ýmè��
è�íjélì
xi ≤ xj ö �Íñ·é�� i < j
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è�íjélì 8 ð ��é`óUè�ï[ð�ñmû?ë!ýmè�í�ÿXè�A�÷
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χ{(1,2)}
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δ
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δ � 3 → 2 → 1 Å
� è �Íñmý]ý ÿ�ó �
è ê ë!ÿ � éló é���ñ]ì é`ó ��ñ]ÿDñ]í��-èXÿXé`ñ]ó�í /-÷ 'Óð�ô��gë?ñ]í ��ð�ô��/ó�ì`è ��èXô`è�ñ]ì�éló
ìbé`ð�î
F�ëõô`èXìbélôbñ]ÿ�élñ]ó!í�ó ��é���è ��ñ]èXôlë!ôbÿ�� FÛó�� �!ôlë�� �#ÿXýdë!ìbì`è�ì�� ç�� ÷
45��è�ÿ�ý]ë!ì`ì�� ç��

k

ó��
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ç�èXé
F ê èõëDì`èXé�ó �C�~ð�í�ÿXé`ñ]ó�í�ì��~ô`ó � {1, . . . , k}

ñmí[é`ó
{1, . . . , k}

÷ 45��èõÿ�ý]ë!ì`ì
�ºç�� F
kñ]ìÓî�è �@í�èXî ô`èXÿ�ð�ôbì`ñ·û�è�ýEF ê F�ð�ì`ñmí � k

í�ó-î�è�òSý]ë ê è�ý]ì ë!í�î é���ôbè�è
ó �MèXôlë?é`ó�ô`ì 5 •i ö ◦f

ë!í�î
χS

÷ 0@ó�ô
i ∈ {1, . . . , k} ö é���ègó��MèXôlë?é`ó�ô •i

ÿXô`è�ë?élèXìõëÎìbñ]í ��ýmèõû�è�ôpélè�ú ý]ë ê èXý]ýmè�î ê F i
÷

45��è�ó �/è�ôlë�éló�ô
◦f ö �Íñmé�� f ∈ F ö ë�� ��ýmñ]è�îDélóUëõýdë ê è�ýmý]èXî���ô`ë�� ��ô`è ��ýdë?ÿ�è�ì�è�û�èXô3F#ýdë ê èXý

i
�Íñ·é��

f(i)
÷ 45��èºó �MèXôlë?é`ó�ô

χS ö �Íñmé�� S ⊆ {1, . . . , k}×{1, . . . , k} ö ë � ��ýmñ]è�îUéló�é��¨óýdë ê è�ýmý]èXî ��ôlë � ��ì G
ë?í�î

H
ñ]í�é���ñmì�ó�ôbî�è�ô ö ÿ�ôbèOë?é`è�ìÍé���èÓî�ñmì (bó�ñmíjé�ð�í�ñmó�í�ó�� ��ôlë��
��ì Gë!í�î

H ö ë?í�î��~ó�ôºë!ýmý
(i, j) ∈ S

ë!î�î�ì èXî ��è�ì ê è�é��¨èXè�í�èXû!è�ô1FÎû!è�ôbé`è�ú ó���ýdë ê èXý i ñmí Gë!í�î
èXû!è�ô3Fõû!è�ôpélè�úDó��Mýdë ê èXý j ñmí H
÷ 45��èÍÿ�ýdë?ì`ì�� ç��

k

ñ]ì�î�è �@í�èXîDéló ê è�� ç�� Φ
k

� ��èXô`è
Φ
ñ]ìwé���èºìbèXé�ó �'ë!ý]ý �~ð�í�ÿXé`ñ]ó�í�ìC�~ôbó �

{1, . . . , k}
ñmíjéló

{1, . . . , k}
÷ 45��è�
���� / , � 	 E >Dó��

G
ñmìÍé���è �Dñmí�ñ �(ð �

k
�~ó!ô+� ��ñ]ÿ���ì`ó �
è�ýdë ê è�ýmý]ñmí ��ó � G

ñmì�ñ]í�� ç��
k

÷
�-è�è 08ñG��÷ <6�~ó�ôÍë!í#è�ú�è � ��ý]è�ó��8ë!í�� ç��

3
è�ú
��ô`è�ìbì`ñmó�í ó��8ëõì��Dë!ý]ý ��ôlë � ��÷

��éCñ]ìÍí�ó!é �[í�ó��Íí � ��è�é���èXôCé���è�ôbè�è�ú�ñmìbé`ì ë �Mó!ýGFAí�ó �
ñdë!ý/élñG�Dè�ë!ýG��ó�ôbñmé��
� ÿXó � ��ð�élñmí �
ë�� ç�� î�èXÿ�ó � �/ó�ì`ñ·élñ]ó!íõð�ì`ñmí �

k
ÿXó�ý]ó!ô`ì �~ó�ô ��ô`ë�� ��ìwñmí��ºç��

k

÷ ' í�ýGF(é���èÍÿOë?ì`è�ì
k = 18 � ��ñmÿ�� ÿ�ó!ô`ô`èXì��/ó�í�î�ìºélóÛÿXó ��ôlë � ��ì�ACë!í�î

k = 2
8 ì`èXè :�� @�A �@ëOû�è ê è�èXí�ì`ó�ý·û�èXî ì`ó��4ë?ô�÷

�¨ó � ��ð�élñmí � é���è��ºç�� ò �Íñ]î-é���ñ]ì�� -8ò �@ë!ô`î 8 ì`è�è :$� @�A�÷
45��è��ºç�� ò �Íñ]î-é�� �@ë!ìÛë ìbé`ô`ó�í
� ý]ñmí.���Íñ·é�� ë!í�ó!é���è�ô �¨èXý]ý³ò �[í�ó��Íí �@ë?ôlë��
èXé`è�ô�5�é���è
ÿ�ýmñ]ï[ð�è�ò �Íñ]î�é�� ö ñ]íjélôbó-î�ð�ÿ�èXî ê F��¨ó�ð�ôbÿ�èXý]ý]è " E�� . G 8 ìbè�è :=<�@BA�÷�� ç�� ò �Íñmî�é�� ë!í�î�ÿ�ýmñ]ï[ð�è�ò�Íñ]î�é��Dñmí�î�èXè�î
î�ñ��Mè�ô ê FUë6�4ë!ÿXé`ó�ôwë?é7�
ó�ìbé > 8 �
ó�ôbè5��ô`èXÿ�ñ]ìbè�ýEF ö é���èCÿXý]ñmïAð�è�ò �Íñmî�é��Uó��6ë��ôlë � ��ñmì ê ó�ð�í�î�è�î ê èXý]ó�� ê F�ñmé`ì�� ç�� ò �Íñmî�é�� ö ë!í�î(ë ê óHû�è ê FÓé��Íñmÿ�è ñmé`ì��ºç�� ò �Íñ]î-é��%A�÷
�Îó�ôbè�óHû�èXô ö é`ôlë!í�ì3�~ó�ô3�gë?é`ñ]ó�í�ì�ô`è�ì3�MèXÿXé`ñ]í �Cé���èXì`è ê ó�ð�í�î�ì ê èXé��&è�èXí
î�è�ÿ�ó�� �/ó�ì`ñ·élñmó�í�ì�ó��
é���èÓé��&ó
é�F��/è�ìCÿOë!í ê è�î�ó�í�è�ñ]í�ýmñ]í�è�ë!ô¨élñG�Dè?÷
45��è ÿXýdë!ìbì¨ó�� ��ôlë��
��ì��ºç��

1

8 ÿ�ó���ôlë��
��ì�A�ñ]ì7�¨èXý]ý³òSï[ð@ë!ìbñ·òSó!ô`î�èXô`è�î ö ìbè�è : >2@6ë!í�î :E<�
2@%�~ó�ô
é���è�ÿXó�ð�íjé°ë ê ý]èÓÿOë?ì`è!÷*45��è�ÿXýdë!ìbì�ó�� ��ôlë��
��ì�� ç�� 2

ñ]ì+�&è�ý]ý³òSï[ð@ë!ìbñ·ò�ó�ô`î�èXô`èXî 8 ë!í�î#è�û�è�í
∞
ò �&è�ýmý·òSï[ð@ë?ì`ñ·ò�ó�ô`î�è�ô`èXî%A ö é���ñ]ìÓèOë?ì`ñ]ýEF��~ó!ý]ý]ó��Íì �~ôbó � é���èõô`èXì`ð�ý·élìÓñmí :�� @=÷ �Sí�î�è�è�î ö é���è

� ç��
2

��ôbñ �
è��!ôlë�� ��ì �~ó�ô é���è �DóAî�ð�ý]ë!ôwî�è�ÿXó � �/ó�ìbñmélñmó�í
ë!ô`èºÿ�ó�í�ìbélôbð�ÿXé`ñ ê ýmè ñmí�� ç�� 2

 



�Íñmé���ó�ð�éõôbè�ý]ë ê èXý]ýmñ]í � ö ë?í�î é��[ð�ì��~ó�ô3� ë �&è�ýmý·ò�ïAð�ë!ì`ñ³òSó�ôbî�è�ôbè�î��4ë��
ñ]ýEF ê F �Óô`ð�ì3��ë!ý6�øìélôbè�è¨é���è�ó�ôbè���÷ �Có?�&èXû!è�ô ö é���è�ÿXýdë!ìbì � ç�� 3
ñ]ì�í�ó!é �¨èXý]ý·ò�ï[ð@ë!ì`ñ³òSó�ôbî�è�ôbè�î ö ë!ì�ñ·é�ÿXó�íjé°ë!ñmí�ì�~ó�ôCèXû�èXô3F

i
é���è �!ôlë�� �

Gi

8 ë �@ë?é��Îó���ýmè�í �!é��
i
�Íñmé���é��¨ó��MèXí�î�ñ]í
�Dû�èXôbé`ñ]ÿ�èXì ë!î�î�è�î

éló è�ë!ÿ�� è�úAé`ô`è��
ñmé�F
AUî�è���ñmÿXé`è�î ñ]í 08ñ ��÷�<!÷ 45��èXì`è ��ô`ë�� ��ìDñ]í�î�è�è�î î�ó í�ó!é �~ó�ô�� ë
�¨èXý]ý³òSï[ð@ë!ìbñ·òSó!ô`î�èXô`è�î �4ë��
ñ]ýGF!÷ � ýmý]ó��Íñ]í ��ë!ýmý/ôbè�ý]ë ê èXý]ýmñ]í ��ó �/è�ô`ë?éló�ôbì ◦f

ñ]ì élóAó � ð�ÿ��Ûéló
ÿ�ó�í�ìbélôbð�ÿXé¨ë6�¨èXý]ý·ò�ï[ð@ë!ì`ñ³òSó�ôbî�è�ôbè�îUÿ�ý]ë!ì`ìwó�� ��ô`ë�� ��ìwñG� �&è �@ëOû!è ë?é ýmèOë!ìpé  ÿXó�ý]ó�ôbì�÷ 45��ñmì
ñ]ì � � F �¨èÓî�è �@í�è�ë ô`èXìbé`ô`ñ]ÿ�élñmó�íÛó����ºç�� ö ð�ì`ñmí �õó�í�ýEFDôbè�ý]ë ê èXý]ýmñ]í ��ó �/è�ôlë�éló�ôbì �~ô`ó � ëì��/è�ÿXñ��@èXî ìbèXé�ó��C�~ð�í�ÿXé`ñ]ó�í�ì

F
÷!' ð�ô �Dë!ñ]í ��ð�ô��/ó�ìbè
ñmì éló#ÿ��@ë!ô`ë!ÿXé`è�ôbñ���èõé���èUì`èXé`ì

Fì`ð�ÿ�� é��@ë?é��ºç�� F
k

ñmì �¨èXý]ý³òSï[ð@ë!ìbñ·òSó!ô`î�èXô`è�î6÷ � è �Íñ]ýmý�ì`èXèDé��@ë?é�� ç�� F
k

ñ]ì �&è�ýmý·ò�ïAð�ë!ì`ñ³ò
ó�ô`î�è�ô`èXî 8 è�ï[ð�ñ·û!ë?ý]è�íjé`ýGF

∞
ò �¨èXý]ý³òSï[ð@ë!ìbñ·òSó!ô`î�èXô`è�î*A ñG��ë!í�îÎó�í�ýGFÛñE�zñmé�î�óAè�ìÍí�ó?éÍÿ�ó�íjélë!ñ]í

ë!ô ê ñmélô`ë!ô`ñmýGF
ýdë?ô���è ��ë?é���ìX÷
�Sí �Aè�ÿXé`ñ]ó�í > ö �&è ñ]íjélôbó-î�ð�ÿ�è ë ê ñ]í@ë!ô1F ôbè�ýdë�élñ]ó!í � ó�í�ëÍìbèXé�ó����~ð�í�ÿXé`ñ]ó�í�ì�÷��Sí,�-è�ÿ�élñ]ó!í  �¨èÎñ]íjélôbó-î�ð�ÿ�èÎë ìbð ê �¨ó�ôbî ó�ô`î�è�ô ≤ ó�í �&ó�ô`î�ìgýdë ê èXý]ý]èXî;�Íñmé���ë ìbèXégó�� �~ð�í�ÿ�élñmó�í�ì
� ��ñ]ÿ�� ñ]ì �
ó�ô`è�ÿXó�í�ìpélôlë?ñ]í�èXî é��@ë!í��ºñG� �gë?í �iìõó!ô`î�èXô�÷ �Sí �-è�ÿ�élñ]ó!í 4 �&èÎè�ú-é`è�í�î

≤élóUélôbè�è�ì ö �Íñmé��#é���è ��ð�ô��/ó�ì`è�ó��8ë�� ��ýmñ]ÿ�ë?élñmó�í�ì¨é`ó �ºç�� F
k

è�ú ��ô`èXì`ì`ñmó�í�ìX÷��Sí �-è�ÿ�élñmó�í / ö�¨è�ÿ��@ë!ô`ë!ÿXé`è�ôbñ���èÓé���è�ìbèXé`ì
F

�~ó!ô � ��ñ]ÿ�� � ç�� F
k

ñ]ì+�&è�ýmý·òSï[ð@ë?ì`ñ·ò�ó�ô`î�è�ô`èXî�÷.�Sí#é���è �@í�ë!ý
ì`èXÿXélñmó�í ö �&è�î�ñ]ìbÿ�ð�ìbì -zó�ð.��è�é �øìºÿXó�í)(bèXÿXélð�ô`è�ó�í n

ò �&è�ýmý·ò�ïAð�ë!ì`ñ³òSó�ôbî�è�ôbñ]í ��÷
45��ô`ó!ð � ��ó�ð-éÓé���ñmì �@ë��/è�ô ö �¨è��Íñmý]ý�ó ê é°ë?ñ]í é���è��~ó�ý]ýmó��Íñ]í �Dè�ï[ð�ñmû?ë!ýmè�íjéÓÿ��@ë?ôlë!ÿ�élè�ôbñ���ë�ò
élñmó�í�ì�ó��

F
5

•
45��è�ìbèXé

F
ñmì�éló!élë!ý]ýEFgï[ð@ë!ìbñ·ò�ó�ô`î�èXô`èXî ê F �

÷
•

45��è�ìbèXéCó�� �¨ó!ô`î�ìCó�í
F
ñ]ì+�&è�ýmý·ò�ïAð�ë!ì`ñ³òSó�ôbî�è�ôbè�î ê F ≤

÷
•

45��è�ìbèXéCó��zélôbè�è�ìCó�í
F
ñmì+�¨èXý]ý·ò�ï[ð@ë!ì`ñ³òSó�ôbî�è�ôbè�î ê F ≤

÷
•

45��è�ìbèXéCó�� ��ôlë � ��ì�� ç�� F
k

ñ]ì+�&è�ýmý·ò�ïAð�ë!ì`ñ³òSó�ôbî�è�ôbè�î�÷
•

45��è�ìbèXéCó�� ��ôlë � ��ì�� ç�� F
k

ñ]ì
∞
ò �¨èXý]ý³òSï[ð@ë!ìbñ·òSó!ô`î�èXô`è�î6÷

•
45��è�ìbèXéCó�� ��ôlë � ��ì�� ç�� F

k

î�óAè�ìÍí�ó!éCÿXó�íjé°ë!ñmíÎë?ô ê ñ·élôlë?ô`ñ]ýEFUýdë!ô3��è6�@ë?é���ì�÷

� �¨â@à������	� â+á?ã!:[á;:-ã�
�:jà�

â�
�
Säzß�å!àHæ4â/ß�


ç�èXé
F ê è�ëUìbèXéCó�� �~ð�í�ÿ�élñmó�í�ì5�~ô`ó � {1, . . . , k}

ñ]íjéló
{1, . . . , k}

ÿXý]ó�ìbè�î�ð�í�î�èXôCÿXó �õò
�Mó!ì`ñmé`ñ]ó�í 8 �Íñ·é��Ûé���èÓÿ�ó�íjû�èXíjélñ]ó!í#é��@ë?é�é���èÓñ]î�è�íjélñ·é�F �~ð�í�ÿXélñmó�í

ε ê èXý]ó�í
��ì¨éló F A�÷
45��è
�!è'F[ò�î�è ��í�ñmé`ñ]ó�í#ó��zé���ñmì�ì`èXÿXélñmó�í#ñ]ì�é���è6�~ó�ý]ýmó?�Íñmí ��÷Aç�èXéCð�ìÍìlë FÛé��@ë?é

f � g
� ��è�í�èXû�èXô

Im(f ◦ g) = Im(f)
÷

� ìbì`ð �
èºé��@ë?é
�
ñ]ì�éló?é°ë!ý@ó�í

F ö ñ=÷iè?÷ �~ó�ôwèXû�èXô3F f, g
ñ]í

F ö ë?é¨ýmèOë!ìpé ó�í�èCó�� f � g
ë?í�î

g � f
��ó�ý]î�ìX÷)45��ñmìÓñ � ��ý]ñmè�ìCñ]í �@ë?ôbélñmÿ�ð�ý]ë!ôºé��@ë?é

Im(f 2) = Im(f)
�~ó�ôÓë!ýmý

f ∈ F
÷

' ê ì`èXôbû�è�é���ë?é f � g
ñ � ��ýmñ]è�ì é��@ë�é

|Im(f)| ≤ |Im(g)|
÷

� :������ Ý�� B
�

� ! E �)E � . � & F �
E > "'& �

� ! E �3� &
! �FE �	� " G

45�[ð�ì
�
ñmì&ë�ô`è�ù@è�ú-ñ·û�è ë?í�î
é`ôlë!í�ì`ñmé`ñmû!èCôbè�ý]ë?élñmó�í ö ñmí
ó?é���èXôC�&ó�ô`î�ì � ñ]ì ëÓéló!élë!ý@ï[ð@ë!ìbñ·ò

4



ó�ô`î�è�ô�ó�í
F
÷ 45��ñmì�ñ]ìÛèXïAð�ñmû?ë!ý]èXíjé�éló é���è�è�ú-ñ]ìpélè�í�ÿ�è ó���ë �@ë!ôbé`ñmé`ñ]ó�í ó �

F
ñ]íjé`ó

tè�ï[ð�ñ·û!ë?ý]è�í�ÿ�è(ÿXýdë!ìbì`èXì
F1, ..., Ft

ìbð�ÿ�� é��@ë�é
f ∈ Fi

ë?í�î
g ∈ Fj

û!è�ôbñG��F
f � g

ñE�wë!í�î
ó�í�ýEFÛñG�

i ≤ j
÷

� :������ � � > "'& F
� ! E �)E � .�.DC #�$ � ! � / �2�3	 " � " 	 � C � �

EF> " "�#�$ �	�2� . "'&)(�" ('. � !�!�"�!
F1, ..., Ft

��� "D"�� � ( E .DC EF> "�('. � !�!�"�! � B,B $�&)( E � � &
! >
� ��� & � � & ��� ��� " � B EF> " ! ��� "
! ��� " � � & � &)( � " � ! � & � �2�3	 " ��� B EF> " ��� ��� " ! ��� " G
' ê ì`èXôbû�è�é���ë?éÍé���èÓéló���ÿXýdë!ìbì Ft

ÿ�ó�íjé°ë?ñ]í�ì
ε ö ë!í�î#ÿXó�íjé°ë!ñmí�ìÍó�í�ýGF��MèXô�� ð-é°ë?é`ñ]ó�í�ìX÷

� :������
	�� �2� � .�. i � Fi

� & 	 ∪k≥iFk

��� " ('. � !�" 	 $ & 	 " � ( �
� 
*� ! �FE � � & G
� :���������� > " B $�&)( E � � &
! � B EF> " �'�)E E �
� ('. � !�! F1

� " �K� B C ��� . " B E /�( � &)(�"'.�. � E � � & �
� 	 "'& E �FE C��

∀f ∈ F1, ∀h, h′ ∈ F ,
� B

h ◦ f ◦ h′ = h ◦ f
EF> "'& f ◦ h′ = f

8 <?A

�ºèXô`è�ñ]ì(ë!íüè�ú�ë�� ��ýmègó��ºë ìbèXéUó��5�~ð�í�ÿXélñmó�í�ì � ��ñ]ÿ��üñ]ì�éló!élë!ý]ýEF ó�ô`î�èXô`èXî ê F �
÷ � í

(i, j)− ( � ! E ö �Íñmé�� i ≤ j ö ñmìõë��~ð�í�ÿXélñmó�í
f

�~ôbó �
{1, . . . , k}

ñ]íjéló ñmélìbè�ýE�Íì`ð�ÿ��üé���ë?é
f(l) = l

�~ó�ô
ë!ý]ý
l < i

ë!í�î
f(l) = j

� ��èXí�èXû!è�ô
i ≤ l

÷ ��éDñmìUô`ó�ð�é`ñ]í�è�é`ó ÿ���è�ÿ �
é��@ë�é¨é���è ì`è�é�ó���ÿ�ë!ìbé`ì�ñ]ì ñ]í�î�è�èXîgéló!élë!ý]ýEFõó�ôbî�è�ôbè�î ê F �

÷ � è��~è�èXýMé���ë?é&é���è �~ó!ý]ý]ó��Íñmí �
��ô`ó ê ý]è � �&ó�ð�ý]î-��ñ·û�èÓì`ó��Dè�ñ]í�ì`ñ ���[é�ó�í�é���è6�¨èXý]ý³òSï[ð@ë!ìbñ·òSó!ô`î�èXô`è�î �ºç�� F

k

ÿ�ý]ë!ì`ìbè�ì�5
� ásâ�� � :�� ��� � & 	 � � "'&)" �K� ( ('. � !�! � B&B $ &)( E � � &
! G � . ��� " ( � ! E ! B �2� � &
! E � &)(�"�� !'$%( >
E >
� E B �2� " � " � C E �)E � .�.DC �2�3	 " � " 	 F

� & 	 k �
EF> " � " "�� � ! E ! ! �
� " k′ B �2� ,�>�� ( > NLCF

k� ! � &)('.0$ 	 " 	 � & NLCG
k′

�-ð�ÿ��#ë�ÿ�ýdë?ì`ì¨ó ���~ð�í�ÿXé`ñ]ó�í �¨ó!ð�ý]îDî�è�ìbÿ�ô`ñ ê è � ð�ÿ�� �
ó�ô`è���ôbè�ÿ�ñmì`èXýGF ��ó�� éló ÿXó�í�ìpélô`ð�ÿXé
é���è6�&è�ýmý·òSï[ð@ë?ì`ñ·ò�ó�ô`î�è�ô`èXî�ÿ�ý]ë!ì`ìbè�ì

NLCF
k

÷

	 � â+á?ã�
õâ/ß 
Sä�ßzå!àsæ~â/ß 


� í
F / , �2�3	gñ]ì�ë,�@í�ñmélè��¨ó!ô`î#ó�íÛé���èÓë!ý �
�@ë ê èXé F ö ñÒ÷øè!÷�ë �@í�ñmé`è ì`èXï[ð�è�í�ÿXè f1, . . . , fló�� èXý]è �DèXí[é`ìgó��

F
÷wç�è�é

WF ê è#é���èÎìbèXéÛó � F ò �&ó�ô`î�ìX÷ ç'è�é M = f1, . . . , fl

ë!í�î
M ′ = f ′

1, . . . , f
′
l′ ê èwé��¨ó F ò �¨ó�ôbî�ì�÷?45��èC�¨ó!ô`î M

ñ]ì�ë !'$ ��, �2�3	&ó�� M ′ ñG�-é���èXô`è&è�ú-ñ]ìpélìë!í ñ]í�ÿXô`è�ë!ì`ñmí ��ñ]í)(bèXÿXé`ñ]ó�í
φ
�~ô`ó �

{1, . . . , l}
ñ]íjé`ó

{1, . . . , l′}
ì`ð�ÿ�� é���ë?é

fi = f ′
φ(i)

÷
�ºñG� �gë?í �iìwé���è�ó�ôbè�� ë!ì`ìbè�ôbé`ì¨é���ë?é¨é���è ì`ð ê �&ó�ôbî-��ë!ôbé`ñdë!ý@ó�ôbî�è�ô¨ñ]ì&ë �¨èXý]ý³òSï[ð@ë!ìbñ·òSó!ô`î�èXô
� ��è�íUé���èºë?ý � �@ë ê è�é�ñ]ì �@í�ñmélè?÷ �SíUó�ð�ô �
ó�ô`è¨ÿ�ó�í�ìpélô`ë!ñ]í�èXî ��ë!ôbé`ñdë!ýAó�ô`î�è�ôwó�í F ò �¨ó!ô`î�ì ö�¨è �@ëOû�è

M ≤ M ′ ñE�'é��¨ó
ÿ�ó�í�î�ñmé`ñ]ó�í�ìÍë?ô`èÓìlë�élñ]ì �@è�î	5

•
45��è�ô`è�ñmìÍë �~ð�í�ÿXélñmó�í

φ
�~ó�ô+� ��ñmÿ��

M
ñ]ìÍëUì`ð ê �&ó�ô`îÎó�� M ′ ÷

•
0@ó�ô�ë!ý]ý

1 ≤ i < l ö �&è �@ëOû�è fi = f ′
φ(i) ◦ f ′

φ(i)+1 ◦ · · · ◦ f ′
φ(i+1)−1

÷

/



45�[ð�ì ö � ��è�í M ≤ M ′ ë!í�î i < j ö é���è�ÿ�ó�� �/ó�ì`ñ·élñmó�í�ó��*�~ð�í�ÿ�élñ]ó!í�ì
fi◦fi+1◦· · ·◦fj−1ñ]ìÓèXïAð�ë!ý�éló�é���è��~ð�í�ÿXé`ñ]ó�í

f ′
φ(i) ◦ f ′

φ(i)+1 ◦ · · · ◦ f ′
φ(j)−1

÷ �ºí�î ì`ñ]í�ÿ�è
fj = f ′

φ(j) ö �&èë!ý]ìbó �@ëOû�è
fi ◦ fi+1 ◦ · · · ◦ fj = f ′

φ(i) ◦ f ′
φ(i)+1 ◦ · · · ◦ f ′

φ(j)

÷
' ð�ô ��ójë!ý�ñmìÓéló-��ô`óHû�è ��èXô`èUé��@ë?é

WF ñmì �&è�ýmý·ò�ïAð�ë!ì`ñ³òSó�ôbî�è�ôbè�î ê F ≤
ñG�¨ë!í�î ó�í�ýEF�ñG�

�
ñ]ì�é`ó!é°ë!ý6ó�í

F
÷+0@ó�ô�é���ñ]ì ö �&è �@ëOû�è�éló ê è�ëUý]ñmébélýmè ê ñ·é �Dó�ôbè ��è�í�èXôlë!ý'ë?í�îÎí�è�è�î�élóÿ�ó�í�ì`ñ]î�è�ô

WF
Q ö é���è ìbèXé�ó����&ó�ôbî�ì�ó�ígé���è ìbèXé F ×Q ö � ��èXô`è Q

ñ]ì¨ë(ì`è�é�è�í�î�ó?�&è�î ê Fë��¨èXý]ý·ò�ï[ð@ë!ì`ñ³òSó�ôbî�è�ôbè�î
≤Q

÷
� è&í@ë?é`ð�ôlë!ýmýGFÓè�úAélè�í�îUé���è ��ë!ôbé`ñdë!ý[ó�ôbî�è�ô

≤
ó!í

WF
Q

÷ 0@ó�ô
w
ñ]í

WF
Q

ë!í�î
1 ≤ x ≤ |w|�¨èwî�èXí�ó!é`è ê F (fw

x , qw
x )
é���è

xth ý]èXébélèXô�ó�� w ÷ 0@ó�ô�ë!í FÓÿ�ó�ð
��ý]è�ó ��ñmí�î�ñ]ÿXè�ì a, b ö �Íñmé�� 1 ≤
a < b ≤ |w| ö �¨è¨î�è �@í�è Lw(a, b)

é`ó ê è¨é���è¨ÿ�ó�� �/ó�ì`ñ·élñmó�í
fw

a ◦fw
a+1◦...◦fw

b−1

÷ � ��è�í
a = b ö �¨è(ì`èXé Lw(a, b) = ε

÷6ç�è�é
φ ê è�ë!í ñmí�ÿ�ôbèOë!ìbñ]í �
ñ]í;(bè�ÿXé`ñ]ó�í �~ô`ó�� {1, . . . , |w|}ñ]íjéló

{1, . . . , |w′|}
÷ � ègì`ë�F é��@ë?é

φ
� ! ( �
� 

� E � � . " , �FE > . � � "'. ! ñG� fw

x = fw′

φ(x)

ë!í�î
qw
x ≤Q qw′

φ(x)

÷ � èÍìlë FUé���ë?é
φ

 � "�!�" � � "�! 

� E > /�( �
� 
*� ! �FE � � & ñE� �~ó�ôwè�û�è�ô1F x < |w| ö �¨è�@ëOû�è
é��@ë?é

Lw(x, x + 1) = Lw′

(φ(x), φ(x + 1))
8 ó ê ì`è�ôpû�è
é��@ë?é ê F î�è �@í�ñmé`ñ]ó�í��&è

�@ëOû�è
Lw(x, x+1) = fw

x

A�÷	� è7�Íô`ñ·élè
w ≤ w′ ñG�-é���èXô`è¨è�ú-ñ]ìbé`ì�ë!í�ñ]í�ÿXô`è�ë!ì`ñmí �ºñmí)(bè�ÿ�élñmó�í

φ
�~ôbó �

{1, . . . , |w|}
ñ]íjé`ó

{1, . . . , |w′|}
ÿ�ó�� �@ë�élñ ê ý]è �Íñmé�� ýdë ê è�ýmì(ë!í�î ��ô`èXì`èXôbûAñ]í �

�@ë?é��-òSÿXó � �/ó�ìbñmélñmó�í�÷ � ��èXí
φ
ñmì¨ó�í�ýEF
ÿ�ó � �@ë?é`ñ ê ýmè �Íñ·é��Ûý]ë ê è�ý]ì ö �¨èÓìbñ � ��ýGFUì`ë�F
é���ë?é

w
ñ]ìÍë !'$ ��, �2��	#ó�� w′ ë!í�î �Íôbñmélè w ≤0 w′ ÷

���!:[â/á;:�� Ý � > " !�" E � B�, �2��	 ! WF
Q

� ! , "'.�.0/1#�$ � ! � / �2�3	 " � " 	 � C ≤ � B6� & 	 � &*.DC � B �� ! � E��)E � . #�$ � ! � / �2�3	 " � � & F
G

� �¨á;: :�
õâMß 
�ä�ßzå!àsæ~âMß�


� è(è�úAélèXí�î ñmí é���ñ]ì ìbè�ÿXé`ñ]ó�í�ó!ð�ô ôbè�ì`ð�ýmélì é`ógélôbè�èXì�÷!�ºó��&èXû!è�ô ö ìbñ]í�ÿXè(é���èUë!ô���ð
�DèXí[é`ìë!ô`è�ì`ñG�Dñmýdë!ô�é`óDé���è ��ô`èXûAñmó�ð�ì ìbè�ÿ�élñ]ó!í ö �&è �Íñmý]ý�í�ó?é ��ñ·û�è�é���è�ìlë��
è�ýmèXû!è�ýzó���î�è�é°ë!ñmý]ì öè�ì3�MèXÿ�ñdë?ý]ýGFDÿ�ó!í�ÿ�èXô`í�ñmí �
é���èÓû�èXô`ñ���ÿOë?é`ñ]ó�í#ó�� �@ë?é��-òSÿXó � �/ó�ìbñmélñmó�í�÷
� ! E � $*( E $ � " 	�E � "�" ñmì ë �@í�ñ·élè�élô`èXè � ��èXô`è é���è ÿ���ñ]ýmî�ì ó � ëgí�óAî�èõë!ôbè ó�ô`î�è�ô`èXî9�~ô`ó �
ý]è'�:é�é`óÎôbñ � �jé�÷!' ð�ôÓélô`èXè�ì �@ëOû�èUé���èXñ]ô�í�óAî�è�ì�ýdë ê è�ýmý]èXî ê F ë �¨èXý]ý³òSï[ð@ë!ìbñ·òSó!ô`î�èXô`è�î ìbèXé
Q
÷ � è î�èXí�ó!é`è ê F T F

Q

é���è ìbèXé�ó ��ìbé`ô`ð�ÿ�élð�ôbè�î�ô`óAó!é`è�îDé`ô`èXè�ì �Íñ·é��Dí�ó-î�è�ì¨ý]ë ê è�ý]ýmè�î ê F
F × Q ö � ��èXô`è F ñmì�ë!ìÓð�ìbð@ë!ý�ë�ì`è�é�ó��C�~ð�í�ÿXé`ñ]ó�í�ì�÷)� í�ó-î�è x

ñ]ì é���è�í ý]ë ê èXý]ýmè�î ê Fë��@ë?ñ]ô
l(x) = (f(x), q(x))

÷ � ègìbñ � ��ýGF��Íô`ñ·élè
T F � ��è�í é���è�ôbègñmì�í�ó ë!î�î�ñ·élñmó�í@ë!ý

ýdë ê è�ý Q ÷ 45��èÛì`è�é ó���í�ó-î�è�ì ó�� T
ñ]ì(î�è�í�ó!é`è�î ê F V (T )

÷�� è �Íôbñmé`è
x ∧ y

�~ó�ô�é���è
ý]è�ë!ìbé ÿ�ó � �Dó!í ë!í�ÿXè�ìpéló�ôÓó��

x
ë!í�î

y
÷ � è ìlë FÎé��@ë?é

(x, y)
ñ]ì ë?í ��� ( ó � T

� ��èXí
xñ]ì é���è �4ë�é���èXôÓó��

y
÷ � ì`èXïAð�è�í�ÿXègó��&í�óAî�è�ì

z0, z1, ..., zn

ñmì�ë�	��2, & ,C���3	�

� E > ñmí
TñG�

(zi, zi+1)
ñ]ì�ë!íüë?ô`ÿ ö �~ó�ô�èXû�èXô3F i = 0, . . . , n − 1

÷&0+ó!ô�ìbð�ÿ�� ë î�ó��Íí ��ë?ô`î �@ë?é��
z0, z1, ..., zn ö �&èºî�èXí�ó!é`è ê F L(z0, zn)

é���èÍÿ�ó � �Mó!ì`ñmé`ñ]ó�í
f(z0)◦f(z1)◦ ...◦f(zn−1)

÷
ç�èXé�ð�ìÓî�è �@í�è
ë �@ë!ôpélñ]ë!ý�ó!ô`î�èXô

≤
ó�í

T F
Q

� ��ñ]ÿ�� è�úAélèXí�î�ìÓé���èõó�ô`î�èXô
≤
ó�í �&ó�ô`î�ì�÷

-�ô`è�ÿXñ]ìbè�ýGF ö ýmèXé�ð�ì �Íôbñmé`è
é��@ë?é T ≤ T ′ ñE�¨é���è�ôbègè�ú-ñmìbélì ë!í ñmí)(bè�ÿ�élñ]ó!í φ
�~ô`ó �

V (T )

�



ñ]íjéló
V (T ′)

ì`ð�ÿ��Îé���ë?é 5

• φ
��ô`è�ìbè�ôpû�è�ìºî�è�ìbÿ�èXí�î@ë!í�ÿXè!÷

• φ
��ô`è�ìbè�ôpû�è�ìºý]è�ë!ìbéÍÿXó � �
ó�í#ë!í�ÿ�è�ìpéló�ôbì ö ñÒ÷øè!÷ φ(x ∧ y) = φ(x) ∧ φ(y)

÷
• φ

��ôbè�ì`èXôbû!è�ì . " B E�� �'�E�)>9E �2�3	 " � ö ñ=÷iè?÷/ñE� x
ë!í�î

y
ë!ô`è�í�ó!éºñ]íÎî�è�ìbÿ�èXí�î@ë!í�ÿXèõô`èXýdë?é`ñ]ó�í öë!í�îÎé���è ê ô`ë!í�ÿ��Îó�� x ∧ y

ÿ�ó�íjé°ë?ñ]í�ñmí �
x
ñ]ìÍélóUé���è�ý]è'�:éCó���é���è�ó�í�è�ÿXó�íjé°ë!ñmí�ñ]í �

y öé���è�ìlë��
è6��ó�ýmî�ì+�~ó�ô�é���è ê ôlë!í�ÿ���è�ìCó�� φ(x) ∧ φ(y)
ÿXó�íjé°ë!ñmí�ñ]í
�

φ(x)
ë?í�î

φ(y)
÷

• φ
��ô`è�ìbè�ôpû�è�ìºýdë ê è�ýmì ö ñÒ÷øè!÷ f(x) = f(φ(x))

ë!í�î
q(x) ≤Q q(φ(x))

÷
• φ

��ôbè�ì`èXôbû!è�ì9

� E > /�( �
� 
*� ! �FE � � & ö ñÒ÷øè!÷5�~ó�ôÎë!í F1ë!ô`ÿ (x, y)
ñ]í

T ö �&è �@ëOû�è é��@ë?é
L(x, y) = L(φ(x), φ(y)) ö ñ=÷iè?÷ f(x) = L(φ(x), φ(y))

÷
� ��è�í

φ
ìlë?é`ñ]ì3��è�ì�ë!ýmýCé���è�ìbè ��ô`ó��MèXôbélñmè�ìDè�ú-ÿ�è ��é-�Mó�ìbì`ñ ê ýGF �@ë?é��-òSÿXó � �Mó�ìbñmé`ñ]ó�í ö �&èì`ñG� ��ýEF �Íô`ñ·élè

T ≤0 T ′ ÷ �Óô`ð�ì���ë!ý6�øìÍélô`èXè�é���è�ó�ôbè�� ë!ìbì`è�ôpélìCé��@ë?é ≤0

ñ]ìºë �&è�ýmý·ò�ïAð�ë!ì`ñ³ò
ó�ô`î�è�ôÍó�í�é���è�ìbèXéCó��zélô`èXè�ìX÷
45��ñ]ì �Dó!ô`è(ÿXó�í�ìpélôlë?ñ]í�èXî ó�ô`î�è�ô ôbè�ý]ë?élñmó�í

≤
��ôbè�ì`èXíjélìÓì`ó��Dè(ë!í@ë!ýmó ��ñ]èXì��Íñ·é���é���è ìbó?ò

ÿOë!ýmý]èXî � �'
 /�( � & 	��FE � � & " � � " 	 	�� & ��ìbé`ð�î�ñ]èXî ê F �Óôbñ���ñmí :E<��2@Ò÷H0@ó�ô�ñmí�ìbélë!í�ÿXè ö � ��èXí
é���èÿ�ý]ë!ì`ìºó�� �~ð�í�ÿ�élñmó�í�ì
F
ñmìCé`ó!é°ë?ý]ýGFÛó�ô`î�èXô`èXî ö ë?í�î ��èXí�ÿ�è �@ë!ôbé`ñmé`ñ]ó�í�èXîÎñmíjéló

F1, . . . , Ft öé���è �@ë?é��-òSÿXó � �/ó�ìbñmélñmó�í ��ô`ó��MèXôbé�F�ñ � ��ý]ñmè�ì�é��@ë?é�ñE�
y
ñmì8ë ÿ���ñ]ý]î�ó��

x
ë!í�î

f(x) ê è�ýmó�í ��ìéló
Fi ö é���è�í�èXû�èXô3F �~ó�í�ÿXélñmó�í�ó��'é���è ��ô`óAî�ð�ÿXé

L(φ(x), φ(y)) ê èXý]ó�í
� élóUÿ�ý]ë!ì`ìbè�ì5�Íñmé����è�ñG� �jé�ë?é ý]èOë?ìbé
i
÷ ��é ÿXó�ð�ýmî ê è ñmíjélè�ôbè�ìpélñ]í
�géló�ìpé°ë?é`èõëgÿ�ó�� �
ó�í9��èXí�è�ô`ë!ý]ñ��Oë?é`ñ]ó�í�ó��

é���èXì`è�ô`èXì`ð�ý·élì ö �/ó�ìbì`ñ ê ýGFÛñmíjû�ó�ý·û-ñmí �õó�ôbî�ñ]í@ë?ý �~ð�í�ÿ�élñmó�í�ì�÷
���!:[â/á;:�� �

T F
Q
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G
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� èÍÿ�ë!íDìbè�è�� ç�� F
k

è�ú
��ô`è�ìbì`ñmó�í�ì&ë!ì ê ñ]í@ë?ô3F(é`ô`èXè�ì ö � ��èXô`è�é���èCýmèOëOû�èXì¨ë?ô`è�ýdë ê èXý]ý]èXî ê F
•i ö é���è í�ó-î�èXì�ó��zî�è��!ô`è�è < ê F ◦f ö ë!í�îÛé���èÓí�óAî�èXì�ó��zî�è��!ô`è�è > ê F χS

÷ 4�ó ��é�ñ]ígé���è
�~ôlë��
è �&ó�ô3�(ó��+é���è���ô`èXûAñmó�ð�ì�ì`èXÿXé`ñ]ó�í ö �¨èCë!î�î
ë!íUè�ú-é`ôlëÓýdë ê èXý-éló�è�û�è�ô1FUí�óAî�è�ó��/ì`ð�ÿ��ë!í � ç�� F

k

ÿ�ó�í�ìpélôbð�ÿXé`ñ]ó�íÛé`ô`è�è ö éló(ì`è�è χS

ë!í�î
•i

ë!ì¨ñ]î�èXí[é`ñmé�FDô`èXýdë ê è�ýmý]ñ]í
� �~ð�í�ÿXélñmó�í�ìX÷
0@ó�ô�é���ñ]ì ö ôbè���ý]ë!ÿ�è •i

�Íñ·é��
(ε, •i) ö ◦f

�Íñ·é��
(f, ◦f)

ë!í�î
χS

�Íñ·é��
(ε, χS)

÷��-ð�ÿ�� ë
élôbè�è ñmìÓë ( � &
! E � $*( E � � & E � "�" �~ó�ô é���è(û�èXôbé`è�ú[òSÿXó�ý]ó�ôbè�î ��ô`ë�� ��ÿXó�ô`ôbè�ì��/ó�í�î�ñ]í �Ûé`ógé���ñmì
� ç�� F

k

è�ú ��ôbè�ì`ìbñ]ó�í6÷�ç�èXé
TG ê è ë�ÿXó�í�ìpélô`ð�ÿXélñmó�ígé`ô`è�è �~ó�ô&ë�û!è�ôbé`è�ú[òSÿXó�ý]ó!ô`è�î���ôlë��
�

G
÷

ç�èXé
x ê è ë�û!è�ôpélè�úÛó�� G

�Íñmé��Ûÿ�ó�ýmó�ô
i
� ��ñ]ÿ��gÿ�ó�ôbô`è�ì3�Mó!í�î�ì�éló�é���èºý]èOë2�

x′ ó�� TG

ë!í�î
y ê è(ë!í ë?í�ÿ�èXìbéló!ô ó�� x′ ñ]í TG

÷ � ��èXí �¨è(ë�� ��ýEF�é���è�ó �/è�ôlë�élñ]ó!íÎÿXó�ô`ôbè�ì��/ó�í�î�ñ]í �
éló
é���èõí�ó-î�è

y
ó��

TG

élóÛé���è(û�èXôbé`è�ú
x ö é���èõÿXó�ý]ó�ôºó�� x ö î�èXí�ó!é`è�î ê F cx(y)

ñmì è�ú�ë?ÿXélýEF
L(y, x′)(i)

÷
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� � " E G
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G � B
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G
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� ! , "'.�.0/1#�$ � ! � / �2�3	 " � " 	�� C ≤i

G

�Îó�ôbè�óHû�èXô ö ì`ñmí�ÿ�è��&èDÿ�ë!í ë!ýG�¨ë FAì�ë?î�î ì`ó �
èõè�úAélô`ëÛû�è�ôpélè�úAò�ýdë ê è�ýmì ö �&èUó ê é°ë?ñ]í é���ë?é
� ç�� F

k

ñ]ì
∞
ò �&è�ý]ý³òSï[ð@ë!ìbñ·ò�ó�ô`î�èXô`èXî � ��èXí

�
ñmì
é`ó!é°ë?ýºó�í

F
÷745��è ÿXó�íjû�èXô`ì`è ó�� é���è

��ô`è�ûAñ]ó�ð�ìCÿ�ó!ô`ó�ýmýdë!ô1FÛë!ÿ�élð@ë?ý]ýGF���ó�ýmî�ì�5@ñE�8é���è�ô`è�è�ú-ñmìbéÍé��¨óDñ]í�ÿXó � �@ë!ôlë ê ý]è �~ð�í�ÿXélñmó�í�ì fë!í�î
g
�~ó!ô é���è ôbè�ýdë�élñ]ó!í

�
ñ]í

F ö é���è�í��~ó�ô&ë!í F
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