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Introduction

Nombreux sont les métiers pour lesquels 'informatique est devenu un outil incontour-
nable : la comptabilité, le dessin technique, le secrétariat en sont autant d’exemples qui
viennent immédiatement & l'esprit. Cependant, les apports de cet outil ne se restreignent
pas a ces applications "de bureau" : grace aux développements des techniques de réalité
virtuelle, I'utilisateur devient le centre du systéme. Reposant sur le triptique Immersion,
Interaction et Imagination, ’objet d'un systéme virtuel est de donner l'illusion de la réa-
lité a l'utilisateur en trompant ses sens et en réagissant de maniére cohérente a ses actions.

L’un des domaines dans lesquels la réalité virtuelle apporte de nouvelles réponses est
I’apprentissage, c¢’est-a-dire ’acquisition d’'un geste et d’un savoir-faire spécifique par un
opérateur humain. Les premiers a I’avoir compris sont sans conteste les militaires. Depuis
longtemps déja, les simulateurs virtuels interviennent dans le cursus de formation des
apprentis pilotes afin qu’ils puissent s’exercer sans risque a effectuer des manceuvres dé-
licates. L’utilisation de simulateurs virtuels s’est ensuite rapidement étendue au domaine
civil, comme par exemple dans le cas de I'apprentissage du geste chirurgical. Grace a
cela, un chirurgien novice peut désormais étre formé a des techniques difficiles & maitriser
(comme la laparoscopie) en les pratiquant dans un premier temps sur un patient virtuel.

Les avantages de tels systémes en terme de formation sont nombreux. Tout d’abord,
ils permettent de s’entrainer & des opérations délicates sans toutefois risquer la vie du
novice (apprentissage du déminage, pilotage d’avions). Ensuite, ils permettent de former
plus facilement des acteurs métier dans des domaines ou toute erreur peut étre lourde de
conséquences (comme dans le domaine médical). Enfin, ils offrent une opportunité d’en-
trainements réguliers a des situations n’apparaissant qu’exceptionnellement. Ces systémes
nécessitent ’emploi d’'un modéle numérique afin de reproduire au mieux les comporte-
ments réels de 'objet manipulé (interaction avec 'utilisateur) et permettre la synthése de
retours sensoriels (visuel, haptique, sonore, etc.)

Mais les applications d’'un modéle numérique ne se réduisent pas a ’apprentissage du
geste : il peut également étre employé a assister 'opérateur humain lors de la tache elle
méme. [l peut s’agir d’un guidage mécanique, par exemple pour un axe de percage ou un
plan de découpe. Il peut aussi s’agir de fournir a l'utilisateur des informations complé-
mentaires a celles fournies par ses cing sens, comme c’est le cas en réalité augmentée. Ces
systémes sont des systémes d’assistance au geste métier.

Ce manuscrit présente une démarche similaire, mais cette fois-ci adressée aux métiers
de l'art, et plus particuliérement au modelage de matériaux tels que la glaise ou la plas-
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ticine. L’ceuvre de l'esprit humain a besoin de la matiére pour étre validée : ’artiste ou
le designer a donc besoin d’'une maquette réelle. Mais pour faire évoluer et enrichir la
maquette réelle, il serait nécessaire de disposer d’une maquette virtuelle permettant d’in-
tégrer des contraintes fonctionnelles, ergonomiques, esthétiques, ou de fabrication. Cette
approche débouche sur une nouvelle démarche méthodologique et sur un nouvel outil pour
la création d’objets de forme complexe par modelage, intégrant a la fois matiére réelle et
modélisation virtuelle. Grace a la maquette réelle, la maitrise dimensionnelle de I'ceuvre
est conservée. Grace a la maquette virtuelle, on dispose de tous les outils offerts par la
CAO afin d’enrichir la tache (modéle de référence, positionnement de l'oeuvre dans la
matiére, informations dimensionnelles, etc.).

Ce travail s’inscrit dans un projet plus vaste qui a pour objectif I’étude et le déve-
loppement d'un systéme pour l'aide au geste des métiers matiere. Le but recherché est
I'intégration du geste en CAO suivant une démarche qui repose sur la mesure du geste
et sur la simulation de l’effet de I'outil afin de construire une maquette virtuelle qui soit
I'image du geste métier.

Ce mémoire se divise en quatre chapitres. Dans le premier seront présentées les pro-
blématiques liées a l'aide au geste dans le cas du modelage. Au travers de I’étude de
différents systémes d’apprentissage et de supervision d’une tache manuelle, nous illustre-
rons le besoin d’un modeéle de la matiére modelée et les contraintes auxquelles ce modéle
doit répondre.

Le second chapitre sera donc, quant a lui, consacré a I’étude des techniques qui per-
mettent de simuler des corps en déformation. Deux axes principaux guideront cet exposé.
Dans un premier temps, nous présenterons la classe des matériaux "viscoplastiques", a
laquelle appartiennent la glaise et la plasticine, ainsi que les lois physiques qui en régissent
les déformations. Les différentes techniques utilisées en infographie afin de les modéliser
seront abordées ensuite.

Trois nouveaux modéles ont été développés pour simuler de maniére réaliste et interac-
tive le comportement d’'un matériau semblable a ceux utilisés en modelage. Tous trois se
basent sur une représentation volumique du corps (voxels) ainsi que sur une modélisation
physique des déformations. Les deux premiers utilisent un modéle trés simplifié : sans
notion de viscosité, ils garantissent cependant la conservation de la masse et se basent sur
I’emploi d’automates cellulaires. Le dernier, quant & lui, intégre les équations de Navier
Stokes de maniére plus compléte.

Dans le dernier chapitre sera enfin évoqué le probléme du recalage entre modéle virtuel,
issu du calcul, et modéle réel, obtenu par le travail de 'artiste. Quelle que soit la technique
utilisée, la modélisation d'un processus physique complexe reste entachée d’erreurs dues
aux approximations effectuées. Cette étape permet de recaler ponctuellement le modéle
virtuel afin qu’il reste cohérent avec le modéle réel. Nous conclurons enfin ce travail en
effectuant un bilan des contributions proposées dans ce manuscrit ainsi que des résultats
obtenus. Des prolongements possibles de cette étude a court et long terme seront alors
Proposés.



Chapitre 1

Aide au geste pour le modelage

1.1 Introduction

De nombreux métiers reposent sur I'habileté de I’étre humain & modifier la matiére :
la gravure, la sculpture, la chirurgie ou encore 'odontologie! en sont des exemples. Toutes
ces activités ont en commun le fait de reposer sur un geste métier qui ne s’acquiert
que par un apprentissage en général assez long. Ce travail s’inscrit dans une démarche qui
consiste a proposer un outil de formation dédié aux métiers de ’art, et plus particuliére-
ment aux activités de modelage.

Dans la premiére partie de ce chapitre seront présentés les enjeux et les problématiques
associés aux systémes d’aide au geste. Ce travail sera effectué au travers de ’étude de deux
systémes : 'un d’apprentissage, 'autre de planification et de supervision.

La seconde partie s’attardera sur la structure des différents systémes dédiés au geste
métier ou a I'apprentissage par simulation virtuelle. En effet, deux alternatives pourraient
étre envisageables : on peut soit enregistrer le mouvement, soit enregistrer ses effets.

Nous présenterons enfin dans la derniére section les différentes possibilités offertes par
un simulateur de modelage, et avec elles la problématique de cette thése.

1.2 Les systémes d’aide au geste

Conformément a 'idée couramment admise, les métiers orientés matiére (sculpture,
modelage, etc. ) sont I'un des domaines ot l'informatique est relativement absente. Les
techniques et les savoir-faire changent peu et se transmettent par ’apprentissage.

En effet, la tache réalisée est profondément ancrée dans le présent : il est difficile, en ne
contemplant que 'objet final, de se représenter I’enchainement des opérations ayant mené
a ce résultat. Ainsi, la transmission du savoir ne peut se faire sans la pratique répétée de
I’exercice et 'acquisition de cette dimension temporelle de la tache.

LOdontologie : Science consacrée a I'étude des dents et de leurs maladies
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Beaucoup de ces activités se caractérisent aussi par un aspect "irréversible" de cer-
taines opérations. Dans le cas de la sculpture par exemple, un retrait excessif de matiére
ne pourra étre annulé : il est impossible de revenir en arriére et corriger une telle erreur.

Un systéme de CAO peut apporter beaucoup a ces métiers, et ce a plusieurs ni-
veaux. Tout d’abord, il peut procurer a ’acteur humain des informations complémentaires,
comme par exemple la dimension temporelle de la tache qui manquait jusque la, ot encore
lui permettre de s’exercer. De tels systémes sont qualifiés de systémes pour l'aide au geste.

On peut distinguer trois grandes familles de systémes :

— Les simulateurs, qui permettent I’entrainement de I’acteur métier.

— Les systémes de planification opératoire, qui interviennent avant le geste et sont des-
tinés a le préparer. Ils s’appuient sur des modélisations du réel (numérisation) aux-
quelles on adjoint des informations liées a la tache a accomplir.

— Les systémes de navigation ou supervision de la tache, qui assistent 'humain en lui
fournissant des indications complémentaires durant le processus.

1.2.1 Les simulateurs

Les simulateurs permettent & un acteur humain de s’entrainer a la réalisation d’une
tache sans toutefois s’exposer aux risques inhérents a celle-ci. L’objet de toute simulation
est de tromper 'utilisateur, c’est a dire lui donner la sensation du réel en envoyant a ses
sens des informations construites de toutes piéces. Plus ces informations sont réalistes,
c’est a dire conformes a ce que percevrait 'utilisateur dans une situation réelle, et plus la
simulation est réussie. Le retour sensoriel peut étre :

— Haptique ([LCK*OO], [DAK04], [LKC*Ol])
— Visuel ([LCS?a], [KdMD+02], [RFC+02])
— Auditif ([CTLAOS])

— etc.

L’exemple le plus connu de simulateur est bien sur le simulateur de vol, qui permet
aux éléves pilotes d’apprendre a diriger un appareil sans quitter le sol et risquer le crash.
L’ordinateur leur permet de développer un savoir faire, le pilotage, sans se mettre en dan-
ger en cas de fausse manceuvre.

Le danger pour l'utilisateur n’est toutefois pas la seule raison qui puisse rendre un
simulateur intéressant. Parfois, comme c’est le cas par exemple dans le domaine médical,
il est difficile de permettre a 'acteur d’apprendre le geste sans que cela soit dommageable.
Un autre exemple de simulateur permettant ’acquisition d’un savoir faire a été mis au
point par I'équipe EPIDAURE, de I'Inria.
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Il s’agit la d’'un simulateur de chirurgie hépatique par laparoscopie, utilisé pour former
des opérateurs a la chirurgie minimalement invasive. Le probléme avec la technique de la
laparoscopie est qu’elle est assez peu intuitive pour le chirurgien : la notion de profondeur
est absente en raison du manque de stéréoscopie, la position de la caméra peut changer,
et avec elle les mouvements relatifs de 'outil sur I’écran. On estime & une cinquantaine le
nombre d’opérations que doit effectuer un chirurgien novice avant de commencer & mai-
triser cette technique.

F1G. 1.1 — Simulateur de chirurgie hépatique par laparoscopie (Epidaure, INRIA)

Ce systéme permet de reproduire de maniére réaliste le comportement d'une sonde
laparoscopique durant une opération. Le rendu est a la fois visuel, grace a I'utilisation de
modéles déformables reproduisant les réactions du foie a 'action de I'outil, et tactile, par
le truchement d'un retour haptique.

Il est important de souligner ici 'importance du modéle de déformation utilisé pour
simuler le comportement du foie. Le modéle utilisé ici, développé par Gilles Debunne dans
sa thése (|[Deb00]), est un modéle physique basé sur les lois de l'élasticité. En effet, pour
que le systéme puisse remplir son role de formation a la chirurgie hépatique, le foie virtuel
doit réagir de facon aussi réaliste que possible et bien siir de maniére interactive.

Ce constat peut étre étendu a tous les modéles utilisés a des fins de simulation. Le
comportement du matériau ou du processus modélisé, pour que la simulation apporte
quelque chose dans le domaine métier, doit étre le plus réaliste possible. Ceci implique
que la simulation soit basée sur la physique sur laquelle repose le phénoméne. Malheu-
reusement, une telle approche nécessite de lourds calculs, qui sont pour le moment encore
souvent incompatibles avec une exécution en temps réel.
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1.2.2 Les systémes de supervision

Si les simulateurs permettent de s’entrainer, d’autres systémes ont pour vocation d’ai-
der 'acteur humain lors de la réalisation de la tache, soit en le guidant soit en lui donnant
des indications complémentaires a celles fournies par ses cinq sens.

On peut prendre comme exemple de tels systémes les travaux réalisés par notre équipe
concernant 'aide a la reproduction d’ceuvres sculptées : [CD03]|[Cro03]. Ils ont abouti a
la mise au point d’un outil intégrant 'aspect "métier" pour la société Apart.

Fic. 1.2 — Apart : Reproduction de sculpture assistée par ordinateur

Les travaux concernent la réalisation d’un systéme d’aide au geste permettant a un
sculpteur de reproduire des originaux en s’appuyant sur un modéle numérique. Le systéme
a été concgu pour le travail de la matiére. Pour cela 'opérateur dispose d’un outil standard
(meuleuse, disqueuse) et travaille la matiére par étapes (ébauche, semi-finition, finition)
afin d’aboutir a la forme de l'original. Le geste tout au long du travail est guidé a travers
un dispositif qui réalise la synthése d’un retour sensoriel (visuel, auditif, haptique) calculé
a partir d’'un modeéle numérique (fig 1.2).



1.3. ARCHITECTURE DES SYSTEMES POUR L’AIDE AU GESTE 7

La problématique concerne le calcul en temps réel de la position de I’outil par rapport
au modeéle numérique de la forme a reproduire. Si le modéle géométrique de 'outil est re-
lativement simple, le modéle numérique de la forme & reproduire peut atteindre plusieurs
dizaine de millions de polygones pour des originaux de quelques dizaines de centimétres.
A partir du mouvement de 1'outil, sont déterminés les interactions outil/matiére et par
la suite le retour sensoriel. L'un des intéréts de ce systéme en terme de fonctionnalité
métier réside dans sa capacité a prévenir une erreur du sculpteur, en lui signalant par un
retour sonore, par exemple, le fait qu’il s’approche de la marge de sécurité qu’il s’était fixé
durant la préparation de la tache. Il permet, au dela de cette supervision, d’aider 'acteur
métier en lui fournissant un positionnement tridimensionnel de la sculpture dans le bloc
de matiére brute.

Les enjeux d’un tel systéme sont doubles. En effet, le travail s’effectue en deux temps :

1. La phase de planification opératoire se déroule avant le processus en lui méme. Du-
rant cette phase, 'outil virtuel permet & 'humain de préparer son travail et parfois
méme de simuler le geste qu’il va devoir effectuer. Dans le cas du systéme de repro-
duction de sculpture, c’est durant cette phase que le sculpteur va choisir dans quel
sens utiliser son bloc de matiére et comment y placer la forme a reproduire. Il peut
aussi fixer les valeurs de certains parameétres de la tache de supervision, comme par
exemple la distance minimale en deca de laquelle il désire déclencher un stimulus
sonore, ou encore le facteur d’echelle de la reproduction qu’il désire effectuer.

2. La navigation, quant a elle, correspond a la phase durant laquelle le geste métier
est exécuté. Il s’agit 1a d’un fonctionnement en temps réel du systéme en réponse
aux actions de 'opérateur. Comme on peut le voir sur les photos de la figure 1.2, le
modéle est mis a jour grace a une capture du geste.

Tout comme en simulation, I'un des facteurs clés de la supervision de tache est donc
la capacité du systéeme a fonctionner de maniére interactive. Ceci suppose, ici encore, des
temps de calcul compatibles avec cette contrainte d’interactivité.

1.3 Architecture des systémes pour 'aide au geste
Comme on peut aisément le voir, la particularité des métiers matiére est la relation
trés intime existant entre le geste et la matiére. Il existe, de ce fait, deux approches diffé-

rentes afin d’enregistrer le travail d’'un acteur métier matiére :

— L’approche par le résultat, c’est a dire par 1’état de la matiére,

— L’approche par le geste, c’est a dire par le mouvement effectué par 'outil.

Ces deux maniéres d’envisager le probléme sont illustrées dans la figure 1.3. Au centre,
dans les cellules de couleur foncée, figurent les différentes étapes qui constituent le travail
de la matiére. L’acteur humain, en effectuant des gestes précis, vient modifier par touches
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Approche Matiére

Collection

3 5 -«— | Entegistrement
d’enregistrements E1s <

Matigre I
Meodification
""""""""""""""""""""""""""""""""""" Matiére T T T T T T T
Acteur — Geste —
Enregistrement
Modzle
Matigre Simulation
Approche Geste

F1G. 1.3 — Approche geste et approche matiére

successives le matériau sur lequel il travaille afin de lui donner la forme ou I'état désiré.

L’approche par le résultat, illustrée dans la partie supérieure de la figure, permettrait
d’enregistrer réguliérement I’état du matériau travaillé afin de constituer une sorte d’his-
torique des étapes de conception qui ont mené a I'ceuvre finale. Le geste qui a mené a ce
résultat n’est pas enregistré, il est nécessaire de le reconstituer par imitation et intuition.
Ce type d’approche n’est en général pas utilisé dans les systémes d’aide au geste, car la
reproduction du processus ne peut étre confié qu’a un acteur métier expérimenté et fami-
lier des techniques employées. On lui préfére ’approche par le geste, car il est beaucoup
plus aisé de calculer I’état de la matiére travaillée a partir d’une séquence de déplacements
que le contraire.

Dans ’approche par le geste, le systéme de CAO est conc¢u autour de I’étre humain.
Tout comme pour le systéme Apart, on enregistre & chaque instant les gestes effectués
par l'acteur afin de pouvoir les reproduire. La partie inférieure de la figure 1.3 illustre ce
principe. Pour avoir une image compléte du processus, il faut a la fois les mouvements et
leur effets. On obtient ceci a I'aide d’un modéle virtuel du matériau auquel on applique
la séquence de mouvements enregistrée.

Comme nous le verrons par la suite, les modéles utilisés sont en général assez peu
complexes. Dans le systéme Apart, par exemple, la matiére est enlevée complétement au
passage de l'outil, sans aucune déformation. En raison des difficultés liées a la contrainte
d’interactivité, la plupart des travaux utilisent des modeéles trés simplifiés des phénoménes
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physiques concernés : interactions élastiques linéaires, modeles a particules, modeéles géo-
métriques, etc.

Ces modéles simples suffisent amplement lorsque seul un réalisme "visuel" est suffisant,
mais ils sont inadaptés dés lors que le modéle virtuel doit étre rapproché d’un véritable
matériau comme dans le systéme qui nous intéresse.

1.4 Aide au geste pour le modelage

Dans la perspective d'un systéme d’apprentissage du modelage, deux voies trés dif-
férentes peuvent étre suivies : une approche complétement basée sur la réalité virtuelle,
comparable au fonctionnement du projet développé par Epidaure, ou alors une approche
mixte, incluant la manipulation d’un véritable matériau.

L’approche qui consisterait a ne travailler que dans un environnement virtuel pourrait
étre ramenée a un probléme d’animation interactive (figure 1.4). A partir d’'une mesure
des positions de l'outil tenu par 'acteur métier, un modéle d’interaction permettrait de
mettre a jour le corps virtuel suivant un modéle de déformation simplifié. La synthése
d’un retour d’effort pourrait étre envisagée, basée ce modéle.

Acteur métier |—— |Systéme d’acquisition | ——»

A
Modele
Physique
-

Synthese haptique du matériau

Synthése graphique | -——

F1G. 1.4 — Schéma de principe d’'un simulateur virtuel pour le modelage

L’inconvénient principal d’une approche "tout virtuel" pour le métier est ’absence
de maitrise dimensionnelle durant le modelage. Un autre probléme, majeur lui aussi, est
I’absence de contact avec la matiére. Ce contact apporte de facon inconsciente quantité
d’informations a l'artiste par rapport au comportement du matériau ou a la forme qu’il est
en train de lui imposer. Les solutions existantes de retour haptique (bras maitre, retour
de touché ) ne sont pas encore assez performantes pour restituer complétement ce contact.

Une approche mixte, & mi chemin entre un simulateur virtuel et un apprentissage
classique, permet de surmonter ces difficultés. Comme montré sur la figure 1.5, acteur
manipule un véritable bloc de matiére. Une mesure des gestes est effectuée (position, ef-
forts) et permet de faire évoluer en paralléle un modéle virtuel du matériau modelé. Tout
en effectuant un travail dans le sens classique du terme, I’artiste peut ainsi bénéficier des
avantages du systéme informatique : intégration temporelle, capitalisation du geste ou du
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savoir-faire, etc.

Travail

matiére
Capture I
du
mouvement
Modele Modéle
d’intéraction physique Maq}le_tte
Outil / Matiére du matériau Numérique

|

F1G. 1.5 — Schéma de principe d’'un systéme basé sur une approche mixte

Si ce systéme parait trés proche du précédent, les contraintes qui lui sont associées
sont beaucoup plus rigoureuses en raison de la remontée du geste vers le modéle virtuel.
A la différence de la premiére approche, un réalisme apparent ne suffit plus : le modéle
de matériau virtuel doit maintenant avoir un comportement aussi proche que possible
de celui du matériau réel, puisqu’il pourra lui étre comparé a tout moment. Ceci nous
contraint a utiliser un modéle de comportement basé sur la physique des déformations, ce
qui est plus complexe et bien siir cotiteux en temps de calcul.

Un autre probléme associé a 1'utilisation de deux modéles, I'un réel et 'autre virtuel,
est celui du recalage. Il est en effet impossible de concevoir un modéle traduisant un com-
portement physique parfait, ce qui veut dire que le comportement du modéle virtuel finira
toujours par diverger si on ne le corrige pas régulierement. C’est le role de la phase de
recalage. Cette phase intervient & deux moments distincts de la tache :

— Lors de l’initialisation du processus, qui nécessite I'acquisition de la forme ini-
tiale de la matiére (ainsi qu’un étalonnage géométrique de la cellule).

— Pendant le processus, a intervalles réguliers, afin corriger les erreurs éventuelles.

Les problématiques de ce travail sont ainsi au nombre de deux. La premiére est la
conception d’un modéle de matériau qui soit a la fois réaliste, interactif, et basé sur la
physique des déformations. L’autre probléme est de pouvoir comparer ce modéle virtuel
au modeéle réel.
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1.5 Description du systéme étudié
Le dispositif envisagé englobe trois fonctionnalités distinctes :
— Une fonction "modelage classique",
— Une fonction "modelage numérique",
— Une fonction "acquisition et recalage".
La fonction "modelage classique" correspond au travail de modelage d’un véritable ma-

tériau, qui suppose donc la présence d’un support réel (plasticine, glaise) et des fournitures
habituelles (outils, plateau, etc. ). Elle correspond a la maniére traditionnelle de travailler.

La fonction "modelage numérique", elle, correspond a la superposition d’une couche
informatique a la fonction précédente. Composée d’un systéme d’acquisition du geste (ici
grace a un bras Phantom) et d’un modéle numérique du matériau, elle constitue apport
principal de ce systéme a 'acteur métier. On peut envisager d’enrichir ici la tache a I’aide
d’informations complémentaires venant assister I’acteur métier.

Enfin, la fonction "acquisition et recalage" se compose de d’un scanner 3D, permettant
la numérisation, ainsi que d’un mécanisme de recalage permettant de corriger le modéle

numérique afin de conserver sa cohérence par rapport au modéle réel.

La figure 1.6 illustre le dispositif expérimental :

Modéle CAO

FiG. 1.6 — Schéma de principe

L’acteur métier travaille a I’aide de Poutil (spatule) un matériau brut. Grace au sys-
téme de capture, ses gestes sont reportés sur le modéle numérique afin de le faire évoluer de
maniére paralléle. Le systéme d’acquisition est formé d’une caméra video et d’un plateau



12 CHAPITRE 1. AIDE AU GESTE POUR LE MODELAGE

rotatif : il fonctionne suivant le principe de Shape from Silhouette. A intervalles réguliers,
lacteur métier interrompt son travail afin d’effectuer une renumérisation de la matiére
modelée et corriger ainsi les imperfections du modéle numérique.

Les impératifs en termes de performance du systéme sont avant tout liées a 'interac-
tivité : le modéle numérique doit évoluer en temps réel aux interactions de 'utilisateur,
ce qui impose un taux de rafraichissement du modéle de I'ordre de la dizaine de Hertz.
En ce qui concerne 'acquisition 3D, celle-ci doit se faire de la maniére la plus automa-
tisée possible, afin de ne pas imposer un surplus de travail déraisonnable a I'acteur métier.



Chapitre 2

Modélisation des déformations

2.1 Introduction

Comme exposé dans le chapitre précédent, I'une des problématiques liées a ce travail
est la modélisation interactive d’un corps subissant des déformations ( pate & modeler,
plasticine, glaise, etc. ). Le probléme est que les principes sur lesquels peut reposer une
telle modélisation sont trés variés : approche volumique ou surfacique, a voisinage constant
ou variant, etc. Ce chapitre est dédié aux modéles de déformations que nous avons pu re-
lever dans différents travaux. Il se décompose en deux parties.

La classe des corps viscoplastiques, a laquelle appartiennent les matériaux que nous
désirons modéliser, est tout d’abord présentée d’un point de vue physique. Cette premiére
partie inclut une introduction aux modéles rhéologiques ainsi qu’aux bases de la méca-
nique des fluides.

La seconde moitié de ce chapitre est, par contre, consacrée aux modéles de corps
déformables et aux modéles de fluides utilisés en animation ou en réalité virtuelle. Nous
verrons sur quels principes ils reposent, et en quoi ils sont ou ne sont pas adaptés a nos
besoins.

2.2 Physique de la déformation plastique

2.2.1 Introduction et définitions

Macroscopiquement, les matériaux montrent une trés grande variété de comporte-
ments. Les solides, les liquides et les gaz ont des comportements idéaux caractérisés par
des propriétés comme la compressibilité, la viscosité, 1’élasticité, la solidité, ou la dureté.
Mais les matériaux ne se comportent pas toujours comme ces modéles.

Les pates, les polymeéres, et un certain nombre d’autres corps, ne font partie ni des
solides, ni des liquides : on ne peut donc pas vraiment les caractériser a 1'aide de ce classe-
ment. L’étude de ces comportements atypiques ameéne a penser qu’il n’y a pas en général
de distinction claire entre un liquide et un solide. Pour certains un solide doit seulement
étre défini comme un liquide possédant une trés grande viscosité. On fixe arbitrairement

13
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une limite de 10'3 poises au-dessus de laquelle un matériau est un solide, et en dessous
un liquide.

Soumis & de petites contraintes, les solides sont en général élastiques : ils se dé-
forment mais retrouvent leur forme d’origine quand la contrainte est relachée. Soumis
a des contraintes plus importantes, ils peuvent casser ou montrer ce que ’on appelle un
comportement plastique en se déformant de maniére définitive. La glaise et la plas-
ticine font partie des corps viscoplastiques : ce sont des corps qui présentent une
contrainte minimale en dessous de laquelle il n’y a pas d’écoulement.

Les matériaux que nous cherchons a modéliser pour notre projet sont des matériaux
présentant des déformations régies par des lois complexes, que nous nous proposons d’étu-
dier dans ce chapitre. Cette étude se fera suivant deux approches : dans la premiére, ’ap-
proche rhéologique, nous définirons plus précisément la viscoplasticité et étudierons les
modéles physiques généralement utilisés pour les modéliser. La seconde partie, quant a
elle, s’attachera a décrire le matériau comme un fluide doté d’une trés grande viscosité et
obéissant aux lois de la mécanique des fluides.

2.2.2 Approche rhéologique

Etymologiquement, la rhéologie est une discipline qui traite de I’écoulement et des dé-
formations des matériaux sous l'action de contraintes. En réalité, son champ d’étude est
beaucoup plus précis. L’élasticité et la mécanique des fluides ne permettant pas de décrire
les propriétés de matériaux au comportement intermédiaire entre celui du solide élastique
parfait et celui du fluide newtonien, il est apparu nécessaire de développer une science
nouvelle. La rhéologie permet de relier les contraintes, les déformations et leur dérivées et
caractérise la nature des comportements.

Il serait bien entendu impossible de résumer l'intégralité de la rhéologie dans les
quelques pages de ce manuscrit : nous nous contenterons donc ici d’une description de

ses principes et applications au cas viscoplastique et invitons le lecteur intéressé a se re-
porter a [CGO0| et [GHPO1].

Les réponses des matériaux a quelques essais simples permettent de les ranger dans
des classes bien définies. Ces comportements de base, a savoir 1’élasticité, la plasticité et
la viscosité, peuvent étre représentés par les systémes mécaniques suivants :

— Le ressort, qui permet de représenter ’élasticité linéaire parfaite (loi de Hooke). La
déformation est ici totalement réversible et il existe une relation biunivoque entre
la contrainte 7 et la déformation ¢ .

— L’amortisseur, qui schématise la viscosité. Elle est dite pure si la relation entre
charge et vitesse de chargement est biunivoque. Le modéle correspond a la loi de

Newton si cette relation est linéaire.

— Le patin, qui est un limiteur de contrainte. Tant que la contrainte qui lui est ap-
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pliquée reste inférieure a un certain seuil 7., sa déformation est nulle. Au-dela de ce
seuil, le patin glisse, la contrainte reste alors constante et égale a la valeur seuil, la dé-
formation pouvant devenir aussi grande que 1’on veut. C’est un élément non linéaire.

Le ressort & o506 T=F¢e

. b. . .
L’amortisseur L [H T =mnéourTt =n/N

Le patin c. 4,—7|!77—» T<71.=e>0

F1G. 2.1 — Les ¢léments de base de la rhéologie

Un matériau est dit linéaire si la fonction ¢ = f(7) est elle-méme linéaire. C’est le
cas de la plupart des matériaux soumis a de petites contraintes et la combinaison de ces
briques de base, grace au principe de superposition de Boltzmann, permet de modéliser
la quasi-totalité des comportements rencontrés.

En rhéologie, pate a modeler, glaise et plasticine font partie des liquides dénommés "li-
quides plastiques". Il s’agit de liquides qui ne s’écoulent qu’a partir d’une certaine valeur de
contrainte, notée 7, et appelée "seuil d’écoulement". L’existence de ce seuil d’écoulement,
est généralement mise sur le compte de I'existence, au repos, d’une structure tridimension-
nelle rigide dans le corps : des particules emboitées les unes dans les autres, ou floculées.
Le seuil correspond a la force nécessaire pour les séparer, c’est a dire vaincre les forces de
cohésion qui les relient (forces de Van der Waals) et provoquer 1'écoulement. Au dela de ce
seuil, la structure rigide est détruite et I’écoulement s’effectue sous 'effet de la contrainte
T — Te.

On distingue deux types de liquides plastiques :

— Les liquides de Bingham

Lorsque la contrainte appliquée dépasse 7., les liquides de Bingham adoptent le
comportement d’'un liquide newtonien : la relation entre 7 et € est linéaire. Leur
rhéogramme est représenté sur la figure 2.2.

L’équation rhéologique d’état associée a ce modéle s’écrit :

T>Te T=T.+ Qe (2.1)

{7‘<7‘C e=20

ol « est un coefficient appelé viscosité plastique.
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pente = o

Fia. 2.2 - Rhéogramme d’un corps de Bingham

Un exemple trés connu de ce type de corps est celui des peintures a 'huile, étudiées
historiquement par Bingham. Méme si les huiles utilisées dans ces préparations sont
des liquides visqueux newtoniens, ces peintures sont en fait des suspensions. Elles
ont la propriété remarquable de s’étaler facilement, sans laisser de traces de pinceau
(ce qui suppose une faible viscosité sous contrainte), et en méme temps de ne pas
couler (ce qui suppose une trés grande viscosité au repos).

Il s’agit bien sir la d’un comportement idéal. On peut le modéliser par I'associa-
tion en paralléle d’un patin et d'un amortisseur :

s

T

F1G. 2.3 — Le corps de Bingham : systéme Patin - Amortisseur

L’association de deux éléments en paralléle impose :
{ E=E&1=2¢&9 (22)
T=T1+T2

Ce qui, appliqué avec un patin et un amortisseur, permet de retrouver les équations
du corps de Bingham (2.1) :
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{ T<T. £€=0 pas de glissement du patin

T2>T. T=T.+ne glissement du patin (2.3)

— Les liquides de Casson

A Topposé des liquides de Bingham, les corps de Casson montrent un comportement
plastique non idéal qui se traduit par le fait que leur rhéogramme présente le plus
souvent une concavité dirigée vers le bas. Il s’agit donc d’un comportement plastique
fluidifiant '

La plupart des liquides plastiques sont en fait des liquides de Casson, comme par
exemple les boues, pates dentifrices, la pate a pain et certaines suspensions. On peut
modéliser mécaniquement le comportement des corps de Casson par ’association en
série d’éléments de type Bingham (figure 2.3). Pour décrire quantitativement un tel
comportement, on peut utiliser deux équations : I’équation de Casson ou I’équation
de Herschel-Bulkley.

Te

FiG. 2.4 — Rhéogramme d’un corps de Casson

1. Equations de Casson :

(2.4)

T<T1, €=0
r>1, 108 = (1,)08 + (B)%S

ol # est une constante également appelée viscosité plastique

1On peut noter que le comportement plastique épaississant semble excessivement peu fréquent pour
ne pas dire inexistant.
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2. Equations de Herschel-Bulkley :

{7’<Tc =0 (2.5)

T>T, T="1+Ke"

ol n est un exposant a identifier en fonction du liquide, dont la valeur est en
général inférieure & 1 (comportement plastique fluidifiant).

Ces deux équations permettent, d’aprés [CGO00|, d’obtenir de trés bonnes corréla-
tions dans la mesure ou les vitesses de cisaillement demeurent relativement faibles.
En effet, les rhéogrammes tendent asymptotiquement vers une limite rectiligne, ré-
gion "newtonienne" qui ne peut pas étre prise en compte par les équations de Casson
ou par celles de Herschel-Bulkley. Dans le cas de vitesses de cisaillement fortes, le
modéle de Bingham, plus simple, sera préféré.

Le comportement asymptotique de ces corps, trés linéaire, n’est pas sans faire penser
au comportement d’un liquide. De la vient I'idée qu’un tel corps peut étre aussi envisagé
comme un liquide simple présentant une viscosité trés importante. Nous allons, dans le
paragraphe suivant, développer cette autre approche en introduisant les équations de la
mécanique des fluides dans le cas de fluides trés visqueux.

2.2.3 Approche par la mécanique des fluides

Comme nous 'avons vu précédemment, ’existence d’une zone newtonienne dans les
rhéogrammes observés suggére l'idée que les corps viscoplastiques peuvent étre assimilés a
des fluides dont la viscosité est extrémement importante. Nous allons, dans cette section,
étudier les équations régissant les écoulements des fluides classiques ainsi que les méthodes
de résolution généralement utilisées. Nous nous pencherons, ensuite, sur le cas particulier
des fluides visqueux qui correspondent & une forme trés particuliére de cette équation.

2.2.3.1 Les équations de Navier-Stokes

L’écoulement des fluides est régi par deux équations connues sous le nom d’équations
de "Navier-Stokes" : une qui exprime la conservation de la masse de fluide, et une qui,
appelée abusivement "équation de quantité de mouvement", est en fait issue du principe
fondamental de la dynamique.

Ces deux équations décrivent I’écoulement d’un fluide dit newtonien, c’est a dire un
matériau dont le théogramme est présenté en figure 2.5.

Parmi les fluides newtoniens, on compte entre autres les liquides les plus courants
(eau par exemple) ainsi que les gaz.
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FiG. 2.5 — Rhéogramme d’un liquide newtonien

2.2.3.2 L’équation de conservation de la masse

. . . — .
Soit p la masse volumique du fluide et «" le vecteur vitesse, de composante (uy, uy, u,),
exprimé dans un repeére Lagrangien.

La conservation de la masse de fluide contenue dans un domaine €2 s’exprime :

%(/dem =0 (2.6)

Grace au théoréme de Leibnitz, on peut décomposer ce terme en variations observées
a l'intérieur du domaine et flux a la frontiére I" :

d dp —
— d)) = —dQ—l—j{ w.n dl’ 2.7
G([pan) = [ Ran+ 4o (2.7

Le flux aux frontiéres [ p @.7 dI est alors ramené a une intégrale de volume [, div(p ') d€
par le théoréme de Gauss. En reconnaissant que la conservation de la masse doit étre as-
surée pour n’importe quel domaine {2, on obtient I'expression locale :

0

9P div(p@) =0 (2.8)

ot
Ceci est la forme compressible de ’équation de conservation de la masse. Lorsque la

masse volumique peut étre considérée comme constante (hypothése d’incompressibilité),

elle se simplifie en :

div(w') =0 (2.9)

2.2.3.3 L’équation de la quantité de mouvement
. . . . .= du .
Il faut maintenant écrire la deuxiéme loi de la dynamique F' = mﬁ pour un fluide.

Ceci peut étre écrit comme la dérivée en temps de la quantité de mouvement contenue
dans le domaine 2. Comme pour la masse, nous pouvons écrire :
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a(pﬁ) — — —
——dQ + [ pu uw.ndl (2.10)
o Ot r
ou encore :
e
/Mdﬂ + /v(pﬁe@ﬁ) dQ (2.11)
o Ot Q

avec :

— ® désignant le produit extérieur entre deux tenseurs d’ordre 1
— v/ désignant 'opérateur tensoriel "nabla"

—
s . 4 — L +1 2 .
Les forces extérieures seront notées ¢ + F', en distinguant ’accélération de pesanteur
—
g des autres forces.

Si dI' est un élément de surface du domaine €2 dont la normale extérieure est 7,
I’élément de force appliqué a dI" est :

dF = gmdl (2.12)

ou ¢ est le tenseur des contraintes.
Les forces appliquées au domaine €2 sont par conséquent :

/ p(G+ F)dQ+ /g.ﬁ drl (2.13)
Q r—
soit encore :
/p(? + F)dQ + / div(c) dO (2.14)
Q Q -

Nous obtenons donc finalement :

W) | G, ©7) = di T+ oF 2.15
5 T VU ®u)=divig)+pg +p (2.15)

Cas newtonien incompressible

Pour les fluides incompressibles newtoniens, cas le plus fréquent, on peut écrire :

{ p = constante (2.16)

g=-pd+2pD

ot p est la pression exprimée en Pascal, § est le tenseur identité, u le coefficient de
viscosité dynamique et D le tenseur des taux de déformation. Il s’écrit :

D=_-(Vu +'Vu) (2.17)
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1 est une constante qui dépend du fluide considéré. On peut aussi I’écrire pr ou v est
le coefficient de viscosité cinématique. On obtient donc les équations suivantes en coor-
données cartésiennes :

— Continuité :

Ouy | Oy Ou- _ (2.18)

— Quantité de mouvement :

Ouy Ouy Ouy, Oy 10p
— — — — =———+4VvA F
ot Tl ox + iy Jy T+ 0z p8x+y (uz) + Fo
Ou, Ou, Ou, ou,  10p
5 T Us g Ty o tup = o + vA(uy) + F, (2.19)
ou, ou, ou, ou, 10p
— =———4vA F
ot e ox iy dy o 0z p@z—'—y () + Fo 4y

On peut remarquer que ce systéme de 4 équations comporte 4 inconnues : Uy, Uy, U,
et p. Sous forme vectorielle, on écrit aussi ces trois derniéres équations sous la forme :

— 1l ——
— + (W.grad) W = —=gradp + vAU + F (2.20)
p

2.2.3.4 Les conditions aux limites

Les équations que nous venons d’obtenir sont des équations différentielles partielles. Tl
convient donc de s’intéresser de maniére privilégiée aux conditions aux limites.

— Interfaces solide-fluide : Toutes les observations expérimentales et les simulations
numériques s’accordent pour affirmer que la vitesse d’un fluide s’annule au voisinage
immeédiat d’une paroi solide. Le fait que la composante normale soit nulle est liée au
fait qu’il n’y a pas de pénétration du fluide dans le solide. En revanche, le fait que la
composante tangentielle s’annule de méme est li¢ a I'existence de la viscosité : une
vitesse discontinue impliquerait une contrainte de cisaillement infinie et donc une
divergence de I’énergie dissipée dans I’écoulement.

— Surfaces libres : Dans le cas d'une interface fluide-fluide il y a, pour les mémes
raisons que précédemment, continuité de la vitesse tangentielle au travers de I'inter-
face. Si la viscosité de 'un des deux fluides est négligeable devant celle de 'autre,
on est alors dans le cas de la surface libre.
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Air
Normale
/ Vecteur vitesse
8
Fluide Zs
o
X

Fia. 2.6 — Cas de la surface libre

La caractéristique des surfaces libres est qu’un point appartenant a la surface reste
a la surface du fluide. D’aprés [Her03], la vitesse d’un point s situé sur une surface
libre s’écrit donc :

=u’.n’ (2.21)

2.2.3.5 Résolution des équations de Navier-Stokes

Maintenant que le modéle de comportement des fluides a été établi, nous allons nous
intéresser & la résolution des équations de Navier-Stokes. Il existe plusieurs méthodes
de résolution. Nous invitons le lecteur qui désirerait approfondir le sujet a se reporter a
[Her03] ou [FP02]. Nous nous contenterons, pour la suite, de présenter la méthodologie
de résolution et d’approfondir les méthodes de type "différences finies".

Résoudre le probléme de Navier-Stokes est rendu difficile par le manque d’équation
indépendante pour la pression. Celle-ci intervient dans chacune des trois équations du
moment (cf eq 2.19). De plus, il n’y a pas a proprement parler de variable dominante
dans 'équation de conservation de la masse (eq 2.18). Cette derniére apparait comme une
contrainte portant sur le champ de vitesse plutot que comme une équation dynamique.

Une fagon de s’affranchir de cette difficulté est de construire un champ de pression
qui assure le respect de I’équation de continuité. Cette méthode, qui peut surprendre, est
rendue possible par le fait que la valeur de la pression elle-méme n’importe pas dans les
équations de Navier-Stokes : seul son gradient intervient dans le calcul de I’écoulement.
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2.2.3.5.1 L’équation de pression Il est clair que les équations du moment déter-
minent les composantes du champ de vitesse : leur role est donc facilement défini. Ceci
ne nous laisse que I’équation de continuité pour calculer le champ de pression, or cette
équation ne contient pas la pression. L’astuce généralement utilisée consiste & combiner
équation du moment et équation de continuité.

On commence par écrire I’équation (2.20) a l'aide d’une différenciation explicite en
temps :

—

11—
= —(W.grad)u — ;gmd(p) + VAW (2.22)

Tt _
ot
Grace a la divergence de cette expression et a ’équation de continuité div(w) = 0, on
obtient :

Ap = pdiv(AW) — pdiv ( (W .grad) ) (2.23)

Cette nouvelle équation permet alors de calculer explicitement un champ de pression.

2.2.3.5.2 Meéthodologie de résolution Maintenant que ’équation de pression est
obtenue, la méthodologie de résolution devient plus simple :

On dispose de w?, champ de vitesse du fluide & 'instant ¢. w? est supposé de di-
vergence nulle.

— On résout ’équation de pression 2.23 afin d’obtenir un champ de pression compa-
tible avec la contrainte de conservation de la masse.

— N . . , . .
— On calcule @' & I'aide des trois équations du moment. Le nouveau champ de vi-
tesse sera de divergence nulle.

— On réiteére.

Il est important de souligner le fait que les difficultés numériques ne doivent pas étre
négligées et une attention toute particuliére doit étre accordée aux méthodes de différen-
ciation (implicite, explicite, ADI, Cranck-Nicholson ...) car toutes ne convergent pas.

2.2.4 Conclusion

En conclusion, les corps viscoplastiques peuvent étre physiquement modélisés suivant
deux approches : ’approche fluide ou 'approche solide. Si on les considére comme des
solides déformés, alors on suppose qu’une particule de matiére donnée conserve son voisi-
nage durant la déformation. La modélisation peut alors se faire grace a des élements de
liaison comme ceux utilisés en rhéologie. Si au contraire, le matériau est assimilé & un
fluide de tres grande viscosité, alors la modélisation des déformations se fait par le calcul
d’un champ de vitesse grace aux équations de Navier-Stokes.
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2.3 Les modéles d’objets en déformation

2.3.1 Introduction

Alors que I'étude des matériaux vise une modélisation la plus précise possible, et ce
quel que soit le temps de calcul, certaines utilisations de ces modéles informatiques ré-
pondent a des contraintes assez différentes.

Dans le cas de la simulation virtuelle, par exemple, ’exactitude du modéle physique
de déformation importe peu : une simple ressemblance visuelle est souvent suffisante pour
tromper 'utilisateur. Le temps de calcul, par contre, est un critére important car l'inter-
activité du systéme repose sur lui. En réalité augmentée, le critére temporel reste impor-
tant, mais la matiére modélisée doit se déformer de maniére réaliste sans quoi le modéle
ne pourra pas étre "comparé" au corps réel.

Nous allons, dans les pages suivantes, présenter les travaux existants sur la modéli-
sation des déformations en les classant en deux groupes. Dans la premiére partie, nous
aborderons les méthodes que 'on pourrait qualifier de "visuelles", c¢’est a dire reposant sur
des bases géométriques ou bien sur des algorithmes assez intuitifs. Ces méthodes peuvent
donner des résultats visuellement convaincants, mais en de rares cas seulement compa-
rables & une déformation réelle. Dans la seconde partie, par contre, seront présentés des
modéles basés sur la physique des déformations, c’est a dire plus réalistes, mais aussi plus
complexes et plus difficiles & manipuler.

Nous nous pencherons enfin sur la modélisation des écoulements, et plus particuliére-
ment sur les modéles se basant sur les équations de Navier-Stokes.

2.3.2 Les modéles géométriques
2.3.2.1 Splines et surfaces paramétrables

Cette méthode est la plus ancienne de I'infographie : dans les premiers systémes de
CAOQ, les designers devaient étre en mesure de manipuler simplement la forme d’objets
géométriques. De 1a sont nées les courbes de Bézier et la famille dites des "splines" :
courbes d’interpolation, B-splines, splines rationnelles non uniformes (NURBS) dont la
caractéristique commune est de définir avec peu de parameétres une courbe lisse en une,
deux ou trois dimensions.

Ces courbes (ou surfaces) peuvent étre manipulées trés simplement grace a des points
de controle dont le déplacement permet d’agir sur la courbe (ou la surface) (fig 2.7).
Suivant la nature de spline choisie, on peut aussi imposer des contraintes de continuité,
dérivabilité, etc.

Un exemple simple : la courbe de Bézier

Soient A,B et C' trois points de controle de coordonnées supposées connues. La courbe
de Bézier simple [ABC] est formée de ensemble des points M (t) définis de la maniére
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e

A

F1G. 2.8 — Construction d'une courbe de Bézier a partir de trois points de controle

suivante :
Pour ¢t € [0,1] :

— Soit M;(t) le barycentre du systéme pondéré { (A,t); (B,1—1)}
— Soit Ms(t) le barycentre du systéme pondéré { (B,t); (C,1—1t)}
— M(t) est le barycentre du systéme pondéré { (My(t),1 —t); (Ms(t),t) }

En tout point M, la tangente a la courbe est le segment [M1 M2]. M(t) décrit donc
une courbe de Bézier de degré 2, qui, par construction, commence en A et finit en C' et a
pour tangentes (AB) en A et (BC) en C.

Les propriétés d’association du barycentre nous permettent d’exprimer M (t) plus di-
rectement : M () est ainsi le barycentre de { (A, (1 —t)?); (B,2t(1 —t)); (C,t*) }. Les
polynomes (1 — )%, 2¢(1 —t) et ¢* sont les polynomes de Bernstein de degré 2.

Extension au cas 3D : le patch de Bézier

L’extension de ce cas au 3D porte le nom de patch de Bézier. Le patch est construit a
partir d’une matrice n X m de points de controle :

{P,;,0<i<n,0<j<m}

La surface résultante, maintenant paramétrée par deux variables u et v, est donnée
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F1G. 2.9 — Patch de Bézier et ses points de controle

par ’équation :

P(u,v) = Z ' P, i Bin(t) Bjm(v) (2.24)

ou B; j(u) est un polynome de Bernstein. Le patch de Bézier est donc une extension
trés simple du cas 2D. Pour une étude plus compléte des splines, le lecteur pourra se
reporter a [CREO1| ou [Gal99].

Dans I'étude des déformations d’un corps imposées par un outil, I’action de I'outil sur
la matiére virtuelle va alors se faire par le déplacement des points de controle. Le probléme
de I'interaction se résume alors un un probléme de recherche de collisions entre 1'outil et
ces points de controles.
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2.3.2.2 Free Form Deformations

Une autre approche du probléme est de ne pas déformer le corps, mais plutot ’espace
dans lequel il se trouve.

F1G. 2.10 — Déformation de Iespace illustrée sur un modéle de girafe ([Deb00])

Développée a l'origine par Al Barr [Bar84], cette méthode consiste a déformer I’espace
a l'aide d’un jeu de fonctions matricielles élémentaires pouvant étre combinées (déforma-
tions rigides, pliages, etc.)

Sederberg et Parry |[SP86| ont ensuite généralisé cette approche par 'utilisation des
Free Form Deformation (FFD). Un maillage de 1’espace est défini, et va pouvoir étre dé-
formé. Lors du déplacement de ce maillage, chaque cellule va entrainer avec elle les points
qu’elle contient, provoquant ainsi la déformation du corps.

Le procédé se résume en quatre étapes principales :

1. Créer un volume ayant la forme d’un parallélépipéde autour de 'objet
2. Imposer des coordonnées locales a chaque point de I'objet & déformer
3. Imposer une grille de points de controle sur le parallélépipéde

4. Déformer 'objet en bougeant les points de controle

Dans la premiére étape, on définit les coordonnées X de chacun des points du corps
— = —
en fonction de trois vecteurs S,7T,U formant une base de ’espace 3D :

- = — — —
X=Xo+s5+tT +uU (2.25)

—
ou Xy est la coordonnée de 'origine du systéme paramétrique et (s,¢,u) sont les co-
ordonnées paramétriques du point (coordonnées comprises entre 0 et 1).

Une matrice de (1+1) x (m+41) x (n+ 1) points de controle P ; est alors définie par
la relation :

~ 7 = —
Pipn=Xo+-8+LT+

] —
= 2.2
i - u (2.26)

S |
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Les points de controle sont alors déplacés par 1'utilisateur. La déformation est ensuite
appliquée au corps grace a la relation :

Xfra = i ( i > (1—s)"s' [i ( T ) (1—t)"7¢ Ln ( T ) (1= u)"*u"P,

i=0 §=0 =0

En 1990, S. Coquillart [Coq90] remarque que les FFD utilisent obligatoirement un
parallélépipéde comme bloc de controéle, et propose une extension permettant de spécifier
n’importe quelle forme. Ce modéle EFFD (pour Extended Free Form Deformation), re-
pose sur des blocs prismatiques, et les compose pour spécifier une forme quelconque de
réseau de déformation.

W.M.Hsu, J.F.Hugues et H. Kaufman, en 1992, proposent quant a eux d’éditer direc-
tement la déformation par les points de la surface. Ils utilisent une base B-Spline au lieu
des polynomes de Bernstein. Le principal avantage de cette formulation est la localité du
controle, mais la déformation n’est plus alors forcément incluse dans ’enveloppe convexe
des points de controle affichés [HHK92].

L’obligation de définir un réseau de déformation (i.e. un ensemble de points et leurs
relations) peut sembler assez limitative. L. Moccozet et P. Kalra proposent une autre ex-
tension des FFD qu’ils nomment DFFD pour Dirichlet-FFD. L’idée est toujours d’expri-
mer les coordonnées de chaque point de la surface dans un repére dépendant de points de
controle, mais cette fois-ci les points de controle sont positionnés par I'utilisateur (nombre
et position libre) |[MMT97].

Plus récemment, B. Crespin s’est intéressé aux aspects de pondération des déforma-
tions et a leur influence locale [Cre99]. L’idée est d’associer a chaque primitive déformante
un repeére et une déformation avec une zone d’influence pondérée par un potentiel scalaire.

En conclusion, les différentes approches des FFD présentent des caractéristiques trés
semblables aux splines et courbes de Bézier. Ces deux approches sont d’ailleurs assez sou-

vent utilisées de maniére conjointe. Les principales caractéristiques en sont donc :

— Un modéle d’interaction outil matiére trés facile a implémenter, basé le plus souvent
sur des points de controle,

— Des déformations globales et simples a calculer,

— Un modéle de déformation purement géométrique, sans aucune base physique.

2.3.2.3 Modélisation par surface implicite

La surface d’un objet peut étre définie de deux maniéres fort différentes : explicite-
ment, comme nous ’avons fait jusque la, ou bien implicitement.
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Alors que la description explicite suppose la donnée de la surface a I’aide de polygones
ou de courbes, la description implicite repose sur un champ scalaire défini dans tout ou
partie de I'espace. La surface est alors le lieu géométrique ou cet espace prend une valeur
donnée : on l'appelle surface équipotentielle ou isosurface. L’espace de travail est
souvent discrétisé en pixels ou voxels, bien que ce ne soit en aucun cas une obligation.

B o o o i =
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F1G. 2.11 — Description explicite et implicite d’'une forme géométrique

Ce type de représentation s’avére beaucoup plus pratique que les représentations ex-
plicites dans les cas ou 'objet subit de profondes modifications topologiques. Ainsi, par
exemple, fusionner deux corps ensemble se fait simplement par une addition des deux
champs scalaires.

L’un des apports principaux de la surface implicite est bien siir la détection de col-
lisions. Alors que les représentations explicites nécessitent des méthodes évoluées telles
que les bounding boxes ou le ray casting, une représentation explicite rend le probléme
tout & fait trivial. En testant la valeur du champ en un point donné, on peut déterminer
instantanément si celui-ci est a 'intérieur ou a I'extérieur du corps.

Le probléme des surfaces implicites se situe en général au niveau de la visualisation
et plus particuliérement au niveau de la polygonisation. Différents algorithmes existent et
permettent de résoudre cette difficulté :

— L’algorithme des marching cubes [WMW86|, [Blo87|, [Blo88|, [LC87b], [HC87|, [Cra87],
— Les maillages locaux [DTC96],

— Les modéles a particules [WH94].

Le lecteur intéressé par les marching cubes pourra se reporter a ’annexe B, consacrée
a cet algorithme.
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2.3.2.4 Conclusion sur les modéles géométriques

Les modéles géométriques, trés prisés en infographie, sont a la fois simples d’utilisa-
tion et simples a implémenter. Malheureusement, les déformations qu’ils produisent sont
rarement réalistes et n’obéissent en général pas a la contrainte de conservation du volume
au cours de la déformation. Nous allons donc maintenant nous intéresser a une seconde
classe de modéles : ceux inspirés des lois de la physique.

2.3.3 Les modéles physiques
2.3.3.1 Les Systémes Masses-Ressorts

Le systéme Masses-Ressorts est a la fois le modéle le plus simple et le plus intuitif
pour représenter des corps mous. De 1a vient probablement son immense succés dans les
logiciels d’infographie et d’animation. Le principe, illustré figure 2.12, est de discrétiser le
corps sous la forme d’un nuage de points massiques reliés entre eux par des éléments de
type ressort.

S

s

@ @ /@

FiG. 2.12 — Exemple de Modéle Masses-Ressorts en 2D

A chaque itération, on commence par calculer les forces appliquées aux masses par
chacun des ressorts grace a la loi de Hooke :

F=K(L-L)d (2.27)

ﬁ
avec F' le vecteur force, L 1’élongation du ressort, Ly I’élongation initiale, K sa
ﬁ
constante de raideur et d son vecteur directeur.

On peut ensuite calculer les nouvelles positions des masses en intégrant 1’équation du
mouvement pour chacune des masses. Celle-ci est de la forme :

22—

€T —
5 T K7 = fou (2.28)

m
_ -
, . ... ,
avec f..; est la somme des forces extérieures et x est le vecteur position d’une masse.

Afin de dissiper ’énergie présente dans le systéme masse ressort, on introduit en gé-
néral un terme d’amortissement a, qui transforme I’équation du mouvement en :
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PT 0T
5 + O + KT = four (2.29)
Les calculs étant trés simples, ce modéle est particuliérement efficace. Son principal
défaut est de discrétiser les directions suivant lesquelles s’exercent les efforts au sein du
corps modélisé. En effet, les forces ne peuvent contraindre les masses que dans la direc-
tion des ressorts, c’est a dire suivant les arétes du maillage géométrique. L’existence de
ces "directions privilégiées" dans les orientations spatiales des forces peut se traduire par
une déformation parfois assez peu naturelle. Ainsi, de nombreux travaux ont été effectués
afin d’améliorer les systémes masses ressorts.

m

Il serait impossible de faire ici la liste de tous les travaux s’intéressant aux modéles
masses-ressorts. A titre d’exemple, on pourrait citer les travaux de Y. Chen [CK98| qui
introduit de nouveaux types de ressorts (structurels, cisaillement, flexion, etc.) afin de si-
muler la déformation d’un muscle. Une autre approche, choisie par Hutchinson [HPH96|,
est de raffiner le réseau de maniére adaptative, ce qui permet de réduire le coiit en temps
de calcul et d’obtenir des résultats plus esthétiques. D’autres encore, comme [Pro95| ou
[dCLO00] imposent une distance maximale d’élongation des ressorts ou bien encore simulent
le déchirement si celle-ci atteint un seuil prédéfini.

Les méthodes d’intégration ont elles aussi fait 'objet de nombreux travaux. Joukha-
dar, en 1996, propose une méthode d’optimisation du pas d’intégration [Jou96| qui repose
sur les variations d’énergie du systéme. Deux ans plus tard, c’est & Baraff et Witkin de
proposer un schéma d’intégration implicite permettant la simulation de ressorts de treés
forte raideur [BW98|, puis a M. Desbrun, avec un algorithme permettant de stabiliser et
accélérer le calcul des déformations [DSB99).

En conclusion, les modéles masses-ressorts ont pour principal avantage leur simplicité.
D’un point de vue strictement physique, les déformations obtenues peuvent étre réalistes
dans le cas de matiéres dont la géométrie impose une ou des directions privilégiées comme
c’est le cas pour le tissu (sens des fibres). Il n’y a par contre aucune notion d’écoulement
possible : la nécessité d’un maillage spatial du corps les rend inadaptés aux cas ou la
topologie change fortement au cours de la déformation, comme c’est le cas dans notre
probléme.

2.3.3.2 Les Modéles a Particules

L’idée de base des systémes a particules est de reproduire a ’échelle mascrocopique
les phénomeénes régissant la matiére a I’échelle atomique. Tout comme pour les systémes
masses-ressorts, les particules sont des masses ponctuelles qui interagissent entre elles.

Cependant, le comportement d’un systéme a particules est fondamentalement différent
de celui d’un systéme masses-ressorts en ceci que le voisinage d’une particule ne reste pas
le méme au cours de la déformation. Dans les systémes masses-ressorts classiques, une
masse interagit avec les masses voisines auxquelles elle est reliée : la topologie du systéme
ne change pas. Dans le cas des systémes a particules, chacune des masses interagit avec
toutes les autres et les masses ne sont pas contraintes de conserver un certain voisinage.
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Cette absence de restrictions topologiques rend les modéles a particules particuliérement
adaptés aux modélisations de fluides : Alan Murta s’est ainsi intéressé a la modélisation
de liquides [MM99], et Reeves [Ree83] a la modélisation de fumées et de flammes.

Les lois modélisant les interactions entre particules sont en général inspirées des forces
de Lennard-Jones, qui régissent les phénomeénes d’attraction / répulsion entre atomes ou

molécules. Comme on peut le voir sur la figure 2.13, cette attraction présente une distance
d’équilibre d ou la force s’annule.

Force

Distance

Fi1G. 2.13 — Intensité de la force de Lennard-Jones en fonction de la distance

On peut aussi noter qu’au dela d’une certaine distance, la force tend a diminuer jusqu’a
s’annuler : les deux particules sont alors trop éloignées pour interférer entre elles. Cette
particularité peut étre employée afin de diminuer la quantité de calculs nécessaire. En
effet, si chaque particule interagit avec toute les autres, la complexité de la méthode varie
en fonction du carré du nombre de particules ( O(n?) ). Marie-Paul Cani et M. Desbrun
utilisent ce principe pour limiter le nombre de calculs nécessaires en imposant un rayon
d’action maximal aux particules [DC95].

Les lois d’interaction peuvent bien entendu étre modifiées a volonté : dans les travaux
de Jean-Christophe Lombardo, les particules sont orientées , c’est a dire qu’elles sont
constituées d’'un couple position, normale [Lom96|. Les interactions entre particules ne
sont, plus alors limitées a des forces, mais peuvent maintenant aussi étre des couples. Les
interactions utilisées sont au nombre de cinq :

— Interaction de cocircularité : qui tend a positionner les particules sur une méme
sphére,

— Interaction de coplanarité : qui tend a positionner les particules sur un méme
plan,

— Interaction de colinéarité : qui tend & positionner les particules sur une méme
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ligne,

— Interaction de frottement : qui permet d’introduire une atténuation des oscilla-
tions,

— Interaction de cohésion : assez comparable au potentiel de Lennard-Jones.

Chaque particule évolue donc non seulement en fonction de la position de ses voisines,
mais aussi en fonction de l'orientation de celles-ci.

L’affichage et la polygonisation de la surface du corps est plus évident avec les sys-
témes masses-ressorts, dont la topologie est fixe, qu’avec les systémes de particules. Bien
souvent, ceux-ci sont utilisés conjointement & des surfaces implicites, ce qui donne des
résultats treés bons, mais cotiteux en temps de calcul.

En conclusion, 'intérét des systémes a particules est bien str leur facilité d’implémen-
tation. Grace aux phénoménes d’émergences, des lois simples permettent d’obtenir des
phénoménes complexes. Cependant, on peut se demander si I'application de lois micro-
scopiques a des entités macroscopiques ne constitue pas une simplification dangereuse. Il
est souvent difficile, voire impossible, de prouver la validité physique des modéles obtenus.

2.3.3.3 Les modéles éléments finis

La théorie de 'élasticité, parce qu’elle relie simplement les contraintes aux déforma-
tions, permet de modéliser facilement et précisément toute une gamme de corps défor-
mables. Les modeéles élastiques et visco-élastiques permettent, par exemple, de décrire
avec un certain réalisme les comportements de tissus biologiques et de certains organes :
pour n’en citer que quelques-uns, on pourra se reporter a [Deb00]| ou [PicO1].

Les éléments finis (ou FEM) sont la méthode de prédilection utilisée en physique ou
en ingénierie : la littérature les concernant est abondante, et les modéles développés bien
souvent beaucoup trop précis pour les besoins de 'infographie. Les calculs impliqués dans
les méthodes FEM sont de plus assez lourds, ce qui les a rendus pendant longtemps peu
utilisés dans ce domaine.

Le principe des méthodes FEM repose sur la recherche d’une fonction continue par
une approximation discréte. On découpe ainsi le corps simulé en cellules élémentaires,
comportant chacune un certain nombre de variables qui décriront I’allure de la fonction a
I'intérieur de la cellule. La résolution d’un probléme par la méthode des éléments finis se
décompose selon les étapes suivantes :

1. On divise le domaine de calcul {2 en sous-domaines (); : c’est le maillage. Les
sous-domaines doivent vérifier :
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Ua=0 (230)

et
Q, N Qj =0,Vi #*3J (2.31)

2. Sur chacun des domaines, on définit des noeuds, qui sont les points sur lesquels
le probléme sera évalué. En général, on choisit les sommet de la maille géométrique,
mais ce n’est en aucun cas une obligation.

3. On choisit ensuite les fonctions de formes du sous-domaine, qui sont les
fonctions permettant de définir le champs local a partir des valeurs obtenues aux
noeuds. Pour des raisons de complexité, ces fonctions sont en général des polyndomes.

4. On revient ensuite & un probléme discret : Maintenant que les fonctions de
formes sont définies, résoudre le probléme complet revient a résoudre le probléme
sur les nceuds choisis.

5. On résout le probléme discret.

6. La solution approchée est enfin construite & partir de la solution discréte :
c’est le post-traitement.

Les méthodes FEM présentent deux points faibles. Le premier réside dans 1’utilisation
d’un maillage : en cas de déformation topologique trop importante, un remaillage du corps
est nécessaire, ce qui implique une charge de calcul tres lourde. Le second probléme est
I'importance des calculs mis en jeu a chaque résolution.

Les problémes d’élasticité se raménent en effet a la résolution d’un systéme de la forme :

U 9U
M~o+ Do+ KU=F (2.32)

ou K est la matrice de rigidité, M et D des matrices liées & la masse et aux coefficients
d’amortissement, U le vecteur des déplacements et F' le vecteur des forces extérieures.

On considére généralement que les matrices M, D et K sont constantes, ce qui n’est
pas tout a fait vrai puisque certains termes peuvent dépendre de la géométrie des élé-
ments. Faire une telle hypothése revient donc & supposer les déformations petites devant
la taille du corps.

Une approche intéressante est développée dans [DDCBO01||DC99|. Ces travaux portent
sur une méthode FEM & échantillonnage spatial et temporel adaptatif et qui permet d’ob-
tenir la manipulation en temps réel d’objets déformables avec un mesh assez fin.
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2.3.4 La modélisation des écoulements

Comme nous ’avons vu dans le paragraphe précédent, les déformations des matériaux
viscoplastiques tels que la glaise ou la plasticine sont basées sur des écoulements : la
déformation est définitive et les changements de topologie en général assez importants.
Nous ne saurions donc conclure cet état de I’art sans nous intéresser de maniére privilégiée
a la simulation physique de fluides régis par des équations de comportement de type
Navier-Stokes.

2.3.4.1 Le modéle Lattice Gaz
Le Modéle HPP

Le principe du modéle Lattice Gaz, dit aussi "Gaz sur réseau", est de simuler un en-
semble de particules pouvant entrer en collision et échanger leurs moments. Le premier
modéle date de 1973 : il fut introduit par Hardy, de Pazzis et Pomeau [HPdP73|, d’ou son
appellation de "modéle HPP".

Ces systémes étant, comme nous allons le voir, entiérement discrets, ils ont ’avantage
de pouvoir étre implémentés de facon paralléle et permettent des simulations avec beau-
coup plus de particules que les systémes plus "réalistes" qui tiennent compte de maniére
continue (avec une précision finie) des positions, vitesses et potentiels d’interactions.

F1G. 2.14 — Le modele HPP, basé sur une lattice a symétrie carrée

Le modeéle HPP est basé sur un réseau a symeétrie carrée, dont les noeuds sont les seules
positions accessibles aux particules. Les interactions entre particules sont simples : il ne
peut y en avoir qu’entre celles se trouvant sur le méme ncoeud et seulement sous forme
de collisions locales et instantanées. Les régles qui gouvernent ces collisions sont telles
qu’elles conservent le nombre de particules, donc la masse, et I'impulsion.
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L’évolution du systéme d’un pas de temps a 'autre se fait en deux étapes : 'une de pro-
pagation, au cours de laquelle les particules se déplacent dans la direction de leur vecteur
d’impulsion jusqu’au nceud immédiatement voisin, l'autre d’interaction, pendant laquelle
les particules ont la possibilité d’échanger de I'impulsion. Les applications du modéle HPP
sont toutefois assez limitées. Le réseau sous-jacent n’ayant que quatre directions, les équa-
tions de Navier-Stokes qu’il engendre contiennent des termes dissipatifs anisotropes.

Le Modéle FHP

On peut démontrer qu'un réseau a symétrie hexagonale ne souffre pas de ce manque
d’anisotropie. Le modéle FHP, construit par Frisch, Hasslacher et Pomeau |[FHP86|, ex-
ploite le méme principe, mais en se basant cette fois sur une lattice offrant six directions.

F1G. 2.15 — Le modéle FHP, basé sur une lattice a symétrie hexagonale

Stephen Wolfram, dans [Wol86]|, démontre que I’équation macroscopique de comporte-
ment d’un réseau FHP est similaire & une équation de Navier-Stokes. Les termes convec-
tifs et visqueux sont présents, et ont leur structure habituelle. Il y a, cependant, quelques
termes additionnels qui proviennent de la discrétisation spatiale des trajectoires.

Conclusion

Les modeéles de type "Lattice Gaz" sont en fait des systémes a particules, fonctionnant
de maniére similaire & ceux présentés dans la section précédente, auquel on a adjoint une
structure de lattice. Simples & implémenter, les corps modélisés obéissent a des lois de
comportement comparables au comportement de fluides newtoniens incompressibles.

Ces modéles, véritables curiosités scientifiques, sont cependant inutilisés en infogra-
phie en raison du nombre de particules nécessaires pour obtenir une simulation valable.
IIs sont beaucoup plus adaptés a 1’étude de certaines propriétés des corps gazeux (étude
de Pergodicité, etc) qu’a la simulation de corps visqueux.

Le probléme est avant tout un probléme d’échelle : les phénoménes modélisés sont a
I’échelle microscopique, ce qui implique que la taille de la particule doit étre négligeable
devant les longueurs caractéristiques afin que la modélisation ait un sens physique.
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2.3.4.2 Le modéle "Height Field"

Utiliser les équations de Navier-Stokes afin de simuler un écoulement n’est pas chose
aisée, en partie en raison du couplage champs de vitesse / champ de pression qui implique
une résolution assez complexe. Le modéle Height Field permet de résoudre ce probléme
en simplifiant ’équation de pression grace a I'utilisation d’une expression hydrostatique.

Surface Zs(x,y)

Fond Zf(x,y)

Zy
F1G. 2.16 — Le fluide, limité en haut par la surface et en bas par le fond

On considére le systéme représenté sur la figure 2.16. Le fluide modélisé est délimité
en hauteur par la surface de cote Zg et le fond de cote Zp.

L’approximation utilisée consiste a considérer que ’accélération due a la pression équi-
libre la gravité. On dit que la pression est hydrostatique. Cette écriture suppose, bien
entendu, de faibles mouvements dans le sens vertical. Cela permet d’exprimer la pression
en terme de hauteur de liquide.

La pression p(z,y, z,t) n’étant due qu’au poids de la colonne de fluide située au dessus
du point de coordonnée (z,y, z) a l'instant ¢, on a :

10p B

soit :

p(x,y, 2, t) = —pgz(t) + Cste (2.34)

La constante est choisie de telle maniére qu’on ait p(x,y, Zs) = Patm, ¢'est a dire que
la pression en surface du liquide est la pression atmosphérique. Pour simplifier, on écrit
souvent :

p(x,y,2) = pg(Zs — 2) (2.35)
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Les équations de Navier-Stokes vont maintenant étre moyennées sur la verticale, par
intégration depuis le fond jusqu’a la surface. Si h est la hauteur de fluide, on peut ainsi
écrire deux nouvelles variables :

1 Zs 1 Zs
u = —/ Uydz et v = —/ Uydz (2.36)
h Jz h Jz

F F

Ces deux moyennes sur la verticale des composantes du vecteur vitesse tridimensionnel
A . — . .
seront elles-mémes les composantes de la vitesses u dans la suite. Cette nouvelle vitesse
correspond a une restriction en deux dimensions du probléme 3D initial.

L’équation de continuité, intégrée entre Zp et Zg devient :

Zs
/ s + Uy aUz)dz =0 (2.37)
Z

(83: dy + 0z

F

En utilisant la régle de Leibnitz, et compte tenu des conditions d’impermeéabilité du
fond et de la surface, cette équation devient :

% + div(h') =0 (2.38)

Le probléme de I'écoulement 3D se raméne grace a cette équation a un probléme
d’écoulement 2D, la conservation de la masse n’étant plus assurée par la pression mais
par la hauteur de liquide définie en tout point du plan [z, y].

Les méthodes utilisant cette écriture sont nombreuses et utilisent des principes treés
variées. Le projet Telemac, lancé en 1987 par EDF afin de modéliser les écoulements a
surfaces libres, en fait partie. Dans ce travail, I’écoulement est modélisé en deux dimen-
sions grace aux équations de Saint-Venant (équivalent des équations de Navier-Stokes,
mais portant sur ) et on utilise 'équation (2.38) afin de calculer les hauteurs d’eau en
chaque point [Her03].

Rafal Wecislo, quant & lui, utilise une description voxel de I’espace de travail pour mo-
déliser un liquide dans lequel flottent plusieurs objets [WKM98|. La modélisation utilise
des automates cellulaires pour calculer I’état de chaque voxel. Deux jeux de régles sont
utilisés pour définir 'automate :

— Une régle "Verticale", dont le principe est assez proche de 1'équation (2.38), assure
la conservation de la quantité de liquide.

— Une régle "Horizontale" est utilisée pour aplanir la surface du liquide.

Avolio, en 2002, présente une approche similaire pour la simulation de coulées pyro-
clastiques lors d’éruptions volcaniques grace a un modéle basé lui aussi sur les Automates
Cellulaires] CRG02].
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En conclusion, Les modeéles de type Height Field sont beaucoup plus aisés a manipuler
que les classiques équations de Navier-Stokes : ils autorisent I'utilisation d’outils mathé-
matiques simples et fonctionnent le plus souvent en temps réel. Cependant, cette classe
de méthodes ne se préte qu’a la modélisation de corps assimilables a des étendues d’eau,
c’est a dire ayant une géomeétrie essentiellement bidimensionnelle.

2.3.4.3 Le travail de Foster et Metaxas

Nick Foster et Dimitri Metaxas, en 1996, se penchent sur la modélisation de liquides
tels que I’eau pour I'infographie [FM96]. Comme le montre la figure 2.17, leur modéle
repose sur une description voxelisée de I’espace de calcul.

F1G. 2.17 — Un exemple d’espace de calcul voxelisé

L’espace de travail est ainsi divisé en cellules de tailles égales, ou voxels, qui peuvent
étre dans chacun des quatres états suivants :

— Plein, c’est a dire rempli de particules de fluide

— Vide,

— Surface, pour un voxel situé sur la surface séparant le liquide de I'atmosphére
— Obstacle, pour un voxel appartenant a un obstacle rigide (fond, mur, etc.)

Dans tous les cas, un champ de vitesse et un champ de pression sont définis dans chaque
cellule. Ces deux champs obéissent aux lois de Navier-Stokes pour un liquide Newtonien
incompressible :

ou ou ou Ou, 10p

5 + Uy pe + u, 3y +u, o :—;%—FVA(%)

Ouy Oy Ouy Ou, 10p

Ity _ P A

o Tl gy Ty, T, T T, TYAM) (2.39)
8”2 auz U, 3uz 18}9

guz _ 2P LA

o Tl T, Ty, T o, YAl T

et
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~0 (2.40)

Les équations de Navier-Stokes sont résolues sur 'environnement complet. Les obs-
tacles solides et I'atmosphére sont traités de la méme maniére que le fluide, mais en
utilisant des valeurs qui restent contraintes durant la résolution numérique.

Pour chacun des voxels, Foster et Metaxas calculent les composantes du champs de
vitesse suivant I’arrangement présenté en figure 2.18.

Uz, i kv 12

Ux . "
ij-1/2,k

J\\E//i

F1G. 2.18 — Arrangement des variables pour une cellule typique ([FM96])

Les pressions, quant a elles, sont calculées au centre de chacun des voxels. La discré-
tisation de I’équation des moments (2.39) a l'aide d’un schéma explicite donne pour la
composante U, :

S

)fﬁ/] Us)it1/2,4 + 0t {(1/62)( (U, )12319 (U$)12+1,j,k)

= (
2.5,k
(1/0y)((Uz-Uy)iv1y2.-1720 — (UzUy)iv1/2,541/2,k )
(1/02)((Uz.U)iv1/2,4k-172 — (Us-Uz)iv1/2,56-1/2)
(1/0x)(p Pijk — z+1jk)

(v/02%)(Ur)irasagr — 2(Us)iv1/25k + (Us)i-1/2,4k)
(V/5y )((Uw)z+1/2 J+1,k — Q(Uz)i+1/2,j,k + (Ux)i+1/2,j—1,k>
(v/02)(Un)isry2ghr1 — 2Ua)iv1/2.50 + (Ua)ir1250-1) }

(2.41)

t+++++Q

On obtient, grace a cette relation, U en fonction de UL (noté U,) et d’autres termes,
tous pris a l'instant ¢. Le calcul est donc direct.

Pour obtenir la pression, Foster et Metaxas ne se sont pas basés sur la résolution de
I'équation de Poisson habituelle, mais sur la quantité D; ;, :

Dijr = (1/62)(Us)is1/2.5k — (Uz)i-1/2,4k)
+(1/0y)((Uy)ijr1/26 — (Uy)ij-1/2.) (2.42)
+(1/02)(U2)i k12 — (Uz)iji-1/2))
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D, ;1 correspond a la divergence de fluide . Ainsi, un D; ;; négatif correspond a un in-
flux de fluide donc a une augmentation de pression, et un D; ; ; positif a une perte de fluide,
donc a une baisse de pression. Le champ de pression est ainsi mis a jour grace a la relation :

5p = — 20

1 1 1
20t

522 + 5—y2 + @)D (2.43)

ol 3y correspond & un coefficient de relaxation. Les résultats obtenus par cette méthode
dans le cas liquide sont trés intéressants et surtout trés réalistes. Les quelques images
présentées figure 2.19 donneront au lecteur une idée de la qualité du modéle.

Fi1a. 2.19 — Résultats de simulation dans le cas 2D

Le modéle utilisé par Foster et Metaxas, cependant, souffre d’une faiblesse : le schéma
de différenciation explicite utilisé. En effet, ce schéma peut diverger pour des viscosités
trop importantes ou bien encore pour des vitesses de fluide trop élevées.

Différents travaux ont été menés par la suite afin de stabiliser ce calcul : utilisation de
différenciation par la méthode de Crank Nicholson, la méthode des pas fractionnaires, ou
encore par I’ADI [Sta03]. Cependant, la stabilité de ces méthodes se paie par le temps de
calcul nécessaire, celles-ci requérant en général une inversion de matrice assez importante
ou bien plusieurs itérations.

2.4 Conclusion

Les différents modeéles utilisés afin de reproduire le comportement de solides en défor-
mations sont trés variés, mais ne reposent en général pas sur une description du phénomeéne
physique de viscoplasticité. Basé sur des critéres géomeétriques ou sur des équations repo-
sant sur I’élasticité linéaire, ils ne sont pas adaptés a nos besoins.
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Les modéles de fluides développés par Foster et Metaxas, par contre, sont totalement
basés sur les équations de Navier-Stokes, mais ils souffrent en général de problémes concer-
nant le temps de calcul. Congus dans le cadre d’une application cinématographique, ils
utilisent une représentation volumique et des méthodes numériques assez lourdes.



Chapitre 3

Approches volumiques de la
déformation du modéle matiére

3.1 Introduction

Comme nous venons de le voir dans le chapitre 2, les modéles de corps déformables
utilisés en infographie sont le plus souvent basés sur les lois de I’élasticité linéaire ou sur
des principes géométriques et intuitifs. Ces approches permettent souvent d’obtenir des
résultats intéressants, mais souffrent parfois d’'un manque de réalisme, notamment dans le
cas de déformations impliquant des changements topologiques importants. La plupart de
ces modéles, par exemple, ne garantissent pas la conservation du volume durant et apreés
la déformation.

Nous avons présenté, dans le méme chapitre, les équations régissant les déformations
des corps viscoplastiques tels que la glaise ou la plasticine. Elles sont au nombre de deux :
I’équation des moments et I’équation de conservation de la masse. Notre objectif dans ce
chapitre est la synthése d’'un modéle permettant d’approcher au mieux ces deux équa-
tions, afin d’obtenir un résultat trés proche du comportement réel, tout en respectant les
contraintes liées a l'interactivité avec I'utilisateur.

Ce chapitre se divise en trois parties. Dans la premiére, nous verrons que les diffé-
rents termes de I’équation des moments n’ont pas la méme importance suivant le type
d’écoulement considéré. Ainsi, une simplification connue sous le nom "d’hypothése des
écoulements rampants" peut étre envisagée dans le cas ou les viscosités sont trés impor-
tantes. Cette hypothése est trés utile, aussi nous I’étudierons en détail et vérifierons sa
validité dans le cadre de notre travail.

La seconde partie du chapitre est dédiée a une modélisation sans viscosité, intégrant
uniquement la conservation de la masse. Deux modéles y sont développés : I'un basé sur
une approche volumique et 'utilisation d’automates cellulaires, I’autre sur une approche
ne prenant en compte que la surface du corps. Enfin, dans la derniére partie, nous présen-
terons un dernier modéle complet, intégrant a la fois viscosité et conservation de la masse.

43
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3.2 Hypothése des écoulements rampants

Introduction

Les équations de Navier-Stokes, présentées au second chapitre et rappelées en 3.1,
permettent de modéliser les écoulements de fluides.

ow 1 —— —
(9_?: = ——gradp + VAU — (7.97“@(1)7—1—?
P

div(w) =0

(3.1)
ou :

— W est le champ de vitesse dans le fluide,

— p est la pression,

— p est la masse volumique ( supposée constante ),

— v la viscosité cinématique.

Ces équations sont valables pour les fluides au sens large du terme : elles permettent
de modéliser des corps aux comportements aussi variés que les liquides, les gaz, ou les
pates. Cette grande variété peut nous amener a penser que tous les termes de 1’équation
ne jouent pas forcément un role majeur dans le comportement macroscopique, et que
peut-étre certains peuvent étre négligés.

Les fluides auxquels nous nous intéressons sont trés particuliers : il s’agit de corps dont
la viscosité est tres élevée et ou I'inertie semble négligeable. Une hypothése trés utilisée en

mécanique des fluides semble s’adapter parfaitement a notre cas : 'hypothése des écoule-
ments rampants.

Hypothése des écoulements rampants

Pour comprendre ’hypothése des écoulements rampants, il faut tout d’abord com-
prendre le role joué par chacun des termes de ’équation des moments. Comme on peut le
voir sur I’équation 3.1, évolution du champ de vitesse @ dépend de quatre termes :

_

— gradp : il s’agit 1a du terme de pression. Le champ de vitesse déplace la matiére
depuis les zones de haute pression vers les zones de basse pression. Comme nous
I’avons vu dans le chapitre 2, c’est le terme qui permet de relier les deux équations
de Navier-Stokes et d’assurer div(w) = 0.

— 2, - .
— vA'u représente le frottement entre les différentes couches de fluides : ¢’est le terme
de viscosité. Grace a ce terme, une particule de fluide en déplacement "entraine" ses
voisines avec elle.
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— T — . , . . . N

— (W .grad) W est un terme convectif. D’un point de vue physique, il correspond a la
projection du gradient de vitesse sur la direction locale de I’écoulement : c¢’est donc
un terme inertiel dans cette équation.

H
— F' représente 'effet des forces appliquées au corps.

Lorsque la vitesse d’écoulement est trés faible ou lorsque le fluide est trés visqueux
( c’est-a-dire lorsque le nombre de Reynolds est trés petit ), le terme inertiel de I’équation
de Navier-Stokes joue un role mineur et peut étre négligé. On est dans le cadre de I’hy-
pothése des écoulements rampants ("Creeping flows"). L’équation des moments devient
alors linéaire : c’est ’équation de Stokes.

ow ] —— o =
W:—I;gradp—i—z/Au—|—F’ (3.2)
div(u) =0

H
Le terme F', qui représente les forces extérieures, est le plus souvent assimilé & une
pression hydrostatique constante. On peut I’écrire alors :

— ] —
F = —;grad(po) (3.3)

Avec pg la correction a apporter au champ de pression p afin d’intégrer ces forces.

L’équation de Stokes devient alors :

ow 1 p— AT
ot = p9radp—po) +vAu (3.4)
div(d) =0

Cette notion de seuil de pression pg est a rapprocher de la notion de seuil associée
aux fluides de Bingham. Le fluide ne s’écoule que si la contrainte dépasse un certain seuil.
Pour la suite, on notera :

P=p—po (3.5)

et I’expression finale de I’équation de Stokes est :

ow 1 — N
vl —;gmd(P) + vAu (3.6)
div(d) =0

L’avantage de cette équation est qu’elle est linéaire : elle est beaucoup plus simple a
traiter que I’équation des moments habituelle et représente une base idéale pour nos mo-
délisations. Cependant, avant de pouvoir 'utiliser, nous devons vérifier que nous sommes
bien dans le cadre des hypothéses, a savoir faibles vitesses d’écoulement ou trés grande
viscosité.
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Etude de la validité de I’hypothése

Manipuler de la pate a modeler ou bien de la plasticine suffit a se convaincre que
I'inertie du matériau joue un role négligeable dans 1’écoulement. En effet, le mouvement
de la matiére ne se prolonge pas aprés la fin de action de l'outil, et ce quelque soit le
mouvement considéré. Cette intuition physique peut étre confirmée par ’étude du nombre
de Reynolds pour le systéme considéré. Le nombre de Reynolds Re est une grandeur
utilisée en mécanique des fluides afin de comparer les effets inertiels aux effets de viscosité.
Si le nombre de Reynolds est petit devant I'unité, alors nous sommes bien dans le cadre de
I’hypothése des écoulements rampants et ’équation de Stokes est valide. Si au contraire il
est grand devant 1, alors nous ne pouvons pas négliger le terme inertiel et ’équation des
moments doit étre utilisée. L’expression du nombre de Reynolds est la suivante :

ud
v

Ou u représente la vitesse du fluide, v la viscosité cinématique, et d une longueur ca-
ractéristique du systéme considéré ( diameétre ou longueur d’une conduite, taille du corps,
etc ). Le nombre de Reynolds Re est une grandeur adimensionelle.

Re = (3.7)

La viscosité n’est pas mesurable facilement sans un appareillage trés spécialisé. Nous
nous sommes donc reporté sur la littérature (cf Annexe A) afin d’en obtenir une valeur.
Les viscosités cinématiques obtenues sont de 'ordre de 107 poises pour la plasticine souple
et jusqu’a 10'2 poises pour la plasticine dure. Nous prendrons 107 poise pour évaluer le
nombre de Reynolds.

Afin d’estimer l'ordre de grandeur des vitesses mises en jeu, nous avons effectué une
mesure des vitesses de la main durant une activité de modelage virtuel. Le sujet manipule
a 'aide d’un bras haptique a six degrés de liberté un corps virtuel afin de le modeler.
Aucun retour haptique n’a été appliqué durant les mesures, le bras ne servant que comme
capteur de position. Les mesures de vitesses sont effectuées toutes les 20 millisecondes
durant 16 secondes. La figure 3.1 montre sous la forme d’'un histogramme de fréquence la
répartition de ces vitesses.

Comme on peut le voir, les vitesses mises en jeu sont en moyenne de 8 centimétres par
seconde. Le maximum enregistré, non représenté sur cet histogramme pour des raisons
de lisibilité, a été de 2 m/s. Il s’agit d’'une mesure unique, trés éloignée des autres. Nous
allons l'utiliser comme valeur de référence afin d’estimer le nombre de Reynolds dans le
pire cas.

La distance caractéristique considérée, quant a elle, sera la taille de notre environ-
nement de simulation, soit 15 a 30 cm. Pour ces valeurs, nous obtenons un nombre de

Reynolds de :

Re=6.10"% <1 (3.8)

L’hypothése des écoulements rampants est donc tout a fait justifiée dans notre cas
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3.3 Modéles basés sur la conservation de la masse

3.3.1 Introduction

Les écoulements a petit nombre de Reynolds, comme c’est le cas pour notre modéle,
peuvent donc se résumer a la simulation de ’équation de Stokes :

ow 1— _
el —;gmd(P) + vAu (3.9)
div(w) =0

On peut observer que deux termes seulement sont & la base de la déformation : un
terme de conservation du volume ( grad(P) ) et un terme de viscosité ( vAW ).

Nous allons dans un premier temps nous intéresser a la conservation du volume et au
role que celle-ci joue dans la déformation globale. Pour se faire, nous nous plagons dans
le cadre de la simulation d’'un corps "parfait" dont la viscosité est nulle :

v =0 (3.10)

Deux modéles ont été développés afin de simuler ce corps parfait. Le premier, basé sur
une relaxation de ’hypothése d’incompressibilité, nous a permis d’exprimer le comporte-
ment sous la forme d’un automate cellulaire. Le second modéle, quant & lui, utilise une
approche orientée surface de la déformation : on ne traite plus le volume complet mais
uniquement sa périphérie.

3.3.2 Approche volumique par Automates Cellulaires

Les automates cellulaires sont un formalisme intéressant pour atteindre nos objectifs.
Trés faciles a implémenter, ils permettent de simuler des phénoménes macroscopiques
complexes a 'aide de lois locales extrémement simples. Nous allons voir comment nous
pouvons les utiliser afin de mettre au point un premier modéle de déformation basé sur
la conservation de la masse.

3.3.2.1 Le modéle matiére

Le modéle matiére repose sur I'utilisation d’un fluide de viscosité nulle. Etant donné
que les vitesses d’écoulement sont supposées trés petites, nous pouvons nous placer dans
le cadre des écoulements rampants. L’équation des moments devient alors :

ou 1 ——
— = ——grad P (3.11)
ot p

Pour cette simulation, nous avons choisi une écriture du champ de pression sous la
forme :

P=—-)\div(u) (3.12)

Dans cette équation, la pression est directement reliée a I'influx de matiére. Si la di-
vergence du champ de vitesse est fortement positive, cela signifie que de la matiére est en
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train de s’accumuler localement et la pression augmente en conséquence. Si au contraire la
divergence est négative, cela veut dire que 'on a une perte locale de matiére. La pression
négative qui s’en suit crée un "appel" provoquant la compensation de cette perte. Cette
écriture est utilisée par Foster et Metaxas pour la modélisation de liquides en synthése
d’image [FM96].

Cette écriture de la pression n’est pas rigoureusement exacte : elle n’assure pas, a
priori, que la conservation de la quantité de matiere soit rigoureusement respectée. Nous
verrons par la suite qu’il s’agit en fait d’un passage a la limite, et que ’automate cellulaire
qui en résulte respecte bien la conservation de matiére.

En prenant la divergence de ’équation 3.11, on obtient :

aio( L) Z giv(— L grad B) (3.13)
iw(——) = div(——gra :
ot P g
Soit encore, grace au théoréme de Schwarz :
odiv(w) 1
———==——AP 3.14

En remplacant div(w) grace a équation 3.12, on obtient ainsi :

oP A
— = AP .
T (3.15)

La forme de I’équation 3.15 correspond a une équation de diffusion. Le phénoméne
modélisé peut donc étre ramené a un processus de répartition de la surpres-
sion au sein du corps jusqu’a obtenir un équilibre.

Maintenant qu’une loi de comportement est établie pour le matériau, nous devons nous
pencher sur la discrétisation de cette loi et sur les aspects numériques du probléme.

3.3.2.2 Discrétisation de I’équation de comportement

Le choix de la représentation est un choix crucial pour la modélisation. Nous avons
choisi une représentation explicite du corps a simuler, en découpant ’espace de travail en
voxels. Un voxel est un élément de volume de forme cubique. Il est au volume ce que le
pixel est a 'image. L utilisation des voxels se préte particuliérement bien a des résolutions
numériques utilisant des techniques de différences finies. On peut, par exemple, associer
a chaque voxel une quantité de matiére, une pression, une vitesse, etc.

L’interaction outil-matiére s’en trouve, elle-aussi, facilitée : on peut en effet définir ins-
tantanément pour chaque voxel son appartenance ou non au corps modélisé. La détection
de collisions est ici un probléme simple alors qu’il peut devenir relativement complexe
dans le cas d’une description surfacique des corps.
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1 8h

N voxels

kKo L

v

Fi1G. 3.2 — Discrétisation de ’espace de travail

Comme le montre la figure 3.2, on considére pour la suite un espace de travail de forme
cubique et d’aréte de longueur L. Chacune de ces arétes est décomposée en N éléments,
ce qui nous donne un pas de discrétisation spatiale défini par :

L

Connaissant les coordonnées continues x,y,z d'un point, on peut ainsi directement
savoir par la relation suivante a quel voxel (i, j, k) il correspond :

z

il li=15 k=15 (3.17)

avec | | arrondissement & la valeur entiére inférieure.

Pour la suite, cette structure voxel va servir de support a la discrétisation spatiale
des équations de comportement. Ainsi, a chacun des voxels de coordonnées (i, j, k) sera
associé a l'instant ¢ :

_ pt

(.iok) valeur du champ de pression P au centre du voxel

, : . N . —

- IU (i.j.k) Teprésentation discréte de la composante suivant I’axe x du champ
2 . . ~ . —_—

- yUfij ) Teprésentation discréte de la composante suivant ’axe y du champ «
) : . N . —

- U tz k) Teprésentation discréte de la composante suivant ’axe z du champ

Q(Z k) quantité de matiére contenue dans le voxel

Le placement spatial de ces grandeurs discrétisées est illustré sur la figure 3.3.
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F1a. 3.3 — Discrétisation des valeurs sur le voxel

Ce choix de placement est inspiré de [Sta03]. Les quantités in in et P(ti j.x) Sont calcu-
lées au centre du voxel. Les composantes du champ de vitesses, quant a elles, sont calculées
au centre des faces du cube comme indiqué sur la figure 3.3.

Grace a ces notations, nous pouvons maintenant définir des opérateurs discrets. La
divergence discréte sera ainsi définie comme :

xrTt TTTt t t Z77t 2717t
24 t ( U(’Lv]?k) o U(i_]-:jvk) + yU(Zvjyk) o yU(ivj_Lk) + U(Zvjvk) - U(Zv.jvk)>
div(u)g i = 57

Et les composantes du gradient discret de pression s’écrivent aussi au centre des faces
comme :

Pt .. — Pt
T t i+1,5.k 1,5,k
VP /ij’k) 1
v t Y _ t t
VPi= VP | =55 | D — P
‘vp
(i,3:k)

¢ ¢
PZ?.]?k_‘—]‘ B Pi’j’k

Nous disposons maintenant d’une écriture discréte des principaux opérateurs que nous
allons utiliser. Voyons comment, a ’aide de ces opérateurs, un automate cellulaire va
permettre de modéliser I’équation de diffusion de pression (3.15) qui est a la base de ce
modeéle.
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3.3.2.3 Modélisation de diffusion par automates cellulaires

Les automates cellulaires sont connus depuis les tout débuts de I'informatique et font
de plus en plus 'objet d’études pour la modélisation de phénomeénes physiques ( modéli-
sation d’avalanches, d’écoulement de lave, etc.). Ils reposent sur le principe d’émergence
et permettent, a 'aide de lois trés simples exprimées au niveau microscopique, d’obtenir
des comportements globaux complexes et réalistes.

Ces automates cellulaires nous intéressent pour deux raisons : tout d’abord, pour la
facilité d’implémentation qui leur est associée. Ensuite, parce qu’ils permettent une paral-
lélisation tres facile des calculs et donc de tirer le meilleur parti des machines modernes.
Aprés en avoir donnée une définition plus rigoureuse, nous allons nous intéresser a une
famille spécifique d’automates cellulaires : les automates moyenneurs. Nous verrons que
ces automates permettent de modéliser des comportements diffusifs et verrons comment
mettre en place un tel automate dans le cas de I’équation 3.15.

Définition d’un automate cellulaire

Un automate cellulaire est défini par la donnée : d’un réseau régulier, d’'un ensemble
fini d’états utilisés pour colorier les sommets de ce réseau (les cellules) ainsi que d’une
régle décrivant comment une cellule change d’état en fonction des états de ses voisines.

Afin de passer d’une configuration a la suivante, la régle, qui est locale et déterministe,
est appliquée uniformément et de maniére synchrone a toutes les cellules. Mathématique-
ment, un automate cellulaire est donc un quadruplet (£, N, Q, F) avec :

— L la lattice servant de support a I'automate cellulaire. Chacun des nceuds de cette
lattice portera un vecteur d’état le décrivant a chaque instant.

— Q l'ensemble des états que peut prendre une cellule. Dans le cas le plus courant, il
s’agit d’un ensemble fini et discret, mais on peut aussi considérer un espace d’états
continu et infini.

~ N le voisinage d’une cellule. Ce voisinage est une partie finie ordonnée de L.

— F est une application de QW! dans Q qui définnit la régle locale de transition. Cette
application permet de calculer le nouveau vecteur d’état d’une cellule en fonction
des vecteurs d’états des cellules faisant partie de son voisinage.

Pour la suite de cette étude, nous prendrons comme lattice 1’espace voxel servant a
décrire I'espace de travail. Chaque voxel sera donc une machine & états finis dont les
variables ( Qi jx, Pijk, etc ... ) évolueront grace a des lois de transition appliquées sur un
voisinage.
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Automates cellulaires moyenneurs et équation de diffusion

Une classe particuliére d’automates cellulaires est celle des automates moyenneurs,
c’est-a-dire des automates dont chaque cellule effectue une moyenne sur son voisinage afin
de détermner son nouvel état. Ces automates particuliers ont fait 'objet d’études par
Jorg Weimar qui a démontré qu’ils permettaient de modéliser des comportements diffusifs
[Wei97][Wei02].

Considérons le cas monodimensionnel de ’équation de diffusion :

Ox(r,t)
ot

avec x la grandeur diffusée, et r la position. Cette équation est en général discrétisée
sous la forme :

= DAx(r,t) (3.18)

. S t) —2
x(rt+ 52 z(r,t) _ Dx(r or, t) x(s(;, t) + x(r+ or,t) (3.19)

Ce qui peut étre réécrit sous la forme :

ot ot ot
x(r,t+ 6t) = Dﬁx(r —or,t) + (1 - 2Dﬁ> x(r,t) + Dwa:(r +or,t) (3.20)

On peut généraliser cette discrétisation et utiliser des coefficents a; plus généraux :

R
x(r,t + 0t) = Z a;x(r + idr,t) (3.21)

i=—R

avec a; des coefficients de pondération et R la taille du voisinage sur laquelle est effec-
tuée la moyenne.

En utilisant un développement de Taylor en espace des z(r + idr,t), on obtient :

dz(r, ) N cp a(r, t)

By 5 5,2 + O(61%) (3.22)

x(r,t 4 6t) = cox(r,t) + 1

avec

co = ER: a; (3.23)

i=—R
R
e =Y (idr)a; (3.24)
i=—R
R
Cy = Z (i67)%a; (3.25)

On obtient une approximation de I’équation de diffusion a partir de (3.22) en imposant :
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Co — 1
1 =0 (3.26)
Cy = 20tD

Un cas particulier intéressant est celui ou tous les a; sont égaux. On a alors :

= (3.27)
T TRt '
et le coefficient de diffusion est :
R(R+1) dr?
D=——— 3.28
6 ot (3:28)
Cette méthode peut aisément se généraliser en deux dimensions ou plus :
R R
x(r,t + 6t) —az Z x(r Vlor, t) (3.29)
i=—Rj=—R
1
R 3.30
(2R+1)? (3:30)
R(R+1) r?
D=——"— 3.31
6 ot (3:31)

ol r est maintenant le vecteur position.

En conclusion, nous avons bien établi le fait qu’un automate moyenneur se
comporte de maniére similaire 4 une équation de diffusion. Le coefficient de
diffusion D est en relation directe avec la taille R du voisinage considéré dans
la moyenne.

Application des automates moyenneurs a la modélisation matiére

L’équation de comportement de notre matériau est une équation de diffusion de la
pression :

oP

o = AP (3.32)

ol A est le coefficient de diffusion.

Calculer un champ de pression discret P} . . Deut donc se faire a I'aide d’un automate
moyenneur sur un voisinage carré N :

Pty = Z Pl (3.33)

stu eN
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Cependant, la variable intéressante pour nous n’est pas la pression, mais plutot la quan-
tité de matiére contenue dans chaque voxel car elle nous donne la position et la forme du
corps modelé. Notre objectif est donc de passer d'une loi de comportement exprimée en
terme de pression a une loi de comportement exprimée en terme de quantité de matiére ).

La variation de quantité de matiére contenue dans le voxel (i, j, k) entre les instants ¢
et t+1 peut étre écrite sous forme d’un bilan des entrées et sorties de matiére sur chacune
des facettes du voxel.

l(fileﬂ) - Qléi,j,k) + Z Sh* ot pa)facette (334)

Facettes de (i,5,k)

ou encore, pour le schéma de discrétisation choisi :

t+1 Qt (5]12 5tp wUt xUt +
(4,5,k) (1,9,k) 1,j5,k)

(i,5,k) —
ZU(t Jk) ngzg 1k T (3.35)
U (igk) U(i7j7k—1)

on reconnait ici I’écriture d’une divergence discréte :

1(52:]'119) = Qlijn) — 6h3 6t p div(u) (3.36)
Or, nous avons choisi une expression de PZ i) telle que :
Py = —Adiv(W) (3.37)
On obtient alors :
Sh3 6t p

t+1 _ Nt
Gan) = Qi) 5 i (3.38)

Cette équation étant valable pour tout temps ¢, on peut écrire :

Qs = Qg + 6h3>\5tp Plijwy
Qligw = Qi w (i.0:k)

3 3.39
it = @i+ " R, -
Qaz
Q(()z‘,j,m = Q°

Ce qui donne, par substitutions successives :

Sh3 6t p

t+1 _ 0 o

Qs = Q"+ = 2 Fium (3.40)
a=0
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Ce qui peut se réécrire :

Sh36tp [ .
wan — Q= <ZP(,ﬁ)+P(mk) (3.41)

a=0

On peut, sans perte de généralité, supposer que le corps n’était soumis & aucun champ
de vitesse a 'instant ¢ = 0, et donc que la pression était nulle & ce moment. On peut alors
simplifier I’expression en :

5h3§tp —

t4+1 0 potl

Qujm — @ = > P (3.42)
a=0

En utilisant ’équation 3.33 dans 1’équation 3.42, on obtient :

5h3 otp
t+1 0 a
:rj k) Q Z Z (s,t,u) (343)

(s,t,u)GN

On peut ici inverser les deux sommes sans probléme et on obtient :

t+1 o _ 0WPdtp \- a
Qjm — @ = > D P (3.44)
A V]
(s,t,u)eN a=0

Si 'on réécrit 'équation 3.40, on peut exprimer la seconde somme en fonction des
quantités de matiére :

-
|
—

A

Plrwy = Qs — Q°) T

(3.45)

Il
o

«

En utilisant cette derniére expression dans I’équation 3.44, on obtient alors I’expression
finale :

< 1(t:ralk) - QO) - ﬁ Z (Q (s,t0) QO) (3.46)

(s,t,u)eN

Les quantités de matiére sont donc régies par un automate cellulaire dont
la loi d’évolution est similaire a celle de automate régissant les pressions.
Pour notre modélisation, il suffira de travailler avec les quantités de matiére.

[’équation 3.46 porte non pas sur la quantité de matiére Q(” k) mais sur la grandeur :

t 0
(Qlagmy — Q")

qui représente un excés local de matiére par rapport a la distribution initiale Q.

Lien entre la méthode et une méthode de relaxation
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Nous avons affirmé dans les pages précédentes que le choix de I'écriture :

P = -\div(W)

constituait un relachement de la contrainte d’incompressibilité div(w’) = 0.

On peut en effet constater que d’aprés ’équation (3.46) une compression locale est
admise, le processus contribuant simplement & la distribuer de proche en proche jusqu’a
ce qu’elle atteigne des voxels ou elle pourra étre absorbée.

Si nous n’avions pas choisi cette hypothése portant sur la forme du champ de pression,
la contrainte d’incompressibilité aurait di étre écrite sous la forme :

AP =0

Cette équation de Poisson peut étre résolue numériquement de plusieurs facons : par
transformée de Fourier rapide, par différenciation finie, par méthode multigrille, etc. Une
autre alternative aurait pu étre I'utilisation d’'une méthode de relaxation. Cette méthode
repose sur une transformation de 1I’équation de Poisson en équation de diffusion de la
forme :

or _
ot

On laisse ensuite évoluer le champ P jusqu’a obtenir convergence, c¢’est-a-dire :

AP

T 0=AP
L’équation de diffusion converge vers une équation de Poisson. Notre méthode basée
sur les automates cellulaires repose sur le méme principe : c’est en cela que l'on peut
dire que nous avons "relaché" la contrainte d’incompressibilité. Nous vérifierons dans la
suite, consacrée a la mise en pratique de la méthode, que malgré la relaxation de cette
contrainte, nous avons bien conservation de la masse durant la déformation.

3.3.2.4 Implémentation du modéle

Maintenant que les régles de transitions de 'automate cellulaire ont été définies, I'im-
plémentation peut se faire de maniére directe. Au début de la simulation, 'espace est
initialisé de la facon suivante :

— Les voxels n’appartenant pas au corps contiennent une quantité de matiére nulle :

0 —
(igik) 0

— Les voxels appartenant au corps contiennent une quantité de matiére )y appelée
seuil : Q(()i,j,k) = Qo
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Cette valeur Qg est supposée correspondre & un état ou une cellule est en équilibre.
Tant que la quantité de matiére contenue dans les voxels reste en dessous de ce seuil, le
matériau ne s’écoule pas et ’objet conserve sa forme. Lorsque la quantité de matiére conte-
nue dans une cellule se trouve au dessus du seuil, 'excés de matiére E; ;) = Q(; ;1 — Qo
est réparti grace 4 un automate moyenneur du type (3.46).

La taille R du voisinage utilisé pour 'automate peut étre fixée arbitrairement : nous
avons vu qu’elle était liée a la constante de diffusion de la quantité de matiére, c’est a dire
a la vitesse a laquelle une surpression va se propager dans le corps. Tout ceci provient de
la relaxation de la contrainte d’incompressibilité que nous avons faite : plus le voisinage
sera grand, et plus la compression locale sera vite dissipée. Nous avons choisi, pour nos
tests, une taille R = 2 et deux types de voisinage ont été testés : un voisinage centré et
un voisinage de Margolus.

1. Voisinage centré :

Le premier type de voisinage est un voisinage classique centré autour de la cellule
cible comme le montre la figure 3.4 .

B coedibe
|:| Voisinage

F1G. 3.4 — Voisinage centré sur la cellule cible (cas 2D)

Il correspond au voisinage que nous avons utilisé afin d’établir I’équation 3.46 .

2. Voisinage de Margolus :

Le second voisinage utilisé, présenté en figure 3.5 est un voisinage de Margolus. Dans
ce voisinage, les quatre cellules les plus proches forment un "bloc". Les transitions
d’états de toutes les cellules appartenant & un méme bloc sont réalisées en une seule
étape. De plus, les limites des blocs sont changées aprés chaque pas. Durant les
pas pairs, une cellule n’appartient donc pas au méme voisinage que durant les pas
impairs : elle alterne aprés chaque transition d’état.

Pour chaque bloc, I'opération est trés simple. On calcule tout d’abord la quantité
de matiére a répartir, en sommant la quantité de matiére en excés dans les cellules
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_______

___________________

. Cellule Cible
D Voisinage de la cellule ( Pas pairs )
D Voisinage de la cellule ( Pas impairs )

F1G. 3.5 — Le voisinage de Margolus (cas 2D)

du bloc. Cette matiére & répartir est ensuite partagée entre les différentes cellules
du bloc acceptantes, c’est a dire ne faisant pas partie de I'outil ou d’un obstacle.
La généralisation de ce voisinage au cas 3D est triviale. La forme du voisinage de
Margolus 3D est montrée figure 3.6 .

F1G. 3.6 — Le voisinage de Margolus (cas 3D)

Le voisinage de Margolus est en fait trés proche du voisinage centré. Ainsi, si on observe
son comportement entre les instants ¢ et ¢ + 2, on peut s’apercevoir qu’il se raméne a un
moyenneur appliqué au voisinage illustré figure 3.7.

§
ESE

B couecbe [] Biocent

L} Blocent+l
F1G. 3.7 — Le voisinage de Margolus sur deux pas de temps (cas 2D)

Si le voisinage de Margolus présente une certaine dissymétrie par rapport au voisinage
centré, il est cependant beaucoup plus intéressant en terme de nombre d’opérations effec-
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tuées.

Ainsi, le calcul d’une seule cellule dans le cas du voisinage centré est effectué par une
moyenne sur 5 * 5 = 25 cellules, soit donc :

— 1 division
— 24 additions

Alors que dans le cas du voisinage de Margolus, le calcul d’'un bloc de quatre cellules
nécessite :

— 5 divisions
— 5% 3 = 15 additions

Le voisinage de Margolus est donc beaucoup plus efficace que le voisinage centré en
terme de nombre de calculs a effectuer. Il se préte de plus trés facilement a la parallélisa-
tion.

3.3.2.5 Interaction Outil-Matiére

Maintenant que nous disposons d'un modéle de déformation pour le corps modelé, I’ac-
tion de l'outil devient extrémement facile a intégrer. Lorsque 1'utilisateur applique I'outil
sur la matiére, il impose a la matiére une vitesse au niveau de I'interface outil matériau.
Cette vitesse imposée rend (temporairement) la divergence non nulle sur les voxels voi-
sins : I'outil provoque une surpression locale et donc un écoulement.

La modélisation de l'interaction outil-matiére repose sur ce principe de surpression
locale. Les voxels nouvellement occupés par 'outil virtuel sont vidés, et la matiére qu’ils
contenaient est transmise aux voisins libres, suivant la direction du mouvement de I'outil :
loutil "pousse" la matiére. La figure 3.8 illustre ce principe.

. Cellule en dessous du seuil
[l Cellule au dessus du seduil

B outil

F1G. 3.8 — Action de l'outil sur le corps (cas 2D)
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Les voxels qui recoivent cet excédent se retrouvent au dessus du seuil Qg : 'automate
cellulaire entame alors le processus de diffusion de la surcharge.

Afin de tester le modéle, nous avons choisi d’utiliser un bras Phantom a six degrés de
liberté comme interface d’entrée. L'utilisateur peut ainsi tenir I’organe terminal a la facon
d’un stylo et interagir avec 'objet a I’écran. Une boucle permet de récupérer a intervalles
réguliers la position et I'orientation de I'organe terminal du Phantom. Pour I'instant, seule
la position sera utilisée et nous nous limiterons a des mouvements de translation de 1’outil.
Le mouvement entre deux positions lues depuis le Phantom est décomposé en mouvements
élémentaires qui sont traitées successivement.

F1G. 3.9 — Décomposition du mouvement en translations élémentaires

3.3.2.6 Reésultats et performances

Le systéme que nous avons décrit a été testé sur PC bi-processeurs Xeon cadencé a
1,7 GHz. La faible complexité des calculs mis en jeu permet une utilisation interactive du
modéle pour des espaces de travail allant jusqu’a N = 100. Les outils utilisés ici sont de
taille N,uii = 32 voxels et peuvent étre de forme quelconque sans que cela influe sur la
réactivité du systéme.

Le rendu graphique est réalisé a aide de l'algorithme des Marching Cubes (cf. An-
nexe B), grace a un "thread" fonctionnant de maniére indépendante. Ce rendu est couteux
en temps de calcul, aussi un processeur lui est totalement affecté, ’'autre servant a ’exé-
cution du modeéle matiére.

La figure 3.10 montre un exemple de déformation obtenue a 'aide du modéle déve-
loppé. Un cube de matiére (en jaune sur ce schéma) est déformé a Paide d’un outil en
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forme de boule (en gris). On observe la formation d’un bourrelet provoqué par le mouve-
ment de l'outil et la déformation est assez réaliste.

Etant donnée ’absence de viscosité dans le modéle, les couches de matiére en mouve-
ment n’entrainent pas les couches voisines, ce qui donne un bord d’attaque assez franc a
I'endroit ou l'outil est passé. Cette absence de viscosité fait que la matiére semble aussi
manquer de cohérence : ceci peut se traduire par un "émiettement" de la matiére modelée
lorsqu’on la manipule pendant une longue durée (figure 3.11)

ERSEE
Taille du mdata & 100

FiG. 3.11 — Un manque de cohésion de la matiére
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F1aG. 3.12 — Utilisation d’un outil sphérique (N = 100, Ny = 32)
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F1aG. 3.13 — Compression par outil parallélépipédique (N = 100, Ny = 64)
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Complexité du modéle

65

La logique voudrait que le temps de calcul soit directement relié au nombre de voxels
utilisés dans le modéle. Afin de vérifier cette hypothése, nous avons mesuré pour diffé-
rentes discrétisations de ’espace de mises a jour de 'espace voxel effectués par seconde.
Les résultats sont présentés dans le tableau 3.1.

N

200

150

100

90

80

70

60

20

Nombre de calculs par seconde | 3

6

20

30

42

49

90

130

TAB. 3.1 — Evolution du temps de calcul en fonction de NV

Comme on aurait pu le deviner, le temps de calcul est d’autant plus important que le
nombre de voxels a traiter est grand. Ces mémes résultats ont étés portés sur le graphique

de la figure 3.14 .

160 T T T T T T T
140 || i
] \
120 Mesures B
! Correlation ————
(] \

SE 100 .
c8
Y "
O S \\
Ec 80 R
05
59
ES g | _
z3

40 + .

-
20 + T |
Te-me o
0 1 1 1 1 1 1 1 i
40 60 80 100 120 140 160 180

Taille de I'espace Voxel (N)

FiG. 3.14 — Temps de calcul moyen en fonction de la taille de la lattice

La courbe représentée en pointillés sur la figure représente une fonction de la forme
y = a.z3. On peut donc vérifier expérimentalement que le temps nécessaire au
calcul se comporte bien suivant une loi en N3, ce qui n’est pas un avantage pour

une utilisation intéractive.
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3.3.2.7 Implémentation paralléle

L’un des avantages d’'une méthode basée sur les automates cellulaires est souvent la
facilité avec laquelle ’algorithme peut étre porté sur des machines multiprocesseurs. Dans
notre cas, on peut remarquer que le calcul de chaque élément (bloc ou cellule suivant le
voisinage choisi) se fait de maniére indépendante des autres. Ce constat nous a permis de
modifier notre prototype afin d’en faire une version multithread.

Le principe, illustré en figure 3.15, est basé sur une file contenant les éléments a trai-
ter. Chacun des threads peut extraire un item de la file, le traiter de maniére autonome,
stocker le résultat, puis en extraire un autre et ainsi de suite ...

Thread
1

Thread

File de blocs a traiter

Thread
3

F1G. 3.15 — Implémentation multithread de 'automate cellulaire

Le nombre de threads utilisés peut étre choisi librement sans changer quoi que ce
soit au programme. Nous avons effectué des mesures pour un espace de travail de taille
N = 100 en faisant varier le nombre de threads de calcul. Les résultats obtenus sont
donnés dans le tableau suivant :

Nbre de threads utilisés 1123|415
Nombre de Calculs par seconde | 20 | 35 | 40 | 42 | 41

TAB. 3.2 — Evolution du temps de calcul en fonction du nombre de threads

La parallélisation permet donc d’obtenir des performances intéressantes. Cependant,
on peut constater qu’au dela d’un certain nombre de threads, le nombre de calculs effectués
par seconde n’évolue plus. Cette limite nous laisse a penser que nous avons atteint les
limites de la machine sur laquelle les simulations ont été effectuées.

3.3.2.8 Conclusions sur ce premier modéle

Cette premiére approche du probléme nous a donc mené & un modéle dont les résul-
tats semblent intéressants en terme de réalisme visuel de la déformation. L’utilisation des
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automates cellulaires rend cette solution viable en termes de temps de calcul et d’interac-
tivité, et apporte de plus une trés grande simplicité dans I'implémentation.

Le principal inconvénient de cette méthode est le fait qu’elle se base sur une descrip-
tion volumique de ’espace de simulation, ce qui se traduit par une complexité cubique.
Cependant, les possibilités de parallélisation associées aux automates cellulaires et 1'utili-
sation d’un voisinage de Margolus permettent une réduction des temps de calcul.

3.3.3 Une approche surfacique de la déformation
3.3.3.1 Introduction

La méthode précédente, bien que se prétant trés facilement a une implémentation
massivement paralléle, posséde deux points faibles : I'absence de viscosité, qui limite le
réalisme du comportement obtenu, et le fait qu’elle agit sur le volume, ce qui se traduit
par un cout important en terme de temps de calcul.

En observant le comportement du modéle précédent, on peut observer que 'effet de la
surpression locale a toujours lieu a la surface du corps, I'intérieur ne servant finalement
que de medium a la transmission d’une onde. Cette constatation effectuée, nous nous
sommes alors demandé s’il n’était pas possible de ne traiter que cette surface, et non pas
tout le volume. Ceci nous permettrait d’économiser le traitement de nombreux voxels et
donc d’accélérer de maniére intéressante le calcul.

Le modéle que nous allons maintenant aborder est basé sur ce principe. Grace a un
suivi de la matiére a ’aide de I’équation des marqueurs, nous allons exprimer sous la forme
d’une quantité scalaire ® quels voxels de la surface vont avoir tendance a gagner de la
matiére et quels voxels vont avoir tendance a en perdre.

3.3.3.2 Approche surfacique de la modélisation

Cette nouvelle modélisation repose sur I'incompressibilité du matériau, c’est a dire sur
le respect strict de la contrainte :

div(uw) =0 (3.47)

en tout point du matériau modelé.

On suppose que des marqueurs sont placés de maniére uniforme dans le corps a I'instant
initial. Ceux-ci vont étre entrainés par la matiére et nous permettre de la suivre. [.’équation
d’évolution de la concentration de marqueurs C(x, y, z, t) nous est donnée par la mécanique
des fluides :

pa—(tj + pdiv <C’ﬂ> — vp grad (C)) = Jsource (3.48)

ol Jsource €St un taux de création de marqueurs, vp est le coefficient de diffusion.
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Cette équation est en général appliquée en mécanique des fluides a des études de trans-
port de contaminant. Physiquement, I’évolution en temps de la quantité C' dépend :
— du transport du traceur par le fluide (convection),
— de la diffusion du traceur,
— de termes sources (création de marqueurs) ou puits (consommation de marqueurs).
Dans notre cas, il n’y a ni source ni puits de marqueurs. On peut donc poser :

Jsource =0 (349)

De plus, on suppose que les marqueurs ne se déplacent pas lorsque le fluide modélisé
est au repos. La diffusion est donc nulle :

vp =0 (3.50)

Tout ceci nous raméne donc & une forme simplifiée de I’équation des traceurs 3.48 :

oC , N
v div (C) (3.51)
ce qui s’écrit encore :
¢ __ Cdiv(u) — u.grad (O) (3.52)

ot
En prenant en compte la contrainte d’incompressibilité div(w) = 0, on arrive finale-
ment & I’équation finale :

oC _, —
=—u

5 = grad (C) (3.53)

Cette équation est en fait la relation que nous cherchions car elle ne porte que sur la
surface du corps. En effet, le gradient de quantité de marqueurs est nul a 'intérieur du
corps puisque nous avons fait une hypothése d’incompressibilité et une hypothése d’équi-
répartition initiale des marqueurs. Il est, par contre, non nul pour les points appartenant
a la frontiére du corps, c’est a dire a la surface, et est orienté suivant la normale de celle-ci.

De la découle I'idée fondamentale de ce modéle. Au lieu de parcourir tout le volume
pour traiter la déformation, nous n’allons nous intéresser qu’aux voxels formant la surface
du corps et déterminer a 'aide de la relation 3.53 les voxels qui perdent de la matiére, et
les voxels qui en gagnent. Pour ce faire, on définit sur la surface de notre matériau une
quantité ® de la forme :

d="u.n (3.54)

Avec :
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— . . 212
— u la vitesse du fluide sur I’élément de surface,
— < 13212

— n le vecteur normal & I’élément de surface.

Les points correspondant & une valeur de ® négative sont des points qui perdent de la
matiére. Les points correspondant a une valeur de ® positive sont ceux qui au contraire
vont en recevoir.

On peut vérifier, par le théoréme d’Ostrogradski, que ce modéle de comportement

conserve bien la quantité globale de matiére. A titre de rappel, ce théoréme est le suivant :

Théoréme d’Ostrogradski

ﬁ

Considérons un domaine D de ’espace affine £, dans lequel le champ de vecteurs A

est défini en tout point M. Soit une surface fermée S, caractérisée en chacun de ses points
par le vecteur unitaire 1, et délimitant un volume V de D. On peut alors écrire :

//SZ’(P).W(P)dsz///deZ(M)dv

dV est ’élément de volume centré sur le point M de V' et dS [’élément de surface
entourant le point P de S.

L’application de ce théoréme au calcul de ® sur la surface nous donne donc :

@Totak:// @dS:// E’.WdS:/// divu dV =0 (3.55)
Sur face Sur face \%

Si nous faisons varier la quantité de matiére sur la surface en fonction de
®, la conservation de la matiére devrait donc étre globalement assurée.

3.3.3.3 Représentation voxel du corps modélisé

Comme précédemment, I'espace de travail est représenté a 'aide d’une grille voxel. A
chacun des voxels, on associe une grandeur qfi j.k) Teprésentant la matiére contenue dans
le voxel.

. t 9 . .« . .o .

Cette fois, q(i,jk) N €Xprime pas une quantité absolue de matiére, mais un pourcentage

de remplissage du voxel. Etant donné que nous nous sommes donné une contrainte d’in-

compressibilité stricte, cela revient absolument au méme car on peut lier in ik €t qu' ik
par la relation :

1
t t
4(ij.k) p(5h3 Q(i,j,k) (356)
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t

et on a g € [0,1] .
Deux notions ne sont pas sans poser probléme pour la discrétisation de I’équation 3.53.
Le premier probléme est la notion de surface dans un univers ou la matiére est discrétisée
suivant une lattice réguliére. Le second probléme, quant a lui, porte sur le calcul des

normales a cette surface.

Définition de la surface dans un espace de travail discret

Puisque nous désirons établir un modéle basé sur des modifications surfaciques, un
concept sur lequel il est intéressant de s’attarder est celui de surface. Dans un univers de
simulation constitué de voxels, il n’est pas toujours aisé de définir quels voxels forment
une surface permettant de délimiter le corps.

Probléme
—_——— de définition
de la surface

[ voxel vide [l Voxel Plein

O voxel partiellement rempli

F1G. 3.16 — Surface d’un corps voxelisé ( Cas 2D )

Si un voxel est partiellement rempli, alors nous pouvons dire qu’il appartient a la sur-
face du corps. Un cas qui pose probléme est le cas ol 'on passe directement d’un voxel
plein & un voxel vide, comme illustré sur la figure 3.16. Dans ce cas, la surface est exacte-
ment & l'interface entre le voxel vide et le voxel plein. On ne peut pas vraiment dire que
I'un ou l'autre la contienne.

Ce probléme a été résolu en introduisant un concept différent de celui de voxel pour la
surface. Nous avons appelé 'entité sur laquelle porte nos calculs un "élément de surface".
Cette élément de surface peut étre :

— soit formé d’un seul voxel non saturé ¢ < 1,
— soit formé de deux voxels voisins, I'un saturé et I'autre vide.
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B Voxel Rempli
[0 Voxel Partiellement Rempli

i @ Element de Surface

F1G. 3.17 — Les éléments de surface considérés

Il reste maintenant & définir un vecteur normal pour chacun des éléments de surface.
Nous avons choisi de précalculer ces normales en fonction de la configuration des voxels
voisins saturés. Chacun de ces voisins impose a son entourage une direction de normale,
comme montré sur la figure 3.18.

N[/
_!_

11N\

F1G. 3.18 — Directions des normales imposées par un voxel plein (au centre) a son entourage

Par application d'un principe de superposition, on construit alors une Look-Up-Table
dans laquelle toutes les configurations de voisinages sont présentes. Dans le cas d'un élé-
ment de surface double, le voxel central dont on étudie le voisinage est celui qui est vide.
La figure 3.19 illustre quelques cas de normales avec les voisinages associés.

/

.l

FiG. 3.19 — Quelques exemples de normales en fonction des voisinages

On suppose, pour le moment, qu’un champ de vitesse a été calculé et qu’il respecte
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la condition de divergence nulle. On suppose, de méme, que 'on dispose des éléments de
, . , —
surface stockés dans une liste, chacun possédant un vecteur normal n’.

Si la valeur de ® de I’élément de surface, calculée grace a la formule 3.54, est négative,
celui-ci perd de la matiére. Si au contraire elle est positive, I’élément de surface gagne de
la matiére. Cette évolution est obtenue pratiquement grace a I'expression :

t+1 _ t t
Yigw) = Uik T 0 PGsm) (3.57)

ou le coefficient b est une constante imposée par 1'utilisateur. Ici encore, il nous faut
préciser le cas des éléments de surface doubles. Si ® est positif, le voxel auquel on ap-
plique cette formule est le voxel vide qui va recevoir la matiére puisque son adjoint est
déja saturé. Si ¢ est négatif, c’est bien str le voxel plein qui perd de la matiére.

Meéme si nous avons vu que Pryq. était nulle dans le cas continu, ce n’est pas tout
a fait vrai dans le cas discret en raison de notre discrétisation de la surface du corps.
La matiére manquante n’est cependant en général pas trés importante par rapport a la
matiére totale : nous avons choisi de la partager et la distribuer a chacun des éléments de
surface.

3.3.3.4 Choix du champ de vitesse et influence de ’outil

La méthode de répartition de la matiére que nous venons d’étudier est trés intéres-
sante, car peu gourmande en calcul. Elle nécessite cependant de disposer d’une expression
de champ de vitesse qui soit a la fois :

— de divergence nulle,
— définie et calculable aisément en tout point de ’espace.

Une idée simple pour construire un tel champ de vitesse u est de faire hypothése
que le champ dérive d’un potentiel scalaire P :
o

u = grad (P) (3.58)

Etant donné que la divergence de @ est nulle, P doit respecter :

AP =0 (3.59)

En utilisant la linéarité de cette équation de Poisson, nous avons choisi ’écriture
suivante :

P
Pl = 2 (@ =)+ (y = ¥n)* + (2 — 2)?

n

(3.60)

ou le potentiel est calculé en tout point comme une somme de potentiels créés par des
sources placées en (z,, Yn, 2,) et de valeurs P,.
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Lorsque 'outil entre en contact avec la matiére, il crée un champ de vitesse, ce qui
revient & dire qu’il impose un potentiel en un ou plusieurs points de la surface du corps.
Ces sources de potentiel permettent ainsi d’agir sur le corps et de provoquer I’écoulement
suivant des directions radiales au point de contact outil /matiére.

3.3.3.5 Résultats et conclusion

Les quelques images ci-aprés permettent de voir les limitations de ce modéle. Etant
donné que 'écriture du champ de vitesse ne tient absolument pas compte de la géométrie
du corps, la deuxiéme branche du U se déforme alors qu’elle n’est pas affectée par 'outil.

F1G. 3.20 — La distance cartésienne pose des problémes de cohérence de la déformation

Le champ de vitesse choisi ne tient pas compte de la topologie du matériau, ce qui pose
probléme dans le cas de corps ot les concavités sont importantes. A la place de la distance
cartésienne utilisée dans ’expression du potentiel, il nous faudrait concevoir une distance
"au sens du corps", ¢’est a dire exprimant le parcours le plus court entre la source de po-
tentiel et le point considéré sans toutefois sortir de la matiére comme illustré en figure 3.21.

Notre conclusion & propos de ce modéle est que la contrainte d’incompressibilité peut
permettre d’obtenir & elle seule des comportements trés intéressants, mais il manque une
information majeure qui est la géométrie du corps puisque celui-ci est le médium grace
auquel la vitesse se propage. Cette information est présente de maniére implicite dans le
premier modéle, mais pas dans celui-ci.

Il serait envisageable de résoudre cette difficulté en résolvant 1’équation de Poisson 3.59
sur le corps uniquement, et d’obtenir ainsi un potentiel intégrant les aspects géométriques.
Ce serait en fait revenir a notre premier modéle puisque 1’équation de diffusion utilisée
converge vers une équation de Poisson. Cette expérience a été effectuée, et elle donne les
résultats de la figure 3.22 qui confirment bien cette affirmation.
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Source
de Potentiel

Distance intégrant
la géométrie du corps
Distance
Cartésienne

Point Calculé

F1G. 3.21 — Distance cartésienne et géométrie du corps

FiG. 3.22 — Champs de vitesse calculé avec les conditions aux bornes
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3.3.4 Conclusion sur ces deux premiers modéles

Sur les phénoménes qui sont & la base d’une déformation viscoplastique, a savoir visco-
sité et conservation de la masse, nos deux modéles ne prennent en compte que le dernier.
Ces deux modéles sont conceptuellement trés différents, malgré le fait qu’ils ont été concus
en partant de la méme idée.

Dans le premier, I’accent est mis sur une approche volumique. Les grandeurs calculées
sont évaluées sur tous les voxels, ce qui permet d’'intégrer la géométrie du corps dans le
calcul du champ de vitesse. La conséquence d’une telle approche est que les performances
sont trés fortement liées a la taille de ’espace de travail et évoluent suivant une loi cubique.
Plusieurs méthodes nous ont permis de rendre toutefois ce modéle utilisable de maniére
interactive : 'utilisation d’un formalisme local par I'emploi des automates cellulaires, ap-
porte une simplicité d’implémentation et des possibilités de parallélisation appréciables.

Le second modeéle, quant a lui, est toujours basé sur la conservation de la matiére,
mais cette fois a l'aide d’une approche surfacique. Cette derniére nous intéresse dans le
sens ot elle permet de réduire de maniére importante les temps de calcul en diminuant le
nombre de voxels & traiter. La difficulté est alors de construire un champ de vitesse qui
soit cohérent avec la forme géométrique de I'objet sans quoi le réalisme du comportement
est fortement affecté. Il ne semble pas possible de construire un tel champ sans revenir a
un modéle comparable au premier.

Le bilan de cette premiére partie consacrée a la modélisation de la viscoplasticité est
donc qu’une modélisation, méme grossiére, doit intégrer la notion de distance "au sein
du corps", et donc une approche du champ de vitesse basée sur le volume. Plus rigou-
reusement, on peut dire que les conditions aux limites imposées par les surfaces libres ne
sont pas négligeables et doivent donc entrer en compte dans la résolution de I’équation de
Poisson.

Enfin, il semble que la contrainte d’incompressibilité du matériau permette, a elle
seule, d’obtenir un comportement macroscopique visuellement trés correct. Cependant, le
corps manque de cohésion, ce qui se traduit par des bords d’attaque trés nets dans les
déformations.
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3.4 Modéle complet de déformation viscoplastique

3.4.1 Introduction

Jusque 1a, nous nous sommes intéressés a la modélisation de corps assimilés a des
corps "parfaits" de viscosité nulle. Les modéles que nous avons développés souffrent d’un
manque de cohésion de la matiére, ce que nous attribuons a cette hypothése de départ. Le
terme de viscosité, en effet, permet de prendre en compte les frottements internes, ¢’est a
dire le fait que de la matiére en mouvement entraine avec elle la matiére qui I’entoure.

En ce qui concerne le calcul du champ de vitesse, la forme géométrique du corps joue
un role prépondérant dans le réalisme de la déformation. Ceci provient en fait des condi-
tions aux limites, qui ne sont pas imposées de maniére réaliste dans le dernier modéle que
nous avons présenté.

Pour ce nouveau modéle, nous allons intégrer les deux équations complétes ( équa-
tion des moments et équation de conservation de la matiére ) dans le but d’obtenir une
modélisation la plus exacte possible. Une attention toute particuliére sera accordée aux
conditions aux limites a imposer sur les champs de pression et vitesse ainsi qu’aux algo-
rithmes numériques utilisés.

3.4.2 Modélisation du comportement viscoplastique

Ce nouveau modéle se base sur les équations de Stokes présentées au début de ce
chapitre. Ces équations sont rappelées ci-dessous :

o _ 1 d(P) + vAW
a0 e (3.61)
div () =0

La premiére de ces deux équations, c’est a dire ’équation des moments, est une écriture
du principe fondamental de la dynamique avec p remplacant la masse. On pourrait la
réécrire sous la forme :

ou

ot

Les deux premiers termes de cette équation constituent une équation de diffusion, dont

le coefficient est la viscosité dynamique 1. On peut ainsi assimiler ce facteur 7 a la vitesse
de propagation des valeurs du champ de vitesse dans le corps.

_ —
= nAY — grad(P) (3.62)

L’ordre de grandeur de 7 est tel que les mesures de 'objet que nous modélisons sont
négligeables devant la vitesse de propagation du champ de vitesse ( cf. Annexe A ). Nous
adopterons donc, pour la suite, une hypothése selon laquelle le champ de vitesse s’établit
instantanément dans le corps, et le coté dynamique de la modélisation peut étre négligé.
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Nous pouvons nous ramener ainsi 8 un modéle de la forme :

3.63
AP =0 (3.63)

—_—
{ AU = %grad(P)

Ce systéme est trés intéressant car formé de deux équations de Poisson, ce qui signifie
qu’il est totalement linéaire et que le principe de superposition peut étre utilisé.

Parce que le temps n’intervient plus dans I’équation des moments, une partie des in-
stabilités liées au traitement numeérique des équations différentielles partielles ne nous
posera pas probléme. De plus, pression et vitesse sont régies par le méme type d’équation,
ce qui nous permettra d’utiliser les mémes méthodes numériques pour les deux problémes.

Les équations de Poisson font partie de ce que 'on appelle les "Boundary value pro-
blems", c¢’est a dire les problémes de conditions au limites. Nous allons donc voir quelles
valeurs nous devons imposer aux bornes de 'objet afin de déterminer le champ de vitesse.

3.4.3 Les conditions aux limites

La résolution des équations de Poisson 3.63 nécessite de définir les conditions aux
limites des champs de pression et de vitesse. Il existe ici trois types de conditions aux
limites, chacun associé a un type d’interface.

1. Interfaces Matériau / Obstacle rigide

Les obstacles rigides sont caractérisés par leur vitesse nulle et par le fait qu’ils
empéchent le matériau de s’écouler dans les voxels qu’ils occupent. Les limites du
volume de travail, par exemple, en font partie afin d’éviter que la matiére ne puisse
sortir de ’espace de calcul.

Etant donné que l'obstacle est inamovible, et ce quelle que soit la force qu’on lui
applique, on peut utiliser le principe d’action-réaction : les pressions aux bords et
dans I'obstacle sont les mémes. On a ainsi une condition de type Neumann :

oP

on

0 (3.64)
ou 7 est le vecteur normal a la surface de obstacle.

La condition portant sur la vitesse provient d’une condition de non-pénétration : le
fluide ne peut pas entrer dans I’obstacle. On a donc :

w.n =0 (3.65)
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2. Surfaces libres

La surface libre, comme son nom l'indique, est la surface du matériau qui n’est pas
soumise a une action de l'outil ou de tout autre corps solide. Il s’agit en fait d’une
interface Air / Matériau.

La pression est en équilibre avec la pression atmosphérique. On a donc une condition
aux bornes de type Dirichlet :

P=0 (3.66)

La dynamique de I'air étant considérée comme négligeable devant celle du matériau,
on n’impose pas de condition particuliére sur le champ de vitesse.

3. Interfaces Matériau / Outil

C’est au travers de ce type de condition aux limites que va se faire I'interaction
outil-matiére. Le matériau, en déplacement, entraine avec lui la matiére a la méme
vitesse. On a donc :

U = U ouit (3.67)

En ce qui concerne la pression appliquée par l'outil sur le corps, nous pourrions la
calculer comme étant le rapport de la force appliquée sur ’aire de contact. Nous ne
disposons cependant pas de la mesure de la force. Nous avons donc décidé que la
pression serait assimilée a une constante Pp,; choisie par 1'utilisateur.

P = Pouui (3.68)

Maintenant que le modéle matiére et les conditions aux limites sont énoncés, le mo-
deéle proprement dit est complet. La discrétisation sous forme de voxels se fait suivant le
placement présenté pour le premier modéle ( cf. figure 3.3 ). Nous allons maintenant nous
pencher sur la méthode utilisée pour la résolution numérique des équations de Poisson.

3.4.4 Résolution numérique des équations de Poisson

Si de nombreuses méthodes existent pour la résolution des équations de Poisson, dont
certaines sont méme trés efficaces, trés peu sont réellement adaptées a nos besoins. En
effet, les caractéristiques de notre probléme sont les suivantes :

— la forme du domaine de résolution est quelconque, puisque c’est celle de
I'objet modelé,

— les conditions aux limites sont hétérogénes : conditions de Neuman et de Di-
richlet,
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— la résolution doit étre la plus rapide possible.

Parmi les méthodes de résolution rapides, on peut distinguer deux grandes familles :
les méthodes multigrilles et les méthodes basées sur les transformées de Fourier rapides.

Le succés des méthodes multigrilles repose sur l'utilisation de plusieurs niveaux de
discrétisation sur chacun desquels on construit un schéma discret. Ainsi, pour traiter un
probléme de taille NV, on se raméne & un probléme de taille N/2 et ainsi de suite récursive-
ment. Des opérateurs de transfert permettent ensuite de faire remonter la solution d’une
grille grossiére vers une grille plus fine en se basant sur des opérations de lissage. Ces
méthodes sont trés efficaces en terme de complexité, mais malheureusement inadaptées
a des problémes dont la topologie est quelconque comme c’est notre cas. Les méthodes
basées sur transformées de Fourier rapide, souffrent de la méme faiblesse.

Nous nous sommes donc orientés vers des méthodes plus simples, basées sur les diffé-
rences finies. Ces méthodes se prétent en effet beaucoup mieux aux conditions aux limites
imposées par la modélisation physique. Méme si elles ne sont pas trés rapides, elles sont fa-
ciles & implémenter et a comprendre. Celle que nous avons choisi est la méthode de Jacobi.

La méthode de Jacobi fait partie des méthodes dites "de relaxation". Elle permet de
résoudre une équation elliptique du type :

Lu=p (3.69)
ou L est un opérateur elliptique, u le champ que 'on désire déterminer et p le terme

source.

L’idée de base est de réécrire ce probléme comme une équation de diffusion :

— =p—Lu (3.70)

En laissant évoluer temporellement le champ u, celui-ci converge vers la solution qui
nous intéresse lorsque t — oo .

Cette démarche, dans le cas d’'une équation de Poisson 2D, se base sur un schéma de
différentiation de type FTCS ( Forward Time Centered Space ), qui améne & :

t+1 t

ot -

Ce schéma n’étant stable que si la condition de Courant est remplie :
ot 1
<
oh — 4
Pour obtenir une convergence la plus rapide possible, sans instabilité, on se place alors
dans le cas :

(3.72)

5t = %h (3.73)
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Le schéma numérique devient alors :

1 oh
t+1 t t t t t ~
ulj]_ = um + Z_l (ui-i-l,j _|_ ui—l,j + ui,j-i—l + ul-’j_l) — Ip%] (374)
Ce qui nous raméne a une résolution locale simple ot il est facile d’intégrer les condi-

tions aux limites.

3.4.5 Résultats et Conclusion

La méthode n’a pour le moment été testée que dans le cas 2D pour lequel elle donne
des résultats assez corrects (figure 3.23). L’implémentation dans le cas 3D est en cours.

D’ores et déja, nous pouvons espérer que la déformation gagne en réalisme : les bords
d’attaque au niveau de I'outil sont plus doux et la matiére semble avoir gagné une certaine
cohésion grace a la simulation de la viscosité.

L’approche volumique ( ou surfacique dans le cas 2D ) semble donc tout a fait justi-
fie : méme si elle est couteuse en temps de calcul, elle est nécessaire afin de conserver le
réalisme physique de la déformation en intégrant par les conditions aux bornes la géomé-
trie du corps modelé.
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F1G. 3.23 — Compression d’un bloc de matiére par deux outils (en vert)

81
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3.5 Bilan de la modélisation

Partant des équations régissant le comportement des fluides, et en se basant sur une
hypothése d’écoulement rampant, nous avons établi dans ce chapitre trois modéles ma-
tiére : les deux premiers n’intégrant que le coté incompressible du matériau, et le dernier
intégrant a la fois viscosité et incompressibilité.

L’étude des deux premiers modéles nous a permis de démontrer qu'une approche vo-
lumique est absolument nécessaire a un modéle basé sur la physique des déformations
viscoplastiques. Si les conditions aux bornes imposées par les différentes interfaces du
corps ne sont pas prises en compte, la déformation n’est pas réaliste car elle ne tient pas
compte de la géométrie de ce corps.

Cette approche volumique se paie bien sir par des algorithmes dont les complexités
sont fortement reliées a la taille de I’espace de simulation. Elles sont dans le cas général
d’ordre 3. Ceci est un inconvénient majeur puisque notre objectif est d’obtenir une simu-
lation interactive.

Cette complexité cubique est fort heureusement compensée par le fait que les procé-
dures de résolution des équations de comportement s’expriment sous des formes locales
et permettent de mettre en place des solutions admettant une trés forte parallélisation.
Les différentes méthodes étudiées pour résoudre ces équations elliptiques ( Automates
cellulaires, méthode de Jacobi) se prétent sans aucun probléme a des implémentations sur
machines multiprocesseurs.



Chapitre 4

Vers un recalage basé voxel du modéle
matiére

4.1 Introduction

[’axe directeur de ce travail est, comme nous I’avons dit dans le chapitre 1, la concep-
tion d’une machine d’apprentissage ou ’artiste modéle & la fois un véritable bloc de matiére
et un bloc de matiére virtuel. La figure 4.1 illustre ce principe.

Travail
o Blo

matiére
Capture I
du
mouvement
Modele Modéle
d’interaction physique Maq}le_tte
Outil / Matiére du matériau Numerique

|

F1G. 4.1 — Deux maquettes : I'une réelle et 'autre virtuelle

On peut distinguer sur cette figure les deux chaines d’action : en haut, la chaine d’ac-
tion concernant le modéle réel, en bas celle concernant le modéle numérique. Grace a un
procédé de capture du mouvement ( position, vitesse, force ), le modeéle virtuel est censé
subir les méme actions que le modéle réel. On ne peut cependant pas garantir, en utilisant
ce schéma, que le modeéle virtuel reste a tout instant en correspondance avec le modéle
réel en raison des imperfections qui existent dans la modélisation.

83
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Certes, les modéles numériques de déformation qui ont été présentés jusque 1a sont ba-
sés sur la physique des corps viscoplastiques, ce qui leur confére un comportement cohérent
avec celui que 'on peut observer sur un véritable matériau. Cependant, ils ne traduisent
pas parfaitement tout ce qui se passe a l'intérieur de ce dernier. L'un des phénoménes
ignorés dans la modélisation est par exemple I'influence de la température. Celle-ci influe
de maniére importante sur la valeur de la viscosité et donc sur la déformation globale.
Toute personne ayant utilisée de la pate a modeler sait qu’il faut la pétrir quelques temps
avant qu’elle ne devienne plus souple : les changements de température et d’hygrométrie
affectent la structure microscopique du matériau et donc son comportement.

Meéme dans I’hypothése ot un modéle physique absolument exhaustif serait a notre
disposition, on ne dispose pas de la valeur exacte de la viscosité ou de la densité, mais
seulement d’un ordre de grandeur. Quoi que ’on fasse, le comportement du modéle virtuel
finira toujours par diverger de celui du modéle réel en raison de ces inconnues.

4.2 Recalage de deux grilles voxel

4.2.1 Le mécanisme de recalage

Puisqu’il est apparemment impossible d’obtenir un modeéle virtuel qui évolue exac-
tement comme le modeéle réel, il est important de prévoir un mécanisme de rattrapage
d’erreur afin de corriger le modéle virtuel. Un moyen envisageable pour effectuer cette
correction est d’utiliser le modéle réel comme référence :

Magquette réelle Numérisation

Modéle numérique
issu de la mesure

l

Magquette numérique - Recalage

Correction

Fi1a. 4.2 — Correction des erreurs du modéle virtuel

La figure 4.2 illustre ce mécanisme. A intervalles réguliers, un dispositif d’acquisition
(scanner 3D) permet de numériser automatiquement la maquette réelle afin d’en extraire
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un modéle géométrique. Ce second modéle numérique est ensuite utilisé afin de corriger
le premier : c’est cette opération de correction que nous désignons sous le terme de "re-
calage".

Ce dispositif d’acquisition permet aussi d’initialiser le modéle matiére au début du
processus. Une numérisation du bloc de matiére brute est effectuée avant de commencer
le modelage comme illustré sur la figure 4.3

F1G. 4.3 — Initialisation du modéle matiére en début de modelage

4.2.2 Les difficultés d’un recalage de deux grilles voxel

Une question légitime que 'on peut se poser est celle de la nécessité réelle d’une
correction. En effet, si I'on dispose d’un modéle mesuré, pourquoi s’encombrer d’une cor-
rection et ne pas prendre comme nouveau modéle virtuel celui donné par la numeérisation 7

En pratique, les modéles issus de la numérisation ne sont pas des modéles parfaits.
On distingue plusieurs technologies pouvant servir a l'acquisition 3D, chacune ayant ses
avantages et ses inconvénients :

— Les capteurs vidéos sont les moins chers, mais aussi les moins précis en terme de
mesure. Les principes utilisés pour la reconstruction 3D a partir d’'images reposent
sur des modéles numériques ou la caméra est assimilée a un opérateur projectif
depuis 'espace de travail 3D vers I'image 2D. Les zones trés concaves de 1’objet
qui n’apparaissent pas en raison d’occultations ne peuvent pas étre traitées par ces
scanners.

— Les capteurs laser sont plus cotliteux, mais aussi beaucoup plus précis que les
capteurs vidéos. La encore, certaines concavités ne sont pas accessibles a la mesure,
surtout lorsque celle-ci est effectuée de maniére automatique.

— Les capteurs mécaniques, trés utilisés en métrologie (palpage) sont une solution
qui nécessite un travail beaucoup trop long pour l'opérateur. En effet, il faut en
général mesurer manuellement un grand nombre de points afin d’obtenir un modéle



86 CHAPITRE 4. VERS UN RECALAGE BASE VOXEL DU MODELE MATIERE

géométrique utilisable, ce qui les exclut des solutions envisageables.

— Les capteurs volumiques, trés utilisés en médecine ( tomographie, échographie
3D, IRM ), sont capables de donner une vue parfaite de I’ensemble du corps, et ceci
avec une précision trés grande. En raison d’un volume de travail trés restreint, il
nécessitent cependant une machinerie encombrante afin de positionner précisément
le capteur.

En conclusion, les méthodes accessibles sont les méthodes basées sur des capteurs vi-
déos ou laser, qui fournissent des modéles hétérogénes en terme de qualité. Dans les
zones convexes du corps, elles donnent de trés bon résultats. Dans les zones
concaves, par contre, le modéle issu de la numérisation ne sera pas une réfé-
rence fiable en raison des occultations.

Un autre probléme qui se pose au niveau du recalage est celui de I’hétérogénéité des
représentations entre maquette issue du modéle physique et maquette issue
de la numérisation. Alors que le modéle simulé est un modéle basé sur une grille voxel,
le modéle mesuré peut étre un nuage de points surfaciques ou un modéle basé lui aussi
sur une grille voxel. Dans le premier cas, plusieurs algorithmes existants permettent d’en
extraire une représentation sous forme de voxels ( segmentation volumique ), ce qui nous
raméne dans tous les cas a un recalage de deux grilles voxels.

La modélisation par une grille de voxels étant une représentation implicite du corps,
elle est fortement liée & la structure, a la position et a 'orientation de la lattice qui lui sert
de support. Un méme corps voxélisé suivant deux lattices non alignées donnera donc deux
modéles différents. Ce probléme d’alignement des lattices est & prendre en compte
dans le recalage.

Enfin, un dernier probléme est celui de la résolution du capteur utilisé. Comment
cette imprécision se traduit-elle lors du passage a une représentation voxel ?

Nous avons apporté un début de réponse a ces problémes en étudiant et en mettant
en ceuvre un capteur particulier : un scanner vidéo basé sur le principe du "Shape from
Silhouette".

4.3 Etude de cas : Capteur shape from silhouette

4.3.1 Principe du Shape from Silhouette

La plupart des scanners, qu’ils soient laser ou vidéo, sont basés sur le principe de la
stéréovision. Il s’agit d’une reproduction du systéme visuel humain qui consiste a voir une
méme scéne sous au moins deux points de vue différents. Comme l'illustre la figure 4.4,
la différence entre ces incidences permet alors d’établir la profondeur de la scéne.

Le principe de ces capteurs est celui de la triangulation : la projection 2D d’un point
3D est sur le rayon formé par le centre optique (i.e. C; ou () de la caméra et son image
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sur ’écran m; ou ms. Si 'on a deux images de différents points de vue du méme point M,
celui-ci se trouve a l'intersection des deux rayons.

Gy C,

Cameéra 1 Caméra 2
F1G. 4.4 — Principe de la stéréovision

Quatre étapes sont nécessaires pour réaliser une reconstruction de surfaces a I'aide de
cette approche :

— Le calibrage des systémes d’acquisition, c’est-a-dire 'obtention des paramétres
physiques permettant d’identifier les caméras a des opérateurs mathématiques de
projection.

— L’acquisition des images par les caméras.

— La mise en correspondance des images. Cette étape sert a retrouver, dans
chaque paire d’images, les points m; et mgy correspondant & un méme point M de
I’espace 3D.

— La reconstruction. A partir des points d’appariement des images stéréographiques
et des parameétres physiques du systéme d’acquisition, le principe de triangulation
peut étre appliqué. Un nuage de points tridimensionnels de la scéne reconstituée est
obtenu.

Deux problématiques sont liées a la reconstruction 3D de scénes avec un capteur sté-
réoscopique. La premiére est la quantité de données a traiter. La seconde est la complexité
et 'incertitude de ’étape d’appariement. En effet, connaissant la position du point myq, il
faut étre en mesure de lui faire correspondre automatiquement le point my (cf. fig 4.4). Les
algorithmes de « mise en correspondance » développés sont généralement trés sensibles
aux bruits, aux déformations introduites par les optiques, ainsi qu’a 1’éclairage.

La technique que nous allons utiliser pour effectuer I'acquisition 3D est en général
considérée comme plus simple a mettre en place et plus robuste, car basée sur ’emploi
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d’une seule caméra (Elle est également 'une des plus populaires si 'on considére 'en-
semble des articles ayant trait a cette approche). En terme de matériel, elle ne nécessite
qu’une caméra numérique, ainsi qu’un plateau rotatif sur lequel est placé I'objet & numé-
riser.

Caméras

- Objet
:| Cones de vision

- Erreur de

reconstruction
F1G. 4.5 — Principe d’un capteur "Shape from silhouette"

Comme illustré par la figure 4.5, I'idée de base de I'algorithme du « Shape from Sil-
houette » est extrémement simple. Supposons que nous disposions de plusieurs clichés,
notés ¢, de ’'objet. Pour chacun de ces clichés ¢ nous pouvons extraire la silhouette, notée
S., correspondant aux pixels de I'image appartenant a 'objet. Le modéle 3D est alors
obtenu a partir des silhouettes S. de 1'objet par calcul de I'intersection volumique des
cones de vision, notée V,,,., ayant pour sommets les centres optiques des caméras et pour
génératrices les silhouettes Sc.

Supposons que nous ayons K images d’un objet ¥ et considérons ’ensemble

{Sp,k=1,...K}
des silhouettes de I'objet ¥ figurant sur ces K images.
Admettons provisoirement que chacune des caméras ayant servi a prendre une photo-

graphie de 'objet U réalise une transformation de I'espace 3D sur les images 2D et que
nous connaissions avec exactitude les caractéristiques de ces K transformations.

Notons Iy, k =1,.., K ces transformations avec
I, : R®—R?
P — Tl (P)

ou II;(P) désigne les coordonnées 2D de l'image du point P dans la photographie
obtenue par la k™ caméra.
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Avec ces notations remarquons que :

VP e U, Vk € [1, K|, II,(P) € Sy (4.1)
Ce qui est équivalent a :
Vk e [1,K],¥ C I, (Sk) (4.2)
ou encore :
K
v (I () (4.3)
k=1

Cette intersection est une portion de ’espace 3D, notée V¥,,.., qui se définit comme
I'intersection volumique des cones de vision de sommets les positions des K caméras et
de génératrice les silhouettes Si. En particulier, tout objet W est inclus dans le ¥,,,, qu’il
génere.

Silhouettes

F1G. 4.6 — Les cones de vision obtenus a partir des silhouettes
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4.3.2 Dispositif expérimental et implémentation

Le dispositif utilisé afin d’effectuer la numérisation 3D est le suivant :

Fond de couleur unie (bleu )

Objet & numériser

Caméra |

e s

Plateau rotatif

F1G. 4.7 — Plateforme expérimentale

L’objet est placé sur un support rotatif dont le positionnement peut étre controlé de
maniére trés précise. Un fond bleu est utilisé afin de faciliter 'extraction des silhouettes.

La premiére étape de Pacquisition est I'identification de 'opérateur de projection I1(P)
sur lequel est basée la construction du modéle tridimensionnel. On désigne en général cette
identification sous le nom de "calibration de la caméra". Nous avons choisi comme modéle
d’opérateur projectif un modéle sténopé, aussi connu sous le nom de modéle "pinhole". Il
est illustré en figure 4.8.

L
.~~"Centre
Optique

Plan Image

F1G. 4.8 — Modéle pinhole
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Calibration de la caméra

Le mécanisme de formation de I'image est simple. A chaque point P de la scéne 3D
est associé un point image p, obtenu par une projection centrale sur un plan ( le "plan
image" ou "rétine" ). Le centre de cette projection est le point O, que I'on appelle "centre
optique" de la cameéra.

"ns

Différents paramétres sont propres a chaque caméra : on les appelle paramétres "in-

trinséques" du modéle. Il s’agit de :

— La distance focale f, c’est-a-dire la distance euclidienne du centre optique au plan
image.

— La position du point principal, c’est-a-dire de 'origine du repére 2D lié au plan
image. Ces deux facteurs permettent de rendre compte du fait que la matrice sen-
sible de la caméra n’est en général pas parfaitement alignée avec le systéme optique.

— Deux facteurs de déformation linéaires, exprimant le fait que I’élément d’image,
le pixel, n’est pas carré mais rectangulaire. Ceci se traduit par deux facteurs d’échelle
si I'on désire se ramener a un systéme métrique.

— Des facteurs de déformation (déformation en coussinet, etc. ) qui permettent
d’intégrer les non-linéarités diies a la sphéricité des optiques.

Enfin, il faut aussi identifier les parameétres extrinséques de la caméra, c’est a dire les
parameétres définissant position et orientation du repére caméra dans le repére de ’espace
de travail.

Fi1G. 4.9 — Photo de la mire

Afin d’identifier ces différents paramétres, on place sur le plateau de numérisation une
mire géométrique. Pour chacun des points que I'on extrait de 'image de cette mire (sur la
figure 4.9 les coins des carrés), on connait a la fois la position dans le repére image et dans
le repére 3D. Grace a ces données, des méthodes d’estimation des paramétres (|[Fau93|,
[AAKT1|) permettent d’obtenir une expression numérique du modéle de la caméra. Le
systéme est alors prét pour effectuer 'acquisition.
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Extraction des silhouettes

Aprés chaque incrément de rotation du plateau, le systéme prend une photo de la
scéne.

F1G. 4.10 — Images de I'objet prises durant la numérisation

Grace a l'utilisation du fond de couleur bleu unie, il est relativement aisé de séparer les
pixels appartenant a ’objet des pixels du fond. Cette segmentation utilise un codage IHS
(Intensity, Hue, Saturation) qui présente I’avantage par rapport au codage classique RGB
(Red, Green, Blue) de séparer la teinte (composantes H et S) de I'intensité (composante I).

F1G. 4.11 — Espace des couleurs présentes dans la premiére image

La figure 4.11 montre dans un espace Hue x Saturation les couleurs de la premiére
image. La zone colorée en rouge correspond aux pixels appartenant au fond. L’utilisateur
sélectionne au début de 'acquisition quelques zones appartenant au fond afin d’avoir un
modéle de ces teintes pour permettre ensuite la reconnaissance du fond dans I'image.
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L’obtention des silhouettes peut alors se faire de maniére automatique : pour chaque
pixel d’une image, on calcule les composantes H et S de la couleur. Si le point appartient
a la zone correspondant au fond, alors il est coloré en noir. Dans le cas contraire, il est
coloré en blanc. On obtient ainsi les images suivantes :

F1G. 4.12 — Images aprés segmentation

Une fois ces deux étapes effectuées, les silhouettes sont disponibles et il ne reste plus
qu’a calculer le volume 3D correspondant.

Elévation du modéle 3D

Un espace voxel est alors défini en utilisant la méme lattice que celle supportant le
modéle matiére. Chacun des voxels est initialisé a 1, ce qui signifie qu’il est rempli.

Le modéle 3D de 'objet numérisé est obtenu en projetant sur chacune des images les
centres de chaque voxel grace a 'opérateur I, obtenu par calibration de la caméra.

Si le point image obtenu est un point appartenant a la silhouette, alors ce voxel ne
change pas de valeur. Dans le cas contraire, le voxel ne respecte pas la contrainte imposée
par I’équation 4.3 : il est noté comme n’appartenant pas au corps par la valeur 0.

Une analogie simple consisterait a dire que 'on "coupe" tout ce qui dépasse des sil-
houettes pour chacune des photos.

Le "shape from silhouette" étant une méthode largement documentée, nous invitons le
lecteur intéressé par cette méthode a se reporter a [Zhe94] ou [NW97| pour une description
plus détaillée des algorithmes.
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4.3.3 Performances du systéme d’acquisition

F1G. 4.13 — Modéle 3D obtenu par le scanner

La figure 4.13 montre le résultat de la numérisation du robot illustré figure 4.10 avec
une lattice de taille N' = 200. La précision obtenue est de I'ordre du millimétre, ce qui est
cohérent avec les besoins auxquels le systéme doit répondre.

Actuellement, le temps nécessaire a une numérisation est de 'ordre de quelques mi-
nutes pour une acquisition composée de 360 photos (une par degré). Ce délai assez long est
principalement di au matériel utilisé pour le plateau rotatif, qui tourne assez lentement.
Une adaptation de ce plateau devrait permettre de réduire ce temps a environ une minute.

Cet outil de numérisation nous est utile durant deux étapes du travail :

— Durant la phase d’initialisation du modéle matiére, car il permet de numériser le
bloc de matiére brute avant le modelage.

— Régulierement durant le modelage, afin de corriger le modéle matiére en fonction
du bloc de matériau réellement modelé.

Plusieurs caractéristiques de ce capteur en font un systéme particuliérement intéressant
dans le cadre de notre application :

1. L’utilisation d’une représentation volumique : Ce scanner est, tout comme les
modéles physiques, basé sur une représentation volumique de I’objet numérisé. Ceci
nous dispense de I'étape de passage d’une représentation surfacique a une représenta-
tion volumique qui pourrait se traduire par I'introduction de sources d’imprécisions
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supplémentaires.

2. L’utilisation d’une rétroprojection : évite les "trous" qui pourraient apparaitre
dans le cas d’'une méthode basée sur le lancer de rayons. Si la silhouette est de bonne
qualité ( pas de parasites ), le modéle volumique est bien construit.

3. Le positionnement de la lattice sur laquelle se base la représentation voxel peut
étre imposée par l'utilisateur.

Le modéle résultant de I'acquisition n’est cependant pas une image exacte du corps
numérisé, mais seulement une enveloppe convexe de sa forme. C’est la que réside la prin-
cipale faiblesse de ce capteur car il n’apporte aucune information sur les zones
concaves de la forme. La figure 4.14 montre cette limitation dans le cas 2D.

F1G. 4.14 — Le probléme des concavités

Si le corps (ici en noir) présente des zones concaves, celles-ci n’influent pas sur le
contour de la silhouette. Or c’est précisément sur ce contour qu’est basée la forme géomeé-
trique du corps reconstruit.

Dans ce cas précis, il n’est pas possible d’utiliser le modéle issu de la numérisation
comme nouveau corps de départ pour la modélisation physique car il est incomplet. Le
modéle mesuré est censé étre plus proche de la forme de la maquette réelle dans les zones
convexes, mais la seule information dont nous disposons concernant les zones concaves est
celle apportée par le modéle physique. Le recalage devra incorporer cette contrainte.
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4.3.4 Extraction des régions d’intérét

L’idée du recalage est de permettre de corriger le modéle matiére en fonction de la
forme du bloc modelé. Le probléme inhérent & un capteur basé sur le Shape From Sil-
houette est que la précision de la numérisation n’est pas homogeéne : comme nous l'avons
expliqué ci-dessus, les zones concaves ne peuvent pas étre obtenues avec celui-ci.

Les régions d’intérét sont donc différentes selon qu’il s’agisse du modéle obtenu par
simulation ou du modéle obtenu par acquisition. L’approche développée dans cette section
a pour objet de définir une coloration des voxels appartenant a la surface du corps, c’est
a dire pouvoir déterminer pour chaque voxel de surface s’il fait partie d’une zone concave
ou convexe au sens du scanner.

L’algorithme de coloration concave/convexe se base sur une approche 2D /3D du pro-
bléme, par un découpage du modéle en "sections'" horizontales comme illustré sur la figure
suivante :

F1G. 4.15 — Découpage de I'espace voxel en tranches horizontales

Chacune de ces coupes est ensuite traitée de fagon indépendante comme une image
2D. Le probléme de coloration suivant la concavité ou convexité devient alors un probléme
portant non plus sur des voxels, mais maintenant sur des pixels. Une fois la coloration
obtenue pour chacune des coupes, elles seront recomposées afin de reformer une forme 3D.

Détection des zones concaves en 2D

L’algorithme de segmentation 2D consiste a faire évoluer un polygone afin de le faire
tendre vers I'enveloppe convexe V... Ce polygone peut étre assimilé a un "élastique" que
I’on tendrait autour de la forme 2D dont on veut connaitre les concavités. La ou I’élastique
adhére a la surface, le corps est convexe. La ou I'élastique s’en sépare, le corps est concave.
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L’algorithme est initialisé avec un polygone formé des quatre extrema de la coupe 2D.
Ces quatre points sont appelés points Nord (coordonnée maximale en x), Sud (coordonnée
minimale en x), Est (Coordonnée maximale en y) et Ouest (coordonnée minimale en y).
Chacun d’entre eux est doté d’un vecteur correspondant a la normale au contour au point
considéré. (voir fig 4.16).

F1G. 4.16 — Recherche des extrema Nord, Sud, Est et Ouest

L’algorithme de segmentation cherche & déformer ce polygone initial jusqu’a obtenir
I’enveloppe convexe de la forme. Chaque aréte est décomposée et on y insére de nouveaux
points jusqu’a ce que le polygone la contienne complétement. Afin d’expliquer le proces-
sus de déformation du polygone, on va considérer I'aréte définie par le point N et le point E.

Un vecteur V' est calculé par la somme des vecteurs portés par les deux extrémités
de I'aréte. Ce vecteur donne la direction de recherche. Pour trouver un nouveau point a
insérer dans le polygone, on parcourt l'image en partant de l'aréte [NE]| et en suivant la
direction donnée par ce vecteur V.

FiG. 4.17 — Insertion d’un nouveau point dans le polygone
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Le nouveau point a introduire dans le polygone est le point, appartenant a la forme,
dont la distance H a I'aréte [NE| est la plus grande. Sur la figure 4.17, ce point est noté P1.
Le vecteur V devient alors la normale issue du point P1 et celui-ci est ajouté au polygone.

F1G. 4.18 — Le nouveau polygone

On réitére ensuite ce procédé de maniére récursive pour chacune des arétes jusqu’a
ce qu’il ne soit plus possible d’insérer de nouveau point ou jusqu’a ce qu’une aréte soit
composée de deux points voisins. La situation finale est illustrée par la figure 4.19

F1G. 4.19 — Le polygone final

Dans cette situation, on peut distinguer deux classes de pixels de surface :

— Les pixels de surface appartenant au polygone, qui font partie des zones dites
"convexes" et pour lesquels le modéle issu de la mesure est fiable.

— Les pixels de surface n’appartenant pas au polygone, qui font parties des
zones dites "concaves" et pour lesquels on ne dispose pas de données autres que
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celles issues du modéles physique.

Ces deux classes sont finalement illustrées sur la figure 4.20

Fia. 4.20 — Coloration finale des voxels de surface

Une fois ce traitement effectué sur chacune des tranches horizontales, on les rassemble
afin de recomposer I'espace voxel (cf figure 4.21).

F1G. 4.21 — Modéle réel et résultat de la coloration 3D
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4.4 Conclusion

Le choix d’utiliser a la fois un matériau réel et un modéle matiére dans le systéme
d’aide au modelage impose I'utilisation d'un procédé de numérisation, et ceci pour deux
raisons. La premiére est I'initialisation du modéle matiére. La numérisation nous permet
de disposer de la forme du matériau brut en début de modelage. La seconde est la pos-
sibilité de "corriger" les dérives du modéle matiére en effectuant une procédure de recalage.

Le systéme d’acquisition présenté est basé sur le principe du "Shape from Silhouette",
qui permet une numeérisation rapide et automatisée. La précision obtenue, de 'ordre du
millimétre, est suffisante pour notre application. L’inconvénient de ce capteur est son
manque de précision dans les zones concaves, qui n’apparaissent pas sur la silhouette et
ne peuvent donc pas apparaitre sur le modéle 3D final.

La conséquence de cette observation est que chacun des deux modéles, & savoir le
modéle matiére et le modéle obtenu par numérisation, comportent des informations inté-
ressantes. Alors que le modéle issu de I'acquisition est trés précis sur les zones convexes,
les informations éventuelles concernant les concavités ne peuvent étre obtenues que grace
a la simulation. Ce constat nous a amené a nous intéresser a un algorithme de coloration
en zones concaves et convexes, afin de pouvoir se fixer un critére indiquant quel modéle
suivre durant le recalage.

Le recalage en lui méme n’a pu étre abordé dans ce travail en raison du temps imparti.
Il s’agit d’un probléme de recalage non rigide complexe, auquel la méthode des Snakes
peut peut-étre apporter un début de réponse. Les modalités de sa mise en pratique restent
cependant a définir.
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Conclusion

Les systemes d’aide au geste dédiés au modelage artistique ne peuvent pour le mo-
ment s’affranchir d’un véritable matériau. Il existe en effet une trés forte relation entre le
modeleur et la matiére travaillée : tout d’abord parce que cette matiére sert de support
a 'oeuvre de D'esprit, ensuite parce que les informations sensorielles qu’en retire ’acteur
métier sont nécessaires a sa tache. Les systémes actuels permettant la synthése haptique,
que ce soient les bras maitres ou les systémes de toucher, sont encore insuffisants pour
permettre au modeleur un véritable controle de la déformation qu’il fait subir au maté-
riau. De plus, priver 'acteur métier de ce support physique revient a lui o6ter la maitrise
dimensionelle qu’il a durant le processus.

Ce travail s’est donc inscrit dans une démarche qui consiste a allier modelage classique
et utilisation de 'outil informatique. L’acteur métier, qui manipule un véritable bloc de
matiére, dispose ainsi des avantages d’un modéle numérique pour 1'aider dans sa tache. Le
principe repose sur une capture du geste qui permet la mise a jour d’'un modéle matiére
virtuel. Ceci suppose donc de disposer a la fois d'un modéle physiquement réaliste du
matériau utilisé ( glaise, plasticine, etc. ), et d'un systéme permettant la remontée des
informations depuis le modéle réel vers le modéle simulé. Ainsi, réguliérement, ’acteur
métier doit interrompre son travail afin de lancer une étape de "recalage" du modéle vir-
tuel sur le modéle réel afin de les faire correspondre.

Les enjeux scientifiques sont donc doubles : réussir a traduire le comportement physique
du matériau dans un modéle numérique de déformation utilisable dans des contraintes
d’interactivité, et concevoir un systéme d’acquisition et de recalage permettant le passage
de I'espace de travail réel a ’espace de simulation.

Les matériaux utilisés en modelage, qui sont des composés a base de liquides (eau,
huile) et de particules en suspension, ont un comportement a mi-parcours entre celui d’un
solide et celui d’un liquide : ils sont qualifiés de "viscoplastiques". On peut les assimiler
a des fluides a seuil, c’est a dire des fluides qui ne s’écoulent que lorsque les contraintes
qu’on leur applique dépassent un certain seuil critique. Ils sont de plus caractérisés par
leur trés forte viscosité. Un état de 'art concernant les modéles de déformation utilisés
habituellement en infographie nous a montré qu’ils reposent le plus souvent sur la théorie
de I’élasticité linéaire ou sur une approche géométrique et intuitive. Ces modéles ne per-
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mettent pas de représenter le comportement réel de tels matériaux et ne peuvent donc pas
étre utilisés ici. La modélisation de fluides trés peu visqueux a par contre déja fait 'objet
de travaux basés sur des approches intégrant la mécanique des fluides. Dans le cas d’une
trés grande viscosité, les équations de Navier-Stokes se simplifient grace a I'hypothése
des écoulements rampants. Cette hypothése a permis le développement de trois modéles
matiére basés sur une approche volumique (espace voxel) de la déformation.

Le premier de ces trois modéles, n’intégrant qu’une notion d’incompressibilité du ma-
tériau, se base sur des automates cellulaires qui présentent ’avantage de se préter tres
facilement a une implémentation paralléle. Par cette approche, le modéle bénéficie a la
fois de la simplicité inhérente aux automates cellulaires et de temps de calcul trés intéres-
sants sur des machines multiprocesseurs, une implémentation multithread permettant de
"compenser" le temps de calcul trés important induit par 'approche volumique.

Le second modéle, quant & lui, représente une tentative pour "sauter" directement
au résultat, sans passer par les étapes intermédiaires de calcul. Puisque la déformation a
toujours lieu en surface du corps, 'idée était de court-circuiter le traitement volumique
afin de se ramener & un traitement surfacique du corps modelé. Cette voie, qui semblait
prometteuse en terme de temps de calcul, a abouti cependant & un modéle peu réaliste,
puisque n’intégrant pas la géométrie du corps.

Le troisieme modeéle, enfin, intégre a la fois viscosité et incompressibilité, ce qui se
traduit par un meilleur réalisme de la déformation, mais aussi par un algorithme plus
cotiteux en temps. Basé sur une méthode de Jacobi, il permet de conserver une approche
locale de la déformation et donc des possibilités d’implémentation paralléle.

Il semble qu'un calcul volumique est pour le moment incontournable, cependant les
travaux effectués sur le second modéle laissent espérer qu’une partie au moins du calcul
(a savoir la répartition de matiére) peut étre rendue beaucoup plus rapide grace a 'uti-
lisation du théoréme d’Ostrogradski. Si ces trois modéles apportent des résultats assez
prometteurs, la modélisation physique en temps réel d’un corps viscoplastique reste en-
core un probléme ouvert.

Quel que soit le modéle matiére choisi, il finira par diverger du comportement de la
matiére réelle, c’est pourquoi il est nécessaire de renumeériser le corps modelé a intervalles
réguliers. Actuellement, la numérisation du corps est effectuée grace & un modéle basé
sur la méthode du Shape From Silhouette. Ce capteur présente I’avantage d’effectuer une
numérisation automatique et rapide. Il fournit des données d’une précision suffisante dans
les zones convexes, mais celles-ci sont généralement incorrectes dans les zones concaves.
Le recalage des données virtuelles sur les données acquises par numérisation devra donc
tenir compte de cette notion. La méthode de recherche des zones d’interét que nous avons
développée n’est qu’une premiére étape dans la mise au point d’un processus de recalage,
mais beaucoup de travail reste a faire.

Toutes les problématiques liées a ce travail ne sont donc pas résolues. Les perspec-
tives a court terme sont bien sir le développement pratique de ce recalage et la mise en
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place d’un systéme complet intégrant toutes les différentes étapes que nous avons évoquées
dans ce manuscrit. A plus long terme, le probléme de la modélisation des corps pour des
applications de réalité virtuelle ou augmentée peut encore faire ’objet de nombreux dé-
veloppements tant au niveau de la modélisation physique que de la résolution numérique
des équations associées.
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Annexe A

Rhéologie de la plasticine

Les données expérimentales concernant la glaise ou la pate & modeler sont, & ma
connaissance, quasi inexistantes. La plasticine, quant a elle, est un matériau bien connu
des géologues car elle est couramment utilisée pour les simulations de mouvements tecto-
niques. Paradoxalement, les études rhéologiques de la plasticine sont elles aussi difficiles
a obtenir : les données suivantes sont issues de [McC76|, unique source de données que
nous ayons pu trouver. L’auteur a étudié la rhéologie de trois types de plasticine :

— Une plasticine "tendre" ( special soft )
— Une plasticine "dure" ( special hard )
— Une pasticine "blanche" ( standard white )

Pour chaque type de plasticine, des essais a température constante (25°C ou 45°C)
et vitesse de déformation constante ont été réalisées dans des conditions de déformation
unidimensionnelle (compression ou relaxation).

La composition exacte du matériau est inconnue car protégée par brevet. L’auteur
indique qu’il s’agit d'un mélange d’huile, de cires, de poussiéres et d’'une base minérale
composée de calcite, de dolomite et de micro-fossiles dont la taille de grain est comprise
entre 0.5 um et 10 um.

Les éprouvettes de plasticine utilisées sont des blocs de 15 x 15 x 5 cm et 5 x 5 x 5 cm
dans le cas de la plasticine dure, en raison de sa grande résistance. Les résultats des ex-
périences montrent une bonne reproductibilité (erreur de 5%).

Les tests ont montré que pour tous les types de plasticine, il existe une loi non linéaire
entre la contrainte et la vitesse de déformation. Le comportement peut étre décrit comme
caractéristique d’un fluide de Reiner-Rivlin.

La loi de déformation est du type :

. _Q
¢=Ke wrrlN
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ou :

— ¢ est la vitesse de déformation

— (@ est une énergie d’activation

— R est la constante des gazs parfaits
— 7 est la contrainte appliquée.

A température constante, cette loi devient :

¢=0CrV

Les résultats des tests de compression donnent des valeurs de N entre 6 et 9.

On peut également déduire des expériences des valeurs de viscosité de la plasti-
cine pour des contraintes de 10% et des vitesses de déformation allant de 1.0251073 &
82110 °m.s7t:

— Plasticine tendre : 4.410% & 2.710'° Po

— Plasticine dure : 1.710'° 4 1.2710'? Po



Annexe B

Algorithme des Marching Cubes

Nous avons choisi de modéliser les corps sous la forme d’une représentation implicite
de type voxel.

L’algorithme des Marching Cubes permet de calculer une isosurface d’un corps repré-
senté sous la forme d’un champ scalaire. Nous présentons ici le principe de cet algorithme
dans le cas 2D, en notant qu’il se généralise en 3D.

Principe en 2D

Approche tout ou rien

Nous considérons une grille réguliére de points. Ces points représentent les centres des
voxels, et contiennent ou non de la matiére. Si I'on considére 4 points (formant un carré),
plusieurs configurations ressortent. Elles sont au nombre de 2* = 16, mais se réduisent
par rotation ou symétrie a seulement 6 (figure B.1).

FiGg. B.1 — Configurations types en 2D

Il est possible de calculer Iisosurface associée a chacune des configurations comme
le montre la figure B.2. La position m de 'extrémité du segment de l'isosurface est ici
arbitrairement fixé au mileu des deux voxels considérés.

Certains cas sont ambigiies et demandent un traitement spécifique que nous n’abor-
derons pas ici.
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A4

FiG. B.2 — Isosurface 2D calculée a partir de la grille de points

Approche continue

Le modéle tout ou rien fournit des résultats corrects mais il oblige a fixer un seuil
arbitraire en-dessous duquel le voxel est considéré comme vide. Il est néanmoins possible
d’affiner la position de I'isosurface en placant le point m au barycentre de masse des deux
voxels considérés s’ils contiennent tous les deux de la matiére.

(Généralisation au cas 3D

Le méme algorithme peut étre appliqué & un champ scalaire & trois dimensions en
considérant non pas un carré de points mais un cube (8 points). Evidemment le nombre
de configuration est ici bien plus important (2% = 256), et se réduit a 15 configurations
types par symeétrie et rotation (voir figure B.3).

/ /( f/ / ,rf

FiGg. B.3 — Configurations types en 3D



