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Résumé : Dans ce document, nous proposons un nouveau model d’ordon-
nancement multi-processeur dans lequel les processeurs ne sont plus tous reliés
les uns aux autres. Nous introduisons un graphe de processeurs qui représente
les liens entre chaque processeur. Le délai de communication entre deux proces-
seurs dépend maintenant de la distance des deux processeurs dans ce graphe,
ce qui oblige a bien choisir quel processeur exécutera quelle taches. Nous étu-
dierons plusieurs dispositions différentes pour le graphe des processeurs (étoile,
grille, tore,...). Pour chacun de ces graphes des processeurs nous montrerons la
complexité du probléme d’ordonnancement associé. Nous donnerons aussi deux
algorithmes avec garantie de performance lorsque le graphe de processeur est
une étoile.

Abstract : In this document, we give a new scheduling model where all
processors aren’t link to each others. We add a new graph, named network of
processor, that represents the relation between processors. The communication
delay between two processors now depends on the distance between this two pro-
cessors in the network. In this way, you have to choose carefuly which processor
will perform a given task. We study here some differents network of processor
(star, mesh, tore,...). For each network we give the complexity of the corres-
ponding scheduling problem. We also give two approximations algorithms when
the network of processor is a star.
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Chapitre 1

Introduction

Le traitement informatique de grandes applications est de plus en plus fré-
quent pour éviter des simulations réelles qui sont souvent trés cotteuses (dé-
collage de fusée) ou dangeureuses pour 'environnement (armement militaire).
L’utilisation d’une machine grand public pour effecteur les calculs séquentielle-
ment mettrait beaucoup trop de temps pour pouvoir donner les résultats sou-
haités.

Ce besoin a permis I'apparition de Supercomputer dans les années 60 proposé
par Seymour Cray. Seulement ces machines, souvent gigantesques, sont trés peu
pratiques. En effet, il fallait souvent une vingtaine de personnes qualifiées pour
son utilisation et la machine était aussi grande qu’'un batiment.

Si ces machines, & cause de leurs inconvénients (prix, maintenance...), sont
réservés qu’a trés peu de monde, elles ont permis de prouver 'utilité du paral-
lélisme (utilisation de plusieurs processeurs). La recherche s’est naturellement
tournée vers les calculs distribués afin de permettre l'utilisation d’un grand
nombre de machine grand public comme groupe de travail.

A partir d’une grandes applications jusqu’a sa résolution sur plusieurs ma-
chines, nous rencontrons beaucoup de problémes. D’une part, il faut étre capable
de découper 'application de départ en plusieurs applications plus petites qui se-
ront réparties sur les différentes machines. Cette étape transforme ’application
de départ en une application dites paralléle représentée par un graphe orienté
acyclique (graphe de précédence). Chaque sommet de ce graphe représente un
ensemble d’instructions et les arcs représentent une contrainte de précédence
(c’est-a-dire la tache a l'extrémité de l'arc doit s’exécuter au plus tot apres la
fin de I'exécution de la taches a l'origine de 'arc).

Apres cette étape, il faut assigner les différents ensembles d’instructions sur
les différentes machines en respectant les contraintes de précédence. Cette étape
est 'ordonnancement & proprement parler et nous étudierons cette partie dans
ce rapport. Beaucoup de modéles d’ordonnancement ont été étudié au fil des
années. Tout d’abord, les communications entre deux taches ont été considéré
comme instantanées. Ensuite, un délai de communication a été ajouté lorsque
deux téaches s’exécutent sur deux processeurs différents ([1] et [2]). Dans ce mo-
deéle, chaque processeur est relié & tous les autres, par conséquent la localisation
d’exécution des taches n’influe pas sur la valeur du délai de communication,



dans ce cas le réseau est dit homogeéne.

Dans ce rapport nous proposons un modéle qui prend en compte le place-
ment des taches sur les différentes machines. Tous les processeurs ne sont plus
reliés a tous les autres, d’ou l'importance du placement des taches. En effet,
un processeur communiquera plus vite avec un processeur voisin plutét qu'un
processeur loin de lui.

1.1

Présentation du modéle

Une instance de notre probléme d’ordonnancement est donné par :

un ensemble V' = {1,...,n} de n taches non préemptives (dont on ne peut
susprendre ’exécution),

un ensemble E de contraintes de précédence sur (i,7) tel que G = (V, E)
est un graphe orienté acyclique,

une durée d’exécution p; Vi € V,

un ensemble V* = {1,...,m} de m processeurs équivalents en puissance,
un ensemble E* une relation sur E* x E* tel que G* = (V*, E*) est un
graphe non orienté connexe.

Le délai de communication entre deux taches ¢ et j sousmises & une
contrainte de précédence (i, ) est égale & la distance d(7*,77) qui sépare
les processeurs. Formellement nous avons :

V(i,§) € E t; > t; +p; +d(n", 77)

ol :
1. 7 désigne le processeur qui exécute i,
2. t; désigne le début d’exécution de ¢,
3. p; désigne le temps d’exécution de i,
4. d(r*, ) est le plus court chemin entre le processeur qui exécute i et

celui qui exécute j sur le graphe des processeurs.

Tout au long de ce rapport nous utiliserons des durées de taches unitaires et
la distance entre deux processeurs voisins sera soit unitaire pour tous couples de
processeurs voisins soit égale & o € N pour tous couples de processeurs voisins.

Exemple
G*
® L @ ® rlla
ol 2 3 )
3
a O 7'('4 d e
b O— = ! la
c 0706 w2 (b
T | C €
d © 7t [d
G
FiG. 1.1 — Exemple d’ordonnancement du modéle avec contraintes de localité



Dans cette exemple, nous voyons que la fin d’exécution de la taches e dépend
de son placement. Si la taches e est exécuté sur les processeurs aux extrémités
du graphe des processeurs G* (w1 et 74),nous perdons une unité de temps par
rapport au cas ou la taches e est exécutée sur un deux processeurs au centre de
la chaine.

1.2 Notions de bases

1.2.1 Définitions

Définition 1.1 (Graphe de précédence) Un graphe de précédence G = (V, E)
est un graphe orienté acyclique (parfois valué) ot :
— un sommet représente une tdche ou un ensemble d’instructions,
— un arc représente une relation de précédence entre ces tdches,
~ la valuation sur arc (i,j) représente le délai de communication potentiel
entre la fin d’exécution de i et le début d’exécution de j.

Définition 1.2 (Graphe des processeurs) Une graphe de processeurs G* =
(V*, E*) est un graphe non orienté valué ot :
— un sommet représente un processeur,
— une aréte représente une liaison ?ysique directe entre les deux processeurs,
— une valuation sur une aréte représente la distance qui sépare les deux pro-
CESSEUTS.

Définition 1.3 (Délai de communication) Un délai de communication, noté
cij, entre deuz tdches i et j est le temps d’attente minimum pour exécuter j apres
la fin d’exécution de i si les deux tdches sont exécutées sur deux processeurs dif-
férents.

Notation 1.4 Soit i une tiche (un sommet de G) et m un processeur (un som-
met de G*), nous noterons par 7 si le processeur 7 exécute la tdache i.

Notation 1.5 Pour toutes instance I d’un probléme d’ordonnancement, nous
noterons par C" . (I) la longueur de l’ordonnancement obtenu par I’heuristique

h sur linstance I. De méme Cf,%x(f) désignera la solution optimale sur I.

Définition 1.6 (Algorithme Approché) Soit A un algorithme d’ordonnan-
cement. On dit que l'algorithme A est p-approché si nous avons pour toute ins-
tance I :

Craa(D)

max

< maxr————=
P= T et (1)

Définition 1.7 (Duplication) La duplication permet d’avoir plusieurs instances
d’une méme tache 1.

La duplication a été introduite par Papadimitriou et Yannakakis afin de
réduire 'influence des délais de communication ([3]).
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Fi1a. 1.2 — Tllustration de la duplication. La duplication de A dans (ii) permet
de ne pas avoir le délai de communication entre A et C' comme dans (i).

Théoréme 1.8 (Théroéme de 'impossibilité) Etant donné un probléeme d’or-
donnancement et un entier c; si la question de savoir si un graphe G peut étre
ordonnancé en ¢ unités de temps ou moins est N'P-Complet alors nous ne pou-
vons pas espérer avoir une heuristique pour ce probléme d’ordonnancement ayant
un ratio inférieure a %
Preuve : Si nous supposons qu’il existe un tel algorithme A, alors celui-ci peut
étre utilisé pour décider si OPT'(i) < ¢ en temps polynomail. Nous supposons
I’algorithme A est un algorithme p approché pour le probléme d’ordonnancement
avec p < % :
~ Si OPT (i) < ¢, alors A(i) < “LLOPT (i) < c+1. Sachant que 'algorithme
détermine une solution réalisable ayant une solution & valeur entiére pour
la fonction objective, nous obtenons A(i) < c.
— Si OPT(i) > ¢+ 1, alors A(i) est également au moins de ¢ + 1.
Donc 'algorithme A décide correctement si OPT'(i) < ¢, et donc NP =P. O

La technique du gap et la somme des temps de complétude

La technique du gap consiste a proposer une réduction créant un gap sur la
valeur de la fonction objectif des instances construites. Nous utiliserons cette
technique lorsque nous voudrons étendre les résultats de non-approximabilité
au cas ou le critére est la minimistation des temps de complétude. Nous utili-
serons la solution obtenue quand le critére de minimisation est la longueur de
Pordonnancement (C),q,) pour 'étendre au cas de la minimisation de la somme
des temps de complétude () C;). La Figure 1.3 illustre cette technique.

Probléme . |Le nouveau
transformation
NP-Complet probléme
connu polynomiale | §’grdonnancement
ﬁf;%{?g fct. objective < a
instance fct. objective > b
négative

FiGc. 1.3 — Illustration de la technique du gap



S’il existe un algorithme approché pour le probléme d’ordonnancement avec
une garantie de performance strictement plus petite que g, alors cet algorithme
pourrait séparer les instances positives et les intances négatives du probléme
d’ordonnancement, fournissant ainsi un algorithme polynomail pour un pro-
bleme N'P-Complet.

Par conséquent, le probléme d’ordonnancement ne posséde pas d’algorithme
p-approché, avec p < g.

1.2.2 Notations des problémes

Etant donné le grand nombre de paramétre qui peuvent varier d’'un modéle
a lautre, Graham ([4]) et Blazewicz et al. ([5]) ont proposé une notation pour
les problémes d’ordonnancement. Nous allons donner cette notation et I’étendre
pour notre modéle.

Un probléme d’ordonnancement est décrit par trois parameétres «, 3, 7. Le

détail de ces trois paramétres est le suivant :

— a = {ay, az} décrit le graphe des processeurs.
a1 = {P, P, P,,} donne le nombre de processeurs et ay donne la topologie
du graphe des processeurs.

— a1 = P signifie que le nombre de processeurs m est une entrée du
probléeme.

— a1 = P signifie que nous avons une infinité de processeurs.

— a1 = P, le nombre de processeurs est fixé par m.

— ay = {K,, .} signifie que le graphe des processeurs est un graphe com-
plet, tous les processeurs sont reliés entre eux.

— ag = {Grille} signifie que le graphe des processeurs est sous forme de
grille.

— B ={p1, B2, B3, B4, 5} décrit le graphe de précédence ou
— 01 = {prec,arbre, biparti, ...} donne la topologie du graphe de précé-

dence (quelconque, un arbre, . ..).

— B2 = {.,1,¢ij,dg«(n",77)} donne les délais de communication (sans
communication, colit unitaire ou cotit qui dépends du placement des
taches 7 et j).

— 03 = {1,p;} donne les durées d’exécution des taches (unitaires, quel-
conque).

— B4 = {.,dup} traduit si les taches peuvent étre dupliquées (i.e. il peut
y avoir plusieurs exécution d’'une méme tache).

— 05 = {.,pmip} dit si on permet linterruption d'une tache en cours
d’exécution.

— v est la fonction objectif du probléme. Le plus souvent nous utilisons
Cinaz qui cherche & minimiser la longueur totale de l'ordonnancement.
Plus rarement nous avons y_ C; (ou Cj = t; + p; avec t; le date de dé-
but d’exécution de j) qui cherche & minimiser la somme des temps de
complétude de I’ensemble des taches.



Exemple de notations de problémes

P | prec, cij = 1, pi = 1 | Cinaa est le probléme qui cherche & ordonnancer
sur une infinité de processeurs un graphe de précédence quelconque dont les
taches et les délais de communication sont unitaires et don la fonction objective
est la minimisation de la longueur de I'ordonnancement. Ce modéle est souvent
appelé modele UET-UCT (Unit Execution Time - Unit Communication Time)

([1])-

{P, étoile} | prec, ¢;j = dg= (", 1), pi = 1 | Cinag est le probléme qui cherche
a minimiser la longueur de ’ordonnancement sur un nombre de processeur donné
en paramétre placé en étoile. Le graphe de précédence est quelconque, la durée
d’exécution des taches est unitaire et le délai de communication potentiel dépend
de la distance qui sépare les deux processeurs.

1.3 Etat de l’art

1.3.1 Modéles sans communication

Au début de I'ordonnancement, les problémes étudiés ne prenaient en compte
que peu de paramétres. Tout d’abord les taches étaient toutes indépendantes (le
graphe de précédence n’est composé que de téches isolées). Mais ces problémes
restaient difficiles. Par exemple, nous avons en autres les problémes :

— P || Chnae qui est équivalent au probléme BinPacking (|6]). Un algorithme
de liste ([4]) pour ce probléme donne une 2-approximation quelque soit la
liste. Trier les taches de la liste par ordre décroissant de durée d’exécution
améliore la borne a % — 3%—

— P || Cruaz qui est équivalent au probléme Partition ([6]).

approximation.

Ensuite, la topologie du graphe de précédence est devenue une donnée im-
portante dans un probléme d’ordonnancement. Nous pouvons citer par exemple
les problémes suivant :

— P |prec, pj = 1| Cpae = 3 est N'P-Complet. Un algorithme de liste donne

ici une 2 — %—approximation.

— Py |prec, pj = 1| Cpas est polynomial.

— P3 |prec, pj = 1| Cyaq est ouvert.

1.3.2 Modéles avec communications

Ensuite, les modeéles ont pris en compte les délais de communications lorsque
deux taches sont exécutées sur deux processeurs différents. Ceci a permis de
d’étudier de nombreux nouveaux problémes tels que :

— P |prec, pj = 1, ¢;j = 1| Cipaz = 5 est N'P-Complet. Ce probleéme,
désigné par UET-UCT ([1]), a été treés largement étudié. Une formula-
tion du probléme en programme linéaire en nombres entiers donne une
%—approximation.
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— P |prec, pj = 1, ¢ij = ¢| Craz = ¢+ 3 est N'P-Complet. L'utilisation de
2(c+1)_

la dilatation (détaillée dans le Chapitre 2) permet de donner une ==

approximation.
- P |P7"€Ca p; =1, Cij = 1| Chrnaz €St ouvert.

1.3.3 Modéle avec prise en compte de la topologie du réseau
des processeurs

L’article |7] a introduit ce modeéle. Cet article étudie le cas ou le graphe
des processeurs est une chaine ou un cycle et quand la distance entre deux
processeurs voisins est unitaire. La chaine a été choisi comme premiére topologie
pour sa forme. La chaine a une structure réguliére et ses sommets sont de degrés
deux & l'exception des deux extrémités.

L’article donne une borne inférieure d’approximabilité lorsque le graphe de
précédence est quelconque ou biparti.

Leurs résultats peuvent étre repris par le tableau ci-dessous.

G* G Complexité Borne d’approx.
Topologie | d(r*, 7/) Poly. | NP —C || Inf. Sup.
Chaine 1 prec, biparti 2 3 4/3
Cycle 1 prec, biparti 2 3 4/3

1.4 Présentation du rapport

Dans le chapitre deux, nous traiterons le cas ou le graphe des processeurs
est sous forme d’étoile. Nous proposerons la borne inférieure d’approximabilité
puis nous proposerons un algorithme approché pour ce probléme.

Dans le chapitre trois, nous étudirons le cas ot le graphe des processeurs est
une grille, nous généraliserons ce résultat pour les tores.

Dans le chapitre quatre, nous montrerons la borne inférieure lorsque le
graphe des processeurs est un arbre binaire. Ce chapitre permet d’amener la
conclusion sur les différentes topologies pour les graphes de processeurs.

11



Chapitre 2

L’étoile

2.1 Introduction

La premiére topologie étudiée pour le graphe des processeurs sera 1’étoile. Nous
choisissons ce graphe comme point de départ du fait qu’il se rapproche d’un
graphe complet. Nous présenterons d’abord les caractérisques de ce graphe, ainsi
que différentes notations utiles pour la suite du chapitre. Ensuite nous étudirons
la complexité du probléme pour déterminer la limite entre les problémes faciles
et difficiles. Nous travaillerons tout d’abord dans le cas ou les valuations sur les
arétes sont unitaires, puis nous étendrons certains résultats pour une valeure
entiére. Nous proposerons ensuite un algorithme approché lorsque le probléme
sera difficile.

2.2 Présentation de I’étoile et notations

2.2.1 Le graphe

Définition 2.1 Un graphe étoile G = (V, E) est un arbre ot tous les sommets
sont des feuilles sauf un qui est voisin de tous les autres.

Notation 2.2 Nous noterons le sommet du centre de l’étoile par 7, et les autres
par (T, ..., Tp).

Fi1G. 2.1 — Une étoile & 9 sommets

12



Si nous tenons pas compte du sommet au centre de I’étoile, chaque sommet
est & égale distance de tous les autres, c’est sur ce point la que nous pouvons le
comparer & un graphe complet.

2.2.2 Du point de vue de 'ordonnancement

Lorsque nous allons ordonnancer les différentes taches issues d’'un graphe
de précédence sur l’étoile, le processeur qui est au centre de 1’étoile pourra
communiquer avec un colt inférieur que deux processeurs extérieurs. En effet
ona:

d(mi,m;) = d(m;, my) + d(ms, 7j) avec i # j

Ceci nous ameéne & caractériser sur le diagramme de Gantt un des proces-
seurs comme celui se trouvant au centre de 1’étoile. Le processeur associé au
sommet 7, sera dans la suite de ce chapitre celui en bas du diagramme comme
montré sur la Figure ci-dessous.

01 2 3 45 6

5
T4
3
T2 Le processeur au
T centre de ’étoile

Fic. 2.2 — Le diagramme de Gantt associé a une étoile

Par conséquent, lorsque deux taches i et j avec (i,j) € E s’exécutent sur
deux processeurs différents, le placement de ¢ et j sur les différents processeurs
sera fondamental. En effet la longueur totale de ’ordonnancement pourra chan-
ger si le processeur au centre de I’étoile n’aura pas été bien utilisé.

01 2 3 4 012 3 4
Ob 7 al b t c
Oc 3 3
a od T c T d
Oe T2 d w2 e
G ° e T alb

FiG. 2.3 — La longueur de l'ordonnancement des taches de G différe suivant
I'utilisation du processeur central

Le probléme étudié dans ce chapitre s’écrit formellement de la fagon sui-

vante :

{P, etoile}|prec,c;; = dg- (7ri, ﬂj),pi = 1|Chaz
ol dg+(mi,ms) = a € N
pourt: = 2,...,m

13



C’est a dire, nous allons ordonnancer les taches d’un graphe de précédence quel-
conque sur m processeurs disposés en étoile dont les arétes sont valuées par
Q.

2.3 Complexité lorsque les valuations sont unitaires

2.3.1 Seuil d’approximation pour un graphe quelconque et pour
la minimisation de la longueur de I'ordonnancement

Théoréme 2.3 Le probléme de décider si une instance du probléme {P,étoile}|
prec, c¢;j = dg= (1", 77), pi = 1|Cpaq avec dg+(n*, %) = 1 posséde un ordonnan-
cement de longueur au plus 4 est polynomial.

Preuve : Le graphe ne doit pas avoir plus de 4m taches, sinon il n’y aurait pas
assez de slots pour tout exécuter en 4 unités de temps.

Le graphe de précédence ne peut étre de profondeur supérieure a 4. En effet,
un chemin de longueur strictement supérieure & 4 ne pourrait pas s’exécuter en
moins de 4 unités de temps, méme si toutes les taches du chemin sont exécuter
consécutivement. De méme tous les chemins de longueur 4 sont disjoints. Suppo-
sons le contraire, au moins 'un des deux chemins ne sera pas exécuté seulement
sur le méme processeur. Un délai de communication doit étre pris en compte et
la longueur totale de I'ordonnancement sera supérieur a 4.

A chaque instant, il ne peut y avoir plus de m téches.

Sans prendre en compte le processeur au centre de ’étoile, les seules com-
munications qu’il peut y avoir sont des communications entre une source et un
puits. Par conséquent, les chemins de longueurs 3 doivent s’exécuter sur le méme
processeur (avec éventuellement un temps d’inactivite).

Une fois que le processeur au centre de 1’étoile est occupé, nous pouvons tres
vite dire, grace aux propriétés ci-dessus, si le graphe de précédence peut étre
ordonnancé en 4 unités de temps. O

Théoréme 2.4 Le probléme de décider si une instance du probléme {P,étoile}|
prec, ¢ij = dg+ (1", 7)), p; = 1|Cpyaq posséde un ordonnancement de longueur au
plus 5 est N'P-complet.

Preuve : La démonstration est basée sur le probléme de Clique :
Donnée : Un graphe non orienté G = (V, E) et un entier k.
Question : Existe-il une clique de taille k dans G 7

@ a ) b 3 Cc @

Fi1G. 2.4 — Une instance du probléme Clique qui servira d’exemple pour la
preuve. Les sommets 2,3,4 forment une clique de taille 3 qui est la clique maxi-
mum du graphe
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On note par [ = @ le nombre d’aréte de la clique de taille k. Nous

posons par m = 2maz{|V|+1,l+1,|E| -1+ 1} le nombre de processeurs (nous
multiplions par 2 pour éviter qu'un des ensembles définis ci-aprés ne soient
vides).

Notre preuve est basée sur la réduction Clique o {P,étoile}|prec, ¢;; =
do+ (7', 77), pi = 1|Cpae- Soit une instance ®* du probléme Clique, nous
construisons une instance probléme ® du probléme d’ordonnancement de la
facon suivante :

— Vv € V nous introduisons deux taches sommets : T, et K, qui définiront

respectivement les ensembles T et K.

— Ve € FE nous introduisons une tache aréte L. qui définira I’ensemble L.

Nous ajoutons les contraintes de précédence suivantes : T,, — K, et T, — L
si v est extrémité de e.

L, Ly L. Ly L.

FiG. 2.5 — Illustration des précédences entre les ensembles T', K et L associé au
graphe de la Figure 2.4.

Nous introduisons également 6 ensembles de taches :
P = {Py, P>, P3, Py, P5}
- X={Xy,..., Xpm—k-1}
- Y ={V,. ... Yo jv-1}
- Z=AZ1,..., Zon V| +k-1}
- W={Wy,...,.Wp_i1-1}
~U={U1,...,Up|E|+i1-1}
Sur ces ensembles nous ajoutons les contraintes de précédence suivantes :
- VeeX:z— Py
- Vy cY:Y, - Py
- VzeZ:PL— zetz— Py
—YweW:P,—w
- YueU:Py—u
-VkeK:k— Ps
- Pp— Pyypourl1<i¢<4
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~loU;

O Zg
7 O Uy
U

F1G. 2.6 — Illustration des précédences entre les ensembles X, Y, Z, W, U et K
associé a la Figure 2.4. Une fleche en pointillée entre deux ensembles représente
un graphe complet entre ces deux ensembles

La transformation se fait en temps polynomial.

e Supposons que G posséde une clique de taille &, alors il existe un ordon-
nancement de longueur 5. Il suffit d’ordonnancer les taches en se basant sur la
Figure ci-dessous.

Tm
TClique KC’lique A LClique Lciique
Tcilique ||Kclique
X Ny , - U
o
mo LA p B ] B
0 1 P 3 4 5

F1G. 2.7 — Exemple de construction d'un ordonnancement de longueur 5. T¢;que
représente les taches de T' associées aux sommets de la clique et Tij;que le com-

plémentaire.
e Réciproquement, supposons que nous avons un ordonnacement de longueur

5 alors il existe une clique de taille k. Nous allons faire des remarques essentielles
sur le placement des ensembles X, Y, Z, W et U.
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1. Toutes les taches de P doivent s’exécuter sur le processeur m,. D’une
part les taches de P forment un chemin de longueur 5 alors elles doivent
s’exécuter consécutivement. D’autre part, Vz € Z, il existe un chemin
¢ = {Pi,z, Ps} puisque les taches de P sont sur le méme processeur il y
a communication pour P, — 2z et z — P5. Admettons que les taches de
P ne soient pas sur 7* alors les deux communications vont prendre deux
unités de temps chacune et P; ne pourra pas s’exécuter avant ¢t = 4.

2. Toutes les taches de X s’exécutent & ¢ = 0. Elles sont prédécesseurs de P3
(qui est exécutée a t = 2) donc elles ne peuvent s’exécuter qu’a t = 0.

3. Toutes les taches de U s’exécutent a ¢t = 4. Ces taches sont successeurs de
Ps (qui est exécutée a t = 2) donc elles ne peuvent s’exécuter qu’a t = 4.

4. Les taches de W s’exécutent a t = 3. Elles sont successeurs de P, (qui est
exécutée a t = 1) donc elles ne peuvent s’exécuter qu'a t =3 ou t = 4.

5. Les taches de Y peuvent s’exécuteer & t = 0 ou t = 1. Elles sont prédé-
cesseurs de P4 donc elles ne peuvent s’exécuter aprés t = 1. Lorsque nous
regarderons le placement des taches des ensembles T', K et L, nous verrons
que les taches de Y ne peuvent s’exécuter qu’'a t = 1.

6. Les taches de W peuvent s’exécuter & t = 3 ou t = 4. Elles sont succes-
seurs de P» donc elles ne peuvent pas s’exécuter avant ¢ = 3. Cependant
nous verrons que toutes les taches de W devront s’exécuter ¢ = 3 lorsque
nous parlerons des ensembles T, K et L.

Apres le placement des ensembles ci-dessus, rappelons le nombre de slots
libres a chaque instant :

— Il y a |V| + k slots libres sur l'intervalle de temps [0,2[. En effet, il y a
deux taches de P, (m — k — 1) taches de X et m —|V| — 1 taches de Y.

— At =2 il reste |V| — k processeurs libres. P3 en utilise un et I’ensemble
Z en utilise (m — |V|+k —1).

— Sur lintervalle de temps [3,5], il y a |E| slots libres. Deux slots sont oc-
cupés par deux taches de P, (m — [ — 1) slots sont occupés par les taches
de l'ensemble W et (m — |E| + [ — 1) par les taches de ’ensembles U.

Nous pouvons remarquer qu'il y a exactement 2|V| 4+ |E| slots libres pour
exécuter 2|V| 4 |E| taches des ensembles T', K et L. Etudions maintenant le
placement de ces ensembles :

1. Les taches de K doivent s’exécuter au plus tard a ¢t = 2 puisqu’elles sont
prédécesseurs de P5. De plus elles doivent s’exécuter consécutivement par
rapport & leur prédécesseur de I'ensemble T'. En effet, s’il y a commu-
nication entre T, et K, les taches de K, ne pourront pas respecter leur
contrainte d’exécution au plus tard & ¢ = 2. De ce fait, toutes les taches
de ’ensemble K s’exécuteront soit & l'instant ¢ =1 ou t = 2.

2. Les taches de I’ensemble L ont chacune deux prédécesseurs dans ’ensemble
T. Comme nous pouvons déduire facilement de la remarque ci-dessus que
deux taches de T' s’exécutent sur deux processeurs différents, nous devons
prendre en compte le délai de communication. Soit L, € L, si les deux
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prédécesseurs de L. sont exécutés a t = 0 alors L, peut s’exécuter a t = 3.
De méme si un ou les deux prédécesseurs de L. sont exécutés a ¢t = 1 alors
L. devra s’exécuter & t = 4. Nous avons donc que les taches de L peuvent
s’exécuter au plus tot & t = 3.

. A l'instant t = 0, il peut y avoir au plus k taches (rappel : nous notons
par [ le nombre d’aréte d’une clique a k sommets) et il ne peut y avoir
moins de [ slots libres & ¢ = 3. Admettons qu’il y ait moins de k taches qui
s’exécutent a 'instant ¢t = 0, le sous-graphe engendré par les k sommets
associés a ces taches aura forcément moins de [ arétes. Nous aurons alors
des instants libres & t = 3 et nous ne pourrons pas avoir un ordonnacement
valide en cinq unités de temps.

De méme si nous avons k taches qui s’exécutent a ’'instant ¢ = 0, pour avoir
exactement [ = k(k; D taches pouvant s’exécuter a t = 3 il faut absolument
que les sommets associés a ces taches soient tous reliés entre eux, c’est a
dire il faut que les k£ sommets forment une clique. Imaginons qu’une des
taches exécutées a l'instant ¢ = 0 ne fasse pas partie de la clique, soit T;
cette tache et T, les k—1 autres. Les sommets représentés par les taches de
T. sont reliés par I! = w < [ arétes. Le sommet représenté par la
tache T; est relié a T, par moins de k — 1 arétes, soit [ ce nombre d’aréte.
Nous avons alors & linstant ¢t = 3, I’ + 1" = ngﬁ + 1" < 1 taches
exécutables, comme dans le cas précédent nous aurions des slots libres a
t = 3 et pas assez de slots libres a t = 4 ce qui est impossible. Les taches
exécutés a l'instant ¢ = 0 représentent des sommets faisant partis d’une

méme clique.

mz| To | Ko | Z1| Ly | Lq
mi1| 13 | K3 | Za| Lq| Lc
mio| Tu |Ka| Z3| Le| Uy
7o | X1 |11 | K| Wi Us
s | Xo | T | K5| Wy Us
w7 | Xa | Y1 | Zy| Wol Uy
e | X3 | Yo | Zs| Wy Us
s | X5 |Ya | Ze| W Us
my | Xe | Y3 | Z7| We Uz
w3 | X7 |Ys | Zg| Wy Us
my | Xg|Ys | Zo| Wy Uy
7| Pi| Po| P3| Py Ps

Fia. 2.8 — Illustration de 'ordonnancement du graphe de la Figure 2.4
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Théoréme 2.5 Le probléeme de décider si une instance du probléme {P,étoile}|
prec, ¢;j = dg+(m',77), p; = 1,dup|Cyrap posséde un ordonnancement de lon-
gueur au plus 5 est N'P-complet.

Preuve : La preuve vient directement du Théoréme 2.4, du fait qu’il y a m
processeurs et que le nombre de taches est 5m. Les taches ne peuvent donc pas
étre dupliquer. O

Corollaire 2.6 Il n’existe pas d’algorithme approché avec une garentie de per-
formance inférieure a 6/5 sous Uhypothése P # NP pour les problemes { P, étoile}|
prec, ¢;j = dg+ (', 17), pi = 1, &|Crnaq avec a € {., dup}

Preuve : La preuve est une conséquence immeédiate du Théoréme de I’lmpos-
sibilité ([6] et [8]) O

2.3.2 Seuil d’approximation pour un graphe quelconque et pour
la somme des temps de complétude

Théoréme 2.7 Le probleme {P,étoile}|prec, c;j = dg+ (7', 79), pi = 1|3 C; ne
possede pas d’algorithme d’approximation avec une performance relative garentie
strictement inférieure a 14/13 sous Uhypothése P # NP.

Preuve : Pour obtenir ce résultat, nous considérons la transformation poly-
nomiale utilisée pour la démonstration du Théoréme 2.4. Cette transformation
utilise un ensemble de m machines (m est une donnée du probléme) et un en-
semble de taches de durée unitaire sousmises a des contraintes de précédence et
des délais de communications.

Il est facile de vérifier que :

— Dans le cas ou I'instance du probléme Clique recoit une réponse positive
(c’est a dire nous pouvons conclure a l'existence dune clique de taille
k), dans U'instance du probléme d’ordonnancement, toutes les taches sont
exécutées dans l'intervalle [0, 5]. Alors la somme des temps de complétude
associée est m + 2m + 3m + 4m + dm = 15m.

— Dans le cas ou 'instance du probléme regoit une réponse négative (nous
pouvons dire qu’il n’y a pas de clique de taille k), alors dans n’importe quel
ordonnancement réalisable au moins une tache commence son exécution
apres strictement ¢ = 4. Comme nous cherchons une borne inférieure, nous
pouvons dire qu’elle est atteinte lorsque une seule tache s’exécute a t =5
au lieu de t = 4. Nous avons alors 15m —5+6 = 15m +1 (une illustration
est donnée par la Figure 2.9)
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0 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Tm cas a)
Instance construite lorsque Clique
re¢oit une réponse positive

M

T2

W temps d’inactivité
T
15m 65m — 5
0 1 2 3 4 5 6|7 8 9 10 11 12 13
cas b) Tm
Clique reccoit une é

réponse négative

NN

5 . o

15m +1 70m —9

Fi1Ga. 2.9 — Construction de la transformation pour la somme des temps de
complétude a partir de celle effectuée pour la longueur de I’ordonnancement

Nous ajoutons maintenant aux taches de 'instance initiale un ensemble de
5m nouvelles taches. Chaque nouvelle tache est un successeur des anciennes
taches (les anciennes téches sont issues de la transformation polynomiale utili-
sée pour la démonstratrion du Théoréme 2.4). Nous obtenons un graphe complet
entre les nouvelles taches et les anciennes taches.

Nous noterons cette instance I* sur laquelle nous observons les propriétés

suivante :

— Dans le cas ou 'instance du probléme Clique recoit une réponse positive,
alors & partir de 'instance I*, nous construisons un ordonnancement dont
la somme des temps de complétude est égale & 15m+7+8m+9Im—+10m+
1Im+12(m—1) = 65m —5 (voir la Figure 2.9 cas a)). Nous laissons deux
temps d’inactivité & t = 5 et £ = 6 pour assurer le cotit de communication
entre les anciennes taches et les nouvelles taches.

— Lorsque l'instance du probléme Clique regoit une réponse négative, alors
a partir de I'instance I*, la somme des temps de complétude est au moins
égale 4 15m+1+4+164+9m+10+11m+12m+13(m—2) = 70m—9 (voir la
Figure 2.9 cas b)). En effet au plus une tache peut s’exécuter a t = 7 sur le
méme processeur que la tache qui a un début d’exécution a l'instant ¢t = 5
et une tache sur m,. Comme elle est exécutée sur le méme processeur, le
colit de communication est nul et nous avons bien deux unités de temps
pour respecter le délai de communication entre les anciennes taches et la
tache qui a un début d’exécution a l'instant 7.

Donc il existe un algorithme d’approximation en temps polynomial avec une
garantie de performance strictement inférieur a 14/13 qui peut étre utilisé pour
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distinguer en temps polynomial les instances positives des instances négatives
du probléme Clique qui est NP-complet ce qui est impossible sous I’hypothése
P # NP. Par conséquent le probléme {P, etoile}|prec,c;j = de+(7',77),p; =
1]>" C;j ne posséde pas d’algorithme p-approché, avec p > 14/13. 0

2.4 Algorithmes avec garanties de performances

Dans cette partie nous allons proposer un algorithme approché donnant un
ordonnancement lorsque le graphe de processeur est un graphe de diamétre deux
(donc valable pour 1’étoile). Nous allons expliquer séparement chaque partie
nécessaire & l'algorithme avant d’analyser le facteur d’approximation.

2.4.1 Détails des étapes
Approximation sur le modéle UET-UCT

Notre construction d’un ordonnancement sur 1’étoile sera construit & partir
d’un ordonnancement sur le modeéle Pylprec,c;j = 1,p; = 1|Cpaq. Ce pro-
bléeme étant aussi N'P-difficile, nous allons utiliser un algorithme approché sur
ce modéle.

Théoréme 2.8 L’approzimation sur le modéle Pu|prec,cij = 1,p; = 1|Cpaa
est une (4/3)-approximation.

Preuve : La preuve peut étre vue dans ([9]) O

Dilatation

Notation 2.9 Nous noterons par o l'ordonnancement sur une infinité de pro-
cesseurs sur le modéle UET-UCT, par o3° lordonnancement sur le modéle UET-
LCT. De plus nous noterons par t; (resp. t§) le début d’exzécution de la tache i
dans l'ordonnancement o> (resp. o2°).

A partir d’un ordonnancement sur ¢, nous récupérons les couples Vi €
V, (t;,7) ou :

— t; est la date de début d’exécution de la tache 1,

— ¥ est le processeur sur lequel la tache i s’exécute.
Maintenant, nous déterminons un nouveau couple Vi € V, (t¢, 7177) pour 'ordon-
nancement sur o.° de la fagon suivante :

(c—‘rl)ti

— le début d’exécution de la téche i est ¢; = =

R
Les justifications peuvent étre vues dans ([10]). Une illustration est donnée par
la Figure 2.10.
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k E+1 k+2 k+3

71'1 a b

T

Modeéle UET-UCT

délai de communication

(c+21)k (c+21)k+1 (c+1)2(k+1) %—I—l
[

71'1 a b

71'2 ™ C

i (cH)(h42) | 4
Modéle UET-LCT oLtk 12) 2

délai de communication

Fi1G. 2.10 — Hlustration de la dilatation

Dans notre cas ot le diamétre du graphe est deux, notre facteur de dilatation
sera 3/2.

Comparaison entre le modéle UET-LCT et un graphe de diamétre ¢

Dans le modéle UET-LCT toutes les communications sont égales a ¢ > 2.
Dés lors nous devrons considérer le cotit de communication, nous allons appli-
quer ¢ unités de temps. Seulement, il se peut que sur le graphe de diamétre deux
nous aurions pu effectuer la communication entre deux processeurs voisins. Il
nous faut donc comparer 1’écart de ces deux situations.

Théoréme 2.10 L’écart de la longueur de l’ordonnancement entre un graphe
complet ou les délais de communication vallent ¢ et un graphe de diamétre c est
de ctL

2

Preuve : Soit ¢ = {z1,x2,...,2,} le chemin critique. Considérons qu’il y a
un cotit de communication entre x; et x;41 pour 1 < ¢ < n. Dans le modéle
UET-LCT, la longueur de I'ordonnancement sera (1 + ¢)n — ¢ alors que dans
le cas ou chaque cotlit de communication sur le chemin critique est unitaire, la
longueur de 'ordonnancement est 2n — 1.

Le rapport des ordonnancement sur UET-LCT et un arbre revient donc a
calculer :

. (I+en—-c 1+c
lim =
n—oo  2n — 1 2

0

Dans notre cas ou le diamétre du graphe est deux, l’écart sera donc un
facteur de 3/2.
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Pliage

Le pliage consiste a passer d’un ordonnancement sur un nombre infini de
processeurs vers un nombre fini de processeurs.

Théoréme 2.11 A partir de n’importe quelle heuristique de rapport de perfor-
mance p pour le probléme F\prec, ¢ij = 1,p;i = 1|Cpag nous pouvons obtenir
une heuristique pour le probleme Plprec,c;j = 1,p; = 1|Ciaa de rapport de
performance 1+ p.

Le principe de cette méthode est de prendre 'ensemble X; des taches exé-
cuté & l'instant 4 sur le modéle & une infinité de processeur et de découper cet
X; g s
ensemble en % ensembles pour 'ordonnancement sur le modéle & m proces-
seurs.

Les détails de la preuve peuvent étre vus dans ([11])

2.4.2 Algorithmes

L’algorithme part d’un solution approché sur le modele Plprec, ¢;j = 1,p; =
1|Chnaz et va la transformer pour obtenir un ordonnancement valide sur un
graphe de diamétre deux. Nous avons trois opérations a appliquer pour obtenir
un ordonnancement sur un arbre de diamétre deux. Deux de ces opérations sont
une multiplication par 3/2 (la dilation et la comparaison) et une opération qui
ajoute une unité de temps (le pliage).

Un premier algorithme

Cette algorithme va tout d’abord calculer un ordonnancement réalisable sur
le modeéle UET-UCT avec une infinité de machine. Cette solution va étre rame-
ner sur un nombre fini de machine. Nous allons ensuite modifer cette solution
pour le cas ol les délais de communication prennent deux unités de temps, enfin
nous pourrons appliquer cet ordonnancement pour 1’étoile.

Algorithme 1 : Calcul d’'un ordonnancement pour 1’étoile

Données : G = (V, E) un graphe de précédence, m le nombre de
processeur
Reésultat : Un ordonnancement réalisable pour 1’étoile

Calcul du début d’exécution des tdches
Calcul d’une approximation sur o
Pliage vers m processeurs

Dilatation avec ¢ = 2

Construction de l'ordonnancement

pour tous les couple (t;, ) faire
| Placer la tache ¢ & I'instant ¢; sur le processeur m

Le rapport d’approximation de cet algorithme est alors :

INCURWENE R
P=1\3 27277
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Nous avons donc :

Ch,etoile > gcopuetoile

maxr — 4 max

Un deuxiéme algorithme

L’ordre de ces opérations pour obtenir le meilleur résultat consiste a effec-
tuer le pliage en dernier. Dans le cas contraite, le pliage ne rajoutera pas qu'une
unité de temps mais 9/4 unités de temps. Nous avons donc I’algorithme suivant :

Algorithme 2 : Calcul d’un ordonnancement pour l’étoile (version 2)

Données : G = (V, E) un graphe de précédence, m le nombre de
processeur
Résultat : Un ordonnancement réalisable pour 1’étoile

Calcul du début d’exécution des tdches
Calcul d’une approximation sur o
Dilatation avec ¢ = 2

Construction de l'ordonnancement sur une étoile infinie

pour tous les couples (t;,7) faire
| Placer la tache ¢ & l'instant ¢; sur le processeur m

Pliage vers m processeurs

Le rapport d’approximation de cet algorithme est alors :

4 3 3
P <3><2><2>+

Nous avons donc :

C:;L,giozle > 4CT(Z)t,etozleax

2.5 Généralistaion des résultats

Nous allons effectuer la modification suivante, les valutations sur les arétes
de I’étoile ne seront plus unitaires, mais elles seront valués par un entier o. Nous
allons donner le nouveau seuil d’approximation puis nous adapterons le rapport
d’approximation.

2.5.1 Complexité

Théoréme 2.12 Le probléme de décider si une instance du probléme {P,étoile }|prec,
cij = dg= (7", 77), pi = 1|Cag avec dg=(7*,7") = a € N posséde un ordonnan-
cement de longueur au plus (2a+ 3) est N'P-complet.

Preuve : La démonstration est trés proche de la preuve du Théoréme 2.4. Nous
donnerons donc la transformation du probléme de Clique & notre probléme d’or-
donnancement. Le reste du raisonnement reste identique.
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— Yv € V nous introduisons une taches T, et un chemin de longueur «
K, = {K,,,Ky,,..., Ky, } qui définiront respectivement les ensembles T’
et K.

— Ve € E nous introduisons une tache aréte L. qui définira ’ensemble L.

Sur ces ensembles nous ajoutons les contraintes de précédence suivante :

— Vt € T nous avons t — P9,

— Vk € K nous avons Ky, — Poqy3,

— Vil € L nous avons P,41 — .

Nous avons aussi des ensembles de taches auxiliaires pour imposer un sque-
lette aux ensembles T', K et L.

A présent, le raisonement sur le placement des ensembles définis ci-dessus
est identique & la preuve du Théoréme 2.4. S’il existe une clique de taille k dans
notre instance de Clique, les sommets de cette clique serait les sommets associés
aux taches ordonnancées a t = 0 dans notre probléme d’ordonnancement. [

2.5.2 Approximation

Les outils utilisés sont les mémes pour trouver une approximation sur un
graphe de diamétre 2. Cependant les facteurs qui interviennent lors de la di-
latation et la comparaison entre un graphe de diamétre o et un graphe complet
ou les cotlits de communication sont de o vont changer. En adaptant ces deux
opérations pour des cotlits de communication de «, nous obtenons :

— Le facteur de dilatation sera maintenant ‘%‘1,

— la comparaison sera maintenant de O‘TH

Le nouveau rapport p d’approximation est donc :

4 a+1 a+1

P=3X 5 X3

4 a+12+1
P=3 2

+1

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous venons d’étudier la premiére topologie pour le graphe
des processeurs. Nous avons montré la difficulté du modeéle et donné une borne
inférieure d’approximation. Nous avons ensuite donné un algorithme d’approxi-
mation pour I'étoile (et pour tout graphe de diamétre deux) montrant que ce
probléme est approximable. Enfin nous avons généralisé ces résultats en faisant
varier les valuations des arétes de 1’étoile.

Il serait possible de continuer a travailler sur 1’étoile en changeant un peu
le modéle. Par exemple il serait intéressant de considérer que les taches non
plus une durée unitaire ou nous pourrions mettre des valuations différentes sur
chaque aréte de 1’étoile. Nous pourrions aussi considérer que chaque processeur
est plus ou moins rapide ce qui rajouterai encore un niveau de difficulté.
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Chapitre 3

La Grille

3.1 Introduction

Notre seconde topologie pour le graphe des processeurs étudiée sera la grille.
La grille a un degré borné mais son diamétre dépend du nombre de processeur
contrairement a 1’étoile. Dans ce chapitre, nous montrerons la difficulté pour la
grille lorsque le graphe de précédence est quelconque ou biparti pour la grille.
Nous adapterons ensuite ces résultats lorsque le graphe des processeurs est un
tore.

3.2 Présentation de la grille

Définition 3.1 Une grille a p lignes et q colonnes (noté (p,q)) est un graphe
G=(V,E) ou :
- |V =pq, et s;j pouriec{l,...,p} etje{l,...,q} représente le sommet
a la i-iéme ligne et j-ieme colonne.
- E={(z,y)lx =s;j pourie{l,....p—1} etje{l,...,q}, y = sit1
JU{ (z,y)|x =s;j pour i € {1,....pt et je{l,...,q—1} et y=s; 41}

Notation 3.2 Nous noterons par m; ; le processeur qui est a la i-iéme ligne et
j-1éme colonne.

1,1 71,2 71,3 T14

M1 |T22 |T23 |T24

)

73,1 73,2 733 T34

FiG. 3.1 — Un exemple de grille a 3 lignes et 4 colonnes.

Définition 3.3 Soit H = (V' E') une grille (p,q), un tore G = (V, E) est une
grille ot :
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-V=V,
- E=FEU{(z,y)|lzx =s1; ety =sp; pourj € {1,...,q}} U{(z,y)|z = si1
pouri € {l,...,p} et y=S;q}}

3.3 Ordonnancement sur une grille/tore & m proces-
seurs

Nous allons dans un premier temps nous intéresser aux problémes lorsque la
distance entre deux processeurs voisins est unitaire. Nous ajusterons ensuite les
résultats lorsque cette distance passe & o € N.

3.3.1 La grille

Théoréme 3.4 Le probléme de décider si une instance du probléeme {P,grille}
| prec, pi =1, ¢;j = da (7%, ) | Crae posséde un ordonnancement de longueur
2 est polynomial.

Preuve : Il est facile de voir si un graphe de précédence peut étre ordonnancé
en 2 unités de temps. En effet le graphe de précédence ne peut étre composé
que d’une collection de taches isolées ou de chaines de longueur un. U

Théoréme 3.5 Le probléme de décider si une instance du probléme {P,grille}
| prec, pi =1, ¢ij = dg(n*, ) | Crnaa posséde un ordonnancement de longueur

3 est N'P-Complet.

Preuve : Notre preuve est basée sur une réduction depuis le probléeme de
Partition

Rappelons la définition du probléme Partition

Données : Soit une collection d’entiers A = {ay,aq,...,a,} et Va; € A, v(a;) €
N

Question : Existe-t-il un sous-ensemble S C Atel que > cgv(a) =3 c a\sv(a)

Pour simplifier la preuve, nous allons considérer que Va € A on a v(a) > 2.
A partir d’une instance ® de Partition nous allons créer une instance ®' de
notre probléme d’ordonnancement de la fagon suivante :

— Le nombre m = (p,q) de processeurs est égale a (p, (4B + 1)) ou B =
ZaeAa

— Nous construisons un squelette ou les processeurs il pour 7 > 2 et
j €{1,...,4B+1} sont saturés par des taches tandis que la premiére ligne

de processeurs posséde des slots libres. Un exemple de squelette pour une
grille & deux lignes de processeurs est décrit par la Figure 3.2. Les parties
notées P[i,j] sont des chemins de longueur trois qui occuperons le pro-
cesseurs 7/ tandis que les taches notées TVi, j] occuperons seulement un
slot du processeur 77,
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P[1,2B+1]

T[1, 1] T[1, 3] T[1,2B-1] T[1,2B+2] T[1,2B44] T[1,4B]
M T[1,2B-2] T[1,2B + 3] T[1,4B-1 T[1, 4B+1]
P[2,1] P[2,2] P[2,3] P[2,2B-1]  P[2,2B+1] P[2,2B+3] P[2,4B-1] P[2, 4B+1]

P[2,2B—2] P[2,2B] P[2, 2B+42] P[2, 2B+4] P[2,4B]
FiG. 3.2 — Tllustration du squelette pour une grille & 2 lignes

Le squelette est constitué de 3¢(p — 1) + (4B + 3) téaches.

— Chaque élément a; de I’ensemble A sera représenté par un sous-graphe
du graphe de précédence G. Nous procédons de la facon suivante, 1’élé-
ment a; sera représenté par le sous-graphe X,.. Le sous-graphe X, sera
une copie du graphe X, définie récursivement de la fagon suivante :
Vi>2:X;=X;_1QX ou X5 et X sont définis de la facon suivante :

e le graphe X est composeé de cing sommets (X [k] ou 0 < k < 4) et quatre
arcs : X[0] — X[j] on j € {2,3,4}, X[1] — X[4],

e le graphe X5 est composé de huit sommets (Xa[k] ou 0 < k < 7) et sept
arcs : Xo[0] — Xa[4], X2[j] — X2[5] ou j € {0,1,2}, X2[2] — X3][l] on
l e {6, 7}, XQ[?)] — XQ[?]

X[2] X[ X[4]
o,
Graphe X

X[o] - X[
Xol4] Xa[5] Xa[6] X2[7]

Graphe X»

Xo[0] Xa[l] Xa[2] Xa[3]
FiG. 3.3 — Illustration des graphes X et X»

Le graphe X, a donc par construction 45 sommets. L’opérateur @ est dé-
finie de la facon suivante :

e L’ensemble V[X;] des sommets de X; : V[X;] = V[X;1] U V[X]\
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{X[21},
e L’ensemble E[X| des arcs de X; : E[X;] = E[X; 1] U E[X]\ {X][0] —

X[2} u{X[0] = Xj[4( —1) = 1]}
X3[4] Xs[5] X3[6] X3[7] X3[10] X3[11]
X3[0 X3 X3[2 X3[8

Xo Q X

X3[3

FiG. 3.4 — Illustration du graphe X3 construit & partir de X et Xo
La transformation se fait en temps polynomial.

e Montrons tout d’abord que l’existence d’une partition de ’ensemble A
entraine I’existence d’un ordonnancement valide en trois unités de temps. L’or-
donnancement est construit de la facon suivante :

— Les taches des chemins de longueur deux P[i, j] du squelette s’exécutent

sur le méme processeur m; ;.

— Les taches T'1, j] pour j € {1,...,4B + 1} \ {2B + 1} sont exécutées sur
le processeur 7 ; en respectant les délais de communication, c’est-a-dire
soit a t = 2 si Tj; est un puits ou soit a ¢t = 0 si T} ; est une source.

— Les taches des graphes associés aux éléments de S C A s’exécutent sur les
processeurs mi1,...,7T1 2B au plus tot.

— Les taches des graphes associés aux éléments de A\ S s’exécutent sur les
Pprocesseurs mi 2842, ..., 7M1 4B+1 au plus tot.

e Réciproquement, montrons que l’existence d’ordonnancement de longueur
trois implique l’existence d’une solution au probléme Partition.

Lemme 3.6 Dans un ordonnancement valide en 8 unités de temps, il n’y a pas
d’instant d’inactivité.

Preuve : Nous avons p(4B + 1) processeurs et le nombre de taches a ordon-
nancer est de 3p(4B + 1) ((4B + 3) + 3(p — 1)(4B + 1) taches du squelette et
8B des éléments a;). O

Lemme 3.7 L’ordonnancement des tdaches du squelette sature les processeurs
de toutes les lignes sauf ceux de la premiére ligne ou de la derniére ligne.

Preuve : Les taches d’'un chemin de longueur deux doivent étre ordonnancé
sur un méme processeur. Lorsque deux chemins de longueur deux sont reliés
par une contrainte de précédence allant d’une source & un puits, alors ces deux
chemins doivent s’exécuter sur deux processeurs voisins. Supposons le contraire,
le cotit de communication serait supérieur & un donc nous ne pourrions pas avoir
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un ordonnancement valide en trois unités de temps. Par effet de bord, il n’y a
que deux possibilités pour ordonnancer les taches du squelette. Comme ces deux
possibilité sont symétriques nous allons sans perte de généralité n’en considérer
qu’une :
— La tache T7 j avec j € {1,...,4B+ 1} \ {2B + 1} s’exécute soit a t = 0 si
c’est une source, soit & ¢ = 2 si c’est un puits.
— Les taches d'un chemin F; ; Vi, j de longueur deux s’exécutent sur le pro-
cesseur m; ;.

O

T1,2B
T1,2B+1
T1,2B42
T1,2B43
T1,2BH

T1,2B-2
T1,2B-1
T1,4B-1

T1,4B
T1,4B+1

F1G. 3.5 — Processeurs partiellement libres aprés le placement des taches du
squelette. Un slot est grisé s’il est occupé par une tache du squelette.

Lemme 3.8 Le sous-graphe de précédence X,; associé a l'élément a; a besoin
de 2v(aj) processeurs adjacents pour s’exécuter.

Preuve : Par construction le sous-graphe X, est composé de 4v(a;) taches.
Apres le placement du squelette nous avons vu que chaque processeur non saturé
a seulement deux slots libres. En plagant les sommets de degré entrant égaux a
trois & t = 2, les sommets de degré sortant égaux a trois a t = 0 et les sommets
de degré un a ¢t = 1, nous avons besoin de 2v(a;) processeurs pour ordonnancer
Xaj-
Admettons que ces 2v(a;) processeurs ne soient pas consécutifs, alors I'un
des cotlits de communication entre une source et un puits de X,; sera strictement
supérieur & un. Nous ne pourrons donc pas avoir un ordonnancement valide en
trois unités de temps si le graphe X, est ordonné sur 2v(a;) processeurs non
consécutifs. O

Le Lemme 3.7 nous montre que nous avons deux séries de 2B processeurs
non saturés. Comme il y a exactement le méme nombre de slots libres que de
taches a ordonnancer (voir le Lemme 3.6), pour avoir un ordonnancement va-
lide en trois unités de temps il faut trouver un sous-ensemble de graphes X,
qui a besoin de 2B processeurs pour s’exécuter. D’aprés le Lemme 3.8, ce sous-
ensemble de sous-graphe X, représente un sous-ensemble d’éléments a; dont la
somme est égale & B.

En conclusion, si nous avions un algorithme polynomial pour notre probléme

d’ordonnancement, nous pourrions résoudre le probléme Partition en temps
polynomial ce qui est impossible sous ’hypothése P £ N P. Il
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Théoréme 3.9 Le probléme de décider si une instance du probléme {P,grille}
| prec, pi = 1, ¢;j = dg(n',77), dup | Cpag posséde un ordonnancement de
longueur 3 est N'P-Complet.

Preuve : La preuve vient du Théoréme 3.5 et du Lemme 3.6. ]

Corollaire 3.10 Le probleme {P,grille}|prec, c;j = dg+(7%,77), pi = 1|Cax ne
posséde pas d’algorithme d’approximation avec une performance relative garantie
strictement inférieure a 4/3 sous l’hypothése P # NP.

Preuve : La preuve est une conséquence immédiate du théoréme de I'impossi-

bilite ([6] et [8]). O

Remarque : Si nous prenons p = 1 comme donnée, nous sommes dans le cas
ou le graphe des processeurs est une chaine. Nous retrouvons avec Partition au
lieu de m — Partition les résultats de [7].

De plus nous remarquons que le squelette et les graphes associés aux éléments
Xa; sont des arbres, par conséquent nous pouvons ajouter a ces résultats qu’avoir
un arbre comme graphe de précédence ne change pas la difficulté du probleme.

Corollaire 3.11 Le probléeme de décider si une instance du probléeme {P,grille}
| biparti, p; = 1, ¢;; = da(m?,77) | Cynax posséde un ordonnancement de longueur
3 est N'P-Complet.

Preuve : Les sous-graphes X, étant déja bipartis, nous avons seulement a
retoucher le squelette pour le transformer en graphe biparti. Les parties a re-
toucher du squelette sont les chemins de longueur deux. Nous aurons toujours
trois taches mais les contraintes de précédence vont changer. Nous avons main-
tenant P[i, j|[1] — P[i,j][2] et P[i, j][1] — PJi, ][3] (une exemple est donné par
la Figure 3.6). A présent il existe une bipartition entre les taches sources et les
taches puits. Ces changements n’affectent pas les lemmes 3.6 et 3.8. Il est facile
de voir que le lemme 3.7 est toujours valide donc avoir pour donnée un graphe
de précédence biparti est aussi difficile qu'un graphe quelconque.

Pli, j]13] Pli,j +1][3] Pi, j13] Pli, j + 1][3]
Pli, j][2] Pli,j +1][2] — Pli, j]12] Pli,j +1][2]
PIi, j][1] Pli,j +1][1] P, j][1] Pli,j +1][1]

FiG. 3.6 — Illustration d’une transformation de deux chemins de longueur trois
en graphe biparti
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3.3.2 Le tore

Théoréme 3.12 Le probléme de décider si une instance du probléme {P,tore} |
biparti, p; = 1, ¢;j = dg(m*, 1) | Cpnax posséde un ordonnancement de longueur

3 est N'P-Complet.

Preuve : La preuve est identique a la preuve du théoréme 3.5. La seule diffé-
rence a apporter est sur le squelette. En effet, nous devons rajouter une (4B+2)-
iéme colonne & la grille sinon nous aurions une série de 4B processeurs adjacents
partiellement libres. Cette nouvelle colonne de processeurs, qui sera saturé par
des taches, permet de délimiter les deux séries de 2B processeurs nécéssaire pour
la partition. Enfin nous ajoutons les contraintes des précédences suivantes :
- Vje{l,...,4B+ 1} \ {2B + 1} nous avons Pp, j|[1] — T[1,j] si T'1, j]
est un puits, T'[1, j] — P[2, j][3] sinon
- Vj € {2,...,p} nous avons P[4B + 2, j|[1] — P[1,][3] et P[1,j][1] —
P[4B + 2, j][3]

Les lemmes de la preuve du théoréme 3.5 restent tous valides. Le probléme est
donc aussi difficile lorsque le graphe des processeurs est une grille ou un tore. J

La transformation du squelette pour avoir un graphe biparti faites lorsque
le graphe des processeurs est une grille peut se faire de la méme facon pour le
tore. A partir des Théorémes 3.5, 3.12, 3.9 et du corollaire 3.11 nous pouvons
regrouper ces résultats pour en tirer le corollaire suivant :

Corollaire 3.13 Le probléeme de décider si une instance du probleme {P,o/} |
B, pi =1, ¢ij = da(m", 1), v | Cmae 00 o € {grilletore}, 8 € {prec, biparti}
et v € {., dup} posséde un ordonnancement de longueur 3 est N'P-Complet.

3.4 La distance entre deux processeurs n’est plus uni-
taire

Théoréme 3.14 Le probléme de décider si une instance du probléme {P,a} |
B, pi =1, cij = dg(n, ), v | Craz 0t a € {grille,tore}, B € {prec, biparti},
v € {.,dup} et dg+(7%,77) = a V(i,j) € E* posséde un ordonnancement de
longueur (a4 2) est NP-Complet.

Preuve : Les résultats précédents sont facile & adapter.
Les sous-graphes X,; sont transformés pour étre composés de 2v(a;) chemins
de longueur o + 1 avec les contraintes de précédence illutrées par la Figure.

,f,,,

oe—&—li

Fia. 3.7 — Illustration d’un sous-graphe X,, pour notre nouveau probleme
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Dans le cas ou le graphe de précédence est quelconque, les chemins de lon-
gueur 2 du squelette se transforment en chemin de longueur (a + 2). Les taches
d’un chemin sont donc forcées d’étre exécutées consécutivement.

Dans le cas ot le graphe de précédence est un graphe biparti, nous procédons
aux meémes changements que dans la preuve du Théoréme 3.5.

L’ensemble de ces modifications ne viole pas les lemmes 3.6, 3.7 et 3.8 donc
chercher un ordonnancement valide en o« + 2 unités de temps est N’P-Complet
dans ces conditions. O

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons plusieurs seuil d’inaproximabilité lorsque que
le graphe des processeurs est un tore ou une grille et lorsque le graphe de précé-
dence est quelconque, biparti ou un arbre. Nous avons redémontrer d’une autre
maniére les résultats de [7].

Poursuivre les recherches sur un tel modéle nous ameénerai a trouver des
algorithmes & garanties de performances. De méme que le chapitre précédent,
nous pourrions aussi généraliser le modéle en considérant que les taches ne sont
plus unitaire ou que chaque processeur ne sont pas tous aussi puissant.
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Chapitre 4

L’arbre binaire équilibré

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons montrer la difficulté lorsque le graphe des pro-
cesseurs est un arbre binaire équilibré. Ce chapitre a pour but de montrer que
dés lors que le graphe des processeurs aura un diamétre qui dépends du nombre
de sommet alors nous pourrons procéder de la méme facon que la preuve de ce
chapitre ou du chapitre précédent pour montrer la difficulté du probléme.

4.2 Présentation de I’arbre binaire équilibré

Définition 4.1 Un arbre binaire équilibré complet (noté ABR) de hauteur h
est un arbre binaire tel que la distance de la racine a n’importe quelle feuille est
égale a h.

Propriétés :
— un ABR de hauteur h a 21 — 1 sommets,
— un ABR de hauteur h a 2" feuilles.

4.3 Ordonnancement sur un arbre binaire équilibré a
m processeurs

Nous allons dans un premier temps nous intéresser aux problémes lorsque la
distance entre deux processeurs voisins est unitaire. Nous ajusterons ensuite les
résultats lorsque cette distance passe & o € N.

Théoréme 4.2 Le probléme de décider si une instance du probléeme {P,arbre
binaire} | prec, p; = 1, ¢;j = dg(n',77) | Crax posséde un ordonnancement de
longueur 2 est polynomaial.

Preuve : Il est facile de voir si un graphe de précédence peut étre ordonnancé
deux unités de temps. En effet, le graphe de précédence ne peut étre composé
que d’une collection de taches isolées ou de chaines de longueur un. n
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Théoréme 4.3 Le probléme de décider si une instance du probléeme {P,arbre
binaire} | prec, p; =1, ¢;j = dg(n',77) | Chax posséde un ordonnancement de
longueur 3 est NP — Complet.

Preuve : Notre preuve est basée sur une réduction a partir du probléme de
Partition. La réduction est trés proche de celle effectuée dans le chapitre pré-
cédent. Le seul point qui change est sur la construction du squelette. Nous
détaillerons donc surtout ce point la.

Notre graphe de processeurs sera un arbre binaire de hauteur 2B (soit de
22B+1 _ 1 sommets). Comme dans le chapitre précédent, nous allons isoler deux
séries de 2B processeurs et bloquer les autres. L’'une des deux séries de 2B
processeurs sera dans le sous-arbre gauche issu de la racine de ’arbre tandis que
I’autre série de 2B processeurs sera dans le sous-arbre droit.

Nous pouvons construire le squelette de facon suivante :

— Construction d’un arbre binaire équilibré de hauteur 2B, notons ce sous-

graphe S = (V, E).
— Remplacons chaque sommet de S par un chemin de longueur deux : Vs € S
on a Pls|[i] on i € {1,2,3} et P[s][j] — PJ[s][j + 1] oun j € {1,2}. Notons
ce nouveau sous-graphe S’.
— Nous relions les chemins de longueur deux de la fagon suivante : Ve =
(i,7) € E on crée deux arcs P[i][1] — P[j|[3] et P[j][1] — P[i][3].
A ce stade nous avons un graphe de précédence qui sature tous les processeurs.
Il nous reste donc a libérer deux séries disjointes de 2B processeurs. Nous allons
les placer 'une dans le sous-arbre gauche issu de la racine, et l'autre dans le
sous-arbre droit. Nous prendrons comme série de 2B processeurs une chaine de
processeurs allant d’une feuille du sous-arbre gauche (resp. droit) au fils gauche
(resp. droit) de la racine de l'arbre.

Sur chacune des chaines que nous avons choisi, nous partons d’un processeur
a Pextrémité de la chaine et nous enlevons successivement les taches & t = 0 et
t=1puisat=1ett=2jusqu’a atteindre 'autre extrémité de la chaine.
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Fi1a. 4.1 — Mlustration d’'un squelette pour un arbre de hauteur 3

La construction des sous-graphe X, reste identique que dans le chapitre
précédent.

Lemme 4.4 Dans un ordonnancement valide en trois unités de temps, il n'y a
pas d’instant d’inactivité.

Preuve : Nous avons 228+ — 1 processeurs soit 3 - (22B+1 — 1) slots libres et
nous avons 3 - (223+1 — 1) — 8B téches du squelette et 8B taches issues des
élements X, . O

Lemme 4.5 Le placement des tdches du squelette laisse 2 séries de 2B proces-
seurs disjointes partiellement libre.

Preuve : Lorsque nous ordonnancons les taches du squelette, les seuls choix
que nous avons sont des permutations entre sous-arbres gauches et sous-arbre
droit & partir d’'un sommet. Cela n’affecte en rien que chacune des deux séries
de 2B processeurs partiellement libres. O

Le dernier lemme concernant le placement des sous-graphes X, est toujours
valide. La fin de preuve est donc en tout point identique a la preuve du chapitre
précédent. O

Théoréme 4.6 Le probléme de décider si une instance du probléeme {P,arbre
binaire} | prec, p; =1, ¢;j = dg(n*,77), dup | Cyaa posséde un ordonnancement
de longueur 3 est N'P-Complet.

Preuve : La preuve vient du Théoréme 4.3 et du Lemme 4.4. (|

Corollaire 4.7 Le probléme {P,arbre binaire}|prec, c;j = dg+(7',79), pi =
1|Chnaz ne posséde pas d’algorithme d’approximation avec une performance re-
lative garantie strictement inférieure a 4/3 sous Uhypothése P # N'P.

Preuve : La preuve est une conséquence immédiate du Théoréme de I'impos-
sibilité (voir [6] et [8]). O
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Remarque : Nous pourrions faire les adaptations pour un graphe de précé-
dence biparti ou lorsque de la distance entre deux processeurs voisins n’est plus
unitaire de la méme facon que nous avons fait pour la grille ou le tore dans le
chapitre précédent.

4.4 Conclusion

Nous venons de voir une autre preuve de NP — Complétude lorsque le graphe
des processeurs est un arbre binaire équilibré. Cependant nous remarquons
qu’elle est trés similaire & la preuve du chapitre précédent. La seule différence est
sur la contruction du squelette, la partie importante de la preuve restant inchan-
gée. Par conséquent si nous changeons la topologie du graphe des processeurs,
pour montrer la difficulté du probléme dans ces conditions (durée des téaches
unitaires) il suffira de construire un nouveau squelette propre au graphe des
processeurs qui sépare deux séries de processeurs pour ordonnancer les graphes
associés aux éléments du probléme de Partition.
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Chapitre 5

Conclusion

5.1 Conclusion

Dans ce stage, nous avons étudié un modeéle d’ordonnancement otu le pla-
cement des taches a un réle important. Nous avons étudié quelques topologies
pour le graphe des processeurs.

Nous avons tout d’abord étudier le cas ou le graphe des processeurs est une
étoile. Nous avons montrer la difficulté du probléme d’optimisation associé. Nous
avons proposé un algorithme approché de rapport 4 pour ’étoile et tout graphe
de diameétre deux pour la minimisation de la longueur de I'ordonnancement.

Nous avons ensuite montrer la difficulté du probléme lorsque le graphe des
processeurs est une grille ou un arbre binaire. De ces deux chapitres, nous avons
vu une similitude de la preuve. Ceci nous améne a penser que lorsque le diamétre
du graphe des processeurs dépend du nombre de processeurs de celui-ci, nous
pourrons effectuer une preuve trés semblable & celle de la grille ou de 'arbre
binaire équilibré.

L’ensemble des résultats de ce modéle d’ordonnancement peuvent étre re-
groupé dans le tableau ci-dessous :
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G* G Complexité Borne d’approx.
Topologie | d(r*, 7/) Poly. | NP -C Inf. Sup.
Chaine 1 prec, biparti 2 3 4/3
o prec, biparti || o +1 oa+2 a+3/a+2
Cycle 1 prec, biparti 2 3 4/3
o prec, biparti | a+1 a+2 3—13
Etoile 1 prec, biparti 4 5 6/5 4
o} prec, biparti | 2a+2 | 2a+ 3 ggig % X (C“TH)2 +1
Grille 1 prec, biparti 2 3 4/3
a prec, biparti | a+1 a+2 a+3/a+2
Tore 1 prec, biparti 2 3 4/3
o prec, biparti || o +1 oa+2 a+3/a+2
Chaine 1 arbre 2 3 4/3
ABR 1 prec, biparti 2 3 4/3
a prec, biparti | a+1 a+2 a+3/a+2

5.2 Perspectives

Une poursuite de ce stage nous aménerait & chercher des approximations
lorsque le graphe des processeurs est une chaine et décliner ces résultats pour

la grille ou le tore.

Nous pourrions aussi changer légérement le modeéle en prenant en compte
la, puissance de chaque processeurs pour nous placer dans un cas plus proche
de la réalité. Enfin nous pourrions penser que chaque sommet du graphe des
processeurs n’est pas seulement un machine mais un autre groupe de travail.
Ce modeéle serait le regroupement entre notre modéle et le modéle a délais de
communications hiérarchiques.
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