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Plan du cours

e Partie | : Fondements théoriques
@ Mots équilibrés
® Multimodularité
© Le théoréeme de minimisation
o Partie Il : Applications aux systemes a événements discrets
@ Contrdle des systémes a événements discrets (rejet, routage, polling
dans les réseaux de télécommunication).
@® Problemes de calculs
© Plusieurs extensions (problemes multidimensionnels, ordres de
régularité, contrdle en boucle fermée, multimodularité en temps et en
espace,...).



Mots équilibrés
Soit I'alphabet A = {0,1}. AN (AZ) est I'ensemble des mots ou des
suites binaires (bi-infinies). Son support est Sy = {i | u+ i =1}
Définition

La suite u est équilibrée si pour tout £ et pour toute paire W et W' de
facteurs de u de taille ¢,

1< W) — W1 <L

Un mot de Sturm est un mot équilibré non périodique.

Lemme

Si u est équilibrée alors
o 1 [Wlo— [Wo <1

o limy_.oo 2 37 ) u, existe (densité de u).



Mots crochets sur Z

Théoreme

[Morse Hedlund] Une suite u € {0,1}* est équilibrée de densité o = 1/13
ssi le support Sy satisfait un des cas suivants

(a) (cas irrationnel) d est irrationnel et il existe ¢ € R tel que
S1={liB+ ¢l}ticz or S1=A{[iB+ ¢l}iez.
(b) (cas périodique) p € Q et il existe ¢ € Q tel que
S1={liB + ¢}icz.
(c) (torsion ) p€ Q (p = k/n, k,n € N) et il existe m € Z tel que
Sy ={lin/k+m|}ick U{lin/k —1/k + m]}i=o

ou
S = {L/n/k+ ITIJ},‘>0 @] {L/n/k = 1/k+ mJ},-<k



Mots crochets sur N

Théoreme

Morse Hedlund Une suite u € {0,1}Y est équilibrée de densité d =1/
ssi le support Sy satisfait un des cas suivants

(a) (cas irrationnel) d est irrationnel et il existe ¢ € R tel que

S1={liB+0]}ien or Sy ={[iB+0]}ien.

(b) (cas périodique) d € Q et il existe ¢ € Q tel que

S1={[iB+0]}ien-

Corollaire

Les suites équilibrées sont ultimement des suites crochets :
Pour n assez grand,

Ma,p(n) = [na + @] — [(n =)o + ¢].



Construction de mots équilibrés

On peut construire les suites crochets comme des suites billard. (avec

s=d/1—detf=¢)

00




Construction de mots équilibrés (II)

Construction comme droite discrete (suites de Beatty) ou en dépliant la
trajectoire du billard.




Construction de mots équilibrés (III)

Construction par morphismes.
Un morphisme Sturmien est un morphisme sur les mots infinis qui
transforme un mot de Sturm en un mot de Sturm.

Théoreme

[Berstel, Séébold] Les morphismes Sturmiens sont générés par les trois
morphismes Sturmiens suivants

g Jo =1 [0 - 0 _ [0 — 10
11 — 0 YY1 -0 YY1 = o0



Construction de mots équilibrés (V)

Construction par les fractions continues.
On décompose la densité « en fraction continue :

an+——
z a3+...

s 1=1,5=0s,= sn 15n—2 : “suite des mots standards” associée a la
suite a1, ,an, -

|
’

Théoreme

[Stolarsky, 1976] La suite des mots standards est une suite de préfixes du
mot équilibré caractéristique, c, (mot crochet avec ¢ = 1/a) et
lim,— oo Sp = Co.-



Fractions continues inférieures

Soit0<a<l a={hb,....;hh,...) ={h,b,.... [ —a,).

avec 11 = [a; 1.

I —
> h—as

Par exemple, la décomposition en fraction continue inférieure de % est

(3,2,3).

0

wo—
N‘U‘

W= —



Décomposition en facteurs (x-y)

Soit (Xn)n>0 €t (¥n)n>0 2 suites binaires telles que
In—2
xo =1, Xp = Xp—1Y,—1 »

Yo =0, Yn =Xn—1)/,/,":1.

Théoreme

[Gaujal, Hyon] Les x; et les y; sont des facteurs du mot crochet my,
pour tout ¢. De plus y, — mq o (noté m, dans la suite).

Pour « =5/12 = (3,2,3).

X1 = 10 Xo = X1 = 10 X3 = X2)o = 1010100,
1= 100 Yo = Xiy1 = 10100 Y3 = X2 Yo = 101010010100.
y3
X1 X1 Y1 X1 b4
R Ut A
ms;1o = 10 10 100 10 100



Mots équilibrés a plusieurs lettres

Si I'alphabet A contient k > 2 lettres, alors un mot est équilibré s'il est
équilibré pour toutes ses lettres.

Contrairement au cas binaire, il n’existe pas de mots équilibrés de
densités (aq,...,ak) dés que a3 + -+ ax = 1.

Pour les mots non périodique, il existe une caractérisation facile des mots
équilibrés.

Théoreme

[Graham][9] u € A” est équilibré et non ultimement périodique ssi il
existe une partition de A en Ay et Ay telle que 1 4,(u) est équilibrée et
M4, (u), NMa,(u) sont équilibrés avec des densités inverses d’entiers.



Mots équilibrés a plusieurs lettres(l1)

Pour les mots périodiques, la situation est plus complexe. On ne sait pas
aujourd'hui les caractériser tous.

Conjecture

[Conjecture de Fraenkel] Une suite équilibrée sur k > 2 lettres existe, de
densités (au, ..., ) toutes distinctes, ssi o = 2'=1/(2k — 1).



Exercices

@ (*) Montrer que s'il existe un mot équilibré sur n lettres de densités
(1/n1,--+,1/nk)ym > ... = ng €N, alors ny = ny.

® Trouver toutes les densités possibles de mots équilibrés sur 3 lettres.



Multimodularité

Dans R”, F : base multimodulaire : n+ 1 vecteurs de rang n qui
sommenta0:sp+---+s,=0.

so= +1 0 0 0

ss= -1 +1 0 0
D, décalages a droite :

sp,= 0 0 - 0 -1

M : ensemble des points de coordonnées entieres sur F.

[Hajek][10] Une fonction f : M — R est multimodulaire si

VxeM, i#j,f(x+s)+f(x+s)=f(x+s+s)+f(x).



Multimodularité (11)

S2

S1

FIG.: Exemple dans R2.

f est définie sur le treillis M des points entiers dans la base F.
f est |'interpolation linéaire de f sur les simplexes.



Multimodularité (111)

Par des arguments de dimensions des faces des simplexes de M,

Théoreme

[Altman, Hordijk, G.] ~
f est multimodulaire < f est convexe.

A f




Remarques

La notion de multimodularité est liée a la base choisie.

Exemple :

max : Z? — R est multimodulaire avec F = {(—1,—1),(0,1),(1,0)}
pas multimodulaire avec F = {(—1,+1),(0,—1),(1,0)}.



Exercices

@ Montrer que si f est multimodulaire pour la base F, alors f est
multimodulaire pour la base —F.

® Soit f : R” — R une fonction convexe. Est-ce qu'il existe une base
F telle que le treillis M engendré par F a tous ses points dans Z" et
f : M — R soit multimodulaire ?

® (**) Soit f : R" — R une fonction convexe. Est-ce qu'il existe une
base F telle que f : Mr — R soit multimodulaire ?



Mots équilibrés et décalages a droite

Dy base des décalages a droite de R”. Le point (a, - - - ,«) appartient au
simplexe avec pour extrémités p(«, 6), 0 < 6 < 1 (préfixes de mots
crochets) :

pla, 6) = (L2a+9J —|la+8],---,|[(n+Da+6] — Lna—i—@]).

Exemple : (1/4,1/4,1/4) € 5[(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0)}

Démonstration
p(c, 0) est périodique en 6 de période 1 et constante par morceaux
prenant au plus n+ 1 valeurs.

1 1
/ |x 4+ 0]df = x implique / p(a,0)d = (a, - - - , ).
0 0



Théoremes généraux

[Altman, Hordijk, G.] Soit (f,)nen Suite de fonctions croissantes. Si
(A) f, est multimodulaire pour la base D, ;
(B) fx(a1,---,ak) = fk—1(az, -+ ,ak), Yk >1;
(C) Pour toute suite {ax} 3 {bk} t.q. Vk > m,
fk(bla <o o bg_m, a1, 73m) = fm(ala R 73m)-
alors le coiit a horizon infini

g( = hm Zf(alu ) n

N—+o0 N

0o oz T N
est minimisé sur E, = {a | impy_oo 7 D p_q an = } en mq. De plus,
g(my) est une fonction convexe de c.



Démonstration

Une idée de preuve par analyse convexe ([Jensen]) :

N

1 = 1 >

NE fo(ar, - ,a,) = N f(an k+1,° " »an)(par (A))
n=1

/_\ HMZ

N N

> Z Z a,,) (par convexité)
n=1 n:l

> )(par croissance)

Propriétés des mots de Sturm (triangulation) :

ﬁ((a,-n 7oz) = f(ma).

La théorie ergodique (théoreme ergodique de Weil) permet le passage a
la limite.



Théoreme général multidimensionnel

[Altman G. Hordijk]
Soient f(x1,...,xn) croissantes sur Z", pour tout i € {1,...,K} qui

vérifient les hypotheses (A), (B), (C). Le coiit a horizon infini d’une suite
a sur l'alphabet A=1---K est

R
g(a) = NETOONZZ n(li(ala"' ,a"))

est minimal pour une séquence a qui a des densités (al,,---ak.,) :



Cas Particuliers

On a bien stir pour tout a € AY, g(a) = YK, g/(m,,). Dans quels cas il
y a-t-il égalité?

Des que a € AY est un mot équilibré.

Si la suite a € AY qui minimise g(a) est équilibrée alors, la politique
optimale est un mot équilibré.

Cas homogene : ( | ne dépend pas de i) la politique du tourniquet est
optimale.

Cas K = 2 : Il existe aopr € [0, 1] tel qu'une politique optimale est un
mot équilibré de densité (cope, 1 — aropt).



Démonstration, cas homogene

Par arguments de symétrie, la proportion routée vers chaque systeme est

la méme.
Par ailleurs, il est possible de construire une suite équilibré a K lettre de

densités (1/K,---,1/K). Le contrdle d'admission est donc une telle
suite.



Démonstration, cas K = 2

La figure illustre la propriété suivante : le complémentaire d'un mot
équilibré de densité o est un mot équilibré de densité 1 — a.. Cela permet
de conclure le cas K = 2

Il reste le probléeme du calcul de argp:.



Exercices

@ Démontrer le cas K = 2 en utilisant les théoremes généraux.

® Expliquer pourquoi le cas K > 3 pose un probleme.



7 7

Systemes a événements discrets

Un systeme a événements discrets (SED) avec une dynamique D qui
implique un processus aléatoire (les innovations) :

(21, 2n,---) a valeur dans Z (souvent inclus dans R¥).
L'évolution jusqu'a I'étape n : D,(z1, - z,).

Exemple : La file G/G/1.

= 01100 ——=




Eq uation de Lindley

SO| D, = W, le temps d'attente du n-éme paquet. L'innovation est :

= (0n, 0n) € (Ry)?

Charge

temps

Equation de Lindley.



SED controlé

Soit (a1, ,ap,...), la suite des actions du contrdleur a valeur dans A.
La dynamique du systeme est modifiée par le controle :

Dn(al7 s ,dn—1,21," 7ZI1)

Exemple : contrdle d'admission dans la file G/G/1, actions dans
A={0,1} .

a; = 1: le client / est accepté et entre dans la file.

a; = 0: le client / est rejeté définitivement.

La charge juste avant I'arrivée du n-eme paquet est :

W, = (anl + an-10n-1 — 6n)+



Objectif du controle

Le contrdleur essaie de minimiser une fonction de coiit G qui est
construite a partir de colits immédiats : g,(a1,- - ,an—1,21," " ,2Zp).

N
. N Myer - . 1
Coiit moyen a horizon fini (N) : G = NIEnZ:gn.

Coiit moyen a horizon infini : G = lgmOo NIEZg,,

N— oo

N
Coiit actualisé : G = lim ]EZa"g,,.
n=1



Information

Fonction d’information : Y, (a1, - ,ap-1,21, " , Zn)-
En boucle fermée
Information totale :

Yn(ala ccc,dn—1,21," aZn) = (ala ccc,dpn—1,21," " 7Zn)-
Information en boucle ouverte : Y, (a1,.,an-1,21,-,25) = (a1, -, 3n—1)-
Politique : u= (u1, - ,up, ) avec u, : Y, — A.

Une politique optimale u* est telle que G(u*) est minimale parmi toutes
les politiques qui ont la méme information a leur disposition.

Dans un contexte probabiliste, le concept d'information est souvent
plutot lié a la mesurabilité de la politique optimale.



Controle d'admission dans un réseau

L L

el W

ﬁ
IO\

u \f\
l

F1G.: Une connexion et le trafic transverse



Suite de controle

Le contrdle est représenté par une suite binaire infinie {a;, i€ N}.
a; = 1 : le paquet / est accepté et entre dans le réseau.
a; = 0 : le paquet / est rejeté définitivement.

a: 1 0
| | | | |
| | | | |

To :O Tl T2

But : trouver la séquence d'admission en boucle ouverte qui optimise les

délais dans le réseau (fonction de colit) sans rejeter trop de paquets
(contrainte).



Modeéle du réseau

Le réseau est modélisé par un réseau de Petri (graphe d'événements)
avec temporisations stochastiques, R = (P, Q, qo, G, Mg, ®, 7).

synchronisation
H—O—D< concurrence

i
P : ensemble de places Q : ensemble des transitions
qgo : transition d'entrée G : connections places-transitions
My : marquage initial
{#q(n)}qeq.nen : temporisation de transitions Tp : arrivées.

Hypotheéses stochastiques : 7, est un processus stationnaire, ¢q(n)
sont stationnaires pour tout g. Les 7, sont indépendants des ¢4(n).



Théoremes généraux (2)

Théoréme

[Altman, Hordijk, G.]

Soit S = (P, Q, A, My, 0,9) un graphe d’événements, alors

E,ho Wi(ay,- - ,a,) est multimodulaire sur Z" (avec F = Dy et h
convexe croissante).

Théoreme

[Altman, Hordijk, G.]

i- Eo s W) (a1, - ,an) est croissante

i~ Eo‘,é W,;(al, e 7an) = ]EO',(S ern(07 o 507 at, -, an)r n<m.
iii- Eg sWi(am—nt1s -+ yam) < Eo s Wi(a1,-++ ,am), n < m.

iv- By shWi(ay,- -+ ,a,) est multimodulaire.



Exercices

@ Au vu de la figure sur le contrdle d'admission avec trafic transverse,
expliquer en quoi les hypothéses stochastiques sont restrictives.

® Démontrer le théoreme 3.



Problemes de routages

Le contrdle est une suite {a,}nen a valeurs dans {1,--- , K}.
Si a, = i le paquet n est dirigé vers le réseau S;.

>

Sous les hypotheses tres générales sur les caractéristiques de ces réseaux
vues dans le cas de |'admission, le routage optimal est équilibré dans le
cas K = 2 (et tres difficile a caractériser sinon). (On applique le théoreme
général multidimensionnel avec K = 2.)

Il reste le probleme du calcul de la densité du routage optimal.



Probléemes de Polling

C'est le probleme dual de celui du routage.

A nouveau le théoreme multidimensionnel s'applique (avec quelques
précautions). Avec K = 2, la politique de polling optimale est équilibrée.
La encore le probleme du calcul de la densité optimale se pose.



Le modele déterministe

®
— 10

Hypotheses : une arrivée de paquet toutes les secondes. Les temps de
service S; et S, dans les deux serveurs sont constants.



Temps d'attente moyen dans 1 file

Arri\i&m@ 1 ) R
© ()

0

Temps d'attente moyen pondéré dans une file : aW(m,) pour S =5/4
(1/S = (2,2,2,2)).




Convexité du temps d'attente

fpl — P2

SO|t ap = etoap =2 deux nombres dans lintervalle de stabilité :

=[1- 1/52, 1/51]
Soit my = My, My = My, et m = m"”my".
Soit N(m) le nombre moyen de clients dans la file durant m on a

N(my N(m2)
N(m) = S g,
J)

Soit @ = ®aitaa

(Si o et ap sont dans I'intervalle de stabilité

q
par le théor‘emezgeneral d’optimisation,
N(my N(m
N(mg) < N(m) = %
Et donc VA € [0,1]

N(m)\a1+(1—)\)az) < )\N(mal) + (1 - A)N(moéz)'

Par la formule de Little N = (W + S).



Linéarité sur les intervalles de Farey

Un intervalle de Farey est un intervalle | =]a, b[ tel que tout nombre
rationnel dans / a un dénominateur plus grand que ceux de a et b.

Par exemple | =]1/2,1[ et | =]1/3,2/5[ sont des intervallles de Farey

Si on regarde les mots équilibrés associés : m; 3 = 100 et m, ;5 = 10100 ,
on remarque que my/5m; /3 = 10100100 est un mot équilibré ( de densité
(142)/(3+5)). En fait cette propriété est vraie pour tout intervalle de
Farey.

De proche en proche, le mot équilibré m,, de densité o € | peut se
factoriser en m,, et m,,.

Cela montre la linéarité de N(my,) sur l'intervalle / si | est inclus dans
I'intervalle de stabilité J et aussi de aW/(m,,) par la formule de Little.



Convergents de la fraction continue.

Pour une file, si on considére les convergents de la fraction continue pas
en-dessous de son intensité de service.

Deux convergents successifs forment un intervalle de Farey sur lequel le
temps moyen d’attente est linéaire.

Pour des arrivées formées de mots équilibrés de densités égales aux
convergents successifs, la charge du systeme ne s’annule jamais avant la
fin. Cela permet de donner une formule close du temps d’attente en ces
points et donc de calculer complétement la fonction de colit :

EW/(a) = Pr(routé vers S;) EW;(a) + Pr(routé vers S;) EWs(1 — a).

On en déduit que aW(m,) + (1 — a)W(m1_,) est minimal en un
convergent de 1/5; ou de 1/5,.



Charge sous un convergent

On considére une file d'attente avec un temps de service S = 51/20. La

suite des convergents par en-dessous de 1/S est :
1/3,3/8,5/13,---,20/51. Si on choisit ms,33 = 1010010100100 on
obtient la forme suivante de la charge dans la file.




Courbe du temps de réponse moyen total

02 il \ B : NN
a

Recherche de aopr = argmingey, aWi(my) + (1 — a)Wo(mi_y).



Taux optimal dans deux files

s?

Instability domain

us'

On cherche
Qopt = arg Minge, a(Wi(my) + S1) + (1 — a)(Wa(my_o) + S2).



Taux optimal dans Ny + N, files

Qopt = arg Mingey, = NpaR(my) + (I_TQZNI)Rz(m(l_aNI)/NZ),

1 ~g—— .
%‘id:;'jz
Y

o



Comportement du taux optimal

Qopt = argMinacy, = NyaRY (mq) + E55M R2 (m gy my ).
Le niveau de gris donne I'ordre de grandeur du dénominateur. Plus de
95% des points ont un dénominateur inférieur a 100.

1/8*

P

‘—— ‘Doublecuspopumal

—_—

=l
Instability domain

(0.0) 118!



Exercices

e (*) Montrer la propriété de factorisation des mots équilibrés de
densités dans un intervalle de Farey

e (*) Montrer la formule de Little dans le cas présent.



Probleme de routage, cas stochastique

exponential queue

Poisson’s arrivals

\ M, Qz

exponential queue

On consideére le probleme de routage dans deux files avec des temps de
services aléatoires, exponentiellement distribués de paramétres p; et po.
les arrivées forment un processus de Poisson d’intensité A.



Quasi-processus de naissance et de mort

Le comportement d’une file avec une politique de routage ¢-périodique
peut étre vu comme une chaine de Markov en temps continu sur
Nx {1,---¢}.

Fic.: Le générateur Q de la chaine, avec la suite de routage my3 = 110.

Le calcul de la probabilité stationnaire de cette chaine peut étre fait
numériquement par la technique du noyau (série génératrice + analyse
complexe) ou la technique des matrices géométriques [12].



Suites de routage optimales
Comme dans le cas déterministe, le routage optimal est une suite
équilibrée de densité ap: qu'il s'agit de calculer.

b

W(ifTg)—

02 0z 024 026 028 03 032 03 o

Fia.: La fonction o — W(m,) est convexe en « [Hordijk, van der Laan 2003].

On peut utiliser les techniques numériques classiques de minimisation de
fonctions convexes pour trouver qpt.



0(opt {

05 pe optimal ratio %

F1a.: La fonction p — auope avec u1 = 7/16 et po = 21/16

En faisant varier A\ afin que la charge globale p variede 0 a 1, le
comportement de o est tres irrégulier (continu 7).



Etude de aopt (I1)

Instability
Domain




Comparaison

05

avec des routages classiques

0.1 L L

T T
"reskM100.dat"  +
"resEM100.dat -
"resG100.dat -
"resCB100.dat" B

F1G.: Comparaisons des taux optimaux des routages Bernoulli, Gamma,

mixture d'Erlang et équilibrés



Cas du polling

L'allocation optimale dans les systémes de polling a deux files (dans le
cas déterministe ou stochastique) montre le méme comportement que
celui du routage optimal.



Extensions

Il existe des extensions de ces résultats dans plusieurs directions.
e Ordres partiels et déséquilibre dans les cas multidimensionnels.
e Contrdle optimal en boucle fermée.
e Multimodularité en espace [8].



Routage mutidimensionel

10
10
10

La fonction de cofit est la somme des charges moyennes de chaque file.
W(a) = Z,Kzl Wi;(1;(a)) Alors pour tout a de densité (aq, -, ak),

K
)= > Wi(ma,) <9U(a),
i=1

ot U(a) est le déséquilibre de a (la somme des déséquilibres pour chaque
i€{l---,K} )etd est la moyenne des interarrivées.



Déséquilibre

Déséquilibre: 15/17

Le déséquilibre d’une suite binaire de densité o se mesure comme un
“écart” au mot de Strum de méme densité. Le déséquilibre d'une suite
multidimensionnelle est la somme des déséquilibres de toutes ses lettres.
De plus, en toute dimension K, il existe des suites billards
mutidimensionnelles de déséquilibre K /2 — 1 [15].



Contréle optimal en boucle fermée

Théoreme

Si la fonction de coiit est multimodulaire, alors la politique optimale est
monotone.

Application au routage dans plusieurs files d’ attentes homogenes :
avec information totale et des hypotheses supplémentaires sur les
processus de service et d' inter-arrivées (IFR),la politique “join the
shortest queue” est optimale.



Notes bibliographiques

Les mots de Sturm et les mots crochets ont été introduits par Morse et
Hedlund. lls sont utilisés dans plusieurs domaines scientifique (physique
statistique, image de synthése, combinatoire, systemes dynamiques, analyse
convexe et en optimisation) Une présentation trés bien faite de leurs propriétés
combinatoires est faite dans [11]. La conjecture de Fraenkel est étudiée dans
[14, 1].

La multimodularité a été introduite par Bruce Hajek ([10]) puis généralisée par
la suite dans [2] et dans [13]. La multimodularité spatiale est utilisée dans [8]
pour résoudre des problemes de contrdle optimal.

La représentation des réseaux de communication par des équations d'évolution
matricielles dans I'algébre (max,plus) est développée dans [3], ainsi que dans un
grand nombres d'articles par la suite. A cet égard, on peut aussi citer les
travaux autour du " Network Calculus”, qui généralise cette approche aux
équations fonctionnelles dans (min,plus) [5, 4].

Enfin, I'optimisation en boucle ouverte du routage et du polling est développée
dans une série d’articles [7, 6].
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