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Résumé

L’objet de cette these est de définir et d’étudier, de facon intrinseque et de facon
constructive, une application naturelle qui a un matroide orienté ordonné associe une
de ses bases. Pour un matroide orienté ordonné donné, elle induit une correspondance,
déterminée par certaines conditions, entre ’ensemble de ses réorientations et celui de
ses bases.

Une condition fondamentale a satisfaire est que les activités soient conservées.
Les activités d’une base dans un matroide ordonné, définies par Tutte, sont deux
parametres entiers duaux, de méme que les activités d’un matroide orienté ordonné,
définies par Las Vergnas. En tres bref, elles situent ces objets par rapport aux bases
minimales et maximales pour I'ordre lexicographique. La correspondance est appelée
ainsi correspondance active canonique du matroide orienté ordonné, et constitue une
preuve bijective de propriétés énumératives connues du polynome de Tutte.

Une autre condition est qu’elle soit invariante par passage au dual : la dualité
est utilisée partout ici de facon essentielle, dans les caractéristiques fondamentales
comme dans les algorithmes.

La correspondance a des propriétés géométriques remarquables, et peut-étre
construite inductivement soit en utilisant les mineurs relativement au plus grand
élément, soit en utilisant une décomposition des activités qui réduit le probleme
aux activités (1,0). En termes de bases, cette décomposition donne une nouvelle
expression du polynome de Tutte utilisant les invariants béta de certains mineurs.
En termes de réorientations, cette décomposition conduit & une notion de classes
d’activités de réorientations, lesquelles sont en bijection active avec les bases. En
outre, cette bijection peut-étre raffinée en une bijection active entre tous les sous-
ensembles d’éléments, qui induit une bijection active entre les régions du matroide
orienté et les parties sans circuit brisé du matroide (faces du complexe NBC).

Dans le cas d'un graphe, on obtient notamment une bijection active entre
les arbres couvrants internes et les orientations acycliques ayant un unique puits
fixé ; ainsi qu'une bijection entre arbres couvrants d’activités (1,0) et les orientations
acycliques ayant un unique puits et une unique source adjacents fixés.

Dans le cas d’'un arrangement d’hyperplans, on obtient notamment une bi-
jection active entre les simplexes internes et les classes d’activités de régions, ainsi
qu'une bijection entre les simplexes d’activités (1,0) et les régions bornées. Si les
hyperplans sont en position générale, cette derniere bijection s’obtient en appliquant
le méme programme linéaire simultanément a toutes les régions bornées, de chaque
coté d’un hyperplan distingué, noyau de la forme linéaire a optimiser.

L’application générale revient ainsi a une extension de la version combinatoire
dans les matroides orientés de la programmation linéaire : d’une part chaque
réorientation se décompose en régions bornées dans des mineurs du matroide orienté
et de son dual, et d’autre part pour chaque région bornée, au lieu d’un sommet pour
une fonction objective, on optimise une suite de faces emboitées pour une suite de
fonctions objectives.

Cette application apparait naturellement des que ’on considere un ordre total
sur les éléments des matroides orientés. Elle décrit, intuitivement, un phénomene
d’attraction dirigée par I'ordre des éléments, et peut-étre appelée fonction attractive
des matroides orientés ordonnés.
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Introduction

L’objet de cette these est de définir et d’étudier une application naturelle qui a
tout matroide orienté ordonné associe une de ses bases, qui induit pour un matroide
orienté donné une correspondance naturelle entre ’ensemble de ses réorientations
et celui de ses bases. Cette application sera notée Oribas, et sa restriction aux
réorientations d’un matroide orienté ordonné M sera notée Oribas;,.

Le sujet central de cette these est ’étude des propriétés qui apparaissent lorsque
I’on se donne un ordre total sur les éléments d’un matroide orienté.

La théorie des matroides orientés(*) est née dans les années 1970, issue de diverses
directions toujours d’actualité (théorie des graphes, programmation linéaire, arrange-
ments d’hyperplans...) et qui ont chacune leur importance dans cette these. Les ma-
troides orientés sont des objets a la fois combinatoires, géométriques, topologiques
et algébriques. Il s’agit en bref d’axiomatiques des positions relatives de points ou
d’hyperplans dans I’espace, ou bien des directions des arétes des cycles et cocycles
dans le cas particulier d’un graphe orienté, ou bien en général des positions relatives
de pseudodroites dans le plan ou de pseudohyperplans dans I'espace. Un résultat fon-
damental est le théoreme de représentation topologique, selon lequel les matroides
orientés décrivent en général les arrangements de pseudospheres dans une sphere
réelle a transformation continue pres. La vingtaine d’axiomatiques issues de direc-
tions diverses qui existent a ce jour, ainsi qu'une notion omniprésente de dualité,
confirment le caractere tres naturel de cette structure, devenue aujourd’hui un outil
fondamental de géométrie discrete et algorithmique.

Partant de 1’égalité de deux expressions du polynome de Tutte d’un matroide
orienté ordonné, I'une comme série génératrice des activités des bases (Tutte 1954),
lautre comme série génératrice (a des puissances de 2 pres) des activités des
réorientations (Las Vergnas 1984), la problématique de cette these était de prouver
cette identité numérique en établissant une correspondance explicite entre ces objets,
dans une démarche classique de combinatoire énumérative.

Dans le cas particulier d’un graphe, on obtient ce que ’on a appelé des bijections
actives entre arbres couvrants et orientations, qui font intervenir par exemple toutes
les orientations acycliques ayant un unique puits fixé, ou bien ayant un unique
puits adjacent a une unique source fixée, ou bien, plus généralement, les classes
d’activité d’orientations, qui sont les parties d’une partition naturelle de ’ensemble
des orientations, fonction de l'ordre des arétes. Ces bijections sont caractérisées
indépendamment par des propriétés et des algorithmes, remarquables dans le sens ou
ils exploitent systématiquement la dualité entre cycles et cocycles (sans que le graphe
soit nécessairement planaire).

Dans le cas particulier d’un arrangement d’hyperplans en position générale

(*) On pourra consulter I’Annexe 2 pour un court récapitulatif sur la théorie des
matroides et des matroides orientés, prérequis nécessaire a cette these.



X1i Introduction

(matroide uniforme), on obtient une bijection qui revient a associer & une région
son sommet le plus proche d’un hyperplan distingué et le plus éloigné d’un autre,
c’est-a-dire a associer a une région bornée son sommet optimal, I'hyperplan distingué
étant considéré comme l'infini et 'autre hyperplan comme le noyau d’une forme
linéaire a maximiser.

La correspondance générale revient alors a une extension de la version combina-
toire dans les matroides orientés de la programmation linéaire : d’une part chaque
réorientation se décompose en régions bornées dans des mineurs du matroide orienté
et de son dual, et d’autre part, pour chaque région bornée, au lieu de rechercher un
sommet optimal pour une fonction objective, on cherche une suite de faces optimale
pour une suite de fonctions objectives.

Elle peut-étre vue comme une application naturelle qui a tout matroide orienté
ordonné associe sa base ‘optimale’ pour un ‘programme de matroide orienté ordonné’
dans lequel 'ordre total des éléments fait s’inscrire la notion d’optimalité naturelle-
ment dans la structure.

En outre cette application a des constructions inductives efficaces, et de fortes
propriétés géométriques.

Intuitivement, selon le point de vue adopté, cette correspondance active canon-
ique repose sur un découpage ordonné de ’espace ou de ’ensemble des parties signées
du matroide orienté, sur des propriétés d’adjacence entre suites de faces et régions
devant étre satisfaites a la fois de fagon primale et duale, soit sur un phénomene
d’attraction dirigée par I'ordre des éléments, soit encore sur une symétrisation d’'une
partition de I'hypercube...

On reprend maintenant plus en détails cette introduction de I'introduction.

La premiere propriété fondamentale que doit satisfaire la correspondance cherchée
et qui est a l'origine de ce travail, est qu’elle conserve les activités. Les activités d’'une
base dans un matroide ordonné, définies par Tutte, sont des parametres duaux, de
meéme que les activités d’un matroide orienté ordonné, définies par Las Vergnas. En
tres bref, elles situent ces objets par rapport aux bases minimales et maximales pour
I’ordre lexicographique.

Le polynome de Tutte d’'un matroide est a un changement de variables pres la
série génératrice du cardinal et du rang des parties du matroide. C’est aussi, quel
que soit un ordre total sur ’ensemble des éléments du matroide, la série génératrice
des activités de ses bases :

H(M;a,y) = bija'y)
]

ou b; ; est le nombre de bases telles que ¢ éléments de la base sont minimaux dans leur
cocircuit fondamental, et j éléments de son complémentaire sont minimaux dans leur
circuit fondamental. Par exemple la base minimale pour 'ordre lexicographique a
tous ses éléments minimaux dans leur cocircuit fondamental (algorithme glouton des
matroides), elle correspond au binéme de plus haut degré en z, et la base maximale
a tous les éléments de son complémentaire minimaux dans leur circuit fondamental,
elle correspond au binéme de plus haut degré en y.
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Il est important et motivant de noter que la notion d’activités apparait naturelle-
ment des que 'on se donne un ordre sur les éléments, alors qu’en méme temps cer-
taines propriétés des activités sont indépendantes de 'ordre choisi.

Ce polynome a été introduit dans le contexte des graphes par Tutte en 1954
dans [Tu 54| sous le nom de ‘polynéme dichromatique’, comme une généralisation du
polynoéme chromatique a deux variables duales : a un changement de variables pres
et en fixant une des deux variables on retrouve le polynome chromatique qui compte
pour un entier donné le nombre de coloriages du graphe avec ce nombre de couleurs ;
et en fixant ’autre on retrouve le polynome des flots, ‘dual’ du polynéme chromatique,
qui compte pour un entier donné le nombre de flots du graphe dans un groupe
abélien ayant ce nombre pour cardinal. Ce polynome se généralise naturellement
aux matroides. Il contient de nombreuses informations structurelles et énumératives
(nombre de bases ou d’arbres couvrants, d’indépendants, d’orientations acycliques,
mais aussi par exemple de cliques de taille donnée [Le 98]...), mais est, en contrepartie,
difficile a évaluer du point de vue complexité, sauf en huit points particuliers pour
des classes succintes de matroides [JaVeWe 90].

Il se retrouve dans des domaines tres variés : il détermine le polynome de Jones en
théorie des nceuds [Th 87], il permet de retrouver la formule de McWiliams des codes
linéaires simplement par sa propriété de dualité [Gr 76], il compte par I'intermédiaire
des activités externes les configurations de niveau donné dans le modele du tas de
sable [CoLB 01] (voir aussi [BePe 97] pour le cas particulier du graphe complet et
des fonctions de parking), et se retrouve dans divers autres modeles physiques (par
exemple les zéros du polynome chromatique ont des interprétations en physique des
transitions de phase, ou dans le modele de Potts [So 01])... Pour un descriptif des
horizons ouverts par ce polynome, voir [We 93]. Pour un récapitulatif des travaux
effectués sur ce polynéme dans le contexte des matroides voir [BrOx 92].

Par ailleurs les activités des bases d’un matroide sont, via les circuits brisés (cir-
cuit moins son plus petit élément ‘broken circuit’), en liaison étroite avec d’autres
domaines tels que 'algebre d’Orlik-Solomon, 'homologie des matroides, ou la ‘shella-
bilité” des polyedres [Bj 87].

Historiquement, le premier résultat énumératif ouvrant la voie a cette these date
de 1973. Stanley a montré dans [St 73] que le nombre d’orientations acycliques
d’un graphe G est I’évaluation en —1 du polynome chromatique. Ce résultat a été
généralisé par Zaslavsky aux arrangements d’hyperplans [Za 75] et par Las Vergnas
aux matroides orientés [LV 75] (voir aussi [Ca 80] et [LV 80]). Enfin, en 1984, ce
dernier proposait un modele d’état du polynome de Tutte fondé sur les activités des
réorientations d’un matroide orienté [LV 84] :

t(M;z,y) = Z 0; ;27 Ity
(]

ou o0;; est le nombre de réorientations du matroide orienté ordonné M ayant i
éléments minimaux dans au moins un cocircuit positif et 5 éléments minimaux
dans au moins un circuit positif. Dans une représentation topologique du matroide
orienté comme arrangement de pseudospheres, les régions adjacentes a tous les fermés
qui apparaissent dans la construction de la base minimale par 'algorithme glouton
correspondent au bindme de plus haut degré en x, celles qui ont la méme propriété
dans le dual correspondent au binome de plus haut degré en y.

xiil
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En comparant ces deux expressions du polynome de Tutte on obtient
05 = 2% by

pour tout %, 7. La question fondamentale - sujet de cette these - se pose alors d’'une
preuve bijective de cette formule : on cherche une application telle que toute base
d’activité (i,5) soit I'image de 2°%7 réorientations de mémes activités. On dira
d’une telle application qu’elle définit une ‘correspondance active’ du matroide orienté
ordonné. En outre, bien sir, on souhaite une correspondance active la plus naturelle
possible, c’est-a-dire qui soit consistante avec les constructions fondamentales des
matroides orientés, qui ait une définition simple et qui soit si possible déterminée par
des propriétés agréables.

L’application particuliere Oribasy; que 'on va définir répond a cette question :
il se trouve qu’imposer a une correspondance compatible avec les activités des
conditions naturelles diverses conduit a plusieurs constructions mais toujours de cette
meme application, que I'on nomme correspondance active canonique du matroide
orienté ordonné. En particulier elle conservera non seulement les activités mais aussi
les éléments actifs (précisant 1’égalité numérique ci-dessus, corollaire 1.7), ainsi que
les ‘partitions actives’, raffinement introduit pour se ramener aux activités (1,0).

Une premiere facon de construire Oribas est de se ramener au cas des activité
(1,0), c’est-a-dire & une preuve bijective de ’égalité

01,0 = 2b10

On retrouve le résultat de Greene et Zaslavsky [GrZa 83|, généralisé aux matroides
orientés par Las Vergnas [LV 77] : le nombre de régions d’un c6té donné d’un hyper-
plan donné qui ne touchent pas cet hyperplan, dans un arrangement d’hyperplans
définissant un matroide orienté M est by o = S(M) (indépendamment de 'hyperplan
choisi), appelé aussi invariant béta du matroide par Crapo [Cr 67]. Dans un graphe,
le nombre by o est le nombre d’orientations acycliques ayant un unique puits donné
adjacent & une unique source donnée (indépendamment de I'aréte choisie). Elles ap-
paraissent régulierement dans des algorithmes de graphes [FrMeRo 95]. On les met
ici en bijection explicite avec les arbres couvrants d’activités (1,0).

Au passage a la réorientation opposée pres, la correspondance pour les activités
(1,0) est alors une bijection. Elle est définie par deux algorithmes duaux équivalents
(proposition 3.2), qui expriment qu'une propriété d’adjacence doit étre satisfaite a
la fois de facon primale et de facon duale. Le fait que 'application ainsi définie est
une bijection est utilisé indirectement dans la plupart des constructions ultérieures
(théoreme fondamental 3.6).

La facon de construire la correspondance générale a partir de cette bijec-
tion (théoreme d’extension 2.3.1) utilisera des décompositions similaires - mais
indépendantes - des activités de 1’ensemble des bases d'une part (théoréeme 2.1.1)
et de l’ensemble des réorientations d’autres part (théoreme 2.2.5), intéressantes
indépendamment du probleme de départ. Il s’agit d’un raffinement des activités,
au dela des ensemble d’éléments actifs, par des partitions actives de I’ensemble sur
lequel est défini le matroide orienté, définies a partir de suites décomposantes de
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parties de cet ensemble. Pour les bases, tout repose sur des décompositions des
graphes bipartis indiquant les échanges possibles d’éléments a partir d’une base
donnée. La décomposition active des bases conduit numériquement a une formu-
lation du polynome de Tutte d'un matroide n’utilisant que les invariants béta de
certains mineurs (corollaire 2.1.15) :

H(M;z,y) = Yo (I smE)/Fe-) (T pMEF_)/FY)) o'y°
p=FrC...crr=r. 1Skt 1<k<e
FC:FOC...C%L:E
suite décomposante

Pour les réorientations, chaque élément est associé a un élément actif, qui est
précisément le plus grand plus petit élément d’un circuit ou cocircuit positif le
contenant dans cette réorientation. La décomposition active des réorientations
conduit a une notion de classes d’activités des réorientations des matroides orientés,
qui forment une partition remarquable de I’ensemble des réorientations. Celle-ci
signifie géométriquement dans un arrangement de pseudospheres, ou d’hyperplans,
que 'on regroupe entre elles les régions ayant une méme situation face a 'ordre total
des pseudospheres, ou des hyperplans (par exemple : les régions correspondant au
binéme de plus haut degré en z, dont il est question plus haut, forment une de ces
classes d’activités ; autre exemple : deux régions opposées qui ne touchent pas la
plus petite pseudosphere forment elles aussi une classe d’activités).

Dans un graphe, pour certains ordres sur les arétes, il y aura notamment une
et une seule orientation acyclique ayant un unique puits donné dans chacune de
ces classes pour les orientations acycliques (proposition 6.2.2), ce qui donnera une
bijection entre arbres couvrants d’activité externe nulle et ces orientations (j = 0),
conservant l'autre activité . Une autre bijection entre ces mémes objets a été décrite
récemment dans [GeSa 00] mais elle ne conserve pas les activités. D’autre part, une
énumération de ces orientations de graphes par les mémes coefficients du polynome
de Tutte avait été faite par Viennot [Vie 86] en définissant des ‘composantes’ de ces
orientations acycliques, a partir cette fois-la d’un ordre sur les sommets. Ici, le point
de vue des matroides orientés qui ne s’occupe que des arétes permet de prendre en
compte - via la dualité - toutes les orientations.

La bijection en question ci-dessus est d’autre part liée a la programmation linéaire
dans les matroides orientés, dont elle permet de définir une extension pour laquelle
la notion d’optimalité est naturellement inscrite dans la structure, via 'ordre total
des éléments (proposition 5.1).

Le probleme fondamental de la programmation linéaire : optimiser une forme
linéaire réelle sur une région de ’espace délimitée par des hyperplans, a une traduction
purement combinatoire dans le matroide orienté défini par ces hyperplans, et peut-
étre résolu dans ce cadre. On peut notamment y généraliser les algorithmes du
type ‘méthode du simplexe’ (parcourir le squelette en suivant des arétes croissantes
jusqu’au sommet), qui présentent a priori la difficulté majeure de pouvoir boucler
(alors que ce n’est pas possible dans le cas réalisable). Ceci a été fait notamment
par Bland, Edmonds, Fukuda. De nombreuses recherches ont été, et sont encore,
consacrées a ce sujet qui fait 'objet du livre [BaKe 92] et de tout le chapitre 10 du
livre de référence sur les matroide orientés [OM].

Dans un arrangement de pseudohyperplans représentant le matroide orienté, un

XV
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hyperplan (le minimal) étant considéré comme 'infini et un autre (le second minimal)
comme le noyau d'une forme linéaire a optimiser, ’application Oribas restreinte
aux activités (1,0) calcule déja pour une région bornée un sommet optimal pour
ce programme linéaire combinatoire. De plus elle calcule toujours un seul sommet
optimal (et non une face optimale parallele au noyau de la fonction objective)
car 'optimisation se fait selon une suite de fonctions objectives indépendantes
(multiprogrammation). Cette multiprogrammation conduit & définir un graphe actif
des cocircuits consistant a orienter d’une fagon utile et dépendant de 'ordre (mais
invariante par réorientation) le graphe des cocircuits, qui est lui-méme un sujet
d’étude classique en théorie des matroides orientés (voir par exemple [CoFuGO 00]).
Le sommet optimal d’une région sera I'unique puits de ce graphe restreint a la région
(théoreme 5.2.3). Encore plus généralement, ce n’est pas seulement un sommet
optimal qui est calculé, mais une base ou autrement dit, compte tenu de 1’ordre,
une suite optimale de faces emboitées (programmation en drapeaux). Ceci revient a
considérer un ‘programme étendu’ prenant en compte 'ordre tout entier (au lieu des
seuls deux éléments distingués : Uinfini et la fonction objective). D'un point de vue
algorithmique, la base optimale d’une région bornée peut-étre calculée par induction
relativement au plus grand élément (théoréme 3.8).

Lorsque les hyperplans sont en position générale elle consiste effectivement a
associer a une région bornée son sommet optimal, celui qui est le ‘plus proche de
I'infini” dans la région, au regard de I’hyperplan ‘sol’ noyau de la forme linéaire a
optimiser. Elle définit de plus une bijection entre ces régions et ces sommets. Et
par ailleurs on montre que dans le cas réalisable cette bijection est 'unique facon
d’associer bijectivement les régions bornées a ces sommets de facon que le sommet
associé a une région touche cette région. En termes physiques, le sommet associé
a une région est ’endroit de la région ou finirait un point mobile dans la région
‘attiré’ par I'infini depuis le sol. Ce qui est curieux c¢’est que I'on obtienne ainsi une
bijection et que tout ceci se généralise en considérant des ‘suites de faces élémentaires’
mobiles attirées d’une facon définie par l'ordre des éléments. Intuitivement, et de
fagon générale, la correspondance active canonique Oribasy; décrit un phénomene
d’attraction dirigée par l'ordre des éléments, qui crée de facon remarquable une
bijection entre bases et classes d’activités des réorientations.

Pour toutes les raisons précédentes, on appelle I'application Oribas la fonction
attractive des matroides orientés ordonnés.

La correspondance active canonique ne dépend que de la classe de réorientations,
et elle est d’autre part invariante par passage au dual. La dualité est une notion
fondamentale de la théorie des matroides et des matroides orientés, et elle est exploitée
de facon essentielle dans toutes les constructions de ce travail.

Notamment 'application Oribas posséde une propriété de dualité forte (propriété
4.3.1), qui peut servir a la caractériser, avec laquelle on retrouve, et on étend, le fait
que passer au programme linéaire dual revient a passer au matroide orienté dual et
a I’échange d’éléments qui jouent des roles duaux.

Par ailleurs, en termes géométriques, la dualité dans la décomposition des
activités des réorientations permet par exemple de représenter toutes les parties du
matroide comme des produits de covecteurs d’un mineur du matroide et d’un mineur
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de son dual, c’est-a-dire comme des couples de régions de représentations d’un mineur
du matroide et d’un mineur de son dual (corollaire 2.2.2). Ceci donne une structure
originale et utile a I’hypercube des réorientations.

Puisque les constructions de Oribas s’appliquent en particulier aux graphes, la
dualité a dans ce cas un relief particulier. En effet les graphes n’ont pas en général de
notion de dual. On pourrait presque dire que la dualité est ’avantage’ de la théorie
des matroides orientés sur celle des graphes. D’ailleurs des problemes sur les graphes
ou I’on pressent une certaine dualité bloquent parfois finalement sur des interrogations
du type ‘qu’est ce que le dual d'un sommet?’. Ici la dualité omniprésente permet
de passer outre ce type de questions et de construire, méme dans un graphe, la
correspondance a chaque fois d’une facon ‘primale’ ou de facon duale. Par exemple,
la bijection entre arbres couvrants d’activités (1,0) et les orientations acycliques
ayant un unique puits adjacent & une unique source donnés, sur laquelle est fondée
la définition de Oribas par décomposition des activités, peut se faire soit par un
algorithme sur les cycles du graphe, soit par un algorithme similaire sur les cocycles
(proposition 3.2).

Enfin une propriété de construction inductive fournit un autre point de vue pour
construire Oribas que les décompositions précédentes qui ramenent au cas (1,0) :
on peut inductivement définir a la fois la correspondance et les décompositions en
utilisant récursivement les mineurs M /w et M \ w ou w est le plus grand élément du
matroide M (théoreme 4.2.1). Ceci étend et précise la définition inductive classique
du polynome de Tutte. En termes de programmation linéaire et d’un point de
vue algorithmique, ceci permet une construction de la solution optimale qui n’est
pas plus efficace que la méthode du simplexe lorsque 'on s’intéresse a une seule
région, mais qui est tres efficace si I'on s’intéresse a toutes les régions a la fois,
et ce pour le probleme général. Autrement dit, on a une méthode pour calculer
I'image de toutes les réorientations beaucoup plus efficace que de les considérer une
par une : la construction inductive revient a calculer la correspondance pour toutes
les réorientations dans tous les mineurs obtenus en supprimant ou en contractant a
chaque fois le plus grand élément, ce qui est finalement d’une part économique (si
le matroide a n éléments, on calcule la correspondance des 2" réorientations en n
niveaux de 2™ reorientations), et surtout d’autre part structurellement instructif.

On y retrouve par ailleurs 'omniprésence de la dualité : on peut choisir a chaque
étape de la construction inductive soit un point de vue ‘primal’ soit un point de vue
‘dual’.

Il apparait ainsi que la correspondance Oribasys revient a une transformation de
I’hypercube des parties du matroide : d’un c6té celui des bases (les activités des bases
induisent une partition classique de ’hypercube) et de autre celui des réorientations
(les classes d’activités forment une partition, en bijection avec la précédente). Par
exemple pour les activités (1,0), une base correspond a deux parties dans le premier
hypercube ayant leurs premieres cooordonnées différentes, et a deux parties opposées
(complémentaires) dans le second. En choisissant une réorientation de référence, la
bijection entre parties de ces deux partitions de I’hypercube se précise en une bijection
active entre ces deux hypercubes, qui, restreinte aux réorientations acycliques, est une
bijection active entre les parties sans circuit brisé du matroide (‘no broken circuit
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complex’ N'BC) et les régions du matroide orienté.

Cette transformation est une sorte de symétrisation d’une partition de I’hypercube,
autre facon de voir cette correspondance naturelle.

Dans le chapitre 0 ‘Préliminaires’, on définit précisément les notions fondamen-
tales de cette these et on rappelle ou établit quelques résultats couramment utilisés
par la suite.

Dans le chapitre 1 ‘Une classe inductive de correspondances actives’, on donne une
construction inductive que doit satisfaire toute correspondance candidate a certaines
propriétés naturelles. La construction reprend de facon ensembliste la définition
inductive classique du polynome de Tutte par suppressions et contractions, prouvant
a nouveau, et étendant, 1’égalité numérique de départ. On déduira en effet qu'une
telle correspondance ne conserve pas seulement les activités mais en plus les éléments
actifs. Cependant les propriétés imposées ne suffiront pas a déterminer une seule
correspondance, un ‘choix arbitraire’ étant parfois possible dans la construction. Ce
chapitre peut étre considéré comme une introduction au vif du sujet. Il montre
comment construire techniquement en général des correspondances actives. Ses
résultats inspireront les constructions des réorientations vers les bases dans les
chapitres 3 et 4 mais sans y étre utlisés.

Dans le chapitre 2 ‘Décompositions des activités’, on introduit la notion de parti-
tions actives, raffinement des notions d’activités et d’ensemble d’éléments actifs. Ceci
permettra de définir dans une premiere partie une décomposition de ’ensemble des
bases en bases d’activités (1,0), et dans une deuxieéme partie, indépendamment, une
décomposition similaire des réorientations. On pourra ainsi étendre naturellement
n’importe quelle bijection pour le cas (1,0) en une correspondance générale, d’olt une
autre classe de correspondances actives.

Dans le chapitre 3 ‘Bijection fondamentale pour les activités (1,0)’, on définit
une application particuliere des bases vers les réorientations pour le cas des activités
(1,0). La clé de votte des constructions de la correspondance est que cette application
est une bijection. On construit alors 'application réciproque, des réorientations vers
les bases, en utilisant inductivement les mineurs relativement au plus grand élément.

Dans le chapitre 4 ‘La correspondance active canonique Oribasys’, on étend la
bijection du chapitre précédent grace aux résultats du chapitre 2. On donne alors les
deux algorithmes réciproques qui définissent la correspondance active canonique : de
fagon directe des bases vers les réorientations, et de facon inductive en supprimmant
ou en contractant le plus grand élément pour ’application Oribas s des réorientations
vers les bases, ce qui revient a spécifier le choix qui restait arbitraire dans le chaptire
1. Ensuite on établira quelques constructions complémentaires dont une bijection
active induite entre les parties sans circuit brisé (faces du complexe NBC) et les
réorientations acycliques. Enfin on récapitulera les propriétés fondamentales et
caractéristiques de cette correspondance.

Dans le chapitre 5 ‘Extensions de la programmation linéaire combinatoire’, on
explicitera les liens entre les résultats connus d’optimisation et la fonction attractive
Oribas, qui peut se formuler entierement en termes de signes dans les tableaux
fondamentaux des bases, et que l'on transportera pour obtenir un programme
linéaire combinatoire étendu. Premierement l'optimisation se fait via Oribas par
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rapport a une suite de formes linéaires au lieu d’une seule (multiprogrammation),
et deuxiemement, c’est une suite de faces optimales que 1’on cherche au lieu d’un
sommet (programmation en drapeaux).

Le chapitre 6 présente des cas particuliers qui illustrent plutot telle ou telle partie
de la construction générale. Celle-ci sera redéfinie a chaque fois sans référence aux
définitions antérieures, conduisant a des résultats plus spécifiques.

Le cas des matroides uniformes (pseudosphéres en position générale) est intéressant
car il permet de mettre ’accent sur ce qui est du a 'orientation du matroide : les
matroides (non orientés) uniformes sont des objets triviaux, alors que les matroides
orientés uniformes sont loin de 1’étre [GiLV1].

Dans le cas graphique, une correspondance entre bases (arbres couvrant) et
orientations conservant les activités, distincte de Oribas, a déja été définie par Las
Vergnas [LV 92], mais cette correspondance ne se généralise pas que I’on sache au dela
des matroides réguliers, et ne satisfait pas les propriétés naturelles qui caractérisent
Oribas [GiLV2].

Ces deux cas particuliers font bien apparaitre deux aspects complémentaires :
dans le cas d’'un matroide orienté uniforme (qui ne peut pas étre graphique des que
l’on a plus de cing éléments) les activités jouent un role treés simple alors que I'aspect
optimisation s’illustre bien ; dans le cas graphique ce dernier aspect est simplifié
par la structure des graphes (‘loin’ de l'uniformité) alors que les activités, leurs
décompositions, les problemes qu’elles posent dans les constructions et les preuves
relatives sont presque aussi compliquées que dans le cas général.

Dans le cas des arrangements hyperrésolubles d’hyperplans, le point de vue
géométrique met en relation tres étroite la correspondance et le graphe d’adjacence
des régions, ’adjacence entre régions étant aussi une notion sous-jacente importante
de I'application Oribas.

Enfin, le cas des matroides orientés acycliques de rang 3 (arrangements de
pseudodroites) est facile a décrire complétement et est un bon support pour I'intuition
[GILV1].

En Annexe 1 se trouvent les dessins de la correspondance pour les réorientations
acycliques de divers matroides orientés de rang 3.

[’Annexe 2 est un récapitulatif de théorie des matroides et matroides orientés,
axé principalement sur I’aspect géométrique et 'application aux graphes, comprenant
les définitions et résultats supposés connus au cours de cette these.

La Récréation donnée en Annexe 3 pose et résoud, de facon ludique, le probleme
en rang 3 restreint aux activités (1,0), probleme qui est traité en détails dans le
chapitre 6.

Notice.

Le chapitre 1 (classe inductive de correspondances), la partie 1 du chapitre 2
(décomposition des activités des bases), la partie 2 du chapitre 2 (décomposition des
activités des réorientations), et le chapitre 3 (bijection pour les activités (1,0)) sont
indépendants.

La partie 3 du chapitre 2 est la conséquence des deux premieres.
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La partie 1 du chapitre 4 (définition directe des bases aux réorientations) fait le
lien entre le chapitre 3 et la partie 3 du chapitre 2.

La partie 2 du chapitre 4 (définition inductive des réorientations aux bases) relie
tout ce qui précede.

Le chapitre 5 (programmation linéaire) peut-étre lu indépendamment des autres.
Il ne dépend pour I’essentiel que des résultats du chapitre 3.

La chapitre 6 (cas particuliers) peut-étre lu directement apres le chapitre 0
(préliminaires).

La Récréation peut-étre lue sans aucun préliminaire, et sans aucune connaissance
mathématique préalable.

Hormis dans les 4 parties indépendantes, des liens sont mentionnés entre toutes
les parties.

Au cours du texte des interprétations géométriques seront faites régulierement,
elles font référence a la représentation topologique des matroides orientés comme
arrangements de pseudospheres.

Un exemple reviendra fréquemment : celui du graphe Ky. 1l servira a la fois
d’exemple graphique et géométrique via sa représentation par un arrangement de
pseudodroites, et on utilisera toujours la méme numérotation de ses arétes (figures
K, graphique et K, géométrique ci-dessous). Ces figures représentent K4 de fagon
non-orientée, c’est-a-dire qu’on n’a pas choisi d’orientation de référence définissant
le matroide orienté associé. En effet la correspondance que l'on va construire ne
dépend pas d’une orientation de réference, elle concerne la classe de réorientation
d’un matroide orienté donné.

1
Figure K, graphique

Lorsque l'on aura besoin pour un exemple d’'un matroide orienté précis, on
prendra parfois le matroide orienté défini par une orientation choisie de K4, ce sera
celui de la figure suivante (l'orientation de référence qui correspond au covecteur
maximal positif du matroide orienté est grisée).

La représentation géométrique détaillée de ce matroide orienté K4, avec mention
de ses covecteurs, de ses réorientations acycliques et de ses vecteurs se trouve dans
I’Annexe 2 Figures A.1, A.2, A.3, A4, A.5.

D’autres exemples seront donnés et illustrés pour des points plus spécifiques,
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1 |

Figure K, géométrique

notamment pour chaque cas particulier du chapitre 6 que 'on proposera parfois de
consulter au cours du texte.

A

123456

Figure K, matroide orienté



Chapitre 0

Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit les notations employées par la suite, on définit
précisément les notions mentionnées dans l'introduction, et on pose ou rappelle
quelques résultats qui seront utilisés fréquemment par la suite.

e Généralités.
Soit F un ensemble fini.

Tout au long de cette étude, comme de coutume, on se permettra la notation
abe... pour le sous-ensemble {a, b, c,...} de 'ensemble E. Pour une partie signée de
E, les éléments négatifs seront surlignés, par exemple abed désignera la partie signée
A telle que AT = {a,d} et A~ = {b, c}. Sauf ambiguité, on pourra utiliser la méme
notation pour une partie signée A = (AT, A7) et son support A = AT U A~. On
notera parfois o4(e) le signe de e appartenant a {4, —,0} dans la partie signée A
(cae) =0sied A).

Si E est totalement ordonné, pour A C E on notera min(A) le plus petit élément
de A, on pourra 'appeler I’élément actif de A ; et pour un ensemble P de parties de
E, on notera AP l’ensemble des min(A), A € P.

Le plus grand élément de E, maz(FE), sera généralement noté w lorsque E sera
I’ensemble sur lequel est défini un matroide. Enfin C symbolisera I'inclusion au sens
large, C 'inclusion stricte, + ou W I'union disjointe et A la différence symétrique de
deux ensembles.

Soit M un matroide sur un ensemble F.

L’ensemble des bases de M sera noté By (ou simplement B) ; sa fonction rang
sera notée rpr (ou simplement r), et le rang r(E) du matroide sera noté r ; la
fermeture dans M sera notée clp; (ou simplement cl, venant de ‘closure’ en anglais).
De maniere générale, des notations abrégées pourront étre employées lorsqu’il n’y
aura pas de risque d’ambiguité.

On rappelle que clp/ (), ensemble des e € E tels que r(e) = 0, est 'ensemble
des boucles de M, que clp+ (), ensemble des e € E tels que r(M) = r(M \ e) + 1,
est 'ensemble des isthmes de M, et que, pour un élément e non boucle, clys(e) est
la classe paralléle de e dans M c’est-a-dire ’ensemble des f € E tels que ef soit un
circuit de M. Un matroide sans boucle dont les classes paralleles sont réduites a un
élément est dit simple (ou de maniere équivalente, ¢’est un matroide dont les circuits
sont de cardinal au moins 3). Enfin la contraction d’une partie A dans M sera notée
M/A et sa suppression M \ A.
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e (Circuits et cocircuits fondamentaux.
Soit B une base de M.

On note Cps(B;e) (ou simplement C(B;e)) le circuit fondamental de e € '\ B
par rapport a B. C’est I'unique circuit de M contenu dans B U e. Autrement dit
C(B;e) est 'ensemble des b € E tels que B—bUFE € B.

On note C},;(B;b) (ou simplement C*(B;b)) le cocircuit fondamental de b € B
par rapport B. C’est l'unique cocircuit de M contenu dans (E \ B) Ub. Clest
aussi le complémentaire de I’hyperplan (fermé de rang r — 1) engendré par B — b :
C*(B;b) = E\ (clp(B — b)). Autrement dit C*(B;b) est 'ensemble des e € E tels
que B—bUe € B.

Convention de notation. Si M est un matroide orienté, on note C*(B;b), resp.
C(B;e), le cocircuit, resp. le circuit, de M, de support C*(B;b), resp. C(B;e), dans
le matroide sous-jacent, pour lequel b, resp. e, est signé +.

Notons de suite qu’évidemment
e € C*(B;b)

si et seulement si

be C(B;e)
et que Cp(B;e) = Cy (E\ B;e) pour tout e ¢ B.

Le graphe fondamental Gpr(B) de B est le graphe biparti ayant pour ensemble
de sommets F, et dont les arétes sont les (b,e) avec b € B, e ¢ B et e € C*(B;b) (ou
be C(B;e)). Ainsi

Gm-(E\ B) = Gu(B)

Dans le chapitre 5, on utilisera une autre représentation du graphe fondamental
d’une base d’un matroide orienté, plus proche du formalisme matriciel de la program-
mation linéaire, celle de ‘tableau fondamental’ : les circuits et cocircuits fondamen-
taux (signés) d’une base sont représentés respectivement par les colonnes et les lignes
d’une matrice.

Remarque. On déduit facilement le graphe fondamental d’une base B d’un matroide
de I'ensemble B des bases de ce matroide puisque

eecC*(f,B)e B—-fUeeBs fe(C(eB)

et d’ailleurs dans ce cas C*(f, B) = C*(e, B\ fUe) et C(e,B) =C(f,B\ fUe).

En d’autres termes, dans le graphe ayant B pour ensemble de sommets et ou
deux bases sont reliées par une aréte lorsqu’on passe de I'une a ’autre par 1’échange
de deux éléments, le graphe fondamental d’une base est une information ‘locale’ : il
indique quelles sont les bases voisines de cette base dans ce graphe.

xxiii
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Interprétation géométrique. Les cocircuits fondamentaux d’une base correspondent
géométriquement aux sommets (faces de dimension 0) intersections d’éléments de la
base. Le cocircuit fondamental de b € B est I’ensemble des éléments ne passant pas
par l'intersection des B — b. Le circuit fondamental de e € B est e union I’ensemble
des b € B pour lesquels e ne passe pas par 'intersection des B — b.

Ezemple. Dans un graphe, le cocircuit fondamental de b € B par rapport a ’arbre
couvrant B est aussi ’ensemble des arétes joignant les deux composantes connexes de
B — b. Par exemple la base 256 de K4 (Figure 0.1) a pour cocircuits fondamentaux
C*(256;2) = 124, C*(256;5) = 135, C*(256; 6) = 1346 et pour circuits fondamentaux
C(256;51) = 1256, C(256;3) = 356, C(256;4) = 246.

Propriété 0.1.
Soit B une base de M. Pour toute ¢ B etb € B,

Cu(B;b) \ e = Cpp\(B;b)

Cum(B;e) \ b= Cuyp(Bse)

Preuve.

Si b € B, les cocircuits fondamentaux des autres éléments de B sont inchangés
lorsqu’'on passe a M/b, donc les circuits fondamentaux sont les mémes moins
éventuellement I'élément b ; et si e ¢ B, B est encore une base de M \e et les cocircuits
fondamentaux sont obtenus en supprimant e de ceux auxquels il appartenait (les
circuits fondamentaux des éléments autres que e sont inchangés). |

1 N\

Figure 0.1 : base 256 de K4
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e Activités des bases.

On appelera matroide ordonné un matroide sur un ensemble totalement ordonné.
Soit M un matroide ordonné sur F. Soit une base B de M.

Si b € B est le plus petit élément de son cocircuit fondamental par rapport a B :

b= min C*(B;b)

il sera dit intérieurement actif par rapport a B. L’ensemble des éléments interieure-
ment actifs de B sera noté Intp(B) (ou simplement Int(B)). Le cardinal de Int(B)
est appelé I'activité interne de B, notée 1ps(B) (ou simplement «(B)).

Si e € B est le plus petit élément de son circuit fondamental par rapport a B :

e = min C(B;e)

il sera dit extérieurement actif par rapport a B. L’ensemble des éléments exterieure-
ment actifs de B sera noté Exty(B) (ou simplement Ext(B)). Le cardinal de Ext(B)
est appelé 1'activité externe de B, notée ep/(B) (ou simplement e(B)).

Il faut remarquer que l'activité interne et l’activité externe sont des notions
duales :

Inty(B) = Exty-(E\ B)

Puisque Int(B) C B et Ext(B) C E '\ B, on a bien stir Int(B) N Ext(B) = (.

Une base d’activité externe (resp. interne) nulle sera appelée base interne (resp.
base externe). On appelera base d’activités (i,j) une base d’activité interne i et
externe j.

Propriétés 0.2. (évidentes)
Un isthme (resp. une boucle) est intérieurement actif (resp. extérieurement
active) dans toutes les bases.

Avec f1 le plus petit élément non boucle de E, pour une base B quelconque, si
f1 € B alors f1 € Int(B) et si f1 ¢ B alors f1 € Ext(B). O

Ezemple. Pour la base 256 de K4 (Figure 0.1), aucun élément de la base n’est
le plus petit de son cocircuit fondamental, et les éléments 1 et 3 sont les seuls du
complémentaire & étre les plus petits de leur circuit fondamental. Ainsi Int(256) = 0,
1(256) = 0, Ext(256) = 13 et £(256) = 2.

Les bases de K4 et leurs activités (pour l'ordre choisi Figure K, fin de
I'introduction) sont données par le tableau de la Figure 0.2.
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Base Int  Ext Base Int  Ext
124 124 0 234 4 1
125 12 0 235 0 1
126 12 0 236 0 1
134 14 0 245 2 1
135 1 0 256 0 13
136 1 0 345 0 12
146 1 2 346 0 12
156 1 3 456 0 123

Figure 0.2 : tableau des activités des bases de K,

Intuitivement, les activités des bases mesurent une sorte de ‘distance’ aux bases
minimales et maximales pour 1'ordre lexicographique (précisément on peut définir un
ordre sur les bases a partir de leurs activités, plus faible que I'ordre lexicographige,
ayant les mémes extrémes et qui s’avere étre un treillis voir [LV 00]).

e Polyndome de Tutte.

Le polynome de Tutte de M est équivalent a la série génératrice du cardinal et
du rang des parties du matroide, il est défini par

HMsz,y) =) (x— 1)@y — A=
ACE

Ainsi t(M;1,1) est le nombre de bases de M, t(M;1,2) est le nombre de parties
génératrices de M, t(M;2,1) est le nombre d’indépendants de M et t(M;2,2) = 2/,

Etant donné un ordre total quelconque sur E, le théoreme fondamental est le
suivant.

Théoréme 0.3. (dénombrement des activités des bases [Tu 54])
Soit M un matroide ordonné.

M T y Z xL(B) e(B)
BeB

Les activités des bases constituent donc un modele d’état du polynome de Tutte,
et par la suite on notera

t(M;z,y) = Zb,ﬂ:y

de sorte que b; ; est le nombre de bases de M d’activité interne ¢ et externe j.
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Il faut noter de suite une propriété essentielle :
t(M;z,y) =t(M";y,x)

Le polynome de Tutte peut-étre défini aussi de maniere inductive, que ’on appelle
la définition par suppression/contraction :

XxXVil

t(0;z,y) =1 et pour tout e € E
si e n'est ni un isthme ni une boucle de M alors

t(M;z,y) =t(M\ e;z,y) +t(M/e;z,y)

si e est un isthme de M alors t(M;x,y) = at(M/e;z,y) = xt(M \ e;z,y)
si e est une boucle de M alors t(M;x,y) = yt(M/e;x,y) = yt(M \ e; x,y)

Pour un récapitulatif des travaux effectués avant 1992 sur ce polynome dans le
contexte des matroides (dont toutes les propriétés énoncées ici) voir [BrOx 92].

Pour I’anecdote, et pour reprendre un exemple donné par Tutte lui-méme [Tu 01]
le polynome de Tutte du graphe complet K3 est t(K3;z,y) = 2% + x + y. Lorsqu’il
avait défini ce polynome, d’abord sans notion d’activité des bases, il s’était apercu du
fait que t(G; 1, 1) était le nombre d’arbres couvrants du graphe G, et c’est la symétrie
de K3 confrontée a I'assymétrie de t(K3;x,y) qui lui a suggéré I'idée d’introduire un
ordre total sur ’ensemble des arétes du graphe afin de distinguer les arbres couvrants.
C’est ainsi qu’il découvrit les activités.

Proposition 0.4.

Le plus petit i tel qu’il existe une base d’activité externe i (resp. d’activité interne
i) est le nombre de boucles (resp. d’isthmes) de M.

Le plus petit i tel qu’il existe une base d’activité externe nulle et interne i (resp.
interne nulle et externe i) est le nombre de composantes connexes de M.

En particulier by1 = b1,0 et cette valeur est non nulle si et seulement si M est
connexe.

O

Cette derniere valeur est appelée I'invariant beta du matroide [Cr 67] :
B(M) = bo,1 = b1,0

On note en passant 1’équivalence entre ‘il existe une base interne de M’, ‘M n’a
pas de boucle’, et ‘clps () = ()’ ; et dualement entre ‘il existe une base externe de M’,
‘M n’a pas d’isthme’, et ‘clp«(0) = (.

Exemple. Le polynome de Tutte de K4 est

t(Kq;z,y) = 23 + 32% + 20 + 4oy + 2y + 3y> + ¢°
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et
B(Ky) =2
Puisque K4 est isomorphe a son dual, son polynome de Tutte est symétrique en x et

en y.

e Base minimale.

Une propriété fondamentale des matroides est que pour tout ordre total sur F,
la base de poids minimal peut-étre construite a partir de I’ensemble vide en ajoutant
successivement 1’élément de poids minimal pour lequel la partie construite reste un
indépendant. Réciproquement, un ensemble de parties satisfaisant cette propriété
pour tout ordre total doit satisfaire les axiomes des indépendants d’un matroide.
En d’autre termes, la structure de matroide est celle sur laquelle on peut définir un
algorithme glouton donnant une unique partie optimale (voir [Ox 92]). Une propriété
similaire d’existence d’une base minimale pour tout ordre donné est a l’origine de la
définition plus générale des matroides de Coxeter (voir [Vin 00]). La base de poids
minimal est la base minimale pour 'ordre lexicographique, cette base étant formée des
seuls éléments susceptibles d’étre intérieurement actifs elle sera de prime importance
ici.

Soit B™", appelée base minimale de M, la plus petite base de M pour I'ordre
lexicographique : .
B™" = f1 < ... < fr = min(B, <jex)

Proposition 0.5. (algorithme glouton et activités de la base minimale)
Les éléments de B™™ sont définis par la récurence suivante :

FgM = clar(0)
et pour 1 < <r .
fi =min(E\ F;"7")

et
FM™ = el (FP U{fi})

Les éléments de B™™ sont les seuls susceptibles d’étre intérieurement actifs dans
une base de M. Précisement, si D est un cocircuit de M, min(D) = f;11 ot i est le
grand possible tel que F/™"™ C E\ D.

Int (Bm’ln) — Bm’ln

et
Ext(B™™) = cl(()
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Preuve.

Si une base B’ = f; < ... < f] était plus petite que la base f; < ... < f,
construite par la récurrence précédente pour l'ordre lexicographique, k étant le plus
petit possible tel que f; # fr on aurait f, < fr donc f;, € Wi_;1 et donc fi...f},
serait un indépendant de cardinal k£ inclus dans un fermé de rang k£ — 1 ce qui est
impossible. Donc f; < ... < f; est bien la base minimale pour I'ordre lexicographique.
Si D est un cocircuit, c’est le complémentaire de ’hyperplan E \ D (fermé de rang
r — 1) du matroide. Soit i le grand possible tel que F™" C E\ D, on a alors
fit1 € E'\ D sinon Fzﬂlﬁ" =cl(F™"U fiy1) Cc(E\ D) = E\ D, donc f;11 € D. Or
fix1 = min(E \ F™™) < min(D) donc min(D) = fiy1. Enfin pour tout 1 < k < r,
C*(B™™; fi,) = E\ c(B™™\ fi) 2 F™" donc min(C*(B™™; fi,)) = f, c'est-a-dire
fr. € Int(B™™). Et pour e ¢ B™" si fi, € C(B™™";e) alors e € C*(B™™; fi,) et
e > fi, donc e est extérieurement actif si et seulement si C(B™";¢) = e, c’est-a-dire
si et seulement si e est une boucle. O

Pour £ =e1 < ey < ...< e, on a alors: si M est sans boucle, alors f; = e ; et
si M est simple alors f; = ey et fo = €.

Il est facile de voir que la base minimale de M* pour l'ordre lexicographique est le
complémentaire dans F de la base maximale pour I'ordre lexicographique. Soit B,
appelée base mazximale de M la plus grande base de M pour I'ordre lexicographique

B™ = maz(B, <iex)

Elle vérfie donc Int(B™**) = cly+(0) et Ext(B™**) = FE \ B™* et son
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complémentaire est donc constitué des seuls éléments susceptibles d’étre extérieurement

actifs dans une base de M. Comme on se ramenera en général par la suite a étudier
uniquement les activité internes, elle sera beaucoup moins utilisée.

La base B™"™ est I'unique base d’activité interne r, et B™%* est 1'unique base
d’activité externe n — r, elles correspondent aux coefficients du polynome de Tutte
bry = 1et b;n_r =1, oul est le nombre de boucles de M et ¢ le nombre d’isthmes
de M.

Exemple.  Pour K4, la base minimale est 124, la suite de fermés qui la définit est
(0 Cc 1 C 123 C 123456. La base maximale est 456, la suite de fermés du dual qui la
définit est ) C 1 C 124 C 123456

Propriété 0.6.

Une base B est d’activités (1,0) si et seulement si B\ f1 U fo est une base
d’activités (0,1), ot f1 est le plus petit élément non boucle et fo le plus petit élément
indépendant de f.

Preuve. Si f1 ¢ B alors f; est le plus petit élément de C(B; f1) et est extérieurement
actif, ce qui est exclu. Donc f; € B est intérieurement actif. Et si fo € B alors
fo =min(E \ cl(f1)) donc fo = min(C*(B; f2)) et fo est intérieurement actif ce qui
est exclu.
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D’autre part B’ = B — f1 U f3 est une base, C*(B; f1) = C*(B'; f2), C(B; f2) =
C(B’; f1) donc fi est extérieurement actif dans B’. Les cocircuits fondamentaux des
éléments de B’ s’obtiennent par élimination modulaire de fy entre les cocircuits
fondamentaux de B contenant fo et C*(B; f1). Leurs plus petits éléments sont
donc soit inchangés soit remplacés par f1, ils ne font donc jamais partie de B’, d’ou
t(B") = 0. De méme les plus petits éléments des circuits fondamentaux des éléments

de B’ — f5 sont inchangés et appartiennent & B’, donc seul f; est extérieurement actif
dans B’ : ¢(B’') = 1. O

L’application des bases d’activités (1,0) dans celles d’activités (0,1) qui a B
associe B — f1 U fy est donc une bijection. On retrouve de cette fagon by 1 = by 0.

Ezemple. Les deux bases d’activités (1,0) de K4 sont 135 et 136, et les deux bases
d’activités (0,1) de K4 sont 235 et 236.

Remarque. Les activités des bases jouent un role remarquable dans 1’étude de
I’homologie des matroides, de la ‘shellabilité’ des polyedres. Les bases d’activités
(1,0) jouent un role essentiel dans ’algebre d’Orlik-Solomon (elles constituent une
base de cette algebre, ce qui signifie intuitivement et géométriquement que 1’on peut
mesurer tous les ‘volumes’ dans I'arrangement en connaissant ceux de ces bases) :
voir [Bj 87].

Si M est un matroide orienté, toutes les notations précédentes sont conservées et
se réferent au matroide sous-jacent.

e Activités des réorientations.

Soit M un matroide orienté ordonné sur E de plus grand élément w.

Notations :

O(M) est I’ensemble des circuits positifs de M,

O, (M) est 'ensemble des circuits positifs de M contenant w,

AO(M) est I’ensemble des plus petits éléments de circuits positifs de M,

AO, (M) celui des plus petits éléments de circuits positifs de M contenant w.
L’activité (primale) du matroide orienté M, notée o(M), est le cardinal de

AO(M). Si o(M) = 0, le matroide orienté n’a pas de circuit positif, il est dit

acyclique.

O*(M) = O(M*) est 'ensemble des cocircuits positifs de M

OX (M) = O, (M*) est 'ensemble des cocircuits positifs de M contenant w

AO* (M) = AO(M*) est I'ensemble des plus petits éléments de cocircuits positifs de
M

AO! (M) = AO,(M*) est 'ensemble des plus petits éléments de cocircuits positifs
de M contenant w.

L’activité duale notée o* (M) du matroide orienté M est le cardinal de AO* (M) :

0" (M) = o(M™)
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Si 0*(M) = 0, le matroide orienté n’a pas de cocircuit positif, il est dit totalement
cyclique, car dans ce cas, d’apres le lemme suivant, tout élément appartient a
un circuit positif. Pour un graphe connexe, totalement cyclique est synonyme de
fortement conneze.

Propriété 0.7. (lemme de blocage, dit de Farkas, pour les matroide orientés)

Dans un matroide orienté, tout élément appartient soit a un circuit positif soit a
un cocircuit positif mais pas les deux.

Ce résultat essentiel est une généralisation aux matroides orientés du lemme de
Farkas sur les inéquations linéaires (cf. [OM] 3.4.6). Il montre qu’étre acyclique et
étre totalement cyclique pour un matroide orienté sont des propriétés duales.

Pour A C F on appelera réorientation selon A, notée — 4, l'opération qui au
matroide orienté M associe le matroide orienté — 4 M. Les réorientations de M sont
donc en bijection canonique avec 2F, ensemble des parties de E, et elles sont au
nombre de 2. La réorientation selon A et la réorientation selon £\ A sont alors
appelées réorientations opposées. Cependant pour tout A C Fona —aM = —g\4 M
en tant que matroides orientés, et on commettra alors fréquemment I’abus de langage
consistant a dire la ‘réorientation A de M’, ou meéme la ‘réorientation — oM,
ce qui dans le contexte ne posera pas de problemes. Le fait de distinguer deux
réorientations opposées alors que les matroides orientés obtenus sont identiques est
justifié pour deux raisons essentielles : d’une part si le matroide est défini par un
graphe orienté ayant pour ensemble d’arétes E, Iensemble des 2 réorientations
est en bijection canonique avec l'ensemble des 2 orientations du graphe, deux
orientations opposées du graphe définissant le méme matroide orienté ; d’autre part,
dans une représentation topologique du matroide orienté par un arrangement de
pseudospheres, les réorientations sont en bijection canonique avec les signatures de
I’arrangement, c’est-a-dire pour chaque pseudosphere le choix d’une demi-sphere
positive, deux signatures opposées définissant pourtant le méme matroide orienté.
On peut éviter cela en se placant dans I'espace projectif (cf. [OM]) pour lequel les
signatures opposées (ou les régions opposées) sont identifiées, mais on préfere ici ne
pas passer a l’espace projectif, afin de conserver un nombre de réorientations égal au
nombre de parties de F.

Ezemple. Le matroide orienté défini par le graphe K4 orienté comme sur la gauche
de la Figure 0.3 est acyclique, et ses cocircuits positifs sont 124, 1346 et 456. 1l
n’a donc pas d’élément actif, et ses éléments dual-actifs sont 1 et 4 : o(K4) = 0 et
o* (K4) = 2.

Dans la réorientation —gKy4 de ce matroide orienté selon 6 (Figure 0.3 droite), il
y a un circuit positif 356 et un cocircuit positif 124 : o(—¢K4) = 1 et 0*(—K4) = 1.

L’interprétation géométrique des activités des réorientations acycliques de Ky est
donné un peu plus loin.

Comme mentionné dans l'introduction, le point de départ de cette these est le
théoreme suivant montré en 1984 par Las Vergnas [LV 84].
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Figure 0.3 : deux orientations de K,

Théoréme 0.8. (dénombrement des activités des réorientations [LV 84])

t(M;z,y) = Z (;)o*(_AM) (%)O(_AM)

ACE

La preuve de ce résultat dans [LV 84] est faite en utilisant la définition inductive
du polynome de Tutte. En outre ce résultat y est généralisé aux ‘morphismes’ de
matroides orientés (ou ‘perspectives’ ou ‘strong maps’) via un polynéme de Tutte
généralisé a trois variables. Dans le chapitre suivant, on donnera une preuve bijective
de ce théoreme, en utilisant une construction inductive mais d’un point de vue
ensembliste et non plus seulement numérique.

Le théoreme précédent s’écrit aussi

H(M;a,y) = 0i; (%)(%)J

i,]
ol 0; j est le nombre de réorientations d’activité duale 7 et d’activité j, de sorte que
_ 9i+j]
0ij = 277 by

égalité que 'on veut retrouver par une correspondance naturelle explicite entre bases
et réorientations.

On déduit notamment une généralisation aux matroides orientés du résultat de
Stanley de 1973 [St 73] :
t(M;2,0) est le nombre de réorientations acycliques de M.

De fagon duale t(M; 0, 2) est le nombre de réorientations totalement cycliques de
M.

On appelera réorientation d’activités (i,j) une réorientation d’activité duale i et
d’activité (primale) j. De maniére générale, une correspondance active d'un matroide
orienté ordonné sera une application de I’ensemble des réorientations dans I’ensemble
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des bases telle que une base d’activités (i,7) soit l'image de 2i*7 réorientations
d’activités (i, 7) (on pourra dire ‘active’ a la place de ‘préservant les activités’ pour
qualifier une application).

Propriété 0.9.
Un matroide orienté ordonné M est d’activités (1,0) si et seulement si — ¢ M est
d’activités (0,1), ot f1 est le plus petit élément non boucle.

Preuve. 11 suffit de montrer une des implications, 'autre se déduisant par dualité (M
acyclique d’activité duale 1 si et seulement si M* totalement cyclique d’activité 1).
Soit M d’activités (1,0) : M possede un covecteur maximal positif (M acyclique)
et tout cocircuit positif de M a pour plus petit élément 1 (activité duale 1). Si il existe
un cocircuit positif de —¢ M, alors il contient f; sinon ce serait aussi un cocircuit
positif de M ne contenant pas fi, c¢’est donc un cocircuit D de M ayant pour seul
élément négatif f;. D’autre part M possede un cocircuit positif D’ de plus petit
élément f;. L’élimination de f; entre D et D’ donne un cocircuit positif de M ne
contenant pas fi ce qui est contradictoire. Donc — ¢ M est totalement cyclique.

Par hypothese —¢ M possede un covecteur maximal ayant pour seul élément
négatif fi. Soit C un circuit positif C de —f M, alors il contient f; par orthogonalité
avec le covecteur maximal précédent, donc —; M est d’activité 1. O

L’application des matroides orientés ordonnés d’activités (1, 0) dans ceux d’activités
(0,1) qui a M associe —p M est donc une bijection. On retrouve de cette fagon
00,1 = 01,0-

Remarque. Dans un graphe les orientations d’activités (1,0) sont les orientations
acycliques ayant pour unique puits et pour unique source les extrémités de la plus
petite aréte non boucle f; (cf. chapitre 6 partie 2).

Interprétation géométrique. Les réorientations d’activité (primale) 0 sont les
réorientations acycliques, qui sont en bijection canonique avec les régions de la
représentation topologique du matroide orienté par un arrangement de pseudospheres.
Parmi celles-ci les réorentations d’activités (1, 0) seront trés importantes pour la suite,
ce sont les réorientations acycliques d’activité duale 1. Ce sont, géométriquement,
les régions qui ne touchent pas la plus petite pseudosphere, celle qui correspond au
plus petit élément non boucle fy.

Plus généralement les activités duales d'une réorientation acyclique s’interpretent
facilement géométriquement (précisions ci-dessous). Les activités (primales) d’orientations
totalement cycliques ont donc la méme interprétation dans le dual. Les autres cas
apparaitront dans le chapitre 2 comme un combiné des deux précédents dans un
mineur du matroide et un mineur de son dual.

Via le théoreme de représentation topologique (Folkman et Lawrence 1978, [OM]
théoreme 5.2.1), un matroide orienté M de rang r peut étre représenté comme
un arrangement de pseudosphéres (de dimension 7 — 2) dans une sphere ST~ (de
dimension r — 1 de l'espace de dimension 7).
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Les réorientations acycliques sont en bijection canonique avec les régions de
cet arrangement, faces de dimension 7 — 1 du complexe simplicial associé, et on
se permettra par abus de langage de les identifier. Deux réorientations acycliques
opposées correspondent & (ou ‘sont’) deux régions opposées.

Les faces sont alors les covecteurs du matroide orienté, en particulier les cocircuits
sont les faces de dimension 0 (sommets), et les covecteurs maximaux sont les régions.

Les fermés du matroide et les supports des covecteurs du matroide orienté sont
complémentaires dans F.

La suite de fermés de M qui définit la base minimale (proposition 0.5), Fi" C

. C FEMi" se traduit dans l'arrangement par la suite d’intersections des pseu-

dosphéres correspondantes (c’est une suite de fermés emboités au sens topologique).

C’est une suite de faces du complexe simplicial non signé associé (qui représente lui

le matroide sous-jacent), c’est a dire une suite d’ensembles de faces du complexe sim-

plicial des covecteurs ﬁ;m" C..C ﬁ(}m", ol ﬁimi" est I’ensemble des covecteurs dont
le support est d’intersection vide avec Fimi".

On dira qu'un fermé du matroide sous-jacent touche ou est adjacent a une
région M s’il est le complémentaire du support d’'un covecteur positif de M, c’est-
a-dire topologiquement si I'intersection de ce fermé géométrique et de la fermeture
topologique de la région est une face de méme dimension que le fermé. Par extension,
on dira aussi qu'un covecteur positif de M, et la face correspondante, touchent la
région M.

Ainsi, si une face touche une région, c’est un covecteur positif pour cette
réorientation, en particulier, les sommets d’une région sont les cocircuits positifs
de cette réorientation.

Les faces de dimension 0 contenues dans }N?’Z-T"l”\ﬁimi" ont pour plus petit élément
fi—1. Ainsi on peut lire directement ’activité d’une région sur cette représentation :
un élément f; est actif dans la réorientation si et seulement si la région correpondante
touche F/R4" \ Fmm,

On déduit alors du théoreme 0.8 le résultat suivant [GrZa 83] [LV 77] :

le nombre de régions d’un coté donné d’un hyperplan donné qui ne touchent pas
cet hyperplan, dans un arrangement d’hyperplans définissant un matroide orienté M
est B(M) (il ne dépend pas de Uhyperplan choisi).

Dans un graphe, ce nombre est le nombre d’orientations acycliques ayant un
unique puits donné adjacent & une unique source donnée (voir chapitre 6).

Ezxemple. La Figure 0.4 montre géométriquement les activités duales des
réorientations acycliques de K4 (comme d’habitude un seul hémisphere est représenté).
Les cocircuits correspondent aux sommets, et on a écrit sur la figure pour chacun
d’eux leur plus petit élément suivi de ‘...". Dans les régions sont écrites les activités
duales des réorientations acycliques correspondantes. Dans cet exemple la suite de
fermés qui définit la base minimale 123 est 1 C 123 C 123456. La suite de faces d’ou
l’on déduit les activités duales est 1 D 1M 2 D () : les régions qui ne touchent pas 1
sont d’activité duale 1, celles qui touchent 1 mais pas 1 N 2 sont d’activité duale 12,
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4.

4.

Figure 0.4 : activités duales des régions de K,

celles qui touchent 1 N 2 mais pas 1 sont d’activité duale 14 et celles qui touchent 1
et 1 N2 sont d’activité duale 124.






Chapitre 1

Une classe inductive de correspondances actives

Le but de ce chapitre est de faire apparaitre un ‘critere de compatibilité’
(théoreme 1.6) que doit satisfaire une correspondance active cherchée pour avoir, en
plus de la propriété de préservation des activités (une base d’activités (7, j) doit étre
associée a 217 réorientations de mémes activités), un propriété inductive naturelle :
on souhaite que la correspondance dans M induise une correspondance dans des
mineurs de M, d’une facon similaire a la définition inductive du polynome de Tutte.
On obtiendra ainsi une preuve simple et constructive du théoreme 0.8 :

Z xL(B)ye(B) _ Azg:E (;)O*(_AM)<%)O(_AM)

BeB

La preuve de ce théoreme dans [LV 84] utilisait déja la méme induction, mais de
fagcon numérique. Elle est faite ici de facon ensembliste, ce qui permet d’obtenir, en
plus d’une preuve bijective, un résultat plus fort puisque non seulement les activités
seront conservées, mais aussi les éléments actifs.

Compte tenu des activités, le plus grand élément de ’ensemble sur lequel est défini
le matroide va jouer un role déterminant. La condition d’induction imposée a une
correspondance candidate se traduit géométriquement par une propriété d’adjacence
relativement au plus grand élément pour les régions dont la base associée contient
ce plus grand élément. Néanmoins cela ne suffira pas a déterminer une seule
correspondance et on obtiendra une classe générale de correspondances satisfaisant
les conditions imposées. La correspondance active canonique définie par Oribas fait
partie de cette classe de correspondances et satisfait des conditions supplémentaires
qui sont I'objet des chapitres suivants.

Ce chapitre, dont les résultats inspireront les constructions inductives du chapitre
4 mais ne seront pas utilisés, constitue en quelque sorte une introduction au vif du
sujet indépendante de la suite.

Soit M un matroide orienté ordonné sur E de plus grand élément w. Les circuits
de M \ w étant les circuits de M ne contenant pas w, on a déja par définitions

OM) = O(M \ w) U O, (M)

et
O(_wM) = O(M \ w) U Ow(_wM)

et dualement les cocircuits de M /w étant les cocircuits de M ne contenant pas w, on

) O (M) = 0" (M/w) U 05 (M)
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et
O (M) = O*(M/w) U O (-uM)

Proposition 1.1.
Soit M un matroide orienté ordonné sur E de plus grand élément w.
On a
(i) AO(M \w) C AO(M/w) et, dualement, AO*(M/w) C AO*(M \ w)

(ii) pour M = M ou M = —,M on a

AO(M) = AO(M \ w)

AO*(M) = AO*(M \ w)

AO(—, M) = AO(M/w)

AO* (=, M) = AO*(M w)

De plus, si au moins une des inclusions de (i) est stricte, alors l'autre inclusion
de (i) est une égalité et une seule des deux éventualités de (ii) a lieu.

La preuve de cette proposition repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 1.2.

On suppose que w n’est pas une boucle.

Alors AO,(M) C AO(M \w) ou AO,(—,M) C AO(M \ w)

Preuve.

Puisque w n’est pas une boucle, w étant le plus grand élément de E n’est pas
actif dans M. Supposons que AO,, (M) € AO(M \w) et AO,(— M) £ AO(M \ w),
alors il existe un cocircuit positif de M de plus petit élément d ¢ AO(M \ w) et un
cocircuit de M ayant pour seul élement négatif d' ¢ AO(M \ w). Quitte & permuter
les roles de M et —wM on peut supposer d < d’. L’élimination forte de w entre ces
deux cocircuits conservant d donne un cocircuit positif de M ne contenant pas w, de
plus petit élément d, ce qui contredit d ¢ AO(M \ w). O

Lemme 1.3.

AO(M/w) = AO(M \ w) U AO, (M) U A0, (—o M)

Preuve.

Un circuit de M/w est un circuit de M auquel on a enlevé éventuellement
I’élément w (cf. Annexe). Autrement dit si C' est un circuit positif de M /w, on a soit
C circuit positif de M, soit C'Uw circuit positif de M, soit C'Uw circuit positif de —, M
ce qui prouve I'inclusion C. Réciproquement si C est un circuit positif de M contenant
w alors C'\w est un circuit positif de M/w, donc AO,(M)UAO,(—,M) C AO(M/w).
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D’autre part un circuit positif de M \ w est une union de circuits positifs de M /w
(plus précisément un circuit positif de M ne contenant pas w qui n’est pas un circuit
de M /w s’obtient par élimination modulaire de w entre deux circuits de M 1'un positif
et autre ayant pour seul élément négatif w, cf. Annexe), donc le plus petit élément
d’un circuit positif de M\ w est le plus petit élément d’un circuit de M /w, ¢’est-a-dire
AO(M \ w) C AO(M/w) ce qui acheve la preuve de I'inclusion D. O

Preuve de la proposition 1.1.

La premiere partie (i) de la proposition vient directement du lemme précédent
1.2. Ensuite, w appartenant soit & un circuit positif soit a un cocircuit positif de M,
mais pas aux deux, on distingue différents cas :

cas 1: O (M) # 0 et OF (=, M) # 0

D’apres le lemme on a par exemple AOY (M) C AO*(M/w) d’ou AO*(M /w) U
AOL(wM) = AO* (M /w) U AOL (M) U AO) (o M) = AO*(M \ w) (lemme 1.2) c’est-
a-dire AOY(—, M) = AO*(M \w). On a alors AO(M)U AO* (M w) = AO*(M w)
(lemme 1.2) c’est-a-dire AO*(M) = AO*(M Jw).

D’autre part O, (M) = Oy (—uM) =0 d’ott AO(M\w)UAO,(M)=AO0(M\w)
(lemme 1.2), c’est-a-dire AO(M) = AO(M \ w). On a aussi AOM \ w) U
AO,(—wM) = AO(M \ w) U A0, (—u,M) U AO,(M) = AO(M/w) (lemme 1.2),
c’est-a-dire AO(M/w)U AO, (—,M).

On peut donc choisir M = —oM.

Remarque : de plus dans ce cas AO(M) = AO(—,M).

cas 2: OF(M) #£ 0 et Oy(—uM) # 0.

Dans ce cas AO*(—,M) = 0 et AO,(M) = (). Donc AO* (M) = AO*(M/w) U
AO5 (M) = AO*(M/w) U A0 (M) U AO% (=, M) = AO*(M \ w), et AO,(M) = 0.
Donc AO) (=, M) = AO*(M/w)U A0S (—,M) = AO*(M/w). De méme AO(M) =
AO(M \ w) et AO(—yM) = AO(M/w). On peut donc choisir M = M.

Remarque : on peut avoir dans ce cas AO(M) = AO(—,M) et AO*(M) =
AO*(—,M) (bien que lon ait AO)(—,M) C AO(M)).

Dans les deux cas restant on fait les mémes raisonnements de facon duale.
cas 3: Oy, (M) # 0 et OF(—,M) # 0.
cas 4 : Oy,(M) # D et O,(—oM) # 0.

(ii) étant démontrée, il devient évident que si une des inclusions de (i) est stricte,

le choix de M est déterminé par les propriétés de (ii). Il reste a prouver que dans
ce cas l'autre inclusion de (i) est une égalité. Sinon, on aurait a la fois les inclusions
strictes AO(—,M) C AO(M) et AO*(—,M) C AO*(M). 1l existe un circuit positif
C' de M dont le plus petit élément n’est plus petit élément d’aucun circuit positif de
—owM. Nécessairement w € C. Il existe un cocircuit positif D de M dont le plus petit
élément n’est plus petit élément d’aucun cocircuit positif de —, M. Nécessairement
w € D. Alors C'N D # () contredisant la condition d’orthogonalité. O
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Corollaire 1.4.
(i) AO(M) et AO(—,M) sont comparables pour l'inclusion,
(ii) on ne peut avoir a la fois les deuz inclusions strictes AO(—,M) C AO(M)
et AO*(—,M) C AO*(M)
O

Ezemples.

(i) On reprend l’exemple de la Figure 0.3 : K4 est a gauche et —gK4 a droite. On
a déja vu que AO*(K,4) = 14, AO(K4) =0, AO*(—6K4) =1 et AO(—K4) = 3. On
a AO*(—gK4) C AO*(K4), donc avec les notations de la proposition 1.1 on doit avoir
M = Ky, et on vérifie facilement en effet que AO*(K4\ 6) = 14, AO(K4\ 6) = 0,
AO*(—6K4 \ 6) =1let AO(—6K4/6) = 3.

(ii) Pour le matroide orienté M défini par K4 et le covecteur positif 123456 de la
Figure 1.1 (—¢M correspond au covecteur 123456), on a AO(M) = AO(—¢M) = 0
(ce sont des régions, i. e. des réorientations acycliques), AO*(M) = 124 et
AO*(—¢M) = 12 (cf. Figure 0.4). On doit donc avoir M = M, et on vérifie que
M\ 6 et M/6 sont acycliques et que AO*(M \ 6) = 124 et AO*(—M/6) =12 : en
effet M \ 6 est la région contenant la région M lorsque ’on supprimme 6, et —gM /6
est la région touchant la région —gM dans I'arrangement induit sur 6 (on peut lire
leurs activités directement sur le dessin).

Figure 1.1 : exemple pour la proposition 1.1

Lemme 1.5.
Soit B une base de M sur E de plus grand élément w.
Siw ¢ B alors Inty(B) = Intyp,(B) ;
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si de plus w n’est pas une boucle alors Exty(B) = Extpp,(B)
et siw est une boucle alors Exty (B) = Extyp,(B) U {w}.

Siw € B alors Exty (B) = Extp,(B\w) ;
si de plus w n’est pas un isthme alors Intpyr(B) = Inty, (B \ w)
et siw est un isthme alors Intp (B) = Intpr, (B \ w) U {w}.

Preuve. Les deux assertions suivantes viennent directement des définitions (propriété
0.1) : siw ¢ B alors Cy(B;b) \ w = Cpy,(B;b) pour tout b € B ; si w € B alors
Cu(Bse)\w = Chury,(B:e) pour tout e ¢ B. Par définitions des activités, on déduit
facilement le lemme au cas par cas. O

Théoréme 1.6. (critere de compatibilité)
1l existe une application 1 associant a tout matroide orienté ordonné M sur
E(M) une base (M) de M vérifiant les propriétés suivantes :

(OB1) ‘préservation des éléments actifs’
pour tout M, avec B = (M), Intp(B) = AO*(M) et Exty(B) = AO(M)

(OB2) ‘correspondance numérique’
pour tout M et pour toute base B de M, le nombre de sous-ensembles A C E(M)
tels que 1(—aM) = B est égal a 2+m(B)+em (B)

(OB3) ‘“induction’
pour tout M sur E(M) de plus grand élément w on a
(OB3.1) siw est un isthme de M alors (M) = p(—,M) = p(M/w) U {w}
(OB3.2) si w est une boucle de M alors (M) = p(—, M) = (M \ w)
(OB3.3) si w n'est ni un isthme ni une boucle de M alors

{b(M), p(=uM)} = {Pp(M \ w), p(M/w) U{w}}

De fagon plus précise une application 1 vérifie (OB1) (OB2) (OB3.1-3 ) si et
seulement si elle satisfait la construction inductive suivante :
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P(@0) =0

Pour tout matroide orienté M sur E de plus grand élément w,

v étant une application dans {0, 1} telle que
YM)=0siwgp(M) et y(M)=1siwep(M).

Si w est un isthme de M alors y(M) = 1.

Si w est une boucle de M alors v(M) = 0.

Si w n'est ni un isthme ni une boucle de M et
si AO(M) C AO(—,M) ou AO*(—,M) C AO*(M)

alors y(M) =0

si AO(—,M) C AO(M) ou AO*(M) C AO*(—,M)
alors y(M) =1

si AO(M) = AO(—,M) et AO*(—,M) = AO*(M)
alors

choix arbitraire
Y(M)=1—5(—u,M) (indifféremment {y(M),v(—oM)} = {0,1}).
fin
Si y(M) =0 alors p(M) = (M \ w),
et siy(M) =1 alors y(M) = p(M/w) Uw.

Il faut noter avant tout que la construction inductive précédente définit en méme
temps v(M) et y(—,M), et donc (M) et p(—,M) (on a y(—,M) =1— (M) des
que w n’est ni un isthme ni une boucle de M).

Preuve.

Premierement, le corollaire 1.4 assure que l’algorithme inductif donné est bien
défini : si w n’est ni un isthme ni une boucle, un et un seul des trois cas est vérifié
par M. On montre alors le théoreme par induction. On suppose qu’il est vrai pour
tous les matroides orientés sur F, | E| < n, et que I'on a construit une application 1)
satisfaisante pour les matroides M \ w et M/w.

Si w est un isthme (resp. une boucle) de M, c’est aussi bien stur un isthme (resp.
une boucle) de —, M, et la condition (OB3.1) (resp. (OB3.2)) est équivalente a celle
de l’algorithme. Le lemme 1.5 et 'hypothese d’induction assurent alors la condition
(OB2). L’activité interne (resp. externe) de toute base B de M vaut 1 de plus que la
base B\ w (resp. B) induite dans M /w = M \ w, lautre activcité étant inchangée, et
dans les deux constructions on a (M) = 9(—,M), de sorte que la condition (OB2)
est satisfaite par ¢ par hypothese d’induction.

Si w n’est ni un isthme ni une boucle de M, alors la condition (OB3.3) impose
un choix y(M),y(—,M) = {0,1} : si B" = (M \ w) et B" = ¢(M/w), on
doit avoir B = (M) et B" Uw = h(—,M) pour {M,— M} = {M,—,M}.
Par hypothese d’induction, on a Int(B') = AO*(M \ w), Int(B") = AO*(M/w),
Ext(B') = AO(M \ w) et Ext(B") = AO(M/w). Via le lemme 1.5, les conditions
(OB1) pour M et —, M, équivalent aux conditions (ii) de la proposition 1.1 pour M.
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Si on est dans un cas d’inclusion stricte de (i) de la proposition 1.1, les conditions
(OB1) imposent alors le méme choix de M que dans la proposition 1.1, qui est le méme
que dans la construction algorithmique. Si on est dans le cas de deux égalités pour
le (i) de la proposition 1.1, c’est le troisieme cas de la construction algorithmique et
on peut choisir indifféremment M = M ou M = —,M, les conditions (OB1) seront
satisfaites. Dans tous les cas, les activités des bases obtenues sont les mémes que
celles des bases induites dans M/w et M \ w, de sorte que la condition (OB2) est
satisfaite par hypothese d’induction. O

Lorsqu’on parlera par la suite du ‘choix dans le critere de compatibilité’, il s’agira
de I'égalité {v(M),v(—oM)} = {0,1} sur laquelle repose toute la définition et qui
est arbitraire lorsqu’elle n’est pas déterminée.

Remarque.  Au cours de la construction inductive partant du matroide vide, le
facteur 2 apparait chaque fois que le nouvel élément w est un isthme (pour l'activité
interne et 'activité duale) ou une boucle (pour I'activité externe et l'activité). En
quelque sorte, les activités sont, comme dans la définition inductive du polynome de
Tutte, 'empreinte des isthmes et des boucles dans ’arbre généalogique du matroide
orienté (voir chapitre 4 paragraphe ‘complexité algorithmique’).

Les propriétés (OB1) et (OB2) d’une application 1 du théoreme précédent
prouvent le résultat suivant, qui est plus fort que o; ; = 2*7b; ; du théoréme 0.8
‘dénombrement des activités’.

Corollaire 1.7. (dénombrement des éléments actifs)
Soit M un matroide orienté ordonné sur E.

Pour1,J C E, siog,j estle nombre de réorientations de M ayant pour ensemble
d’élements dual-actifs I et actifs J, et by j le nombre de bases de M ayant pour
ensemble d’éléments intérieurement actifs I et extérieurement actifs J, alors

or.; =2y, ;
O

Attention : ces nombres by y pour I,J C E, dépendent de I'ordre sur E contrairement
aux b; j pour 4,j € E. Ce ne sont pas des invariants du matroide.

Une application v définie par le théoreme précédent induit une application s
sur les réorientations de M définie par

Y (A) = p(—aM)

pour A C E. Ainsi pour tout A, A" C E, ¢_ ,m(A") = Yy (AAA"). Cette
correspondance entre réorientations et bases de M vérifie alors par définition la
propriété naturelle suivante :
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‘passage a l'opposé’ pour tout M et tout A C E, Yp(A) = Yy (E\ A).

Deux réorientations opposées sont associées a la méme base. Ainsi, selon la
propriété (OB2), la restriction de 15, aux réorientation acycliques d’activité duale 1,

notée 1) A},o)’ induit une bijection entre les paires de réorientations opposées acycliques
d’activité duale 1 et les bases internes de M d’activité interne 1 :

(0OB219) ) “bijectivité du cas (1,0)’

pour tout M, @/)](\}I’O) induit une bijection entre bases d’activités (1,0) et les paires
de réorientations opposées d’activités (1,0).

Si on se restreint au cas d’activité (1, 0), le théoréme 1.6 ‘critére de compatibilité’
donne la construction suivante (dans cette restriction, les matroides considérés n’ont
pas de boucle, qui serait active, et n’ont pas d’isthmes, qui serait dual-actif, & moins
d’étre réduit a ce seul ishtme). Comme d’habitude, Uy ; désigne le matroide uniforme
de rang 1 a 1 élément : c’est le matroide réduit a un isthme.

Corollaire 1.8. (critere de compatibilité(1:9)

Il existe une application 10 associant & tout matroide orienté ordonné M
d’activités (1,0) une base B = (O (M) de M vérifiant les propriétés suivantes :
(OB140)) ‘préservation des éléments actifst9)”

Pour tout M d’activités (1,0), B = 1O (M) est une base de M d’activités
(1,0).

(OB210)) “bijectivité+:0)
Pour tout M d’activités (1,0), ¢(1,0) induit une bijection entre bases d’activités
(1,0) et les paires de réorientations de M opposées d’activités (1,0).

(OB319)) “induction(t-0)’

Pour tout M d’activités (1,0) avec w = mazx(E(M)) :
w € P(M) implique M /w d’activités (1,0) et Y(M/w) = p(M) \ w,
w & (M) implique M \ w d’activités (1,0) et (M /w) = p(M).

Plus précisément une telle application satisfait ces conditions si et seulement si
elle satisfait la construction inductive suivante :
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Soit M un matroide orienté sur E avec
o*(M) =1, o(M) =0, max(F) = w.
Si M = Uy alors 0 (M) = w.

Si M # U, ; alors :

si 0*(—,M) =0 alors y(M) :=0;
si 0*(—,M) > 1alors y(M) :=1;
si 0*(—,M) =1 alors
choix arbitraire
Y(M)=1—5(—u,M) (indifféremment {y(M),v(—oM)} = {0,1}).

fin
Si (M) = 0 alors
YO(M) = (M \ w)
si y(M) =1 alors
pHOM) =N (Mw)Vw

Preuve.

Dans cette preuve on note simplement ¢ pour ¥:%. La condition (OB3(®1:?)
implique évidemment les conditions (OB3.1) et (OB3.2) pour tout matroide orienté
acyclique d’activité duale 1. Pour montrer (OB3.3) supposons que w € (M) et
w € P(=uM), alors (M) = $(M/w) Uw = $(—,M), done {§,w, B, B\ w} C
Yy (W(M)) ce qui contredit (OB4(9) & moins d’avoir E = w auquel cas M = Uy 3
et (M) = w. De méme on ne peut pas avoir w ¢ (M) et w & p(—,M). Ainsi on
doit avoir {p(M), (=, M)} = {p(M/w, (M \ w)} si M et —,M sont acycliques
d’activité duale 1 et on poursuit la preuve comme dans le théoreme 1.6. O

Interprétation géométrique. Géométriquement, dans un arrangement de pseu-
dospheres, ce ‘critere de compatibilité’ signifie que 1'on peut définir une correspon-
dance entre réorientations et bases de la facon suivante : si w coupe une région M, la
région qui a la strictement plus grande activité interne est associée a la méme base
que la région correspondante dans M \ w et la région —, M opposée par rapport a w
est alors associée a la méme base (union w) que la région correspondante dans M/w ;
si les activités sont égales, le choix est arbitraire ; et si w ne coupe pas la région, le
choix est déterminé de méme (puisque dans la région l'activité externe est nulle, alors
que dans la réorientation obtenue en retournant w, elle ne l'est pas). L’élément w est
donc naturellement adjacent a la région associée a la base contenant w. La propriété
(OB3) peut se reformuler géométriquement ainsi :

(OBS’géom) pour toute région associée a une base B contenant w, w est frontiére

de cette région ; et la région opposée par rapport a w est associée a une base ne
contenant pas w (sauf si w est un isthme).
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Par contre on n’a pas en général la propriété suivante :

(OB4) ‘dualité’

pour tout M,
Y(M*) = E\¢(M)

Cette condition peut cependant aisément étre imposée : il suffit de construire
Y(M*) et Pp(—,M*) en méme temps que (M) et (—,M). Lorsque le ‘choix’
(M), y(—wM) = {0,1} est imposé dans M (cas 1 et 2 de la construction inductive
lorsque w n’est ni isthme ni boucle), il 'est aussi dans M*, et de fagon cohérente :

Y(M™) =1 -~(M)

Il suffit donc d’imposer cette contrainte aussi lorsque le choix est arbitraire :
le ‘choix’ pour M conditionne alors celui pour —,M, M* et —,M* (mais reste
arbitraire).

Ezxemple. Les matroides orientés K4 \ 6 et K4/6 sont suffisamment petits pour
que la condition (OB1) ‘préservation des éléments actifs’ & elle seule détermine pour
chacun une seule correspondance possible pour les réorientations acycliques (car il
y a une seule base possible pour chaque ensemble d’éléments intérieurement actifs).
Elle est représentée pour chaque mineur dans la Figure 1.2 : la base associée a une
région est écrite dans la région dont les éléments dual-actifs, égaux aux éléments
intérieurement actifs de la base, sont écrits en plus petit.

Figure 1.2 : correspondances obligées pour K, \ 6 et K,/6

On veut alors construire une correspondance pour les régions de K, par
I’algorithme du critere de compatibilité 1.6. Le seul choix arbitraire concerne les
deux régions d’activités (1,0) séparées par 6. Pour toutes les autres, les activités
de deux régions séparées par 6 sont distinctes et le choix est donc déterminé : dans
I'exemple (i) de la proposition 1.1, la réorientation de gauche est une région associée
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a 134 (celle du haut sur la Figure 1.2), et celle de droite obtenue par réorientation
de 6 n’est pas une région, elle sera associée a la base 156 par la condition (OB1)
‘préservation des éléments actifs’ ; dans 1’exemple (ii) (Figure 1.1) on a vu aussi que
le choix était déterminé.

On en déduit deux correspondances possibles pour les réorientations acycliques de
K, (Figure 1.3). Cependant il faut noter que 1’on obtient tres vite un grand nombre
de correspondances satisfaisantes lorsque la taille du matroide orienté croit. Sur cet
exemple il suffit d’ajouter une pseudodroite 7 coupant la région d’éléments actifs 12
et les deux régions d’élément actif 1 pour obtenir 2* = 16 nouvelles possiblités par
correspondance déja autorisée (sans tenir compte des choix pour les réorientations
non acycliques).

Figure 1.3 : deux correspondances satisfaisant le critére 1.6 pour K,

Remarquons qu’on ne peux pas, selon le ‘critere de compatibilité’, permuter les
bases 125 et 126 dans leurs régions associées (alors que les éléments actifs sont les

mémes). Cela contredirait la propriété (OB?’géom)'

Avec les résultats de ce chapitre, on peut donc construire différentes correspon-
dances actives entres réorientations et bases (& cause du choix arbitraire) vérifiant la
propriété naturelle d’induction.

Le probleme est maintenant de déterminer ce choix, toujours de facon ‘naturelle’,

pour tous les cas. On va par la suite construire une certaine correspondance,
satisfaisant les conditions du lemme précédent. Elle sera définie dans le chapitre 4

11
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partie 1, indépendamment de la définition inductive précédente, a I'aide des chapitres
2 et 3. En bref, il s’agira premierement de raffiner encore la notion d’activités en
ne s’intéressant plus aux ensemble d’éléments actifs mais a des ‘pa,rtitions actives’
(chapitre 2), et deuxi®mement de généraliser la propriété (OB38€OM) 3 la suite
de fermés définie par une base ordonnée pour qu’elle soit adjacente a la région
associée tout en conservant une propriété de dualité (chapitre 3). On reviendra
sur la définition inductive précédente a la fin du chapitre 3 pour les activités (1, 0), et
dans le chapitre 4 partie 2 pour le cas général, ou I'on verra a quel choix correspond
la construction effectuée.



Chapitre 2

Décompositions des activités

Le but de ce chapitre est de définir une décomposition des bases et, indépendamment,
une décomposition des réorientations, par l'intermédiaire de mineurs pour lesquels
les seules bases ou réorientations considérées sont d’activités (1,0) ou (0,1). On ob-
tient des résultats analogues dans les deux cas, permettant de ramener le probleme
de départ (établir une correspondance) au cas particulier des activités (1,0). Ce
chapitre développe et approfondit des idées de [LV 83] et [EtLV 98].

Plus précisément, on introduit la notion de ‘suites décomposantes’ d’un matroide,
qui sont des suites croissantes particulieres de parties du matroide (définition ci-
dessous) et on obtient des résultats structurels et constructifs sur I'ensemble des
bases et sur celui des réorientations, résultats intéressants en eux-meémes. Dans la
premiere partie on définit une décomposition active des bases d'un matroide ordonné
en décomposant de fagon unique une base en bases d’activités (1,0) ou (0,1) dans
des mineurs. On en déduit une formulation du polynome de Tutte d’un matroide
n’utilisant que les invariants béta de certains mineurs (corollaire final). Les mineurs
qui interviennent sont définis a partir d’'une suite décomposante associée a la base,
et font apparaitre par différences successives une ‘partition active’ de I’ensemble des
éléments du matroide. La notion de partitions actives affine la notion d’activités plus
loin que les ensembles d’éléments actifs. Dans la deuxieme partie, de facon similaire,
on définit une décomposition active des réorientations d’un matroide orienté ordonné.
Dans ce cas les 217 réorientations obtenues en réorientant des parties quelconques
de la partition active associée a une réorientation d’activités (i, j) forment une classe
d’activités de réorientations, dont tous les éléments ont méme partition active, et
dont ’ensemble constitue une partition remarquable de I’ensemble des réorientations
du matroide orienté ordonné.

Le plus curieux, et le plus utile ici, est la similarité avec laquelle ’ensemble des
suites décomposantes intervient dans ces deux constructions a priori indépendantes.
La troisieme partie exploitera ce lien pour construire une classe générale de corre-
spondances préservant les partitions actives (et donc les activités) par extension a
partir des correspondances restreintes aux activités (1,0).

Définition. Une suite décomposante d’un matroide ordonné M sur F
)=F'Cc..CF,=F.=FyC..CF,=F

est une suite croissante de parties de E vérifiant :

- F, est un fermé cyclique de M (i. e. F, fermé de M et E \ F, fermé de M*) ;

- pour tout k, 0 < k <, Fy est un fermé de M, et F.=F,C ...C F, =F ;

- pour tout k, 0 < k <e, E\ F} est un fermé de M*, et 0 = F* C ... C F§ = F. ;
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- la suite des min(Fy \ Fix—1), 1 < k < ¢, est croissante ;

- la suite des min(F;_; \ Fy), 1 <k < e, est croissante ;

-les M(Fy)/Fr—1, 1 <k <,, et M(Fy_,)/F;, 1<k <e, sont connexes (i. e. leurs
invariants (3 sont non nuls).

Un fermé de M* est le complémentaire d’une union de circuits de M. Un fermé
cyclique F, de M est un fermé de M tel que E \ F, soit un fermé de M*. De fagon
équivalente, un fermé cyclique est un fermé qui soit union de circuits, ou encore un
fermé tel que le matroide restreint a ce fermé soit sans isthme. Ainsi, F, étant un
fermé cyclique, les boucles de M sont dans F, et les isthmes dans E'\ F..

Propriétés 2.0.
Une suite décomposante de M* est la suite des complémentaires dans E d’une
suite décomposante de M .

Une suite
)=FCc..CFfj=F,=F,C..CF,=F

est une suite décomposante d’un matroide ordonné M sur E (pour le fermé cyclique
F.) si et seulement si les suites
0=F:Cc..CFj=F.=F,

et
)=F'=F\F.C..CF\F.=E\F,

sont des suites décomposantes respectivement de M(F.) (pour le fermé cyclique
F!=F.) et de M/F. (pour le fermé cyclique F!' =0).

Preuve. La premieére propriété est évidente par définition puisque Fy ; \ Fy =
(E\ F¥)\ (E\ Fy_,). Pour la seconde propriété il suffit de vérifier que F' fermé
de M contenant F si et seulement si F'\ F, fermé de M/F, (c’est vrai car les circuits
de M/ F, s’obtiennent en supprimmant F, des circuits de M), ce qui donne par dualité
E\ F* fermé de M* inclus dans F, si et seulement si E \ F* fermé de (M (F.)*. O

Définition. Une suite décomposante induit par différences successives une partition
de E, que 'on appelera partition active de E pour cette suite décomposante :

E=F \F!+..+F;\Ff+F\Fy+..+F\F,

Une telle partition sera ultérieurement représentée par une fonction qui a un élément
e de E associera le plus petit élément de la partie contenant e dans la partition active
de F :

a(e) = min(Fy_; \ Fy)

siee Ff (\Fy,1<k<eg, et

a(e) = min(Fy \ Fx_1)
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sie € Fi \ F—1, 1 <k <.

La partition active est donc la partition o=t de E (a(a) # 0 si et seulement si
a est le plus petit élément d’une partie de la partition active). Si a(e) = a on dira
alors que e est associé a a dans la partition active.

Il faut remarquer qu'une partition active ne détermine pas la suite décomposante
dont elle est issue. Par exemple, les deux suites décomposantes () = F} = F, = Fy C
Fi=FEet)=Ff C F;y =F.=Fy=FE pour un matroide sans isthme ni boucle,
induisent la méme partition de F ayant pour unique partie F/. Par contre connaissant
une partition active et le fermé cyclique F., on peut reconstruire immédiatement la
suite décomposante définissant cette partition. En effet les parties contenue dans
F,. = F sont ordonnées selon leurs plus petits élements : avec aj, = min(Fy_, \ Fy),
1<k <e,

aoEYNF.=a] <..<al

et donnent les Fj, 1 <k < g, par unions sucessives :

Fi=J o ')

a>a;;
acF,

pour tout 1 < k < ¢ ; et les parties contenues dans E \ F, = E \ Fy sont ordonnées
selon leurs plus petits éléments : avec ap = min(Fy \ Fy_;), 1 <k <.,

a(E)\F.=a1 < ..<aq,

et donnent les F}, 1 < k < par unions successives :

F,=FE\ U a~(a)
a>ak
agF,

pour tout 1 < k < 4.

Ainsi la notion de partition active associée a un fermé cyclique est équivalente a
celle de suite décomposante. On introduit cependant les deux définitions : dans
ce chapitre on manipulera les suites décomposantes afin d’établir clairement les
théoremes de décompositions, par contre dans les chapitres suivants on utilisera
surtout les partitions actives, car ce sont surtout elles qui interviennent pratiquement,
leur fonction représentative associée évitant de plus de surcharger I'écriture.

Les plus petits éléments des parties de la partition active associée a une base
ou une réorientation en seront les éléments actifs. La notion de ‘partition active’
est cependant plus forte que celle d’‘ensemble d’éléments actifs’ : deux bases ou
deux réorientations peuvent avoir les méme éléments actifs mais pas la méme suite
décomposante associée.
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Le but de cette partie est de montrer le théoreme suivant et de calculer explicite-
ment 'unique suite décomposante associée a une base donnée. Le pendant numérique
de ce théoreme est ’expression du polynoéme de Tutte d’un matroide a partir des in-
variants béta de certains de ses mineurs (corollaire final).

Théoréme 2.1.1. (décomposition active des bases)
Soit M un matroide ordonné sur E, et B l’ensemble des bases de M .

B= O, {Bf+..+B+By1+..+B,|

0=F*C...CF*=Fg
Fe=FyC...CF,=E
décomposante

V1 <k <e, By base d’activités (0,1) de M (F;_,)/F},
V1 <k <, By base d’activités (1,0) de M(Fy)/Fr—1}

Avec B=Bf + ...+ B+ By + ...+ B, on a alors
Int(B) = Ulskgbmin(Fk \ Fk—l) = UlgkgLInt(Bk)

Ext(B) = Urck<emin(Fy_ \ Fy,) = Urck<c Eat(By)

La décomposition en éléments internes et externes de E relative a une base,
qui revient a ne s’occuper que du fermé cyclique F,. dans la suite décomposante :
B = BN F.+ B\ Fg, ainsi que la décomposition de I’ensemble des bases qui s’en
déduit, sont déja connues et apparues d’abord dans [EtLV 98] (reprises depuis par
exemple dans [KoReSt 99]). La décomposition d’une base en bases d’activité 1, plus
profonde : B = B} + ... + B + By + ... + B,, était annoncée dans [EtLV 98] et
dans [LV 83]. La notion de ‘suite décomposante’ et la décomposition de I’ensemble
des bases par ’ensemble des suites décomposantes sont nouvelles. Les résultats et
constructions de cette partie sont essentiellement des approfondissements de ceux de
[EtLV 98] (que I'on remontre du méme coup).

Ezxemple. Le tableau de la Figure 2.1 recense les suites décomposantes de Ky
(le fermé cyclique apparait en gras) et les bases correspondantes via le théoreme de
décomposition active des bases 2.1.1. Les éléments actifs sont les plus petits éléments
des parties de la partition active.

Quelques exemples détaillés : la base 125 interne d’éléments intérieurement actifs
12 est la réunion de la base 15 d’activités (1,0) de K4(145) et de la base 2 d’activités
(1,0) de K4/145 ; la base 234 d’élément intérieurement actif 4 et extérieurement actif
1 est la réunion de la base 23 d’activités (0,1) de K4(123) et de la base 4 d’activités
(1,0) de K4/123 ; la base 256 (Figure 0.1) externe d’éléments extérieurement actifs
13 est la réunion de la base 56 d’activités (0,1) de K4(356) et de la base 2 d’activités
(0,1) de K4/356.
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En revanche, par exemple, la suite de parties ) C 2 C 246 C E n’est pas une
suite décomposante, car elle ne satisfait pas la condition de croissance des plus petits
élments des différences successives de la définition, ni pour F, = (), ni pour F, = 246,
ni pour F, = E.

Suites décomposantes Partitions actives Bases
@Cl1C123CE 1+ 23 + 456 124
@ClCE 1+ 23456 126
@Cl45CFE 145 + 236 125
@ C123C FE 123 + 456 134
OCE 123456 135
OCE 123456 136
0c123C E 123 + 456 234
0 Cc145 C E 145 + 236 245
) C246 C E 246 + 135 146
0 Cc356CE 356 + 124 156
DCE 123456 235
0 CE 123456 236
0 C 246 CE 135 + 246 346
0 c 356 CE 124 + 356 256
() C 23456 C E 1+ 23456 345
0 C 356 C 23456 C E 1+ 24+ 356 456

Figure 2.1 : tableau de décomposition des bases de K,

Ce qui va étre fait repose entierement sur le ‘graphe fondamental’ de la base :
graphe biparti entre les éléments de la base et ceux de son complémentaire, ol une
aréte joint deux éléments si et seulement si ils appartiennent a un méme circuit ou
cocircuit fondamental (cf. Introduction).

Dans l'ordre, on va d’abord réécrire brievement pour un graphe biparti quel-
conque dont ’ensemble des sommets est totalement ordonné les définitions des notions
liées aux activités. Puis on définira une application A sur les parties de ’ensemble des
sommets du graphe, dont I'idée est de permettre de séparer le graphe en deux sous-
graphes, qui se partageront les éléments actifs du graphe de départ sans en faire ap-
paraitre de nouveaux. Ceci est exprimé dans le ‘lemme de décomposition des activités
d’un graphe biparti’, duquel s’obtiennent facilement toutes les constructions de cette
partie. Premierement en appliquant A 3 Vensemble des éléments intérieurement act-
ifs, on peut séparer les activités internes et externes. Deuxiemement pour un graphe
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‘interne’ ou ‘externe’, en appliquant inductivement A au plus grand élément actif et
en supprimant le sous-graphe obtenu, on obtient une décomposition en sous-graphes
d’activité 1. En effectuant ces constructions pour le graphe biparti fondamental
d’une base donnée d’un matroide, on obtient des formulations en termes d’activités
des bases et de fermés du matroide, qui aboutissent, lorsque I’on considere I’ensemble
de toutes les bases, aux suites décomposantes et au théoreme 2.1.1. Hormis pour les
deux premiers lemmes, les résultats seront énoncés dans le langage des matroides,
mais ceux qui concernent une base donnée peuvent étre formulés plus généralement
en termes de graphes bipartis.

En effet, comme dans [EtLV 98], les décompositions faites peuvent étre définies
plus généralement pour tout graphe biparti dont les sommets sont totalement
ordonnés. Ceci clarifie la construction pratique (algorithmique) de la décomposition
d’une base et permet d’insister sur le fait qu’elle ne dépend que du graphe fondamental
de cette base, et non de tout le matroide.

Définitions. Soit F un ensemble fini totalement ordonné, B C E, et (G, B), abrégé
en G (les définitions relatives & G dépendent de B), un graphe biparti entre B et
E\ B.

Par analogie, pour e € B (resp. e ¢ B), on note C*(B;e) (resp. C(B;e))
I'ensemble formé de e et des sommets reliés & e dans G, ainsi e € C*(B;b) si et
seulement si b € C'(B;e), et on dit que e est intérieurement actif (resp. extérieurement
actif) si il est le plus petit élément de C*(B;e) (resp. C(B;e)). On note Int(G)
(resp. Ext(G)) I’ensemble des éléments intérieurement actifs (resp. extérieurement
actifs) de G. Evidemment, par définitions, pour une base B d’un matroide M on a
Intpy(B) = Int(Gp(B)) et Exty(B) = Ext(Gy (B)).

Pour A C FE, on note (G — A, B\ A), abrégé en G — A, le graphe obtenu en
supprimmant de G les sommets de A et leurs arétes incidentes.

Pour b € B, soit
C*(B;b)< = {e € C*(B;b) | e < b}

Pour X C F soit

Ac(X)=XuU( | C*(B;b)u{be B|0CC*(B;b)< C X}
beXNB

et enfin soit .
Ag = UiZlAlG

qui pourra étre abrégé en A et qui s’appliquera en pratique a un ensemble d’éléments
intérieurement actifs de G.

Remarque. Les parties B et F \ B jouent un role symétrique, de méme que
‘intérieurement’ et ‘extérieurement’, et que ‘C*(...)" et ‘C(...)".
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Propriétés 2.1.2. (construction de A)
Awvec les notations ci-dessus et X un ensemble d’éléments intérieurement actifs.
(i) A(X) est la plus petite partie de E vérifiant pour tout b € B

be X = C*(B;b) C A(X)

0 C C*(B;b)< C A(X) = C*(B;b) C A(X)

(i) A(X) est donné par Ualgorithme (linéaire) suivant.

Au départ A(X) = 0.
Pour e parcourant I'ensemble totalement ordonné E en partant du plus petit élément
faire :
siee X alors e € A(X) ;
sie @ B ets'il existe c € C(Be), ¢ < e, avec ¢ € A(X) alors e € A(X) ;
si ¢ € B n'est pas intérieurement actif
et si tout ¢ € C*(B;e), ¢ < e, vérifie ¢ € A(X) alors e € A(X).

(iii) Pour tout x € X

A A

Aa(X) = Ag_;.x\0)(®) UAG(X \ )

Ces propriétés sont surtout utiles pour la construction effective des décompositions.
L’algorithme (ii) permet de calculer A en parcourant une seule fois 'ensemble E. La
partie (iii) signifie que l'on peut calculer I'image par A d’un ensemble d’éléments
intérieurement actifs de B en considérant ces éléments un par un (dans n’importe
quel ordre) et en supprimmant & chaque fois de G I'image par A de I’élément con-
sidéré : pour X C Int(G), X = {x1, ..., x},

Ag(X) ( G(.I'l...flik) \ Ag(.l'l...flik_l)) W..d (Ag(flilflig) \ Ag(l'l)) %) Ag(l'l)
AG—AG (a:l...xk_l)(a:k) H..d AG_Ag(ml)(xg) %) Ag(flil)

Preuve. (i) est une reformulation directe de la définition.

Pour (ii), d’abord, b € B appartient & A*(X) par définition si et seulement si
b e X ou C*(B;b)< C A¥(X), donc b € B appartient & A(X) par définition si et
seulement si b € X ou C*(B;b)< C A(X). D’autre part soit e ¢ B. Sie € A(X) alors
e € C*(B;b) pour b € X qui est intérieurement actif donc b < e. Sie € A(X)\ A(X)
alors soit i le plus petit possible tel que e € A*(X)\ A*"1(X). On a alors e € C*(B;b)
pour b € A"1(X), et b < e sinon e € A""1(X). Donc e ¢ B appartient & A(X) si
et seulement si il appartient & C*(B;b) pour b € A(X) avec b < e, c’est-a-dire si et
seulement si il existe b € C(B;e) N A(X), b < e. Les conditions précédentes font que
I’appartenance ou non d’un élément a fl(X ) ne dépend que de ’appartenance ou non
4 A(X) d’éléments strictement inférieurs, d’oli cet algorithme linéaire.
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~ On montre (iii) par récurrence : avec E = e; < .. < e, on suppose que
Ag(X) ﬂ{el, vy Clo— 1} ( G Ag(X\m)( )UAG'(X\ )) ﬂ{el, ...,ek_l} pour k > 0 et
on veut montrer Ag(X) N {eq,...,ex} = (4 G—Ag(xX\ax) (@) U Ag(X \ z))N{eq,...,ex}.
Par I'algorithme (ii) on sait immédiatement que Int(G) N Ag(X) = X. Puisque
z € Int(G), on adonc z ¢ A —G(X \ z), dott z = min(C*(B;x) \ Ag(X \ ) et
xz € Int(G — Ag(X \ z)).

Siex € Ag(X)\ Ag(X \ z) et e € B alors on a soit e = z et alors
e € Ag_ i, (x\x)(2), s0it O C C*(Bjex)< \ Ag(X \ z) (sinon e, € A(X\ T) par
définition) et C*(Bjer)< \ Ag(X \ z) € Ag(X) \ Ag(X \ z) (sinon e ¢ A(X)),
donc ) C C*(Bjer)< \ A(;(X \ z) (sinon e € Ag(X \ z) par définition) et
C*(Bser)< \ Ag(X \ z) C AG_Ag(X\m)(x) par hypothese de récurrence, et ej €
AG—Ag(X\x)( ) par définition.

Siep € Ag(X)\ Ag(X \ ) et ex ¢ B alors, par I'algorithme (ii), il existe
¢ < e dans C(Bjeg) avec ¢ € Ag(X) et ¢ € A(\r) (sinon e € Ag(X \ 7)).
Donc ¢ € AG_Ag(X\m)(x) par hypothese de récurrence, et ef € AG_Ag(X\m)(x) par
Palgorithme (ii) dans G — Ag(X \ z).

Siep & Ag(X) alors e, & Ag(X\z) (A est évidemment croissant). Dans ce cas si
e € Balors il existe ¢ € C*(B;e,)< avec ¢  Ag(X), donc ¢ € C*(B;ex) <\ Ag(X \x)
et c & AG_Ag(X\m)(x) (par hypothese de récurrence), donc e ¢ AG_Ag(X\m)(x) (par
définition). Et si e ¢ B alors il n’existe pas ¢ < e dans C(B;e) avec ¢ € Ag(X), donc
il n’existe pas ¢ < e dans C(B;e)\ Ag(X \z) avec ¢ € Ag_ 4, (x\, (¢) (par hypotheése
de récurrence), donc e ¢ AG_AG(X\m)(x) (par lalgorithme (ii) dans AG_Ag(X\m)(x)).

O

Lemme 2.1.3. (décomposition des ‘activités’ d'un graphe biparti)
Awvec les notations ci-dessus, soit X C Int(G).
La partie fl(X) est 'unique partie A de E vérifiant les propriétés suivantes:
(i) C(B;e) C E\ A pour tout e ¢ A, e ¢ B,
(ii) Int(G — A) = Int(G) \ X,
(iii) Ext(G — A) = FExt(G),
(iv) Int(G—-—FE\ A) = X,
(v) Ext(G—E\ A) =

Preuve. On montre d’abord que A(X) (abrégé ici en A) satisfait ces propriétés.

(i) Soit e ¢ AU B et b € BN C*(B;e) (sil existe), si b € A alors C*(B;b) C A
par définition, donc e € A qui est contradictoire.

(ii) Pour b ¢ A, si b = min(C*(B;b)\ A) alors C*(B;b)< C A, donc C*(B;b) = 0
sinon b € A par defimtlon de A. Réciproquement si b ¢ X et b = min(C*(B;b))
alors b Aet b= mm(C’*(B b) \ A) donc b € Int(G — A).

(iif) Pour e ¢ A, si e = min(C(B;e) \ A) alors il nexiste pas ¢ € C(B;e) N A,
¢ < e, sinon e € A (algorithme (ii) de la propriété 2.1.2), donc e = minC(B;e).
Réciproquement si e = minC(B;e) alors e ¢ A (algorithme 2.1.2 (ii)) donc
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e = minC(B;e) \ A, c’est-a-dire e € Ext(G — A).

(iv) Si b € X alors b est par hypothese intérieurement actif dans G et b € A, done
b = minC*(B;b) = min(C*(B;b) N A) donc b € Int(G — E \ A). Réciproquement si
b e Int(G—E\ A) alors b = min(C*(B; b)NA), ce qui n’est possible par I'algorithme
2.1.2 (ii) que si b € X.

(v) Enfin e € A implique Dexistence de ¢ < e dans C(B; e) par I'algorithme 2.1.2
(i) donc e = min(C(B;e) N A) est impossible.

Soit A C FE vérifiant ces propriétés. On montre que A satisfait la définition de

A

A(X) de la propriété 2.1.2 (i).

La propriété (iv) implique X C A. La propriété (i) pour tout e ¢ B, e ¢ A =
C(B;e) C E \ A s’écrit en passant & la contre apposée C(B;e) N A # () = e € A,
c’est-a-dire si e € C*(B;b) pour b € A alors e € A, c’est-a-dire pour tout b € B,
be A= C*(B;b) C A. Siil existe b € B tel que ) C C*(B;e)< C Aet b ¢ A, alors
b=minC*(B;b) \ A donc b € Int(G — A) \ Int(G) ce qui contredit la propriété (ii).
Ainsi A(X) C A par la propriété 2.1.2 (i).

On suppose qu'il existe e € A\ A(X). Si e € B alors C*(B;e) C A. On a alors
soit e = minC*(B;e) mais alors e € Int(G — E'\ A) \ X ce qui contredit la propriété
(iv), soit il existe f < e dans C*(B;e)\ A(X) (sinon e € A(X) par définition) donc
f e A\ A(X). D’autre part si e ¢ B alors d’apres la propriété (v) il existe f < e
dans C(B;e) N A (sinon e est extérieurement actif dans G — E '\ A). Or d’apres la
propriété (i) pour A(X) on a aussi C(B;e) C E\ A(X), donc f € A\ A(X).

Dans tous les cas Uexistence de e dans A\ A(X) implique Pexistence de f < e
dans A\ A(X), ce qui est impossible. O

Propriété 2.1.4. (reformulation de la propriété 0.1)
Soit B une base de M.
Sib € B alors
Gu(B) —b=Gr(B—D)

Sie & B alors
Gu(B) — e = Gane(B)

Propriété 2.1.5.
Soit une base B de M et un fermé F' de M.
Si BN F est une base de M(F') alors B\ F est une base de M/F, et

Gu(B) = F =Gy/p(B\F)

Gu(B) — (E\F) =Gy (BNF)

Preuve. Dans M/(F N B), B étant une base de M (F'), les éléments de F'\ B sont
des boucles. Donc B\ F est un indépendant maximal de M/F, c’est-a-dire une base
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de M/F. 1l revient au méme de supprimer ou de contracter des boucles. Avec la
propriété 2.1.4 (et la propriété M/A\ A’ = M \ A’/A pour tout A, A’ C E), on en

Si on supprimme dans M les éléments de (F\ F') \ B, les éléments de (E\ F)N B
deviennent des isthmes et on conclut pareillement. O

Cette derniere propriété sera tres souvent utilisée techniquement, sans qu’il y
soit fait forcément référence, pour relier les cocircuits et circuits fondamentaux d’une
base dans M et de la base induite dans le mineur M (F') ou M/F.

Lemme 2.1.6. (lemme de décomposition)

Soit M un matroide ordonné. Soit B une base de M et X C Intp(B).

La partie E \ flgg (X) = F est lunique fermé de M wvérifiant les propriétés
suivantes :

(i) BN F est une base de M(F),

(ii) Intpr (BN F) = Intp(B)\ X,

(iii) Ea:tM(F)(B NF) = Exty(B),

(iv) Intryyp(B\ F) = X,

(v) Botrye(B\ F) 0.

Preuve.

Ce lemme est essentiellement une reformulation du lemme de ‘décomposition des
activités d’un graphe biparti’ 2.1.3 en langage des matroides, via la propriété 2.1.5.

Un fermé F vérifie la propriété (i) si et seulement si pour tout e € F'\ B on a
C(B;e) C F, qui est la propriété (i) du lemme 2.1.3 avec A = E\ F et G = Gy (B).
Avec la propriété 2.1.5 qui suppose que F' vérifie la propriété (i), les propriétés (i),
(i), (iii), (iv), et (v) sont donc équivalentes aux propriétés (i), (ii), (iii), (iv), et

Y
~

(v) du lemme 2.1.3 avec A = E\ F et G = Gy(B). Donc F = E\ A(X) est
nécessaire pour vérifier ces propriétés. Réciproquement A(X) = Uy 45 C*(B: )

(conséquence immédiate de la définition) donc '\ A(X) est bien un fermé de M
(union de cocircuits) et F' = F '\ A(X) est suffisant. O

Proposition 2.1.7. (décomposition en éléments internes et externes [EtLV 98])
Soit M un matroide ordonné sur E et B une base de M.

Il existe un unique fermé cyclique F, tel que BNF, est une base externe de M (F,)
et B\ F. est une base interne de M/F, :

F.= E\ Ag,,p)(Inty(B))

De plus, on a
E:EtM(B) = EI‘tM(FC)(B N Fc)

et
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L’ensemble F. est alors appelé ensemble des éléments externes par rapport a B,
et £\ F. ensemble des éléments internes par rapport a B.

Preuve. En appliquant le lemme de décomposition 2.1.6 avec X = Int(B), il vient
pour unique fermé satisfaisant les propriétés voulues F, = E\ Ag,, B)(Intp(B)). En
outre F, est un fermé cyclique car si M (F,) possedait un isthme alors cet isthme est
intérieurement actif dans B N F, dans M (F.), ce qui contredirait que cette base soit
externe. O

Remarques.

- Cette décomposition est invariante par passage au dual & permutation pres de
F. et E\ F. et peut se calculer dans M* :

F.= Ag,,.m\n)(Extry(B))

- Cette décomposition ne dépend que du graphe fondamental, c’est a dire des
cocircuits (ou des circuits) fondamentaux de B, mais pas de tout le matroide.
- La décomposition interne|externe est donnée aussi par I'algorithme suivant (il

se déduit immédiatement de I'algorithme de décomposition par récurence que 1'on
verra plus loin, conséquence de la propriété 2.1.2 (i)) :

23

Soit B une base.
Pour e parcourant E en partant du plus petit élément faire
pour e € B : si il existe ¢ < e externe dans C*(B;e) alors e est externe
sinon e est interne
pour e € B : s'il existe ¢ < e interne dans C(B;e) alors e est interne,

sinon e est externe

Théoréme 2.1.8. ([EtLV 98])

Soit M un matroide sur un ensemble totalement ordonné ayant pour ensemble de
bases B.

B = L—lj {B* + B | B* base externe de M(F,.), B base interne de M/F.}

F,. fermé
cyclique de um

Preuve. Avec la proposition précédente 2.1.7 asociant a toute base un fermé cyclique,
il suffit de vérifier réciproquement que : si F' est un fermé cyclique alors il existe une
base externe de M (F') (c’est vrai puisque la base maximale est externe car il n'y a
pas d’isthme dans M (F')) et dualement il existe une base interne de M/F ; si B* est
une base de M (F.) et B une base de M/F, alors B* U B est une base de M (c’est
vrai car F, est un fermé) dont la décomposition en bases internes et externes redonne
B* U B (c’est vrai par unicité dans la proposition 2.1.7). O
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Proposition 2.1.9. (décomposition d’une base interne en activités (1,0))

Soit M un matroide ordonné sur E et soit B une base interne de M avec
Int(B)=a; < ... < a,.

1l existe une unique suite de fermés

l=FycF,Cc..CF,_1CF,=F
telle que pour tout k, 1 < k <,
By :Bﬂ(Fk\Fk_l)

soit une base interne de M (Fy,)/Fr—1 ayant un seul élément intérieurement actif ay,.

Elle est définie, pour 1 > k > 1, par
Fk =F \ AQM(B) ({ak+1, ceey a,,})

ou par "
Fr_1=Fp\ AgM(Fk)(Bka)(ak)

Ainsi
Int(B) = H'JlgkgLInt(Bk)

Preuve. On montre cette proposition par récurrence sur ¢, elle est évidente pour + = 1.
D’apres le lemme de décomposition 2.1.6 appliqué avec X = a,, F,_1 = E\flgM B (a,)
est 'unique fermé tel que a, ¢ F,_1, B\ F,_1 est une base interne de M/F,_; ayant
pour seul élément intérieurement actif a,, et BN F,_; est une base de M (F,_1) ayant
pour éléments intérieurement actifs a; < ... < a,_1. Soit ) = Fy C F; C ... C F,_4
I'unique suite de fermés de M (F,_1) définie par hypothese de récurrence pour la base
BNF,_;. Lasuite )= FyC F, C..CF,_; CF,=F de fermés de M vérifie alors
les propriétés voulues et est déterminée de fagon unique.

Elle est donc définie par récurrence, pour 1 > k > , par Fj \ Fp_1 =
flgM(Fk)(Bka)(ak), c’est-a-dire d’apres le lemme 2.1.5 (iii) (propriétés constructives
de A) par Fy, = E'\ Ag,,(By({ax+1,---,a.}), pour 1 > k > 4.

La suite de fermés peut-étre calculée soit directement dans M comme dans la

premiere formule de I’énoncé, soit dans les mineurs considérés successivement, pour
1>k =>u: Fi\ Fy—1 = Ag,, (1, (BnFy) (ax) (propriété 2.1.2 (iii)). O

Remarque. En passant au dual on définit la décomposition d’une base externe en
bases d’activité (0,1).

Théoreme 2.1.10.
Soit M un matroide ordonné sur E, et BL l’ensemble des bases internes de M.

BT = L—U { Bi+..+B, |

@:FCZFOC...CFL:E
décomposante avec F, = ()
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By, base d’activités (1,0) de M (Fy)/Fr—1, 1<k <., }

Preuve. Etant donnée une base B, la suite ) = Fy Cc Fy, ¢ ... C F,_1 C F, = E
de la proposition 2.1.9 est par définition I'unique suite de fermés pour laquelle
B = By + ... + B, avec By base d’activités (1,0) de M(Fy)/Fr—1, 1 < k < .
Puisqu’un matroide est connexe si et seulement si il existe une base interne d’activité
1 (proposition ) et que la suite des min(Fy\r_1), 1 < k < ¢, est croissante, cette
suite de parties est une suite décomposante ayant pour fermé cyclique F, = () (() est
un fermé cyclique car une boucle serait extérieurement active dans toute les bases et
on aurait BZ = ().

Réciproquement étant donnée une suite de fermés décomposante ayant pour fermé
cyclique F. = (), la connexité de chaque mineur considéré assure ’existence d’une
base interne d’activité 1 de ce mineur, I'union de ces bases est bien une base B
car les parties sont des fermés. Cette base est interne, sinon il existe e ¢ B avec
e =minCy(B;e) et e € F \ Fy_1, 1 < k <, donc e = min(Cp(B;e) N Fi \ Fx_1),
c’est-a-dire e = min(Cu(p,)/F,_, (Br;e)) (cf. propriété 2.1.5) ce qui contredit By
interne. D’autre part les ar = min(Fy \ Fx—1), 1 < k < «, sont intérieurement
actifs dans cette base, car ar = min(C*(B;ax) N Fy) (cf. propriété 2.1.5) donc
ar, = min(C*(B;ay)) (par définition d'une suite décomposante ap < agxy1 =
min(E \ Fy)). Et enfin si b est intérieurement actif dans B et b € Fy, \ Fy_1, alors
b = min(C*(B;b)) = min(C*(B;b) N Fy) et b est intérieurement actif dans By, dans
M (F}y)/Fx—1. Donc B satisfait les hypothéses de la proposition 2.1.9 et est associée
a cette suite décomposante par unicité. O

Des que le matroide M a une boucle, le théoréeme précédent n’apporte plus rien :
il n’existe pas de base interne puisqu’une boucle est toujours extérieurement active,
et il n’y a pas de suite de fermés décomposante puisque () n’est pas un fermé. Dans ce
cas, il faut se ramener & M/F ou F est le fermé cyclique cl()), ensemble des boucles
de M. En fait, pour avoir un résultat de décomposition des bases en toute généralité,
il faut combiner les théoremes 2.1.10 et 2.1.8 et on obtient finalement le théoreme
2.1.1 annoncé au début de la partie.

Proposition 2.1.11. (décomposition d’une base en activités (1,0) et (0,1))

Soit M un matroide ordonné sur E. Soit B une base de M avec Int(B) = a1 <
..<a, et BExt(B) =aj < ... < a}.
1l existe une unique suite décomposante

)=F*Cc..CFj=F.=F,C..CF,=F
telle que pour tout k, 1 < k <,
By = BN (Fy \ Fy_1)
soit une base d’activités (1,0) de M (Fy)/Fi—1 et pour tout k, 1 <k <e

By, = BN (Fi_q \ Fy)

25
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soit une base d’activités (0,1) de M(Fy_,)/F;.

Elle est définie par :

F, est l'unique fermé cyclique associé a B par la proposition 2.1.7,

) =Fy\F.C..CF,\F.=FE\F, est l'unique suite de fermés associée a B\ F
dans M/F, par la proposition 2.1.9,

) = F\F§ C ... C F\F* = F, est l'unique suite de fermés associée a (E\ B)NF.
dans (M (F.))* = M*/(E \ F.) par la proposition 2.1.9.

Ainsi
Int(B) = Ulskgbmin(Fk \ Fk—l) = Ulgkngnt(Bk)

Ext(B) = Urck<emin(Fi_ \ Fy,) = Urck<c Eat(By)

Preuve. Cette proposition combine les propositions 2.1.7 et 2.1.9 (via la propriété
4.0). La nouveauté est la prise en compte de I'activité externe et le détail des calculs
pour la décomposition d’une base externe en bases d’activités (0,1), obtenue par
dualité a partir de la proposition 2.1.9.

La proposition 2.1.7 appliquée a la base B de M ou la base E \ B de M*
définit le fermé cyclique F,. comme écrit dans 1’énoncé. Par ailleurs la proposition
2.1.9 appliquée a la base interne B \ F. de M/F,. définit la suite F. = F, C

. C F, = E par I \ Fy—1 = AgM(Fk)(Bka)(ak) pour 1 < k < 1. D’apres les

propriétés constructives de A de la propriété 2.1.2 (iii) (qui ne suppose pas le graphe
biparti fondamental sans élément extérieurement actif), cette définition s’écrit aussi
Fi\ Fr—1 = Ag,,3)({ak, -, a}) \ Agy sy ({ar+1, -, an}).

Dans le matroide (M(F.))* = M*/(E \ F.), la suite de fermés associée a
la base interne (E \ B) N F. par cette proposition est ) = F.\ Ff C F. \
Ff Cc .. C F.\ F = F. Elle est donc définie, pour 1 > k > e, par
(Fe N F)\ (Fe \ Fi_y) = Fe_i \ Fy = Agypu e (rpn(m\p)(af). A nouveau
d’apres la propriété 2.1.2 (iii), appliqué cette fois & Gy« (E \ B), ceci s'écrit aussi
Fi_ \Fy = Ag,,.e\)({a}, - al}) \ Ag,,.2\B)({a] 41, -, al}). La suite de fermés
de (M(F.))* ci-dessus est une suite décomposante de ce matroide, en particulier
la suite des plus petits éléments des différences successives est croissante. La suite
) = F* C ... C F} = F, est donc une suite de complémentaires de fermés de M*
dont la suite des plus petits éléments des différences successives est décroissante.
Finalement la suite ) = F* C ... C Ff = F. = Fy C ... C F, = E, avec les définitions
de I’énoncé, est donc bien une suite décomposante de M (propriété 4.0), qui a les
propriétés voulues.

Réciproquement si une suite décomposante vérifie les propriétés de I’énoncé, alors
les bases induites dans M (F.) et M/F, sont respectivement externes et internes,
et satisfont les conditions de la proposition 2.1.7, de sorte que F. doit étre le
fermé cyclique unique défini par cette proposition. Alors par unicité des suites
décomposantes dans (M (F,))* et M/F, satisfaisant les conditions de la proposition
2.1.9, on déduit que la suite déomposante de M définie ci-dessus est bien I'unique
suite décomposante associée a B. O
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Preuve du théoréme 2.1.1.

Etant donnée une base B, la suite décomposante de la proposition 2.1.11 est
I'unique suite décomposante qui induit une décomposition B = B; + ...+ B, + B] +
... + BZ ayant les propriétés voulues. Réciproquement étant donnée une suite de
fermés décomposante ayant pour fermé cyclique F, = (), la connexité de chaque
mineur considéré assure l'existence d’une base interne d’activité 1 de ce mineur,
I'union de ces bases est bien une base car les parties sont des fermés de M/F,. ou
de (M(F.))*, les bases et les suites décomposantes induites dans ces deux mineurs
satisfont les hypotheses de la proposition 2.1.11 d’apres le théoréeme 2.1.10, et cette
base est associée a cette suite par unicité dans la proposition 2.1.11. O

Définitions. La suite décomposante associée a une base B de M, est I'unique suite
décomposante de M associée a B par la proposition 2.1.11.

Elle est définie par

F, = E\ Ag,, 5 (Inty(B)) = Ag,,.m\p)(Exty(B))

pour 1 > k >4,

Fy, \ Frp_q1 = AQM(B)({aku ooy ab}) \ AQM(B)({ak-Hu ey ab}) = AgM(Fk)(Ban)(ak)

pour 1 > k > ¢,

FI:—l\FI: = AQM* (E\B)({a;;v ey a:})\AgM*(E\B)({aZZ-I—l? ooy a:}) = AQM*(E\F;LI)(F,:\B)(GZ)

La partition active de E selon B est I’ensemble des différences succesives de
la suite décomposante associée a B. On la notera comme convenu comme une
application ap; qui & un élément e de E et une base B de M associe ayps(B;e)
(ou simplement «(B;e) ou a(e)) le plus petit élément de sa partie (qui est actif dans
B intérieurement ou extérieurement) dans la partition active de B.

I1 faut remarquer que connaissant une base B et sa partition active (i. e. sa fonc-
tion o) on déduit la suite décomposante associée & B puisque F, = a~}(Ext(B)) =
a Y (a(E)\ B) et E\ F.=a (Int(B)) = a1 (a(E)N B).

Suivant ce théoreme et la définition des suites décomposantes, on voit facilement
que la partition active d’une base est invariante par passage au dual :

ay+(E\ Bye) = am(B;e)

pour tout e € FE.

Exemples.

- La suite décomposante associée & une base d’activités (1,0) d’'un matroide
connexe est
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- La suite décomposante associée a une base d’activités (0,1) d’'un matroide
connexe est

0=FfCF' =F.=E

- La suite décomposante associée a la base minimale (cf. proposition 0.5) d’'un
matroide ayant pour ensemble de boucles [; < ... < [ est

D Cl.Cldey C... Cledy =cl(0) = F, = FM" c F™™ c ...Cc F™" = E

- De maniere générale une boucle ou un isthme est le seul élément de sa partie
dans la partition active. Il se retrouve dans la suite décomposante a sa place suivant
l'ordre de E.

- La Figure 2.2 représente les graphes fondamentaux de quatre bases de K, et
leur décomposition. Les traits gras représentent les relations d’appartenance aux
cocircuits ou circuits fondamentaux qui interviennent dans le calcul de A, ils relient
entre eux les éléments d’une méme partie de la partition active.

La base 256 est externe, son plus grand élément extérieurement actif est 3, auquel
sont associés les éléments de C(256;3) = 356. Aucun autre élément ne peut s’ajouter
a A(3) = 356, il reste un seul élément extérieurement actif 1 d’ou la partition active
124 + 356.

La base 126 est interne de plus grand élément intérieurement actif 2. FEn
construisant A(2) par étapes on a d’abord C*(126;2) = 2345 C A(2), puis 0 C
C*(126;6)< C A(2) donc 6 € A(2), d’on finalement la partition active 1 + 23456,

La base 146 illustre la décomposition interne/externe, qui peut-étre calculée soit
a partir de B soit a partir de E'\ B (point de vue dual).

Enfin la base 135 en bas a droite est une base d’activités (1,0) qui a donc pour
partition active E et présente peu d’intérét en ce qui concerne les décompositions des
activités. Néanmoins la forme du graphe fondamental de ces bases sera essentielle
dans le chapitre suivant.

B 2 5 6 B 1 2 6
124+356 1+23456 W
EB 3 4 E-B 3 4 5

B 6

B 1 3 5
135+246 123456 M
E-B 2 4 6

Figure 2.2 : décomposition du graphe fondamental de bases de K,

1 4
E-B 2 3 5
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D’un point de vue algorithmique, la partition active d'une base peut étre calculée
en un seul parcours de E, ce qui est tres pratique mais moins éclairant que les
définitions précédentes d’'un point de vue structurel.

Proposition 2.1.12. (calcul de la partition active d’une base par récurrence)

Soit B une base de M sur E =¢e1 < ... < e,.

La partition active o~ de E selon B est construite par l’algorithme suivant :

Pour k variant de 1 a n faire :
Siep & B alors :
si ey est extérieurement actif, alors ey, externe et a(ey) := ey, ;
sinon
si il existe ¢ < ey, interne dans C'(B;ey) alors
ey est interne
a(ex) := a(c) le plus grand possible
avec ¢ < ey, interne dans C(B;ey) ;
sinon
e est externe
a(eg) := a(c) le plus petit possible avec ¢ dans C(B;ey,).
Si e € B alors :
Si ey est intérieurement actif, alors ey, interne et a(eg) = ey ;
sinon
si il existe ¢ < ey, externe dans C*(B;ey) alors
e est externe
a(ex) := a(c) le plus grand possible
avec ¢ externe dans C*(B;ey) ;
sinon

ey, est interne

a(ex) = a(c) le plus petit possible avec ¢ dans C*(B;ey).

En ne tenant pas compte des lignes donnant une valeur a «, on obtient (seule-
ment) la décomposition en éléments internes et externes de B.

Preuve. Cet algorithme vient immédiatement en utilisant systématiquement, dans
M et M*, I'algorithme (ii) de la propriété 2.1.2 pour calculer A et la partition active.
On passe les détails. O

Corollaire 2.1.13.
Soit B une base du matroide ordonné M sur E de plus grand élément w.

La partition active de B —w dans M /w siw € B, ou de B dans M \w siw ¢ B,
s’obtient simplement en supprimmant w de sa partie dans la partition active de B
dans M . O
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Pour terminer cette partie, de la décomposition interne|externe du théoreme 2.1.8
on déduit immédiatement, comme dans [KoReSt 99] et pour reprendre la méme
expression, la ‘formule de convolution du polynome de Tutte’.

Corollaire 2.1.14.

t(M;w,y) = > t(M/F;z,0) t(M(F);0,y)
F fermé cyclique de M

|

Le théoreme 2.1.1 permet de préciser cette formule et d’exprimer le polynéme de
Tutte d’un matroide avec 'invariant beta de ses mineurs.

Corollaire 2.1.15.

t(M;2,0) = > ( [I BM(Fr)/Fpo)) «*

0=F.=FyC...CF,=E 1<k<e
décomposante avec F.=(

t(M;0,y) = > ( [ s@(Fz_)/F) v

0=F2C...CF;=Fc=E 1<k<e

décomposante avec F.=E

tM;z,y) = > (11 sm@FE)/Fe-) ([T BM(F_)/F) o'y°
0-rrc.crg=re 1SkS. 1<k<e

décomposante
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La premiere décomposition des réorientations d’un matroide orienté que l'on
définit dans cette partie revient a considérer chaque réorientation comme le ‘produit’
d’une réorientation acyclique d’'un mineur du matroide orienté et d’'un mineur
de son dual. Le raffinement est alors de considérer une réorientation acyclique
comme une suite de réorientations d’activités (1,0) de mineurs, définis par une suite
décomposante associée a la réorientation de départ.

Proposition 2.2.1.

Soit M un matroide orienté sur E. Soit F' le fermé cyclique défini par

F = U C=FE\ U D

¢ circuit positif de M D cocircuit positif de M

Alors M/ F' est acyclique et M (F') est totalement cyclique. De plus F' est la seule
partie de E ayant ces deux propriétés.

Preuve. On sait que dans un matroide orienté, tout élément appartient a un circuit
positif ou un cocircuit positif, mais pas les deux (propriété 0.7), donc F' est bien
défini. Pour tout A C FE, les cocircuits de M /A sont les cocircuits de M contenus
dans F \ A, donc tout élément de M/F appartient & un cocircuit positif de M/F.
De méme, les circuits de M(A) sont les circuits de M contenus dans A, donc tout
élément de M (F') appartient & un circuit positif de M (F).

Réciproquement, si M/A est acyclique, tous les éléments de M contenus dans
E \ A appartiennent a un cocircuit positif, et si M (A) est totalement cyclique, tous
les éléments de A appartiennent & un circuit positif, ¢’est donc que A = F'. O

Corollaire 2.2.2.
Soit M un matroide orienté sur E, 2F désigant l’ensemble des parties de E

2" = L’H { A+A* | —aM/F acyclique , —a~ M (F) totalement cyclique }

F fermé
cyclique de m

Autrement dit, 2F désignant l’ensemble des parties signées de E de support E :

oF — L—_IJ { C* +C | C* covecteur maximal de M/F,

F fermé
cyclique de m

C' vecteur mazimal de M (F) }
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Preuve. D’apres la proposition précédente, pour A C F, il existe un unique F' tel que
le matroide orienté (—yM)/F soit acyclique et (—7M)(F') soit totalement cyclique.

Ainsi A = A + A* avec A = g\ F et A* = AN F. Réciproquement, si —AM/F est
acyclique et — 4« M (F') est totalement cyclique, soit A = A+ A*, alors F' est 'unique
partie de E telle que (— ;M) /F soit acyclique et (— 7 M)(F') soit totalement cyclique.

La reformulation en termes de parties signées de support F est immédiate : les
covecteurs maximaux de M sont en bijection canonique avec les parties A telles que
—aM est acyclique (i. e. —4M a un covecteur maximal positif) et de facon duale
les vecteurs maximaux de M sont en bijection canonique avec les parties A telles que
—aM est totalement cyclique (i. e. —4M a un vecteur maximal positif). O

Interprétations géométriques. Ce résultat a une importante conséquence pour
la représentation géométrique des réorientations d’un matroide orienté M. Les
covecteurs maximaux d’un matroide orienté sont représentés par les régions d’un
arrangement de pseudospheres. Avec le résultat précédent on peut représenter les
2 parties signées maximales comme des produits de régions dans des arrangements
de pseudospheéres représentant les M/F, et M*/(E \ F,.) ou F, décrit ’ensemble des
fermés cycliques de M.

Le résultat précédent se voit facilement géométriquement : étant donné un
arrangement de pseudospheres signé, i. e. un co6té positif (hémisphere fermé) étant
choisi pour chaque pseudosphere, ce qui correspond a choisir une réorientation du
matroide orienté, la réorientation est acyclique si et seulement si I'intersection des
hémispheéres positifs est une région (fermée). Elle est totalement cyclique si et
seulment si l'intersection des hémispheres positif est vide. Et si I'intersection de ces
hémispheres est une face, celle-ci correspond a un fermé cyclique F,.. L’intersection
des hémispheres pour les pseudosphéres ne contenant pas la face définissent alors
une réorientation acyclique de M/F, ; et l'intersection des hémisphéres pour les
pseudopsheres contenant la face définissent une réorientation totalement cyclique de
M(F,).

Exemple. Dans la Figure 2.3, pour reprendre ’exemple du matroide orienté K,
toutes ses parties signées sont représentées comme produits de covecteurs maximaux
des mineurs M/F, et M*/(E \ F,), F. décrivant 1’ensemble des fermés cycliques.

Par exemple le fermé cyclique 123 de K4 donne deux réorientations acycliques
de K,4/123 correspondant aux parties signées 456 et 456, et le fermé cyclique
correspondant 456 de K} donne deux réorientations acycliques de K} /456 (ou deux
réorientations totalement cycliques de K4(123)) correspondant aux parties signées
123 et 123.

Il faut remarquer que sur la Figure 2.3 les mineurs obtenus pour les fermés
cycliques non triviaux (i. e. différents de () et de E) sont de rang 1 et sont donc
représentés par des points mais ce n’est pas la généralité.
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%
*75
2/\3 X
123
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173456 M\ \1 *
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123756 236
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Figure 2.3 : premiere décomposition des réorientations de K,

Remarque. Ce résultat s’interprete aussi de fagon proche dans la ‘représentation
topologique d’une paire duale de matroides orientés’ de Brylawski et Ziegler [BrZi
93]. Pour en donner l'idée dans le cas réalisable, soit R™ l’espace vectoriel réel
euclidien de dimension n muni d’une base orthogonale F = eq,...,e,. Soit V un
sous espace vectoriel de dimension 7. Les intersections de V avec les hyperplans
orthogonaux aux e;, 1 < ¢ < n, définissent un arrangement d’hyperplans sur V et
sont la représentation topologique d’un matroide orienté My sur E. De méme les

33
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intersections de V+ avec les hyperplans orthogonaux aux e;, 1 < i < n, définissent un
arrangement d’hyperplans sur V+ et sont la représentation topologique d’un matroide
orienté sur F, qui est le dual du précédent : Mgr = Mg*. Les 2™ régions de R"
définies par les hyperplans orthogonaux aux e; € E correspondent aux réorientations
de My . L’interprétation en bref du résultat précédent est que les régions qui sont
coupées par V sont les covecteurs maximaux de My, celles qui sont coupées par V+
sont les covecteurs maximaux de My 1 et les autres, qui touchent V et V= selon les
fermés cycliques, sont les ‘produits’ de régions pour ces fermés cycliques.

Proposition 2.2.3.

Soit M un matroide orienté ordonné acyclique sur E, soient a1 < ... < a, ses
éléments dual-actifs, et soit

F,=E\ U D
DeO* (M)
min(D) > ag

La suite
\=F.=F,CcF C..CF,_1CF,=F

est l'unique suite décomposante de M telle que, pour tout 1 < k < v, M(Fy)/Fy-1
soit acyclique d’activité duale 1.

Preuwve.

Les Fi, 0 < k < 1, sont des fermés de M car complémentaires d’union de
cocircuits de M. La suite des min(Fy \ Fx—1), 1 < k < 1, est par définition la suite
croissante des éléments dual-actifs de M. On montre la proposition par induction
sur ¢. Sit =1, c’est évident. Pour simplifier on note F' = F, ;. M(F) est acyclique,
car un circuit positif de M (F') serait un circuit positif de M.

Un cocircuit de M (F) est contenu dans un cocircuit de M avec les mémes signes
pour les éléments appartenant a F. Si e appartient & un cocircuit positif de M (F') de
plus petit élément ay, ce cocircuit est I'intersection de F' et d’un cocircuit D de M.
Soit D’ un cocircuit de M de plus petit élément a,, on a e € D’. Alors D' o D est un
covecteur positif de M de plus petit élément ag, donc il existe un cocircuit positif de
M contenant e de plus petit élément a; (génération des covecteurs par composition
conforme). Ainsi e € F \ Fj.

Donc pour tout élément dual actif ax de M(F),

U D=Fn U D

DeO*(M(F)), min(D)>ay DeO*(M), min(D)>ay

ce qui prouve que la suite décomposante associée a M (F') par hypothese d’induction
estlasuite ) =F=FyCcF,C..CF,_1=F.

Les cocircuits de M/ F sont les cocircuits de M contenus dans E'\ F. Donc M/F
est acyclique et a, est dual actif dans M/F. Si un autre élément était dual-actif dans
M/F, il le serait aussi dans M, ce qui est exclu.
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La suite ) = F, = F, C F; C ... C F,_1 Cc F, = E est donc une suite
décomposante telle que, pour tout 1 < k < 1, M(F})/Fj_1 est acyclique d’activité 1.

Il reste a montrer que c’est la seule vérifiant cette propriété. Par définition on
doit avoir min(E \ F,—_1) = a,. En notant encore F' = F,_;, M/F doit étre acyclique
et F' est un fermé donc F \ F est le support d'un covecteur positif de M. Un
cocircuit positif ne peut pas avoir un plus petit élément strictement supérieur a a,,
donc E\ F C Up cocircuit positif de M, min(D)=a, D. D’autre part, si e appartient
a un cocircuit positif de M de plus petit élément a, et e € F, alors e appartient
a un cocircuit positif de M (F') de plus petit élément supérieur a a,. Soit k tel
que e € Fy \ Fy_1, M(Fy)/F;—1 ne peut donc pas étre d’activité duale 1. Donc
E\NF=Upe O*(M), min(D) = a, D.

Enfin ) = F. = Fy C F1 C ... C F,_1 = F est une suite décomposante de M (F),
elle est unique par hypothese d’induction. O

Remarque. 1l apparait dans la preuve que la suite décomposante associée a M
peut-étre calculée soit directement comme dans ’hypothese de la proposition, soit
par induction. En effet soit

F=E\ U D
DeO* (M)
min(D) = a,

et soit ) = F, = Fy C F} C ... C F,_; = F la suite décomposante associée & M (F),
alors ) = F. =Fy C F; C ... C F,_{ C F, = E est la suite décomposante associée &
M.

Corollaire 2.2.4.
Soit M un matroide orienté ordonné sur E.
{ACE|—aM acyclique } =

4 { At o+ A,
p=F,=Fy,C...CF,=E
décomposante avec F, = ()
— A, M(Fy)/Fy—1 d’activités (1,0), 1<k <. }

Avec A= A1+ ...+ A, on a alors

AO*(—aM) = | min(Fy\ Fimr) = |J AO* (=4, M(Fy)/Fi_1)
1<k<e 1<k<e

Preuve. Avec la proposition 2.2.3, on sait qu’a tout A C E tel que —4M soit
acyclique est associée une unique suite décomposante avec les propriétés voulues.
Réciproquement pour toute suite décomposante ) = F, = Fy C ... C F, = E, la
connexité des M (F})/Fy_1 assure l'existence d’une orientation acyclique d’activité
duale 1. Tl reste & montrer que si pour tout 1 < k < 1, M(F}y)/Fj_1 est acyclique
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ayant pour seul élément dual-actif ay = min(Fy \ Fx—1), alors M est acyclique avec
pour éléments dual-actifs les ag, 1 < k < «. Ainsi les hypotheses de la proposition
2.2.3 sont satisfaites et cette suite décomposante est associée a M par unicité.

D’abord, pour tout 1 < k < «, M(Fy)/Fx—1 est acyclique, donc possede un
covecteur maximal positif, qui est contenu dans un covecteur Cy de M de support
inclus dans E'\ Fy_1 et tel que Fj \ Fx_1 C C*. Le covecteur C, 0o C,_10...0Cy de
M est donc un covecteur maximal positif de M qui est donc acyclique. Le covecteur
C,oC,_10..0C%, 1<k <, est aussi un covectur positif de plus petit élément ay,
donc les ay, 1 < k <, sont dual-actifs dans M.

Enfin si a est dual-actif dans M et a € Fy \ Fi_1, il est le plus petit élément d’un
cocircuit positif C' de M, et soit j le plus petit possible tel que C N F; # (. On a
J < k. Alors C'N F} est un cocircuit positif de M(F}) de plus petit élément e > a,
et (CNF;)NFj_1 =0 donc CNFj est un cocircuit positif de M (F;)/F;_1, donc
e = a; car ce mineur est d’activité duale 1, or a; < a; par définition d’'une suite
décomposante, donc e = a; < ap < a < e et a = a. O

Théoréme 2.2.5. (décomposition active des réorientations, définition )
Soit M un matroide orienté ordonné sur E, et 2F ensemble des parties de E.

2F — O, { A+ AT A+ A

0=F7C...CFj=Fc
F.=F,C...CF,=E
décomposante

—ar M(Fy_,)/Fy d’activités (0,1), 1 <k <,

—a, M(Fy,)/F—1 d’activités(1,0), 1 <k <. }
Avec A=A+ ...+ A+ A1+ ...+ A, on a alors

AO*(—aM) = | ] min(Fp\ Focr) = | AO*(—a, M(Fy)/Fi-1)
1<k<e 1<k<e

AO(=aM) = | min(F;_ \F) = |J AO(=a; M(F;_,)/Fy)
1<k<e 1<k<e

L’unique suite décomposante associée
)=FCc..CFf=F.=FyC..CF,=E

au matroide orienté ordonné M dans cette décomposition, avec AO* (M) = a1 < ...a,
et AO(M) = a¥ < ...ak, est définie par

ceellgy

r=£\ |J D= |J cC

D e O*(M) CeOM)

F,=E\ U D = Fyi1\ U D
DeO* (M) DeO*(M(Fyi1)
min(D) > a min(D) = agy1
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pour 1 <k<i:—1etpourl <k<e-—1 par

rR= U c= U c

CeO(M) CeO(M/Fy,,)
min(C) > a, min(C) = aj,

Preuve. L’ensemble des suites décomposantes de M est en bijection avec 1’ensemble
des paires de suites décomposantes de M (F,) pour le fermé cyclique F, et de M/F,
pour le fermé cyclique 0, lorsque F,. décrit I'ensemble des fermés cycliques de M
(propriété 4.0). On en déduit facilement le théoréme en combinant le corollaire 2.2.2
et le corollaire 2.2.4 appliqué & M/ F, et dualement & M (F.) = (M*/(E\ F.))* lorsque
F,. décrit ’ensemble des fermés cycliques de M. O

Remarque. La suite décomposante associée a une réorientation —4 M ne dépend
que du matroide orienté — 4 M (au lieu du couple (M, A)). Pour A C E, le théoréme
précédent appliqué a —o M revient donc simplement a changer les parties de FE qui
apparaissent en leur différence symétrique avec A.

Définition.
La partition active de F selon M est la partition

E=F \\F!+..+F;\Ff+F \Fy+..+F,\F,_

déduite de la suite décomposante associée a M. Comme convenu afin de simplifier
les notations pour la suite, on la notera comme une application o qui a un élément e
de FE associe a(M;e) (ou plus simplement «a(e) sauf ambiguité) le plus petit élément
de sa partie (qui est actif ou dual-actif dans M) dans la partition active de M.
Autrement dit, a(M;e) est le plus grand plus petit élément de circuit ou cocircuit
positif contenant e.
Il faut remarquer que connaissant M et sa partition active (i. e. sa fonction a) on

déduit la suite décomposante associée a M, puisque ’on connait son fermé cyclique
F, :

F.= U a"1(M;a)=FE\ U a~ Y (M;a)
a€O(M) acO* (M)

et que la partition active est invariante par passage au dual : pour tout e € E,

a(M;e) = a(M*;e)

Corollaire 2.2.6. (propriété de ‘retournements’)

Soit M un matroide orienté ordonné sur E d’activité € et d’activité duale v. Soit
a~1 la partition active de M. Alors les 2t réorientations de M selon a=1(A) pour
ACO*(M)UO(M) ont la méme partition active que M.
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Preuve. O*(M)U O(M) = «a(F) est I'ensemble des éléments actifs ou dual-actifs
de M. 1l est clair dans le théoreme 2.2.5 que si une partie A se décompose en
A=A7+ ..+ A+ A1 + ...+ A, alors toutes les parties obtenues en remplacant A;
par o~ !(a;) \ A;, c’est-d-dire en réorientant o~ !(a;) = F; \ F;_1, pour 1 <14 < ¢, ou
bien en remplacant A} par a~'(a}) \ A}, c’est-a-dire en réorientant a~!(a}), pour
1 <4 < e, ont la méme suite décomposante associée puisque les mineurs considérés
sont inchangés. O

Définition. FEtant donné un matroide orienté ordonné M d’activité € et d’activité
duale ¢, on appelera classe d’activité de M les 2'T¢ réorientations obtenues en
réorientant n’importe quelles parties de la partition active de M. L’ensemble des
classes d’activités des réorientations de M constitue une partition de I’ensemble des
réorientations de M.

Interprétation géométrique. Topologiquement (dans la représentation d’un
matroide orienté de rang r comme arrangement de la sphere de dimension r —
1) une classe d’activité de réorientations acycliques est la réunion de 2 régions
(homémorphes & des boules ouvertes de dimension r — 1). Les intersections de leurs
fermetures topologiques forment des faces correspondant aux ¢ mineurs intervenant
dans la suite décomposante associée, et dont les dimensions sont les corangs moins 1
de ces mineurs.

Remarque. Dans le cas d’un graphe, on verra dans le chapitre 6 partie 2 que,
pour certains ordres qui existent toujours, il existe une unique orientation acyclique
avec unique puits fixé dans chaque classe d’activité de réorientations acycliques, d’ou
I’on déduira une bijection préservant les activités entre ces orientations et les arbres
internes.

Exemples.

Dans la réorientation 123456 de K4 (cf. Figures 2.3 ou 2.5), il y a trois cocircuits
positifs 124, 2345 et 236. Tout élément appartient a un cocircuit positif donc le fermé
cyclique de la suite décomposante associée est (). L’union des cocircuits positifs de
plus petit élément 2 est donc 23456 et, 'union des cocircuits positifs de K4/23456
est bétement 1, d’ol1 la suite décomposante ) C 1 C F, la partition active 1 + 23456
et la classe d’activité 123456, 123456, 123456, 123456.

La fermeture topologique de l'union de ces 4 régions a deux composantes
connexes opposées, chacune homéomorphe a deux boules recollées selon une face
de la pseudosphere 1 de dimension (r—1) —1 = 1 (de sorte qu’ici chaque composante
connexe est homéomorphe a une boule de dimension 2).

Le tableau de la Figure 2.4 recense les suites décomposantes de K4 (le fermé
cyclique apparait en gras) et les classes d’activités correspondantes via le théoreme de
décomposition des réorientations 2.2.5 (‘...” dans le tableau signifie ‘et leurs opposés’ :
on n’a écrit que les parties signées pour lesquelles 1 est signé +). Les éléments actifs
sont les plus petits éléments des parties de la partition active.
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1bcd 1bcd 1 1 lefg lefg 1
+2aefg +2aefg +2abcdefg | +2abcdefg| +2abcd +2abcd  |+2
1+2+3+4abcdefg +34 +34 +34 +34 +34 +34 +34abcdefg
3 d b g f e 4

Figure 2.7 : exemples de partitions actives de régions en rang 4

On doit remarquer comment les deux réorientations 123456 et 123456 qui ont
pourtant les mémes élément dual-actifs se distinguent par leur suite décomposante :
la notion de partition active est plus forte que celle d’ensemble d’éléments actifs.

La Figure 2.5 représente géométriquement les partitions actives des réorientations
acycliques de K4. Elle doit étre comparée a la Figure 0.4.

Cet exemple a pour intérét d’illuster les formes variées que peuvent prendre les
suites décomposantes ; en revanche il n’y a pour chaque suite décomposante qu'une
seule classe d’activité associée, sauf pour celles d’activités (1,0) et (0,1) qui sont
deux pour la méme suite. Ceci n’est pas le cas général, qui est dans ce sens mieux
illustré sur ’exemple suivant.

La Figure 2.6 représente les partitions actives des réorientations acycliques d’un
arrangement de rang 3 non graphique (et que I’on retrouvera dans le chapitre suivant).

La Figure 2.7 représente quelques régions d’'un exemple de rang 4. Les suites
décomposantes de fermés associées sont dessinées en gras, et les partitions actives
associées sont, écrites au dessus de chaque région. L'ordre est 1 <2 <3 <4< a <
... < g, la base minimale est 1234.

39



40

2. Décompositions des activités

Suites décomposantes

Partitions actives

Classes d’activités

ODCl1Cl123CFE
DOClCE
@Cl45CFE

@ Cl123C E
OCE

OCE

) c123C E

) c145C E

) C 246 C E

) Cc356CF

) CE

) CE

) Cc246 CE

0 C 356 CE

0 C 23456 C E

0 C 356 C 23456 C E

1+ 234 456
1+ 23456
145 + 236
123 + 456
123456
123456

123 + 456
145 + 236
246 + 135
356 + 124
123456
123456

135 + 246
124 + 356
1+ 23456
1+ 24+ 356

123456, 123456, 123456, 123456, ...
123456, 123456, ...
123456,123456, ...

123456, 123456, ...

123456, ...

123456....

123456, 123456, ...

123456, 123456, ...

123456, 123456, ...

123456, 123456, ...

123456, ...

123456, ...

123456, 123456, ...

123456, 123456, ...

123456, 123456, ...

123456, 123456, 123456, 123456, ...

Figure 2.4 : tableau des classes d’activités des réorientations de K,
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123456

1+ 23+ 456

123456

145 + 236

123456

1+ 23456

123456

145 + 236

1+23+456 123 + 456

T

123456

1+23+456

Figure 2.5 : partitions actives des régions de K,
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1+23456
1+23456

123456

1+2+3456

Figure 2.6 : partitions actives des régions



2.3 Conséquence : une autre classe de correspondances
actives.

Les deux théoremes de décomposition 2.1.1 (décomposition active des bases)
et 2.2.5 (décomposition active des réorientations) sont similaires puisqu’ils font
intervenir tous deux l’ensemble de toutes les suites décomposantes du matroide
orienté. En particulier, si I'on admet que 2bp1 = 091 = 01,0 = 2b1,, on
déduit immédiatement de ces deux théoremes que le nombre de classes d’activité
de réorientations de M d’activité j et d’activité duale i est b; ; (mieux encore on
en déduit le corollaire 1.7). Le cardinal d’une telle classe d’activité étant 2°77 on
retrouve I'égalité o; ; = 2i+jb,~’j, point de départ de cette étude.

Au lieu d’une correspondance entre les bases et les réorientations, on s’est ramené
a chercher une bijection entre les bases et les classes d’activité de réorientations
préservant les activités. Et pour ceci, les théoremes de décompositions précédents
permettent de se ramener au cas d’activité (1,0), duquel on déduit par dualité le cas
d’activté (0, 1) et par les décompositions actives le cas général.

Théoréme 2.3.1. (théoreme d’extension)

Soit (10 une application définie sur I’ensemble des matroides orientés d’activités
(1,0), telle que :
(OB140)) “préservation des éléments actifst9)”

Pour tout M d’activités (1,0), I’image B = 110 (M) est une base M d’activités
(1,0).

(0OB2(1:9) ) “bijectivité(*:0)
Pour tout matroide orienté M sur E, Uapplication sz’ 0) définie par ¢( ’ )( A) =

g}f’o)(E \ A) = OO (=, M) induit une bijection entre les paires de parties
complémentaires {A, E\ A} de E telles que —aM soit d’activités (1,0) et les bases
d’activités (1,0) de M.

Alors (19 peut-étre étendue de facon unique en une application ¢ définie sur
l’ensemble de tous les matroides orientés vérifiant la propriété suivante :

(OB5) ‘décomposition’

Pour tout matroide orienté M un matroide orienté ayant pour suite décomposante
associée

)=F*Cc..CFj=F.=F,C..CF,=F
on a

v = | (BN O(ME_)/F)) + | 600 (M(ED/ Fia)

1<k<e 1<k<s

Alors, pour tout matroide orienté M sur E, (M) est une base de M et 1) satisfait
les propriétés suivantes, avec 1 définie par ¥ (A) := P(—aM) pour ACE :

(OB6) ‘préservation de la partition active’
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Pour tout M, M et )(M) ont la méme partition active : pour tout e € E
ay (P(M);e) = a(M;e)

(OB7) ‘retournements’
Pour tout M sur E et tout A C E, la classe d’activité de — s M est

Yar (Y (4))

Autrement dit, pour tout matroide orienté M, I'application 1ps induit une bijec-

tion - préservant les partitions actives - entre les classes d’activité de réorientations
de M et les bases de M .

Preuve. Ce résultat vient directement des définitions et des décompositions des deux
parties précédentes (théoreme 2.1.1 et théoreme 2.2.5). O

On termine cette partie en détaillant les conséquences du théoreme précédent.

Avant tout, application 15, obtenue vérifie par définition pour A, A’ C E

Y ,m(A) =P (ALA)

Deuxiémement, la propriété (OB6) ‘préservation de la partition active’ implique
la propriété

(OB1) ‘préservation des éléments actifs’
pour tout M
AO(M) = Exty (y(M))

et
AO* (M) = Intp(p(M))

Troisiemement, la propriété (OB7) ‘retournements’, signifie que que l'on peut
réorienter les unions de cocircuits ou circuits positifs de plus petit élément supérieur a
un élément quelconque sans changer la base associée au matroide orienté ordonné con-
sidéré (d’ou le nom ‘retournements’). Autrement dit, connaissant une réorientation
de M associée a une certaine base, on déduit les autres réorientations associées a la
meéme base en réorientant des parties quelconques de sa partition active, ou de fagon
équivalente, en réorientant des parties quelconques de sa suite décomposante.

La propriété (OB7) implique la propriété

(OB2) ‘correspondance numérique’

Tt (W (A))] = 207 (CaM)+o(=aM)
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uatriemement, par définition, ’application 1) obtenue satisfai
trie t définiti I’ licati bt tisfait

(OB/) ‘dualité’
pour tout matroide orienté M sur E,

P(M*) = E\ (M)

Cinquiemement, suivant les constructions inductives des deux parties précédentes,
I’application 1 peut-étre construite & partir de ¢(1:% par I’algorithme suivant :

Algorithme d'extension

Soit M un matroide orienté.
Si 0*(M) =1 et o(M) = 0 alors 1)(M) := 1O (M).
Si 0*(M) # 0 alors soit a le plus grand élément dual-actif de M, soit

F=F— U D
DEO* (M)
min(D) = a

et
(M) = (M (F)) Uyp(M/F)
Si 0*(M) = 0 alors soit
(M) := E\ (M)

Remarques.

- Le théoreme a été énoncé en termes d’extension d’une famille d’applications
des réorientations d’'un matroide orienté dans ses bases, on aurait tout aussi bien pu
I’écrire par sa réciproque : des bases aux réorientations, puisque tout repose sur le
fait que les décomposittions sont les mémes. Cependant la formulation inductive est
plus simple dans le sens employé ici, car la partition active d’une réorientation est
plus simple a définir que celle d’une base.

- Passage au matroide simple. Dans les constructions précédentes, les isthmes
et les boucles jouent un réle mineur, et dans les classes d’éléments paralleles (i. e.
les ensembles dont tous les éléments sont paralléles entre eux) c’est le plus petit
élément qui a un role prépondérant (par exemple il est le seul possible de la classe
dans une base interne, sinon il est extérieurement actif, et son orientation conditionne
lorientation des autres éléments de la classe dans une orientation acyclique, sinon
il existe un circuit positif). Il est facile de relier les décompositions actives dans
un matroide (orienté ou non) et dans son matroide simple sous-jacent (obtenu en
supprimant les boucles et en réduisant les classes paralleles a leur plus petit élément),
et méme dans son matroide ‘doublement simple’ sous-jacent (obtenu en supprimant
les boucles et les isthmes et en réduisant les classes paralleles du matroide et de son
dual & leur plus petit élément). On passe les détails.
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123456 123456 123456 123456
1 1 1 1
i 145+236

236 236

AMQ\;
NS

145+236 2

125

Figure 2.8 : théoréme d’extension illustré sur une base de K,

Exemple.

(i) La Figure 2.8 illustre le théoreme d’extension 2.3.1 pour la base 125 de Kj.
On trouve sur cet exemple les orientations et la base associées car, pour les mineurs
trés simples qui apparaissent, application 9% du cas (1,0) ou (0,1) est forcée :
en fait cette base et ces orientations sont les seules avoir leur suite décomposante
communne.

I’exemple K4 qui a beaucoup servi jusqu’a présent n’est donc plus significatif
du probleme qui se pose maintenant : il ne possede que deux bases d’activités
(1,0) et pour les autres il n’y a a chaque fois qu'une seule base et une seule classe
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d’activité associée a une suite décomposante donnée, qui doivent donc naturellement
étre associées par la correspondance (Figures 2.1 et 2.4). Le coeur du probléme est
maintenant le cas des activités (1,0) et d’autres exemples apparaitront a ce sujet
dans les chapitres a venir. Les exemples plus généraux que 'on utilisera, de rang
3 afin de pouvoir les représenter dans le plan, ne peuvent étre graphiques au dela
de K4 (K4 est le plus grand graphe de rang 3 sans boucle ni arétes multiples, plus
généralement U 4 est un mineur exclu des matroides graphiques, cf. Annexe 2). On
retrouvera un autre exemple graphique dans le chapitre 6 partie 2.

(ii) Sur 'exemple de la Figure 2.6, les régions d’activité duale 3 ont pour partition
active 1+ 2 + 3456, elles doivent étre associées a la base 123 (les mineurs considérés
sont M(1), M(12)/1 et M/12). Les régions d’activités duale 2 ont pour partition
active 14 23456, elles doivent étre associées aux bases de type 1 U B ou 1 est la base
de M(1) et B est une base d’activités (1,0) de M /1. Les régions d’activités duale 1
ont pour partition active 123456, elles font 1’objet du chapitre suivant.

Pour finir on note qu’aucune autre condition que la bijectivité n’est recquise par
les applications wﬁ’o) de départ. Par égalité des cardinaux, il existe évidemment de
telles bijections (il en existe qui ont en plus la propriété (OB3(19) “nduction(*:?)’
construites dans le chapitre 1), et pour chaque famille de bijections 1/)5\/1[’0) choisie
pour le cas d’activité (1,0), on déduit par ce théoréme d’extension 2.3.1 une famille
de correspondances 1y pour toutes les activités. Il va s’agir maintenant de trouver
une certaine application (1'% naturelle, pour ensuite ’étendre naturellement avec
ce théoreme.

47



Chapitre 3

Bijection fondamentale pour les activités (1,0)

Ce chapitre consiste a établir (indépendamment des constructions précédentes)
une bijection naturelle - fondement de cette these - entre entre les bases d’activités
(1,0) et les paires de réorientations opposées d’activités (1,0). Géométriquement,
ces réorientations sont les régions qui ne touchent pas le plus petit élément (régions
‘bornées’ si I'on considere cet élément comme le ‘plan & Uinfini’, cf. chapitre 5). Dans
un graphe, ces orientations sont les orientations acycliques avec un unique puits et
une unique source, extrémités de la plus petite aréte (cf. chapitre 6 partie 2).

On définit d’abord la bijection par une caractérisation intrinseque de la réorienta-
tion associée a une base donnée, qui conduit & une définition directe des bases vers les
réorientations. Apres avoir montré que l’application ainsi définie est une bijection,
on donne une définition inductive de cette bijection des réorientations vers les bases.

e Des bases aux réorientations.

On rappelle que par convention, M étant un matroide orienté, on note C'},(B;b),
b € B, le cocircuit de M ayant pour support le cocircuit fondamental de b dans B
pour lequel b a un signe +, et Cp(B;e), e ¢ B, le circuit de M ayant pour support
le circuit fondamental de e dans B pour lequel e a un signe +.
Lemme 3.1.

Soit un matroide orienté M sur E et une base B = by...b, de M. Il existe
exactement 2" réorientations A de M wvérifiant la propriété suivante :
(OBadj) ‘adjacence’

Dans —aM, C*(B;by), C*(B;by) o C*(B;b3), ..., C*(B;by) o C*(B;by) o ... 0
C*(B;b,.) = E, sont des covecteurs positifs.

Elles sont données par l’algorithme suivant.

On note C}, 1 < k <, un cocircuit de M de support C*(B;by,).
Pour k variant de 1 a r faire
réorienter éventuellement les éléments de C} \ U;<C}
pour avoir dans C; tous les éléments de C} \ Ui« C; de méme signe.

Preuve. Soit C = C*(B;by) o C*(B;by) o ...0 C*(B;b,). Soit A= C~. Alors —5C
est un covecteur positif de — 4 M.

Soit A1 = C*(B;by) et Ay = C*(B;b1) UC*(B;bg) U...UC*(B;bg)\ C*(B;by) U
C*(B;by)U...UC*(B;bg_1) pour 2 < k < r. Pour qu'une réorientation de — 4 —4 M
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vérifie la propriété voulue, A’ doit étre une union U;c;A;. Réciproquement toutes
ces réorientations vérifient la propriété voulue : il suffit de composer les cocircuits
fondamentaux en les remplacant par leur opposé pour les indices appartenant a I. 1l
y a donc 2" réorientations possibles.

|

Interprétation géométrique.  Les fermés du matroide sont les complémentaires des
supports des covecteurs (unions de cocircuits). Géométriquement, on dit qu'un fermé
touche (ou est adjacent) une région si son intersection avec la fermeture de la région
est de méme dimension que le fermé (cf. Préliminaires). Autrement dit un fermé
touche une région si il est le complémentaire du support d’un covecteur positif pour
la réorientation du matroide orienté correspondant & cette région (i. e. celle pour
laquelle la région est un covecteur maximal positif).
Etant donnée une base B, les E\ C*(B;b;) D E \ (C*(B;b1) U C*(B;b3)) D
. D E\ (C*(B;by) U C*(B;bg) U ... U C*(B; b)) = ( forment une suite de r
fermés emboités. La signification géométrique du lemme précédent est qu’il existe
exactement 2" régions touchant chacun de ces fermés (ou, autrement dit, qui soient
adjacentes a cette suite de fermés). On peut facilement s’en convaincqre par un
dessin. Il faut cependant faire attention au fait que le fermé C*(B;b;1) correspond
géométriquement a deux sommets opposés dans une représentation topologique par
arrangement de pseudospheéres. On aura donc 2"~! régions pour chacun de ces deux
sommets opposés.

Figure 3.1 : illustration du lemme 3.1

Exemple. Sur la Figure 3.1, la base considérée est 1 < 3 < 5. Les 4 régions
grisées sont les régions obtenues par le lemme 3.1 dans I’hémisphere représenté.
Pou ces régions on doit avoir un cocircuit positif C*(135;1), et un covecteur positif
C*(135;1)oC*(135; 5), c’est-a-dire qu’elles doivent toucher le rond noir (C*(135; 1)) et
le segment gras (ensemble des faces correpondant au fermé E\ C*(135;1)0C*(135;5)
et touchant le rond noir).
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Proposition 3.2. (définition de Basom’g\}[’o))

Soit M un matroide orienté ordonné (connezxe) sur E =e; < es < ... < e,. Soit
B =0y < by < ...<b, une base d’activités (1,0), avec E\ B =c¢1 < ... < Cp—yp.

Il existe exactement deux réorientations opposées A et E\ A de M vérifiant les
propriétés suivantes :

(OBadj) ‘adjacence’

Dans —sM = —pg\aM, C*(B;b1), C*(B;b1) o C*(B:b2), ..., C*(B:iby) o
C*(B;by) o...0C*(B;b,) = E, sont des covecteurs positifs.

(OB’;dj) ‘adjacence duale’

Dans —¢, (—aM) = —¢, (=p\aM), C(B;c1), C(B;sc1) o C(B;sea), ..., C(Bier) o
C(B;cg)o...0C(B;cn_y) = E, sont des vecteurs positifs.

Ces deux réorientations sont acycliques d’activité duale 1.

Elles sont construites par l'un des deux algorithmes équivalents suivants :

(i)
On note C}, 1 < k <, un cocircuit de M de support C*(B;by,).
Réorienter éventuellement les éléments de C pour avoir C} positif ou négatif.
Pour k variant de 2 a r faire
réorienter éventuellement les éléments de C} \ U;<C}
pour avoir dans C7 tous les éléments de C} \ U;«C5
de méme signe opposé a celui de min(C}).

(if)
On note Ck, 1 <k < n —r, un circuit de M de support C(B;cg).
Pour k variant de 1 a n — r faire
réorienter éventuellement les éléments de Cf \ U;<xC;
pour avoir dans CY, tous les éléments de Cf, \ U;<xC;

de méme signe opposé a celui de min(Cy).

Preuve.

Dans M connexe il existe une base d’activtés (1,0) (proposition 0.4), et on doit
avoir fi = e; = b1. On montre qu’il existe une unique réorientation A satisfaisant
la proposition avec f; € A. Puisqu’il est évident que si A est solution, E \ A
I’est aussi, ceci prouvera la proposition. On va montrer en particulier que pour
une base B d’activités (1,0), les cocircuits fondamentaux vérifient C*(B;b)< C
UpeBp<oC*(B;b') o C*(B;b)< = {e < b,e € C*(B;b)}. Clest cette forme
particuliere de graphe fondamental pour une base d’activités (1,0) qui permet ces
algorithmes.

Si 'on exécute 1'algorithme (i) sans tenir compte de a 1’étape k du ”signe opposé
a celui de min(Cj)”, on construit les 2" réorientations satisfaisant (OBadj) du lemme

3.1. Si on impose en plus min(Cy) = f1 € O} et pour tout k > 1, min(C;) du
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signe opposé & by dans C}, on construit une unique réorientation, car pour k > 1,
min(Cy) ¢ B (1(B) = 1), et donc min(C}) € U;«xC} (e(B) = 0 donc min(C}) n’est
pas le plus petit de son circuit fondamental, c’est-a-dire appartient a un cocircuit
fondamental C pour un i < k).

D’autre part, si k > 1 et a = min(C}), et C; = C(B;a), on a by € C; et by, ¢ C;
pour j < i. Donc si (OB;dj) est satisfaite, alors 'orthogonalité de Cy o Cy 0 ... 0 C;
et de C} impose a et by de signes opposés dans C}. Réciproquement si pour tout
k> 1, a =min(C}) = ¢ et by de signes opposés dans Cj, alors 'orthogonalité de
CioCyo0..0C; et de C} impose a et by de méme signe dans C; et la condition
(OB;Ldj) est satisfaite.

Ceci prouve que A avec f; ¢ A est uniquement déterminée par 1’algorithme (i).
Pour Ialgorithme (ii) on fait exactement les mémes raisonnements de fagon duale.

Enfin dans la réorientation obtenue, on a un covecteur maximal positif, donc
elle est acyclique, et on a un vecteur maximal avec unique élément négatif f;. Par
orthogonalité, tout cocircuit positif contient f1, donc elle est d’activité duale 1. O

Définition. Avec les notations de la proposition précédente, on définit alors
Basori\O(B) = {4, E\ A}

pour toute base B de M d’activité interne 1 et externe 0, A et E'\ A étant les deux
réorientations opposées contruites par la proposition précédente.

Remarques.

- Ces algorithmes sont deux algorithmes duaux car via les bijections des propriétés
0.6 et 0.9, appliquer (i) (resp. (ii)) & B dans M revient & appliquer (ii) (resp. (i)) a
(E\B)\f2 Uf1 dans M*.

- Il faut noter que les réorientations calculées ne dépendent que du graphe
fondamental de B, et de la signature des cocircuits fondamentaux (ou des circuits
qui s’en déduisent), mais pas de tout le matroide orienté.

- Dans le chapitre 5 cette proposition et son corollaire (ci-apreés) sont reformulés
dans le formalisme matriciel de la programmation linéaire en termes de ‘tableau
fondamental’ d’une base.

Exemples.

- La Figure 3.2 illustre Papplication de I’algorithme (i) sur un exemple de matroide
orienté de rang 3 (le méme que dans la Figure 3.1). La base considérée est 1 < 3 < 5,
ses cocircuits fondamentaux successifs sont représentés par des ronds noirs de taille
décroissante. A la premiere étape on oriente les éléments de C*(135; 1) vers le sommet
correspondant (en choisissant le sommet de ’hémisphere opposé on aurait obtenu la
réorientation opposée). Pour C*(135;3) et C*(135;5), on a représenté (parmi les
deux sommets opposés possibles) celui pour lequel 2 est négatif. Ainsi a chaque
étape suivante on doit orienter les éléments (qui ne l'ont pas encore été) vers le
sommet correspondant au cocircuit considéré.

- Sur la Figure 6.2.1 du chapitre 6 partie 2, ces deux algorithmes duaux sont
appliqués en parallele dans un graphe au méme arbre couvrant.

o1
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Base 135 ‘
Et ape 1
1

Et ape 2

Et ape 3

Figure 3.2 : algorithme géométrique (i) de 3.2 définissant Basorig\}[’o)
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Interprétation géométrique. - Structurellement. D’apres le lemme 3.1 précédent
il existe d’'une part 2" réorientations satisfaisant la propriété (OBadj) (elles sont
acycliques, ce sont 2" régions d’une représentation topologique de M touchant la
suite de fermés définie par B), et il existe d’autre part 2”~" réorientations de —f, M*
satisfaisant la propriété (OBadj) pour M* (elles sont totalement cycliques pour M,

ce sont 2"~" régions d’une représentation topologique de M™* touchant la suite de
fermés définie par E \ B).

La proposition précédente affirme que seules deux réorientations opposées du
premier ensemble donnent une réorientation du deuxieme par réorientation de f;.

- Algorithmiquement. Une base B = b1 < ... < b, découpe I'espace en 2" régions :
on appelle hyperoctants définis par B les 2" ensembles des covecteurs ayant les mémes
signes pour tous les éléments de B. Si l'on fixe l'orientation de by, le lemme 3.1
indique qu’il existe 2"~ régions satisfaisant la propriété d’adjacence, une dans chaque
hyperpoctant du coté choisi de by. Pour B d’activités (1,0), il reste donc & choisir
un hyperpoctant particulier devant contenir la région associée a B : c’est ce que fait
I’algorithme (i). Les fermés de rang r — 2 engendrés les B\ {bf1} pour b € B\ fi, sont
des pseudodroites (demis-pseudocercles du c6té choisi de f1) qui ont pour extrémités
C*(B;b) et —C*(B;b). On se restreint alors successivement aux hyperpoctants pour
lesquels, dans C*(B;b), b et fi, = min(C*(B;b)) sont de signes opposés, c¢’est-a-dire
pour lesquels I'élément fi, sépare C*(B;b) et C*(B;b’) sur la pseudodroite définie
par C*(B;b) et C*(B;b'), ou b’ < b est le plus petit possible tel que fi € C*(B;b').
L’élément b a déja été éventuellement réorienté (i. e. C*(B;b') a déja été choisi
parmi les deux opposés), c’est I’élément dont la réorientation a décidé de celle de f.

Il y a en général de nombreuses situations possibles, qui correspondent aux
différentes formes que peut prendre le graphe fondamental de la base (et qui sont
la difficulté du théoréeme de bijectivité suivant). Toutes les situations possibles en
rang 3 sont données dans le chapitre 6 partie 4, illustrées sur un méme exemple
significatif (celui de la Récréation). La Figure 3.3 donne quelques exemples de
situations geométriques possibles en rang 4.

La suite de covecteurs positifs de I'algorithme 3.2 (i) est représentée sur le dessin
(i) par une suite de faces : un rond noir, un segment gras, un triangle gris, et un
tétraedre gris foncé, qui définissent la région associée a la base dans I’hyperoctant
représenté.

Le dessin (ii) représente le cas le plus simple : fy appartient a tous les cocircuits
fondamentaux, et fo coupe tous les segments [C x (B; f1), C*(B;b)] pour b € B — f;.
C’est la seule situation possible dans le cas uniforme (cf. chapitre 6 partie 1), ou
(autrement dit) 'hyperoctant choisi est le seul qui a une intersection bornée avec fo.

Sur les dessins (i), (iii), (iv) et (v), on a min(C*(B;bs)) = fa, et fa coupe le
segment [C*(B; f1), C*(B; ba)].

Sur le dessin (i), on a min(C*(B;bs)) = min(C*(B;bs)) = f3, et f3 coupe les
segment [C*(B; f1),C*(B;b3)], et [C*(B; f1),C (B 3)].

Sur le dessin (iii), on a min(C*(B;bs)) = min(C*(B;bsy)) = f3, mais
cette fois f3 & C*(B;f1), et f3 coupe les segment [C*(B;bs),C*(B;bs)], et
[C*(B; b2), C*(B; ba)].

Sur le dessin (iv), on a min(C*(B;bs)) = fs, et fi coupe le segment
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(C*(B: f1), C* (B b)), min(C* (B:ba)) = f. et f3 coupe le segment [C*(B; fr), C*(B: by)).
Sur le dessin (v), on a min(C*(B;bs)) = fa, et f1 coupe les segment

[C*(B; f1),C*(B; b3)], min(C*(B;by)) = f3, mais f3 & C*(B; f1), et f3 coupe le
segment [C*(B; by), C*(B;by)].

Il peut aussi arriver que 1’on ait B N By \ f1 # 0.

C'(B:f)

C'(Bify C'Bify)

C(Biby) C'(B:b,)

C'(B;b)

(iv)

Figure 3.3 : quelques situations possibles en rang 4
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Enfin cette interprétation géométrique peut se faire aussi dans le dual, exactement
de la méme facon, simplement en réorientant f; (cf. début de linterprétation
géométrique).

Corollaire 3.3.

Pour une base B d’activités (1,0) de M, les deux réorientations opposées
Basorig\}[’o)(B) sont définies par Ualgorithme suivant.

95

Définition directe de Basori\y" (B)

Réorienter éventuellement e; (arbitrairement).

Pour £ variant de 2 a n faire
si e, € B alors soit a = min(C*(B;eg))
réorienter éventuellement ey,
pour avoir a et e, de signes opposés dans C*(B;ey,)
si e & B alors soit a = min(C(B;eg))
réorienter éventuellement ey,

pour avoir a et e de signes opposés dans C(B;ey)

|

Le théoréme suivant établit que Basori:?) induit une bijection prouvant 2b; o =
01,0. On pourra aussi consulter la partie 8.1 ou cette preuve est refaite dans le
cas beaucoup plus simple des matroides uniformes. On utilisera deux lemmes. Le
premier, appelé ‘lemme des croissants’, fait ressortir une propriété géométrique des
matroides orientés, ou l'ordre n’intervient pas. Il peut apparaitre comme la clé de
votte de cette these, duquel vient d’abord la bijection de ce chapitre et au dela la
cohérence des diverses constructions de I'application Oribas.

Lemme 3.4. (lemme des croissants)
Soit M un matroide orienté ordonné sur E, soient B = bbs...b, and B’ = bbj...b],
deur bases de M avec un élément a € E '\ (BU B’).
On note D = C*(B;b), D' = C*(B’;b), C = C(B;a), et C' = C(B';a) et on
suppose que :
()
(B'ND)C D*
(i)
(BND')C D+
(iii)
(BBNDNC")—buaCC'F
(iv)
(BND'NC)—bUaCCt
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Alors
BNnD'NnC—-b=10

BnDnC' —b=10

Preuve.

Soit D” un cocircuit obtenu en éliminant b entre —D et D’. D’apres (i) et (ii),
ona BND" cC D"t et BND"C D", etaussi (C—a)nD”"C BNnD"c D"+,

Sia € D" alors par (iv) (CND" C (C—b)ND'+aC C~. Par suite a € D"~
Par symétrie a € D"+, ce qui est contradictoire. Donc a ¢ D”. Et en conséquence
CnND"=0et C'"ND" =0.

Pour tout e € DAD', soit D! un cocircuit obtenu par élimination forte de b entre
—D et D’ conservant e. Ona (BND'—b) C (D'\D) et (B'ND—b) C (D\D'). donc
(BND"YU(B'ND)~b) € U.cpap Dt Donc C, contenu dans le complémentaire de
U.cpapr D, ne rencontre pas BN D' —b, et de méme C’ ne rencontre pas B'ND —b,
ce qui est la conclusion du lemme. O

b L\
a ‘
Figure 3.4 : figure impossible (lemme des croissants 3.4)

Ce lemme 3.4 s’appelle lemme des croissants car I’ensemble des covecteurs ayant
les mémes signes (au sens large) sur B \ b ressemble & un croissant de sommets
C*(B;b) et —C*(B;b), coupé par b. En simplifiant, le lemme exprime que si deux
croissants, coupés par un meme élément b, ont chacun leurs sommets dans 1’autre,
alors il n’existe pas d’élément a coupant les deux croissant du méme coté de b.

Autrement dit, il exprime 'impossibilité d’avoir dans une représentation topologique
d’un matroide orienté par un arrangement de pseudospheres une figure du genre de la
Figure 3.4. Sur cette figure, avec les notations du lemme, les droites coupant les deux
croissants représentent les pseudoshperes a et b, les deux arcs de cercles définissant
chaque croissant représentent respectivement les ensembles de pseudospheres B — b
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et B’ — b, et les sommets des croissants représentent respectivement C*(B;b) et
C*(B’;b).

Lemme 3.5.

Soient B = by < ... < b, et B' =} < ... < b, deuz bases d’activités (1,0),
distinctes, de M. Alors il existe i le plus petit possible tel que C*(B;b;) # C*(B'; b))
et pour tout j < i, by = b;.

Preuve. D’abord by = b} = f1. Si C*(B;by) = C*(B'; b)) pour tout k < i, alors avec
D = Ug<;C*(B;bg) on a b; = b, = min(F — D) (sinon il est extérieurement actif).
On peut donc définir ¢ le plus petit élément tel que C*(B;b;) # C*(B’;b}) (sinon
B = B’') et de plus pour tout k£ < i on a by, = b}. )

Théoréme 3.6. (théoreme fondamental)

Soit M un matroide orienté ordonné. L’application Basorig\}l’o) nduit une
bijection entre les bases de M d’activités (1,0) et les paires de réorientations opposées
de M d’activités (1,0).

Preuve. 11 suffit de montrer 'injectivité de Basori(1:9), la bijectivité se déduit alors
de Iégalité des cardinaux 2bg 1 = 001 (une preuve bijective de cette égalité est donnée
par le corollaire 1.8). Supposons que deux bases distinctes B = by < ba < ... < b, et
B' = b} < ... <l internes d’activité 1 aient la méme image.

Soit b = b; = b défini dans le précédent lemme 3.5. Soit D = C*(B;b) et
D' = C*(B’;b). Soit alors

a= min( { min( C*(Bse) ), e € BND'=b } U { min( C*(B';e) ), e € B'ND—b })

a existe :

supposons DN B’ =bet D'N B =5b. Alors B'\ b C E\ D qui est 'hyperplan
de M engendré par B\ b;et B\ b C E\ D’ qui est I'hyperplan de M engendré par
B'\ b. Donc cl(B"\b) = cl(B\b) et D = D', ce qui contredit la définition de 7.

a¢ (BUB'):

supposons a = min(C*(B;e)) pour e € BN D' —b. Alors a ¢ B, sinon a est
intérieurement actif et @ = e; = b ce qui contredit sa définition. Si a € B’, alors
a ¢ D sinon min(C*(B’;a)) < a et a est intérieurement actif : méme contradiction.
De plus a > b (sinon a € B), et donc a ¢ D'. Soit f € C(B;a) N D', alors f # b car
ag D, f#acara¢ D' donc f € BND' —bet donc min(C*(B; f)) = a. Donc f
est réorienté en méme temps que a dans le second algorithme définissant Basori(1:?)
appliqué & B (proposition 3.2), ¢’est-a-dire f a le méme signe que a dans un cocircuit
C dont le support est C(B;a): CND’' C CT sia € CT. Mais d’'un autre coté, f € D’
et f & C*(B';b),) = C*(B;by) pour b), < b parceque f € B. Ainsi f est réorienté a
la méme étape que b dans le premier algorithme de la proposition 3.2 appliqué a B’,
c’est-d-dire C N D' C D' si b € D'*". Ceci contredit 1'orthogonalité.
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B'NnDCDt:

pour tout bj, < b, b}, = by, donc bj ¢ D. Pour tout b} > b, si bj € D alors b}, & B.
Si b, € D™ (i. e. sib) et b ont des signes opposés dans D) alors par construction
(propositior} 3.2). il exis.te bj < b avec by € C*(B;b;) = C*(B;b}), donc by, = b; et
k = j ce qui est impossible.
BnD' C D+ :

symétriquement.

Soit C = C(B;a) et C' = C(B';a).
(BBNDNC')—bUa CC':

siby, € (BP'NDNC")—b alors a € C*(B'; b)) et a = min C*(B’; b)) par définition
de a, et donc bj, est réorienté a la méme étape que a dans le premier algorithme de
la proposition 3.2 appliqué & B’ c’est-a-dire b}, € C'*.
(BBNnDNC)—bUaCCT:

symétriquement.

On applique alors le lemme des croissants 3.4 & B et B’ (a jouant le rdle de a et
b celui de b). On déduit BND'NC —b=0et BNDNC"—b=10 ce qui contredit
la définition de a. 0

Définition.  Pour un matroide orienté ordonné M sur E, d’activités (1,0), soit
Oribas™0 (M) I'unique base de M (théoreme 3.6) telle que

Basom'gé,’o) (OribasO (M) = {0, E}

Pour A C E, et —aM d’activités (1,0), soit
Oribasg\}[’o)(A) = Oribas™0 (= 4 M)

de sorte que
Basom'g\}[’o)(Oribasg\}[’o)(A)) ={A,E\ A}

pour tout A C E tel que — 4 M soit acyclique d’activité duale 1.

Exemples.

- Matroide orienté de rang 2.

Dans un matroide orienté de rang 2 (exemple Figure 3.5), la base minimale
d’activité 2 est fifo. Les bases d’activités (1,0) sont les bases de la forme fie ou
e & f1f2 n’est pas une boucle et est le plus petit de sa classe parallele. Les régions
d’activités (1,0) sont les pseudosegments (rang 2) qui ne touchent pas fi. Dans un
demi-pseudocercle délimité par fi, la région associée a la base B = fie doit toucher
le sommet correspondant & C*( fie; f1), c’est-a-dire le point e, et doit vérifier f; et e
de signes opposés dans C*(fie; e), c’est-a-dire que la région doit étre entre les points
f2 et e.
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13 15 14

Figure 3.5 : Oribas(*?) d’un matroide orienté de rang 2

Figure 3.6 : la bijection Oribas(:?)

La bijection Oribas(™? se calcule en orientant les pseudosegments depuis fo vers
f1 (fléches sur la Figure 3.5), la base associée a une région qui ne touche pas fi est
alors fie ol e est 'extrémité arrivée du pseudosegment selon cette orientation.

- La Figure 3.6 montre la bijection active Oribas(™% pour 'exemple de la Figure
3.2. Les suites de covecteurs considérés dans la définition est réprésentée pour chaque
région comme une suite de faces : un sommet, un segment et une zone hachurée, qui
définissent la région associée.

Dans la construction précédente pour les matroides orientés de rang 2, I'idée est
que 'on cherche le sommet de la région le plus éloigné de fy et le plus proche de fi.
Ceci se généralise en rang supérieur en orientant de fagon similaire les pseudosegments
de larrangement (on obtient ainsi en général le cocircuit fondamental de f; par
rapport a la base cherchée). Le chapitre 5 reprend les constructions de cette partie
en termes d’optimisation.

99
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Le deuxieme exemple illustre quant a lui I'idée que des suites de faces élémentaires
se disposent aux bords des régions en fonction de ’ordre.

Il apparait ainsi intuitivement que la disposition (bijective) par Oribas(? de
suites de faces élémentaires dans les régions reflete un phénomene d’attraction dirigée
par Pordre des éléments. Cette idée est illustrée par le dernier dessin coloré de la
Récréation.

e Des réorientations aux bases.

La calcul par induction de Oribas(1:9), des réorientations vers les bases, revient
a spécifier le choix qui était arbitraire dans la définition inductive du corollaire 1.8
du chapitre 1.

Pour un matroide orienté M d’activités (1,0) sur E de plus grand élément w, on
note A(M) = 1 si w € Oribas(MO) (M) et A(M) = 0 si w ¢ Oribas™ (M).

Le matroide (orienté) U ; est le matroide uniforme de rang 1 a un élément : c’est
le matroide réduit a un isthme.

Propriété 3.7.
(OB31:0)) “induction(t-0)”

Pour tout M # Uy matroide orienté ordonné sur E d’activités (1,0) avec
w=max(E) :
st w € Oribas(M) alors M /w d’activités (1,0) et Oribas(M /w) = Oribas(M) — w ;
st w & Oribas(M) alors M \ w d’activités (1,0) et Oribas(M \ w) = Oribas(M).

Prewve. Si w € Oribas(M) alors Oribas(M) — w est une base de M/w dont les
cocircuits fondamentaux sont les mémes que dans M (propriete 0.1), et les circuits
fondamentaux sont ceux de Oribas(M) dans w auxquels on enléve w. Leurs signes
sont conservés, et ils satisfont donc la définition de Oribas(M/w) (proposition
3.2). Le cas w ¢ Oribas(M) équivalent & w € Oribas(M*) se déduit par dualité
(Oribas(M*) = E \ Oribas(M), propriété (OB4) ‘dualité’). O

Théoréme 3.8. (définition inductive de Oribas(1?)

Lapplication Oribas™?) est unique application 1 qui & tout matroide orienté
d’activités (1,0) associe une de ses base vérifiant les quatre propriétés suivantes.
(OB1Y0)) “préservation des éléments actifst:9)”

Pour tout M d’activités (1,0), B =1)(M) est une base d’activités (1,0) de M.
(OB21:9)) “bijectivité:0)’

Pour tout M d’activités (1,0), 110 induit une bijection entre bases d’activités
(1,0) et les paires de réorientations de M opposées d’activités (1,0).

(OB31:9)) “induction1:0)’

Pour tout M d’activités (1,0) avec w = mazx(E(M)) :

w € P(M) implique M Jw d’activités (1,0) et Y(M/w) = p(M) \ w,
w & (M) implique M \ w d’activités (1,0) et (M /w) = p(M).
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(OB8Y0)) “adjacence’

Pour tout M d’activités (1,0), avec OribasVO (M) = B = by < ...
C*(B;by), C*(B;by) o C*(B;ba), ..., C*(B;b1) o C*(B;by) o ... o C*(B; b,)
sont des covecteurs positifs de M.

A
=
S

-

La derniére propriété peut-étre remplacée par
(OB810)*) “adjacence duale’

Pour tout M d’activités (1,0) avec E\Oribas»O (M) =FE\B=c¢; < ... < ca_r,
C(B;c1), C(B;c1)oC(B;ca), ..., C(B;c1) oC(B;ea)o...oC(B;cp—r) = E, sont des
vecteurs positifs de — ¢ M.

L application Oribas™%) satisfait la définition inductive suivante.

Définition inductive de Oribas(::?)

Pour tout M un matroide orienté ordonné sur E d’activités (1,0) avec maz(E) = w.

Si M = Uy ; alors Oribas*?) = w.

Si M # U, ; alors :
si 0*(—,M) =0 alors A(M) :=0;
si 0*(—,M) > 1 alors A\(M) :=1
si 0*(—,M) =1 alors :

choix

soit B' = Oribas™0 (M \ w), C
si oc(e) # oc(w) alors A(M) :
(M) :

Cu(B';w) et e = min(C)

0
1

si oc(e) = oc(w) alors A
ou bien de facon équivalente :

soit B" = Oribas(»%) (M /w), D = C3;(B" Uw;w) et e = min(D)

siop(e) # op(w) alors A(M) :=1;

siop(e) = op(w) alors A\(M) := 0.
fin
Si A(M) = 0 alors

OribasO (M) := Oribas™ (M \ w)

si A(M) =1 alors
Oribas0 (M) := OribastO (M/w) Uw

I1 faut noter que si —, M est d’activités (1,0), cet algorithme construit en méme
temps Oribas(M) et Oribas(—,M) :

A= M) =1 - A(M)

Preuve. D’aprés la propriété 3.7 et sa définition, Oribas(™? satisfait les quatre
propriétés de I'énoncé. On suppose alors qu’'une application v satisfait ces quatre
propriétés, on note y(M) =1siw € (M) et y(M) =0si w & p(M).
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Si les activités de M et —,M sont distinctes, comme o*(M/w) < o*(M \ w)
(proposition 1.1) on déduit de (OB3(19) : si 0*(—,M) = 0 alors y(M) := 0 et si
0*(—uoM) > 1 alors y(M) := 1.

On suppose désormais que 0*(—,M) =1. Siw € (M) et w € (—,M), alors
Y(M) = p(M/w)Uw = (=, M), ce qui contredit la bijectivité (OB2(1:9)) & moins
d’avoir £ = w auquel cas M = Uy 1 et (M) = w. De méme on ne peut pas avoir w ¢
(M) et w & (=, M). Ainsion doit avoir {¢)(M), ¢ (M)} = {¢(M/w), p(M\w)},
et en particulier y(M) =1 — y(—,M).

Soit B' = (M \w) = b1 < ... < by, et k le plus petit tel que w € Cy,(B';by),
si C*(B';by), ..., C*(B’;b1) U...U C*(B';b,.) sont supports de covecteurs positifs de
M alors by, et w sont de méme signe dans C*(B’; by), c’est-a-dire de signes opposés
dans C' = Cy(B';w). Donc si w & (M), alors (M) = (M \ w) par (OB31:0), et
oc(e) # oc(w) par (OB8M) ‘adjacence(™9)’. Avec les notations de 1’énoncé, on a
montré (en passant a la contre apposée) : si o¢(e) = o¢(w) alors v(M) = 1. Avec
Yy(M) =1—v(—y,M) et —y,M \w = M \ won a donc aussi o¢(e) # oc(w) alors
v(M) = 0.

Ainsi ¢ doit satisfaire la définition inductive de 1’énoncé ou l'on ne tient pas
compte du deuxieme choix proposé. L’application v est déterminée de facon unique
par cette définition, c’est donc Oribas(t9),

D’autre part Oribas(H?) satisfait la propriété (OB8(19*) ‘adjacence duale’, par
définition (proposition 3.2), et on fait le méme raisonnement que ci-dessus de fagon
duale : Soit B” = Oribas"?(M/w), E\ B" =c¢; < ... < ¢u_r et k le plus petit tel
que w € Cpr(B"Uw; ¢g), si C(B"Uw; ¢1),..., C(B"Uw; ¢1)UC(B" Uw; c2)U...uC(B" U
w; Cn—r), sont supports de vecteurs positifs de — ¢, M alors ¢, et w sont de méme signe
dans C'(B" Un;cy), c’est-a-dire de signes opposés dans D = C*(B" Uw;w). Donc si
w € (M), alors (M) = (M /w) par (OB3(10) et op(e) # op(w) par (OB810)*)
‘adjacence duale’. c’est-a-dire si op(e) = op(w) alors y(M) =0 et si op(e) # op(w)
alors v(M) = 1.

Les deux choix sont donc équivalents. Ceci prouve aussi que l'on pouvait
remplacer la propriété ‘adjacence’ par la propriété ‘adjacence duale’, en faisant
directement ce deuxieme raisonnement. O

Remarques.

- Par le ‘critere de compatibilité(1:?)’ 1.8, on sait que la définition inductive du
théoreme 3.8, telle qu’elle est écrite - et en ne considérant que I'un des deux ‘choix’
proposés - est bien définie, et produit une bijection pour les réorientations d’un
matroide orienté d’activités (1,0). En revanche, le fait que les deux ‘choix’ donnent
la méme bijection, et le fait que cette bijection coincide avec Oribas™?), reposent

(1,0)
M

de facon essentielle sur la ‘bijectivité’ de Oribas (c’est-a-~dire sur le ‘theoréme

fondamental’ 3.6).

- Puisque Oribas(™? satisfait les propriétés (OB1(1:9), (OB2(1:9) ‘bijectivité(1:0)
et (OB3(1:9), il satisfait le ‘critére de compatibilité(:?)’ 1.8, La propriété supplémentaire
(OB8(1:9) ‘adjacence’ détermine le ‘choix’ qui restait arbitraire dans la définition in-
ductive 1.8.

- Les deux choix équivalents correspondent a des points de vue ‘duaux’ : le
premier fait en sorte que la propriété (OB8(1:?)) ‘adjacence(™9)’ soit satisfaite pour
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la réorientation parmi {M, —,M } associée a Oribas(M \ w), le second fait en sorte
que la propriété (OB8(1:9)*) ‘adjacence duale(®:?)" soit satisfaite pour la réorientation
parmi {M, —,M} associée a Oribas(M/w)Uw.

Interprétation géométrique. Par hypotheése d’induction M /w vérifie la propriété
d’adjacence (au sens du lemme 3.1) : M/w adjacente a la suite de covecteur définie
par la base ordonnée B" = Oribas(M/w), donc puisque w est adjacente M, on a M
adjacente & B Uw quelquesoit le ‘choix’. Par hypothese d’induction on a aussi M \w
adjacente & B' = Oribas(M \ w). Le choix est fait pour avoir dans ce cas aussi M
adjacente a B’.

Exemples.

- En reprenant 'exemple de la Figure 1.3, la région associée a 135 parmi les
deux d’activité duale 1 doit étre celle qui a pour frontiere 5, et la région opposée par
rapport a 6 est alors associée a 136.

- En reprenant 'exemple de la Figure 3.6, les deux régions d’activité duale 1
de M qui ont pour cocircuit positif 126 (rond noir intersection de 345) doivent étre
associées aux bases 134 et 135, comme dans M \ 6. Les autres régions d’activité duale
1 ont 6 pour frontiere et sont associées a 136, 146, et 156, comme les régions induites
dans M/6 sont associées a 13, 14 et 15.

Remarque. En utilisant la bijection entre les bases d’activités (1,0) et les
bases d’activités (0,1) (Proposition 0.6) et la bijection entre les réorientations
d’activités (1,0) et les réorientations d’activités (0,1) (Proposition 0.9), on déduit
immediatement de Oribas(»®) une bijection entre les bases d’activités (0,1) et les
réorientations d’activités (0,1).

Enfin, on mentionne qu’une propriété importante de ‘dualité forte’ de I’application
Oribas(™?) (en liaison avec les activités (0, 1)), ansi que d’autres propriétés a remar-
quer, sont données dans le chapitre 4 partie 3.



Chapitre 4

La correspondance active canonique

Dans ce chapitre on définit I'application naturelle Oribas qui a un matroide
orienté ordonné associe une de ses bases. C’est une application v particuliere parmi
celles définies dans les chapitres 1 et 2 (deux classes générales de correspondances
actives), dont la restriction aux réorientations d’activités (1,0) d’un matroide orienté
ordonné donné est la bijection fondamentale du chapitre 3.

Dans la premiere partie, cette application est d’abord définie par sa réciproque,
allant des bases du matroide orienté vers ses réorientations. Cette définition est
directe dans le sens oll 'image d’une base se calcule facilement par récurrence sur son
graphe fondamental (chapitres 2 et 3). Dans la deuxiéme partie, pour définir la base
image d’un matroide orienté ordonné, on utilise inductivement les mineurs obtenus en
supprimant ou en contractant le plus grand élément, de fagon plus précise que dans le
chapitre 1. En troisieme partie on récapitule les propriétés de la correspondance active
canonique. En dernieére partie se trouvent des compléments : une bijection active
induite sur ’hypercube, la complexité algorithmique des constructions, et 'exemple
significatif d’une autre correspondance active.

4.1 Des bases aux réorientations : définition directe

L’application Oribas est définie sur ’ensemble des matroides orientés ordonnés,
en appliquant le théoréme d’extension 2.3.1 & I’application Oribas(1:%) (définie par le
‘théoreme fondamental’ 3.6).

Définitions.
L’application Oribas™? est I'unique application qui a un matroide orienté

ordonné d’activités (1,0) associe une de ses bases vérifiant les propriétés suivantes
(proposition 3.2 et théoréme 3.6):

(OB1(:9)) ‘préservation des éléments actifs(1:0)’

Pour tout M d’activités (1,0), B = Oribas™% (M) est une base d’activités (1,0)
de M
(OB8("9)) ‘adjacence’

Pour tout M d’activités (1,0), avec OribasO (M) = B = by < ... < by, les
parties C*(B;by), C*(B;b1)oC*(B; b3), ..., C*(B;b1)oC*(B; by)o. oC’*(B;bT) =F,
sont des covecteurs positifs de M.

(OB8(-0)*) ‘adjacence duale’

Pour tout M d’activités (1,0) avec E\ Oribas"O) (M) = E\B =c¢; < ... < ¢p_p,
les parties C(B;c1), C(B;c1)oC(B;ca), ..., C(B;c1)oC(B;cg)o...oC(Bsep_y) = E,
sont des vecteurs positifs de — ¢, M.



4.1. Des bases aux réorientations : définition directe 65

L’application Oribas est 'unique application qui a un matroide orienté ordonné
associe une de ses bases vérifiant les propriétés suivantes (théoréme d’extension
2.3.1) :

(OB1(1:0)) ‘préservation des éléments actifs
(OB8(1:0)) ‘adjacence’

(OB8(1:0)*) ‘adjacence duale’

(OB5) ‘décomposition’

Pour tout M ayant pour suite décomposante associée ) = F* C ... C Fj = F, =
Fy C ... C F, = E on a Oribas(M) N (Fy, \ Fx—1) = Oribas(M(Fy)/Fi—1) pour
1 <k <uetOribas(M)N (FE_{ \ Fy) = (Fi_; \ Fy) \ Oribas(M*(Fy_,)/Fy) pour
1<k <e.

(1,0) »

Pour un matroide orienté ordonné M donné, on définit pour A C F
Oribasp (A) = Oribas(—aM)

et on note
1

Basoriy = Oribasy, ™
L’application Oribasy; est une bijection entre les bases et les classes d’activité
de réorientations de M, préservant les partitions actives (et donc les activités).

On appelle Oribas la fonction attractive des matroides orientés ordonnés.

Cette définition est une définition intrinseque dans le sens ou ’application définie
est I'unique application vérifiant certaines propriétés. D’un point de vue constructif,
avec cette définition, elle doit plutot étre considérée comme une application de
I’ensemble des bases d’un matroide orienté dans ’ensemble des parties de ses
réorientations (Basoriy). En effet Oribas}, est définie dans la théoréme 3.6 par sa
réciproque : on sait calculer pour une base donnée d’activités (1,0), en un parcours de
son graphe fondamental, son image par Basorig\}l’o) (proposition 3.2), et on en déduit
I'image d’une base d’activités quelconque en calculant la partition active de cette
base (algorithme linéaire ) et en utilisant le théoréme d’extension 2.3.1 (qui s’applique
dans les deux sens, des réorientations aux bases ou des bases aux réorientations). Les
calculs de la partition active et de 'image de la base induite dans chaque mineurs
par récurrence peuvent eétre combinés pour obtenir le calcul de Basoriy, d'une base
donnée par récurrence (voir aussi partie 3 paragraphe ‘complexité algorithmique’).

On note o¢(e) le signe de e dans la partie signée C.

Proposition 4.1.1. (calcul de Basoriy (B) en un parcours de Gy (B))

Soit B une base de M, matroide orienté ordonné sur E = ey < ... < e,. L’image

5\}1’0) est caculée par l'algorithme suivant qui construit a la fois la

(1,0)
M

de B par Basori
partition active o de B et un élément A de Basori

Les 2¢(B)+e(B) gléments B s’obtiennent soit en faisant tous les choix possibles
e€ Aoued A au cours de Ualgorithme, soit a partir d’un élément A € Basoriy (B)
par

Basoriy(B) = { AANA | A= a ' (X), X C Int(B) U Ext(B), A € Basoriy(B) }
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Calcul direct de Basoriy (B)
pour k variant de 1 a n faire

si e, € B alors
si e est extérieurement actif alors
ey externe, a(eg) := ey, et au choix e, € Aou e, ¢ A
sinon
si il existe ¢ < ey, interne dans C'(B;ey) alors
ey est interne
soit ¢ dans C(B;ey) avec ¢ < e, ¢ interne et a(c) le plus grand possible
soit a(ex) := a(c)
sinon
er est externe
soit ¢ dans C(B;ey) avec ¢ < ey, et a(c) le plus petit possible
soit a(ex) := a(c) (fin si)
soit e le plus petit possible dans C(B;ey) avec a(e) = a(eg)

Si Uc(B;ek)(ek) 7§ Uc(B;ek)(e) alors

er € A siet seulementsied A (fin si)
Si UC(B;ek)(ek) = UC(B;ek)(e) alors
ex & A siet seulementsiec A (fin si) (fin si)

si e, € B alors
si e est intérieurement actif alors
ey interne, a(ey) := ey , et au choix e € Aou e & A
sinon
si il existe ¢ < ey, externe dans C*(B;ey) alors
ey est externe
soit ¢ dans C*(B;ey) avec ¢ < ey, ¢ externe et a(c) le plus grand possible
soit a(ex) := a(c)
sinon
ey est interne
soit ¢ dans C*(B;ey) avec ¢ < ey et a(c) le plus petit possible
alex) = a(c) (fin si)
soit e le plus petit possible dans C*(B;ey,) avec a(e) = a(eg)

Si 0C(Biex)(€k) 7 TC=(Biey) (€) alors

ex & Asietseulementsiedg A (fin si)
Si UC’*(B;ek)(ek) = O-C’*(B;ek)(e) alors
er € A si et seulementsiec A (fin si) (fin si) (fin pour)

Preuve. On combine simplement 1’algorithme 2.1.12 de decomposmon de la base et

I’algorithme 3.3 de calcul de Basomgvl’ ) dans chaque mineur M induit par la suite

décomposante de la base. En effet ces algorithmes ne dépendent que des graphes
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fondamentaux, et le graphe fondamental de la base induite dans chaque M est la
restriction a M de celui de B (propriété 2.1.5). O

Figure 4.1 : correspondance active Oribas); pour les régions de K,

Remarques.

- Cet algorithme ne repose que sur les circuits et cocircuits fondamentaux de B,
signés selon le matroide orienté M (i. e. sur le graphe fondamental ‘signé’, qui se
calcule en un parcours de la structure et ne dépend pas de tout le matroide orienté).

- Dans cette définition de Basoriys(B) par récurrence, le fait qu'un élément e € E
soit ou non réorienté ne dépend que de la restriction de graphe fondamental de B
aux éléments inférieurs a e (cf. propriété 0.1 ou propriété 2.1.4).

Corollaire 4.1.2.

Soit M un matroide orienté ordonné sur E de plus grand élément w, et B une
base de M. Pour tout A € Basoriy(B), siw € B alors A —w € Basoriy,(B\ w)
et siw ¢ B alors A —w € Basoriyn,(B).

O
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4 5

Figure 4.2 : correspondance active Oribasy,

Exemples.

- La Figure 4.1 illustre la correspondance active canonique Oribasy; pour les
orientations acycliques du graphe K4 (pour représenter toute la correspondance, il
faut ajouter la représentation du dual et des couples de régions de (M(F.))* et
M/ F, pour tout fermé cyclique F,, Figure 2.3). Dans chaque région sont représentés
Porientation acyclique et arbre couvrant (base) correspondant, le covecteur maximal
correspondant, la partition active communne et la base. Le nombre de parties de la
partition active est égal & 1’activité (interne de I’arbre, duale de 'orientation), les plus
petits éléments de parties sont les éléments actifs. Deux orientations sont associées a
la méme base si et seulement si elles sont dans la méme classe d’activité, c’est-a-dire
si elles se déduisent I'une de I'autre par retournement de parties de leurs partitions
actives (qui sont égales), comme on peut le vérifier sur la figure. En particulier les
régions qui ne touchent pas 1 ont pour partition active 123456, ’autre région associée
a la méme base est sur ’hémisphere symétrique non représenté.

- La Figure 4.2 donne la correspondance Oribasy, pour les régions de I'exemple
qui a servi dans le chapitre 3. Les partitions actives de cet exemple sont données par
la Figure 2.4. 1l est expliqué dans I'exemple a la fin du chapitre 2 partie 3 comment
le théoreme d’extension s’applique a cet exemple. La correspondance pour le mineur
M /1 considéré pour les bases d’activité interne 2, qui est de rang 2, se calcule comme
pour 'exemple de la Figure 3.5.
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Cette partie fait le lien entre toutes les précédentes. Elle donne une nouvelle
définition de l'application Oribas, permettant un calcul direct de l'image d’un
matroide orienté ordonné, alors que cette application a été définie jusqu’a présent soit
intrinsequement par des propriétés qui la caractérisent, soit algorithmiquement par
sa réciproque. Cette définition généralise a toutes les activités la définition inductive
de Oribas™? du théoreme 3.8.

Pour un matroide orienté ordonné M sur E de plus grand élément w, on
calculera sa base image Oribas(M) par induction en calculant d’abord Oribas(M/w)
et Oribas(M \ w) : on aura toujours soit Oribas(M) \ w = Oribas(M \ w) soit
Oribas(M) \ w = Oribas(M/w), et toute la question est de choisir entre ces deux
possiblités.

Premierement, le choix se fait de facon a avoir la propriété de préservation des
partitions actives du chapitre 2, en comparant, dans celles de M, de M \ w, et de
M /w, 1’élément actif associé a w. Dans le chapitre 1, on définissait une classe inductive
de correspondances de fagon similaire mais en comparant les ensembles d’éléments
actifs et non les partitions actives. L’application Oribas appartient aux deux classes
de correspondances étudiées dans les chapitres 1 et 2, mais ceci ne suffit pas a la
déterminer, et la comparaison des partitions actives n’y suffit pas non plus.

Il faut donc, deuxiémement, faire en sorte que la propriété d’adjacence du
chapitre 3 soit satisfaite (dans le cas (1,0), on a vu qu’il suffit, pour achever la
détermination du choix, d’une seule des deux propriétés d’adjacences, primale ou
duale). Géométriquement, on souhaite que la base ordonnée associée & une région
définisse une suite de fermés frontieres de cette région. L’idée est que Oribas(M \ w)
et Oribas(M /w) ayant cette propriété respectivement dans M \ w et M /w, une seule
de ces deux bases permettra a Oribas(M) de conserver cette propriété dans M. Celle
qui sera rejetée servira a calculer I'image par Oribas de —, M.

Par ailleurs, la dualité prend aussi ici un nouveau relief, puisque a chaque étape
de cette définition inductive, le choix peut se faire - de facon remarquable et non
trivialement équivalente - soit dans le matroide orienté, soit dans son dual.

On a déja vu I'importance de mineurs d’'un certain type dans la définition de
Oribas (ceux des suites décomposantes du chapitre 2). Ici, il apparait 'importance
de mineurs d’un autre type : ceux obtenus sucessivement en supprimant ou en
contractant le plus grand élément. Du fait qu’a chaque étape o le plus grand élément
disparait soit par suppression soit par contraction, on prenne en compte en méme
temps chaque réorientation et sa réorientation opposée par rapport a cet élément,
cette définition inductive témoigne d’une sorte de construction ‘généalogique’ du
matroide orienté a partir de son matroide sous-jacent. De ce point de vue, la partition
classique de I'ensemble des parties du matroide en intervalles associés aux bases se
transforme - inductivement via les mineurs en question - en la partition de I’ensemble
des réorientations en classes d’activités.

On conclut cette partie avec les transformations de I'hypercube sous-jacentes a
cette construction inductive.
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Notations.

On rappelle que O, (M) (resp. OF(M)) est I'ensemble des circuits (resp.
cocircuits) positifs de M contenant w, et donc AO, (M) (resp. AO; (M)) est
lensemble des plus petits éléments des circuits (resp. cocircuits) positifs de M
contenant w. On rappelle aussi que I'on a toujours soit AO,(M) = O,(M) = 0
soit AO* (M) = O (M) = (lemme de Farkas propriété 0.7).

Pour A C F non vide, max(A) désigne le plus grand élément de (E, <) totalement
ordonné. Par convention, on définit max()) comme étant strictement inférieur a tous
les éléments de (F, <), ce qui ordonne totalement (E Umax(0), <).

Pour une partie signée A on note o 4(e) le signe de e dans A.

Pour un matroide orienté M sur E de plus grand élément w, on note A(M) =1
siw € Oribas(M) et A(M) =0 si w ¢ Oribas(M).

Propriété 4.2.1.

(OB3) ‘induction’
Pour tout M sur E(M) de plus grand élément w on a
(OB3.1) siw est un isthme de M alors

Oribas(M) = Oribas(—,M) = Oribas(M /w) U {w}
(OB3.2) siw est une boucle de M alors
Oribas(M) = Oribas(—,M) = Oribas(M \ w)
(OB3.3) si w n'est ni un isthme ni une boucle de M alors

{Oribas(M),Oribas(—,M)} = {Oribas(M \ w), Oribas(M/w) U {w}}

Preuve. Les cas (OB3.1) et (OB3.2) sont évidents puisqu’un isthme ou une boucle
est le seul élément de sa partie dans une partition active. On suppose maintenant
que w n’est ni un isthme ni une boucle.

Puisque Oribas(M) est 'unique base B de M telle que () € Basorip(B), une
reformulation du corollaire 4.1.2 est (pour tout M matroide orienté ordonné sur FE
de plus grand élément w) : si w € Oribas(M) alors Oribas(M /w) = Oribas(M) — w,
et si w & Oribas(M) alors Oribas(M \ w) = Oribas(M).

Si (OB3.3) était faux, on aurait alors Oribas(M) = Oribas(—,M) et M et —, M
seraient dans la méme classe d’activité, or ceci n’est possible que si w est seul dans
sa partie dans la partition active de M, c’est-a-dire si w est un isthme ou une boucle,
ce qui est contradictoire. O
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Rappels. (chapitre 2 partie 2)

Soit M un matroide orienté ordonné sur E et e € E. L’élément actif associé a
e, noté a(M;e), est le plus grand possible qui soit le plus petit élément d’'un circuit
positif ou d’'un cocircuit positif de M contenant e. Il est le plus petit élément de
la partie contenant e dans la partition active de M. Si e appartient a un cocircuit
positif de M alors la partie contenant e dans la partition active de M est,

a Y (M;a(M:e)) = U D\ U D
Deo* (M), DeO* (M),
min(D) > a(M;e) min(D) > a(M;e)

Le mineur correspondant a cette partie s’obtient en restreignant M a la premiere de
ces deux unions de cocircuits et en contractant la seconde.

En particulier, avec w le plus grand élément de E. si AOY (M) # 0 alors
a(M;w) = max AOL (M)

et si AO,, (M) # 0 alors
a(M;w) =max AO, (M)

Lemme 4.2.2.

(i) (caractérisation du ‘cas douteux’ de l’algorithme Oribas)

On a maz AO,(M) = maz AO,(—,M) et max AO) (M) = mazx AO (—,M)
st et seulement si les parties contenant w dans les partitions actives de M et —,M
sont égales et, M étant le mineur correspondant dans M, —, M est le mineur
correspondant dans — M .

(ii) Si AOL (M) # O et max AOL (M) = mazx AO.(—,M) = a alors

U »= U D

DeO* (M), DeO* (-, M),
min(D) > a min(D) > a

Preuve. Si les parties contenant w dans les partitions actives de M et —,M sont
égales, alors elles ont le méme plus petit élément et les mineurs étant de méme nature
(acyclique ou totalement cyclique) on a mar AOX (M) = a(M;w) = a(—,M;w) =
max AO(—,M) ou max AO,(M) = a(M;w) = a(—,M;w) = max AO,(—,M).
Réciproquement si maz A0 (M) = max AO)(—,M) = a # max((), alors
les parties A et A’ contenant w dans les partitions actives respectivement de M et
—oM ont méme plus petit élément a. On suppose qu’elles sont distinctes, associées
a un mineur acyclique (quitte a passer au dual), et qu’il existe e € A\ A’ (quitte a
permuter A et A’). L’élément e est associé dans —, M & un élément ' = a(—,M;e),
et il existe un cocircuit positif dans —,M contenant e de plus petit élément ¢’. Ce
cocircuit doit contenir w sinon c’est aussi un cocircuit positif de M, ce qui contredit
a(M;e) = a (par définition de « et des partitions actives). Sie’ > a alors ce cocircuit
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ne peut pas contenir w sinon cela contredit a(—,M;w) = a, donc ¢’ < a. Soit alors
C I'union des cocircuits positifs de M de plus petit élément supérieur ou égal a a,
C est un covecteur positif de M contenant A (par définition de A) et ayant pour
plus petit élément a. Soit de méme C’ un covecteur de M ayant pour seul élément
négatif w contenant A’ de plus petit élément a. Alors un covecteur de M obtenu par
élimination forte de w entre C et C’ contenant e est positif, ne contient pas w et a
un plus petit élément supérieur a a. Il existe donc un cocircuit positif de M et de
—wM contenant e mais pas w de plus petit élément a’ > a. Puisque e est associé a
a dans la partition active de M (e € A), on doit avoir @’ = a (sinon e serait associé
a a’ > a par définition). Donc e appartient & un cocircuit positif de —,M de plus
petit élément a, donc e’ = a, et donc e € A’, ce qui est contradictoire.

Les parties contenant w dans les partitions actives de M et —, M sont donc
égales, d’ou I'égalité

Jg on U o= U »ov U D

DeO* (M), DeO* (M), DEO* (—, M), DeO* (-, M),
min(D)=a  min(D) > a min(D)=a  min(D) > a

L’égalité (ii) s’en déduit aussitdt puisque les cocircuits positifs de plus petit
élément strictement supérieur a a ne contiennent pas w et sont donc communs a

M et — M.

Les deux mineurs correspondant dans M et —_ M s’obtiennent donc par les
meémes opérations de suppression et de contraction a partir de M et — M, ils sont
donc bien la réorientation selon w 'un de l'autre, ce qui achéve la preuve de (i).

|

Théoréme 4.2.3. (définition inductive de Oribas)
L’application Oribas est déterminée par la définition inductive suivante.
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Définition inductive de Oribas
Pour tout un matroide orienté ordonné M sur E avec maz(E) = w.

Si w est une boucle de M alors A(M) := 0.
Si w est un isthme de M alors A(M) := 1.
Si w n'est ni un isthme ni une boucle de M alors :

choix
si max AO., (M) > mazx AO, (—,M) ou max AO,(M) < mazx AO,(—,M)
alors A(M) :=0 ;
si max AO., (M) < mazx AO; (—,M) ou max AO,(M) > max AO,(—,M)
alors A(M) :=1;
si max AO., (M) = mazx AO*(—,M) et max AO,(M) = mazx AO(—,M)
alors :

cas douteux
soit B’ = Oribas(M \w) et C = Cy(B';w)

si AO*, (M) # ( alors soit e = min (C’ N U D)
DeOo* (M),
min(D) > max(AO.,(M))

si AOX (M) = () alors soit e = min(C)

si oc(e) # oc(w) alors A(M) :=0

sioc(e) = oc(w) alors A(M) :=1

ou bien de facon équivalente :
soit B"” = Oribas(M/w) et D = C3;(B" Uw;w)

si AO,, (M) # 0 alors soit e = min (D N U C’)
Ceo(M),
min(C) > inax(AOw(M))

si AO,, (M) = () alors soit ¢ = min(D)
siop(e) # op(w) alors A(M) :=1
siop(e) = op(w) alors A(M) :=0

fin
Si A(M) = 0 alors
Oribas(M) := Oribas(M \ w)

si A(M) =1 alors
Oribas(M) := Oribas(M /w) Uw

Il faut noter que 1’on passe d’un choix a I’autre en passant au dual (via la propriété
(OB4) ‘dualité’ Oribas(M*) = E \ Oribas(M)) et surtout que M et—,M jouent des
roles symétriques (via le lemme (ii), dans le ‘cas douteux’, I’élément e calculé est le

méme pour M et — , M) :
AM) =1=XA-u)M
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Preuve. Lorsque w est un isthme ou une boucle de M, la définition de A(M) est
évidente. On suppose désormais que w n’est ni un isthme ni une boucle de M.
D’apres la propriété 4.2.1, Oribas satisfait A(M) =1 — A(—,M).

Cas non douteux.

On montre que le ‘choix’ qui est fait coincide avec celui fait dans ’algorithme de la
proposition 3.8 appliqué au mineur contenant w de la partition active, conformément
a la définition de Oribas par décomposition.

Pour commencer on suppose AO*(M) # (. Soit M = M(Fy,)/Fy—1, avec
Fy \ Fyx_1 = o=} (M;a(M;w)), le mineur de M intervenant dans la décomposition
active de M du théoréme 2.2.5. On montre d’abord que si maz AO., (M) >
maz AO],(—,M) alors 0*(—wM) = 0.

Si o*(—wM) =# 0, alors il existe un cocircuit positif de —wJ\A/f, ¢’est-a-dire un
cocircuit de M avec pour seul élément négatif w, de plus petit élément a € Fy, \ Fj_1,
et il existe donc un cocircuit C de M tel que CNF_1 =0, CNF, CCT et we C™.
D’autre part, par définition de la suite décomposante associée a M, E \ Fy, est le
support d’'un covecteur positif D de M. Comme w ¢ E \ Fy, le covecteur D o C
a pour seul élément négatif w, et pour plus petit élément soit a, soit le plus petit
élément de E \ Fy, qui est lui aussi plus grand que a(M;n) = min(Fy \ Fy_1) par
définition d’une suite décomposante. Il existe donc un cocircuit positif de —, M de
plus petit élément supérieur & mazr AOY (M) = a(M;n), ce qui contredit I’hypothese.

D’apres la proposition 3.8, si 0*(—,M) # 0 alors A(M) = 0. D’apres le théoreme
d’extension 2.2.5 appliqué & Oribas™9), Oribas(M)N(Fy\ Fy_1) = Oribas(ﬁ), donc
si max AO} (M) > max AO] (—,M) alors A(M) = 0. Avec A(M) =1—-X(—,M) on
en déduit si maz AO) (M) > max AO.(—,M) alors A\(M) = 1; et en appliquant ceci
a M* avec Oribas(M) = E\ Oribas(M*) on en déduit que A est définie correctement
dans tous les cas du ‘cas non douteux’.

Cas douteux.

Soit B’ = Oribas(M \ w) et C = Cp(B’;w). On suppose que w ¢ Oribas(M),
alors par (OB3.3) (propriété 4.2.1) on a Oribas(M) = B’. Par définition de Oribas,
les partitions actives ™! de M et B’ sont égales, et I'élément a = a(w) asocié a
w est le méme dans les deux partitions actives. Par définition (extension a partir
de Oribas™9 ou bien algorithme 4.1.1) le signe de w et le signe de e dans C' sont
opposés, oil e est le plus petit élément appartenant & la fois & C et & la partie a=*(a)
contenant w dans la partition active commune de B’ et de M.

Premier cas : AO*,(M) # (. Soit a = maxz(AOL(M)).

Dans ce cas w, e et a sont des éléments internes pour B’. La partie
U pe 0" (M), D est I'union des partitions actives de B’ de plus petit élément stricte-

min(D) > a
ment supérieur a a, donc son intersection avec C' est vide (propriété 2.1.2, ou algo-
rithme 4.1.1). Donc e = min(C’ N a_l(a)) = min(C’ NU peo ), D).
min(D) > a

Deuxiéme cas : AO*,(M) = 0.

Dans ce cas w, e et a sont des éléments externes pour B’. Par définition de
la décomposition d'une base (propriété 2.1.2, ou algorithme 4.1.1), la partie a=*(a)
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contient le plus petit élément de C, c¢’est-a-dire e = min(C).

On a montré que si A(M) = 0 alors o¢(e) # oc(w), ¢’est-a-dire, compte tenu
de A\(M) =1— XN—u,M), si o¢(e) = o¢(w) alors A(M) := 1. D’autre part M et
—wM jouent des roles symétriques, en effet par le lemme (ii), la définition de e dans
lalgorithme est la méme dans M et —, M. Donc en appliquant ce qui précede a —, M
on a montré si o¢(e) # oc(w) alors A(M) := 0.

L’application Oribas est donc bien définie par le premier choix. Comme on sait
que A(M) =1 — A(M*) oar la propriété (OB4) ‘dualité’, on en déduit en appliquant
tout ce qui précede a M™* que Oribas est tout aussi bien définie par le deuxieme
choix, qui est donc équivalent au premier. O

Remarque. Des exemples faciles a construire montrent que, méme avec ’hypothese
max AO. (M) = mazx AO](—,M) = a, on peut avoir d'une part l'union des
cocircuits positifs de plus petit élément a distincte dans M et — M, et on peut
avoir d’autre part w et un élément e associés a a dans M sans que e appartienne
a 'union des cocircuits positifs contenant w. Ainsi, 'union de cocircuits positifs
calculée dans le théoreme 4.2.3 pour calculer I’élément e ne peut pas étre facilement
remplacée par une autre partie utile.

Corollaire 4.2.4.

Si max AO.L (M) > max AO.(—,M) ou mazx AO,(M) < mazx AO,(—,M)
alors la partition active de M \ w, resp. M/w, s’obtient en supprimmant w de la
partie a laquelle il appartient dans la partition active de M, resp. — M.

Preuve. D’apres le corollaire 2.1.13, la partition active de B dans M \ w si w ¢ B,
oude B\ w dans M/w si w € B, se déduisent de celle de B dans M simplement en
supprimmant w de la partie a laquelle il appartient. Puisque, par définition, Oribas
préserve les partitions actives, on déduit immédiatement le corollaire. O

Interprétation géométrique. Premierement, l’aspect géométrique du choix
non douteux (dans l'algorithme Oribas du théoreme 4.2.3) ressort davantage en
distinguant les cas oll w appartient & un cocircuit positif (A0 (M) # 0 et AO, (M) =
() et ott n appartient a un circuit positif (AO* (M) = @ et AO, (M) # (). L’agorithme
s’écrit ainsi en remplacant la procédure choix par la suivante.

75
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choix

cas 1:

si w appartient a un cocircuit positif de M et a un cocircuit positif de — M alors
si mazAO,, (M) > maxAO] (—,M) alors A\(M) :=0
si max A0, (M) < maxAO],(—,M) alors A\(M) :=1
si mazAO; (M) = maxAO] (—,M) alors faire cas douteux.

cas 2 :
si w appartient a un cocircuit positif de M et a un circuit positif de alors A\(M) := 0

cas 3:
si w appartient a un circuit positif de M et a un cocircuit positif de —, M alors A(M) := 1

cas 4:

si w appartient a un circuit positif de M et a un circuit positif de —, M alors
si mazAO,(M) < maxAO,(—,M) alors A\(M) :=0
si mazAO,(M) > maxAO,(—,M) alors A\(M) :=1
si maxAO,(M) = mazAO,(—,M) alors faire cas douteux.

La distinction entre ces différents cas fait apparaitre en quelque sorte la
décomposition des activités des réorientations de la partie 2 du chapitre 2 :
décomposition en réorientations acycliques et totalement cyclique (cas 2 et 3),
décomposition en réorientations d’activités (1,0) pour les réorientations acycliques
(cas 1), et décomposition en réorientations d’activités (0,1) pour les réorientations
totalement cycliques (cas 4).

Deuxiemement, 'algorithme dans le cas douteux s’interprete géométriquement
par des propriétés d’adjacence entre une région et sa base associée. Il s’agit de faire
en sorte que, avec B = by < by < ... < b,., la suite de fermés emboités de 'arrangement
b, D b.Nb._1 D ... D b.N...Nby touche la région associée, sauf lorsque cette propriété
est empéchée par la condition de préservation des activités (choix non douteux) qui
est prioritaire.

On suppose que w coupe une région M, et que dans M \ w, la base B’ associée
a la région M \ w définisse une suite de faces qui touchent M (suite de covecteurs
positifs), et la méme chose pour B” dans M/w. Une des deux régions M et —, M
(de chaque coté de w) doit étre associée a B’ et autre a B” Uw. On choisit alors
d’associer a B’ celle pour laquelle la suite de faces de M \ w reste une suite de faces
qui touchent la région (suite de covecteurs positifs). L’autre région est alors associée
a B"” Uw. Comme cette région est adjacente & w, elle est automatiquement adjacente
a la suite de faces définie par B” U w.

Ceci est le plus remarquable pour les bases internes d’activité 1 ; pour les bases
internes d’activité supérieure, une suite de faces intervient pour chaque partie de la
partition active, i.e. pour chaque mineur utile.

Exemples.

- La Figure 4.3 illustre le lemme . Les deux régions séparées par 5 (M a droite et
—5M & gauche) ont mémes éléments dual-actifs : O*(M) = O*(—5M). Cependant
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Figure 4.3 : illustration pour la définition inductive

1234 1123d |123c |123b [123e |123g |123f |123a |

3 d g f e 4

Figure 4.4 : un exemple de rang 4 pour Oribas

I’élément associé a 5 est distinct dans les deux régions : maz(AO*(M)) =1 +# 2 =
max(AO*(—sM)). Ainsi sur cet exemple on aura Oribas(M) = Oribas(M/5)U5, ou
M5 est le segment gras contenu dans la région, et Oribas(—sM) = Oribas(M \ 5),
ou M \ 5 réuni les deux régions séparées par 5.

- La Figure 4.4 reprend la Figure 2.7 qui représente quelques régions d’un exemple
de rang 4. L'ordre est 1 <2 <3 <4 <a < ...<g, labase minimale est 1234. Les
suites décomposantes de fermés associées sont dessinées en gras, et I'image de chaque
région par Oribas est écrite au dessus de chaque région. Ces images se calculent
facilement a partir de la définition inductive, en ajoutant les élements successivement.
On pourra aussi consulter la partie 3 du chapitre 6 consacrée aux arrangements
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hyperrésolubles ; la Figure 4.4 y illustre une fibre de rang 4 d’un tel arrangement.

Le lemme suivant fait le lien avec le chapitre 1. Il montre que la définition
inductive de Oribas telle qu’elle est écrite dans le théoreme 4.2.3 est une définition
du type de celles du critere de compatibilité 1.6, pour un ‘choix’ particulier. Le
‘choix’ dans le cas non douteux dans la définition de Oribas est strictement plus fort
que le ‘choix’ non arbitraire du critere de compatibilité.

Lemme 4.2.5.

(i) Si max AO,(M) = max AO,(—,M) alors AO(M) = AO(—,M).

(ii) Si AO(M) C AO(—y,M) ou AO*(—,M) C AO*(M) alors max AO) (M) >
max AO. (—,M) ou max AO,(M) < max AO,(—,M)

Preuve.

(1) Soit s = maxAO,(M) = mazrAO,(—,M). Sia € AO(—,M)\ AO(M) =
A0, (—wM) alors il existe un cocircuit de plus petit élément a dont le seul élément
négatif est w. Or s € AO,, (M) donc il existe un cocircuit positif contenant w de plus
petit élément s. On élimine w de ces deux cocircuits en conservant a (élimination
forte), comme a < s on trouve un cocircuit positif de plus petit élément a ne contenant
pas w, donc a € AOT(M) ce qui est contradictoire.

De méme on ne peut pas avoir a € AO(M)\ AO(—, M), or on sait (corollaire 1.4)
que AO(M) C AO(—,M) ou AO(—,M) C AO(M), donc AO(M) = AO(—,M).

(ii) Si AO,(M) € AO,(—,M) alors mazAO,(M) < mazAO,(—,M). En effet
sia € AO,(—,M) \ AO,(M), d’apres le lemme précédent s = marAO,(M) #
marAO,(—,M) = t. Si s > t, on élimine w d’un cocircuit positif de plus petit
élément s et d’un cocircuit de plus petit élément a dont w est le seul élément négatif,
puisque ¢ > a on en déduit a € AO™, ce qui est contradictoire.

Donc par dualité si AO* (M) € A0k (—,M) alors maz AO; (M) < maxAO,(—,M).
Or d’apres (i) si mazAO,(M) = maxAO,(—,M) alors AO, (M) = AO,(—u,M), et
si maxzAO. (M) = maxAO] (—,M) alors AO* (M) = AO*(—,M), d’ou le résultat.
O

Remarque.  On définira a la fin de ce chapitre une autre correspondance active
Oribas2, pour laquelle le choix dans le cas douteux sera le méme que dans Oribas mais
ou ce cas douteux sera considéré au méme moment que dans le critere de compatibilité
(dans le cas restreint aux activités internes ou externes nulles), c’est-a-dire de sorte
que les éléments actifs soient préservés mais non pas les partitions actives. Cette autre
correspondance aura dans la cas des arrangements hyperrésolubles une interprétation
géométrique plus simple encore que celle de Oribas.



4.2. Des réorientations auz bases : définition inductive

e Conclusion : transformation d’une partition de ’hypercube.

On rappele la notation, pour tout matroide orienté ordonné M, A(M) = 1 si
w € Oribas(M) et A(M) = 0 si w ¢ Oribas(M). Soit M un matroide orienté
ordonné sur e; < ... < e,. Au cours du calcul de Oribas(M) par induction
(théoreme 4.2.3), on calcule successivement la valeur A(Mj) du mineur M; =
M/(Oribas(M) N [ex+1,en]) \ ((E\ Oribas(M)) N [ex+1, en]) auquel on s’est ramené
par les étapes précédentes. On se ramene a M, \ e, ou a My, /ey, selon respectivement
que A(Mg) = 0 ou A(Myg) = 1. Autrement dit, on associe successivement au plus
grand élément e, de M}, lorsqu’il n’est ni un isthme ni une boucle, une lettre \ ou /,
correspondant au mineur M \ e, ou M /ey auquel on se rameéne pour ’étape suivanrte,
Si ey, est un isthme ou une boucle de My, on a My, \ e, = My /ey, et la lettre associée
a ey peut étre indifférement \ ou /. Si ey est un isthme, resp. une boucle, de My,
il est intérieurement actif, resp. extérieurement actif, dans Oribas(M) et dual actif,
resp. actif, dans M. Au matroide orienté M d’activités (i,€) est ainsi associé, par
construction, un ensemble de 2°7¢ mots sur {\, /} (la lettre k est celle qui est associée
a er), qui ne different que pour les éléments actifs ou dual actifs. On déduit, dans
I’algorithme méme, la base associée a M de cet ensemble de mots : un élément qui
n’est ni actif ni dual actif appartient & Oribas(M) si et seulement si sa lettre associée
est /, un élément actif dans M n’appartient pas a la base, et un élément dual actif
dans M appartient a la base.

On retrouve ainsi le résultat bien connu suivant [Da 81] (voir aussi [Bj 87][GoTr
90]), a la différence que le matroide est supposé ici orienté, et que I’ensemble des
parties de E est considéré comme 1’ensemble des suites de mineurs du type M\ A’ /A"
avec A" + A" intervalle de F contenant w.

Proposition 4.2.6.

Soit M un matroide ordonné sur E. Les intervalles de 2¥ pour Uinclusion
[B\ Int(B), BU Ezt(B)]

constituent une partition de 2¥ lorsque B décrit 'ensemble des bases de M.

D’un autre coté, les réorientations associées a une méme base d’activités (¢, ¢)
forment une classe d’activités (chapitre 2 partie 2), de méme cardinal 2°7¢ que
Iintervalle associé a la base. Et les classes d’activités forment une partition de
’ensemble 2 des réorientations. Ces deux partitions de I’hypercube sont ainsi en
bijection (active) via Oribasys. On en déduit une bijection active entre éléments de
ces hypercubes dans la partie 3 ‘Compléments’.

Dans I’hypercube des réorientations, les éléments appartenant a une meéme classe
d’activités se déduisent les uns des autres en changeant les coordonnées (i. e. en
réorientant) sur des parties quelconques de la partition active communne - dont les
plus petits éléments sont les éléments actifs. Dans ’hypercube des parties associées
aux bases, les éléments appartenant a un méme intervalle se déduisent les uns des
autres en changeant les coordonnées (i. e. en prenant la différence symétrique) sur
des éléments actifs quelconques.
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Ainsi, par exemple, deux réorientations opposées d’activités (1,0), —gM et
—gM , qui different par toutes leurs coordonnées, sont associées aux deux parties
Oribas(M) et Oribas(M) \ f1, qui ne different que par leur coordonnée sur fi.

Attention : les partitions actives des bases n’apparaissent pas dans les quelques
considérations ici-présentes, contrairement a celles des réorientations. Elles ont
cependant probablement un role a jouer, au méme titre que le graphe d’échange
des bases, dont on déduit pour une base son graphe fondamental et sa partition
active. Ces approfondissements sont actuellement a 1’étude.

Finalement, d’un certain point de vue, la correspondance active canonique
Oribasys consiste fondamentalement en une transformation d’une partition de
I’hypercube. Des bases vers les réorientations, intuitivement, elle témoigne du pas-
sage du matroide au matroide orienté, en une sorte de symétrisation d’une partition
de I’hypercube.

Correspondance
active
9B - 2"
canonique : .
;. . suites de mineurs
reorientations <« partition en intervalles

partition en classes d’activités .
une base par intervalle



4.3 Compléments

e Bijection active induite entre 2F et 2F

D’une part, étant donné un matroide orienté ordonné M sur E, on a construit
une partition de I’ensemble 2 de ses réorientations en classes d’activités de cardinal
2¢F€ i ses éléments sont d’activité (v, ¢€).

D’autre part, d’apres la proposition 4.2.6, les intervalles de 2¥ pour I'inclusion

[B\ Int(B), BU Ext(B)]

constituent une partition de 2% lorsque B décrit I’ensemble des bases de M. Un tel
intervalle est clairement de cardinal 2¢(B)+e(B),

Ainsi, comme on I’a vu pour Oribas en conclusion de la partie précédente, une
application 1y, qui induit une bijection entre classes d’activités et bases, définit une
bijection entre les classes d’activités et ces intervalles, de sorte que le cardinal de
deux parties de 2F associées soit le méme.

Définition. Soit s une correspondance active de M obtenue par extension
(théoreme 2.3.1) a partir des activités (1,0) (par exemple 9y = Oribasyy).

En choisissant une réorientation de référence M = —y M, on déduit naturellement
de s une bijection JM de 2% dans 27 : soit B une base et — oM € 1 ~1(B) telle
que les éléments actifs de B ne soient pas dans A, i. e. AN (Int(B)U Ext(B)) = 0.
On définit alors ¢ (A) = B et pour A’ C Int(B) U Ext(B)

dni(ALa~Y(A))) = B\ (Int(B) N A') U (Ext(B) N A)

Interprétation géométrique. Géométriquement, pour une base B interne, ceci
revient a associer a B la région la plus ‘proche’ de M dans la classe d’activités
associée a B. Précisément la région —4 M du méme coté des éléments actifs que la
région M est associée a B. Une autre région de la méme classe d’activités obtenue
en réorientant o~ !(A4’) pour A’ C Int(B) U Ext(B) est alors associée a la partie
B\ (Int(B)n A")U (Ext(B)n A").

Attention. Cette bijection n’est pas invariante par réorientation de M (le matroide
orienté M est pris comme réorientation de référence, cf. interprétation géométrique).

Remarques.

- La notion d’activités des bases peut étre définie plus généralement pour les
parties de 27, de sorte que les éléments d’un intervalle associé & une base dans la
partition précédente aient les mémes activités que cette base. Cette notion a été
introduite par Las Vergnas dans [LV 84] et développée dans [LV 00]. Dans ce cadre,
la bijection décrite ci-dessus préserve les activités des parties de 2F.

- Un ‘circuit brisé’ (‘broken circuit’) est un circuit moins son plus petit élément.
Par définition une base est interne si elle ne contient pas de circuit brisé. L’ensemble
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des parties ne contenant pas de circuit brisé (appelé le ‘complexe sans circuit brisé’
ou ‘no broken circuit complex’ N'BC) est en liaison étroite avec 'algebre d’Orlik-
Solomon, I'homologie des matroides, ou la ‘shellabilité’ des polyedres (voir [Bj 87]).
Ses éléments sont les parties des bases internes. On mentionne qu’une bijection, dans
un graphe, entre ces parties et les orientations acycliques, est donnée dans [BlSa 86],
mais elle ne préserve pas les activités. Ici, I'activité interne de la base associée a une
partie étant l’activité duale de la région correspondante, on a défini naturellement
une bijection active entre les parties sans circuit brisé (NBC) et les réorientations
acycliques (régions).

Ezemple. La Figure 6.4.7 illustre cette bijection sur un exemple (chapitre 6 partie
4).
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e Complexité algorithmique

Soit M un matroide orienté ordonné de rang r sur E de cardinal n.

Les questions de complexité algorithmique concernant les matroides et matroides
orientés sont délicates a cause des diverses axiomatiques possibles et du passage non
trivial de 'une a I'autre. On s’en sort en général en supposant que 1'on dispose d’un
oracle indiquant immédiatement certaines informations utiles sur la structure. Ici on
supposera connus ’ensemble des circuits et celui des cocircuits de M. Sans rentrer
dans les détails on évaluera surtout le nombre d’étapes élémentaires qui apparaissent
dans les algorithmes tels qu’ils sont écrits dans ce texte, indépendamment de calculs
éventuels sous-jacent.

On montre en particulier I'intérét de la définition inductive de Oribas, qui permet
de calculer 'image de toutes les 2™ réorientations avec seulement un cott de l'ordre
de n fois celui d’une seule réorientation.

(i) Calcul de I'image d’une seule base B par Oribasy, .

I’ensemble de réorientations associées a une base se déduit d’une information
‘locale’ dans I'ensemble des bases (graphe fondamental de la base considérée). Il faut
d’abord calculer le graphe fondamental de B (4.1), ce qui se fait en parcourant une fois
I’ensemble des circuits (ou des cocircuits, ou des bases), puis sa décomposition (2.1.12)
ce qui se fait en n étapes simples, puis l'orientation associée dans chaque mineur de
la décomposition par Basoritl:?, ce qui se fait aussi en (moins de) n étapes simples
(test + affectation) connaissant le graphe fondamental de B (algorithme (i) ou (ii)
de 3.2). On n’a pas a calculer ’ensemble des circuits ou des cocircuits des mineurs
considérés pour faire le calcul. En effet les circuits ou cocircuits fondamentaux a
considérer dans les mineurs sont ceux de B dont on oublie les éléments qui ne sont
pas dans la partie considérés (2.1.5). La partie Oribas™!(B) se calcule donc en O(n)
étapes simples et un parcours de la structure.

(ii) Calcul de 'image d’une seule réorientation M par Oribas.

On utilise I'algorithme du théoreme 4.2.3. Outre le fait qu’il faut calculer a chaque
fois activité et l'activité duale du matroide considéré (ce qui se fait en parcourant
une fois I’ensemble des circuits et des cocircutis), la complexité de I’algorithme va
étre la méme que celle du théoreme 3.8 (on se rameéne a chaque fois & deux mineurs
de M). On va donc considérer que M est d’activités (1,0).

Pour calculer son image par Oribas lorsque —,M est aussi d’activités (1,0) on
a a calculer d’abord soit 'image de M /w soit celle de M \ w (cas douteux (i) ou
(ii) au choix), et un test sur les signes dans le circuit ou cocircuit fondamental de
w pour la base obtenue indique si on a considéré le bon mineur ou pas. Si on est
chanceux on aura considéré le bon mineur et on aura calculé Oribas(M). Mais si on
est malchanceux (c’est-a-dire en général), on saura que 'image de M se déduit de
I’autre mineur que celui que 1’on a considéré.

Il faut donc en général calculer I'image de M/w et M \ w et donc par induction
I'image de tous les mineurs de M d’activités (1,0) du type M \ A’/A” avec A" + A"
intervalle de F contenant w. La simplification due au cas non douteux, pour lequel on
sait d’office quel mineur doit étre pris en compte, et qui fait que I’on n’a a considérer
que des mineurs d’activités (1,0), n’en est pas vraiment une. En effet, pour r fixé,

83



84 4. La correspondance active canonique

le nombre de réorientations d’activités (1,0) croit exponentiellement avec n. En
considérant chaque passage par la procédure ‘choix’ comme une étape simple (on
omet le calcul de la structure des mineurs qui se fait en parcourant la structure de
M), il faut donc en général au plus 2" étapes simples pour calculer Oribas(M).

(iii) Calcul de 'image de toutes les réorientations de M par Oribas.

L’intérét de I'agorithme précédent est que lorsqu’on calcule I'image de M, on
calcule en méme temps celle de —, M (elle se déduit de l'autre mineur). Ainsi
pour calculer I'image de toutes les réorientations de M, on doit obligatoirement
calculer I'image de toutes les réorientations des mineurs M/w et M \ w puisque
par (OB3.3) {Oribas(M),Oribas(—,M)} = {Oribas(M \ w), Oribas(M/w) U {w}}.
Avec E = ey < ... < ep, on a donc par induction a calculer pour tout k, 1 < k < n,
I'image des 2* réorientations de chacun des 2"~* mineurs du type M \ A’/A" avec
E\ (A" 4+ A”) = ey...ex. On a donc finalement besoin de n2™ étapes simples.

Comparativement au nombre d’objets dont on veut calculer I'image, ’algorithme
est donc tres efficace pour calculer celle des 2™ réorientations : cela se fait en
2"logo(2™) étapes alors qu’il en faut 2" pour une seule.

Le cott exponentiel du calcul de I'image d’une seule réorientation n’est pas
étonnant : on verra dans le chapitre 5 que ce calcul est plus fort que celui de la
solution d’un programme linéaire combinatoire, dont le meilleur cotit connu est aussi
exponentiel (‘méthodes du simplexe’ [OM]).

Remarque. Le calcul de I'image d’un matroide orienté donné par Oribas peut se
faire, avec une certaine économie, en utilisant une double induction. En bref, I'idée
est que ’on peut savoir si le mineur considéré (M \ w ou M/w, et plus généralement
M\ A’JA") est le bon mineur sans avoir a calculer completement son image. Pour
ceci on compare a chaque fois, pour le mineur a tester de plus grand élément w, son
activité AO~ avec celle du matroide obtenu en réorientant w = max(E \ (A" U A”).
Ceci revient a un parcours des mineurs de type M \ A’/A” en profondeur & partir de
M, pour lequel des branches que I’on aurait normalement a explorer sont supprimées
grace & une petite propriété contraignante des activités. Ceci raccourcit le temps de
calcul mais pas suffisamment pour que ’on décrive en détail cette alternative.
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e Exemple d’une autre correspondance active

Soit, Oribas2 'application qui a un matroide orienté associe une de ses bases,
définie en remplacant le passage ‘choix’ de la définition inductive de Oribas (théoreme
4.2.3) par celui du ‘critére de compatibilité’ (théoreme 1.6) :

choix

si AO(M) C AO(—,M) ou AO*(—,M) C AO*(M) alors A(M) :=0

si AO(—,M) C AO(M) ou AO*(M) C AO*(—,M) alors A(M) :=1

si AO(M) = AO(—,M) et AO*(—,M) = AO*(M) alors cas douteux

Cette correspondance est évidemment bien définie et satisfait par définition le
‘critere de compatibilité’, c’est-a-dire qu’elle fait partie de la classe inductive de
correspondances du chapitre 1, (on a vu qu’étre dans le cas douteux de Oribas
implique étre dans le cas douteux de Oribas2, cf. lemme 4.2.5). En revanche, cette
correspondance active n’appartient pas a la classe de correspondances du chapitre
2. Elle n’est pas compatible avec les décompositions des activités, ne préserve
pas les partitions actives, et surtout ne vérifie pas la propriété naturelle (OBT)
‘retournements’ selon laquelle on peut réorienter les unions de cocircuits ou circuits
positifs de plus petit élément supérieur a un élément quelconque sans changer la
base associée. Cependant cette correspondance a une interprétation géométrique plus
simple que Oribas dans le cas d’un arrangement hyperrésoluble (voir chapitre 6 partie
4, et voir Figures 6.4.1 et 6.4.2 pour la distinction entre ces deux correspondances
sur un exemple).

1234 |123d |123b |123c [123a |123g |123f |123e |

3 d g f e 4

Figure 4.5 : un exemple de rang 4 pour Oribas2

Proposition 4.3.1.

Oribas2 coincide avec Oribas dans le cas uniforme, et dans le cas général pour
les bases d’activités (1,0) et (0,1).
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Preuve. Pour une réorientation M d’activités (1,0) ou (0,1), si AO,(M) # 0 alors
O(M) # () et donc M totalement cyclique, et si AOY (M) # () alors O*(M) # () et
donc M acyclique. Donc Oribas et Oribas2 coincident pour ces réorientations.

Dans le cas d'un matroide orienté M uniforme sur £ = e; < ... < e,, toute
réorientation est soit acyclique soit totalement cyclique, et on a maz(AO,(M)) =
maz(AO(M)) = equr), et max(AO;(M)) = max(AO*(M)) = ey (ary (vVoir chapitre
6 pour plus de détails sur ces simplifications des activités dans le cas uniforme). Les
passages ‘choix’ des deux algorithmes sont donc évidemment équivalents et les deux
correspondances coincident. O

Exemple.

La Figure 4.5 représente quelques régions d’'un exemple de rang 4. Elle reprend
la Figure 2.7 et la Figure 4.4 a laquelle elle doit étre comparée. L’ordre est
1<2<3<4<a<..<g,labase minimale est 1234. L’image de chaque région par
Oribas2 est écrite au dessus de chaque région. Ces images se calculent facilement a
partir de la définition inductive, en ajoutant les élements successivement. Les suites
de fermés dessinées en gras sont les suites décomposantes associées au régions, qui ici,
contrairement au calcul de Oribas, n’interviennent pas. On pourra aussi consulter la
partie 3 du chapitre 6 consacrée aux arrangements hyperrésolubles ; la Figure 4.5 y
illustre une fibre de rang 4 d’un tel arrangement.
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Dans cette partie on récapitule les propriétés fondamentales de Oribas, car
on a vu dans les chapitres précédents que cette application peut-étre caractérisée
de différentes facons, par des propriétés combinées entre elles d’adjacence, de
décomposition des activités, d’induction, ou de dualité.

Par définition, Oribas(®? est Dunique application qui a un matroide orienté
ordonné d’activités (1,0) associe une de ses bases vérifiant les propriétés suivantes :

(OB11:9)) ‘préservation des éléments actifs(1:0)’

Pour tout matroide orienté ordonné M d’activités (1,0), B = Oribas\9) (M) est
une base d’activités (1,0) de M

(OB8(-9)) ‘adjacence’

Pour tout M d’activités (1,0), avec Oribas)(M) = B = by < ... < b,
C*(B;by), C*(B;by) o C*(B;ba), ..., C*(B;by) o C*(B;bg) 0 ...0 C*(B; b.) = E, sont
des covecteurs positifs de M.

(OB8(:0)*) ‘adjacence duale’

Pour tout M d’activités (1,0) avec E\ Oribas"O (M) = E\B =c¢; < ... < ¢p_p,
C(B;c1), C(B;cy) oC(B;eg), ..., C(B;c1) oC(B;eg) o ..o C(B; ) = E, sont des
vecteurs positifs de —¢ M.

En utilisant le théoreme d’extension 2.3.1, I’application Oribas est définie comme
étant 'unique application qui a un matroide orienté ordonné associe une de ses bases
vérifiant les propriétés suivantes :

(OB1(:9)) ‘préservation des éléments actifs(1:0)’

(OB8(-9)) ‘adjacence’
(OB8(:0)*) ‘adjacence duale’
(OB5) ‘décomposition’

Pour tout M ayant pour suite décomposante associée ) = F* C ... C F§ = F, =
Fy C ... C F, = E on a Oribas(M) N (Fy \ Fx—1) = Oribas(M(F}y)/Fyx—1) pour
1<k <uetOribas(M)N (FE_\ F) = (Fp_; \ ) \ Oribas(M*(Fy_,)/Fy) pour
1<k<e.

OBT7) et (0B4) se déduisent de la décomposition,
OB2) sont moins fortes respectivement que
). Les trois dernieres viennent directement

Les trois propriétés suivantes (OB6) (
et celles qui viennent ensuite (OB1) et (
(OB6) et (OB7) (cf. chapitre 2 partie 3
de la définition.

(OB6) ‘préservation de la partition active’
Pour tout M, M et Oribas(M) ont la méme partition active : pour tout e € E

M (Oribas(M);e) = a(M;e)
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(OBT7) ‘retournements’
Pour tout M sur E et tout A C E, la classe d’activité de — 4 M est

Oribasy; (Oribasy(A))

En d’autre termes, cette propriété signifie que ’on peut réorienter les unions de
cocircuits ou circuits positifs de plus petit élément supérieur a un élément quelconque
sans changer la base associée (d’ou le nom ‘retournements’).

(OB4) ‘dualité’
Pour tout M,
Oribas(M™) = E \ Oribas(M)

ou autrement dit pour toute base B de M

Basoriy (B) = Basoriy~(E \ B)

(OB1) ‘préservation des éléments actifs’

Pour tout M
O(M) = Extp (Oribas(M))

O* (M) = Intp(Oribas(M))

(OB2) ‘correspondance numérique’

Pour tout M et pour toute base B de M le nombre de sous-ensembles A C E(M)
tels que Oribas(— M) = B est égal & 2t (B)+em(B)

(OB2(10) “bijectivité1:0)’

Pour tout M, Oribasg\}[’o) induit une bijection entre les bases d’activité (1,0) et
les paires de réorientations opposées d’activité (1,0) de M.

- ‘réorientation’
Pour tout M et tout A,A’ CE

Basori_ ,pr = AABasoriy
Oribas_ .y (A") = Oribaspy (ANA)

- ‘passage a I'opposé’
Pour tout M et tout AC FE

Oribasp (A) = Oribasy (E \ A)

La popriété suivante exprime que Oribas est compatible avec les bijections des
propriétés 0.6 et 0.9 liant les bases, et respectivement les réorientations, d’activités
(1,0) et (0,1). On en déduit la propriété (OB9(10)) ‘dualité forte’ qui étend



4.4. Récapitulatif des propriétés 89

remarquablement la propriété de dualité de la programmation linéaire (cf. remarques
dans le chapitre 5).

Propriétés 4.4.1.

Pour tout matroide orienté ordonné M d’activités (1,0) ou d’activités (0,1),
Oribas(— ¢, M) = Oribas(M)A{ f1. f2}

(OBI10)) dualité forte0)”

Pour tout matroide orienté ordonné M d’activités (1,0),

Oribas™O (M) = (E \ Oribas™™? (—;, M*)) — fU f,

Preuve. Pour M d’activités (1,0), soit B = Oribas(M) et B' = B\ f1 U fa. D’apres
la propriété 0.6, B’ est d’activités (0, 1). D’autre part, d’apres la propriété 0.9, — ¢, M
est d’activités (0,1), et donc — ¢, M* est d’activités (1,0). D’apres la propriété (OB4)
‘dualité’ on a, pour tout M, Oribas(M*) = E \ Oribas(M).
Les cocircuits fondamentaux de B’ s’obtiennent par I’élimination modulaire (qui
est unique) de fo entre C*(f1,B) = C*(f2,B’) = D et les C*(b,B), b € B — f.
Ainsi C*(B;b) et C*(B’;b) ont les mémes éléments n’appartenant pas a D. Le
premier algorithme de la proposition 3.2 pour B dans M et le second algorithme de
la proposition 3.2 pour E\ B’ dans M* définissent la méme suite de covecteurs de
M, c’est-a-dire E'\ B' = Oribas(—¢ M*) = E \ Oribas(—¢, M).
O

Proposition 4.4.2.

Lapplication Oribas™® est Uunique application qui a un matroide orienté
ordonné d’activités (1,0) associe une de ses bases vérifiant les propriétés suivantes.
(OB140)) “préservation des éléments actifst:9)”

(OB819)) “adjacence’
(OBY10)) ‘dualité forte1:0)’

Preuve. En bref, la propriété (OBS(LO)*) ‘adjacence duale’ dans M est équivalente,
par définition, & la propriété (OB8(1:9)) ‘adjacence’ dans —y, M*. Plus précisément,
soit ¢ une application satisfaisant (OB1(:9), (OB8(9) et (OB9(1:9)), soit M un
matroide orienté ordonné d’activités (1,0), soit B = (M) et E\ B = ¢; < ¢3 <
v < Cp—p. On sait que f1 € B et fo & B, c’est-a-dire ¢; = fo. D’apres la propriété
(OB9™9), on a Y(—,M*) = f1 < 2 < ... < ¢p—y, d’apres la propriété (OB8(1:0)),
la suite de covecteurs de —y M™ définie par f; < ¢2 < ... < ¢,—, est une suite de
covecteurs positifs de —p M*. C’est donc une suite de vecteurs positifs de —f M.
De la méme maniére que dans la preuve précédente (propriétés 4.4.1), cette suite
de vecteurs est la méme que la suite de vecteurs définie par ¢; < ¢ < ... < Cp_p,
c’est-a-dire, par définition, 1 satisfait la propriété (OB8(1:0)") ‘adjacence duale’. 0O



90 4. La correspondance active canonique

Remarque. On a choisi de définir d’abord la correspondance active pour les activités
(1,0) (chapitre 3), et on en a déduit la correspondance pour les activités (0, 1)
par le ‘théoreme d’extension’ (chapitre 2) en imposant la propriété (OB4) ‘dualité’.
On aurait pu aussi définir tout naturellement la correspondance pour les activités
(0,1) via les bijections des propriétés 0.6 et 0.9. La propriété (OB9) ‘dualité forte’
prouve que ces deux définitions reviennent au meéme, ce qui montre a quel point cette
propriété est fondamentale.

Par ailleurs, Oribas(™? satisfait (propriété 3.7) :
(OB3(:9)) ‘induction™®*)’
Pour tout M d’activités (1,0) avec w = max(E(M)) :
w € (M) implique M /w d’activités (1,0) et Y(M/w) = (M) \ w,
w ¢ (M) implique M \ w d’activités (1,0) et (M /w) = 1p(M).
(

et Oribas satisfait plus généralement (propriété 4.2.1) :

(OB3) ‘induction’

pour tout M sur E(M) de plus grand élément w on a

(OB3.1) si w est un isthme de M alors Oribas(M) = Oribas(—,M) =
Oribas(M/w) U {w}

(OB3.2) si w est une boucle de M alors Oribas(M) = Oribas(—,M) =
Oribas(M \ w)

(OB3.3) si w n’est ni un isthme ni une boucle de M alors

{Oribas(M), Oribas(—,M)} = {Oribas(M \ w), Oribas(M /w) U {w}}

L’application Oribas(®?) est déterminée par les propriétés suivantes (théoréme
3.8) :
(OB2(1:9)) “bijectivité(1:0)’
(OB3(:9)) ‘induction™®*)’
(OB8(-9)) ‘adjacence’

et aussi par les propriétés suivantes :
(OB2(1:9)) “bijectivité(1:0)’
(OB3(%9)) ‘induction*:?)’
(OB8(-9)*) ‘adjacence duale’

Pour terminer, au vu des différentes caractérisations de Oribas(™9 précédentes,
on peut se demander si les propriétés (OB8™9) ‘adjacence’ et (OB2(1:9)) ‘bijec-
tivité(19) suffisent & déterminer Oribas(19. C’est faux en général. Néanmoins on a
les résultats suivants, qui seront démontrés dans le chapitre 6 (respectivement parties
4 et 1), a partir de résultats du chapitre 5 (ou le ‘graphe actif des cocircuits’ sera
défini précisément : il s’agit d’orienter les pseudosegments portés par les pseudocer-
cles de 'arrangement vers le plus petit élément, depuis le second plus petit ; et ou
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le terme ‘euclidien’ sera défini aussi : en bref on est dans le cas euclidien lorsque les
arétes d’une région n’ont pas de cycle de sommets dans le graphe actif, c’et ce qui se
passe dans le cas réalisable).

(i) (proposition 6.4.1)
Soit M un matroide orienté ordonné de rang inferieur ou égal a 3.

L’application Oribasg\i,’o)

est déterminée par les propriétés (OB8(1’0)) ‘adjacence’
et (OB2(10)) ‘bijectivité:0),

(ii) (proposition 6.1.9)
Soit M un matroide orienté ordonné uniforme.
L’application Oribasg\}l’o) est déterminée par les propriétés (038(1’0)) ‘adjacence’

et (OBQ(I’O)) ‘bijectivité1:0) " si et seulement si le graphe actif des cocircuits contenant
f1 et fo n’a pas de cycles.

C’est le cas, en particulier, si M est réalisable.

Ce n’est pas le cas, par exemple, si le programme (M, f1, fa) n'est pas euclidien.

Conjecture. (en travaux... voir chapitre 5)

Pour M réalisable, Oribasg\}l’o) est déterminée par (038(1’0)) ‘adjacence’ et
(OB2(10)) “bijectivité’.

Les deux résultats précédents sont illustrés par les deux petits jeux de la
Récréation.



Intermede récréatif

Voici deux petits jeux qui ne nécessitent aucune connaissance mathématique préalable.
Pour leurs énoncés en grand format, leurs solutions et des explications voir

Annexe 3 Récréation

Il faut disposer les 21 pieces de droite dans les 21 régions ne touchant pas le cerlce noir de
gauche, de sorte que les couleurs de la piece soient celles de deux bords qui se croisent de

la région.

So—
L@
BO—
L@

3B 3C
l [ ] l [ ] l [ ]
47 48 49 4A 4Cc 57 58 59
[ ]
5A 5D 67 68 69 6A 68 6D

Il faut disposer les 24 pieces de droite dans les 24 régions ne touchant pas le cerlce noir de
gauche, de sorte que :
- la couleur du segment de la piece soit la couleur d'un bord de la région ;

- la couleur du point de la piéce soit une couleur passant par une extrémité de ce bord.




Chapitre 5

Extensions de la programmation linéaire combinatoire

Ce chapitre présente l'application Oribas dans un contexte d’optimisation. Un
matroide orienté ordonné M peut étre considéré comme un ‘programme de matroide
orienté ordonné’ ayant pour unique solution sa base ‘optimale’ Oribas(M). Un pro-
gramme de matroide orienté est une abstraction combinatoire de la programmation
linéaire en termes de matroides orientés. La notion de ‘programme de matroide
orienté ordonné’ étend celle de ‘programme de matroide orienté’ dans plusieurs di-
rections. L’application Oribas se ramene entierement a la programmation linéaire
classique dans le cas des matroides orientés uniformes (voir la partie 1 du chapitre 6
et [GiLV1]). Les extensions introduites étudient le cas général, lorsque le matroide
orienté ordonné n’est plus nécesairement uniforme.

Le fait important est que l'ordre total sur les élements du matroide orienté
permette d’'inscrire les probleme de programmation linéaire classique dans un cadre
plus général ot la notion d’optimalité devient naturellement inscrite dans la structure.

En bref, en programmation matroide classique, deux éléments seulement du
matroide orienté sont distingués (le plan a 'infini et la fonction objective) et I'on
cherche une face optimale d’une région bornée donnée. Dans le cadre des matroides
orientés ordonnés, ces éléments distingués sont les deux plus petits. Lorsque l'ordre
tout entier intervient, on cherche en revanche une suite ‘optimale’ (par analogie) de
faces dans la région pour une suite de fonctions objectives. La construction donne lieu
a une bijection lorsqu’on considere toutes les régions bornées, bijection qui s’étend
en une correspondance définie sur toutes les régions, et plus généralement sur toutes
les réorientations.

De facon intuitive et visuelle, ce probleme d’optimisation étendu décrit un
7
phénomene d’attraction dirigée par I'ordre des éléments, d’ott le nom donné a Oribas
de fonction attractive des matroides orientés ordonnés.

Ce chapitre repose essentiellement sur le chapitre 3. On peut le lire indépendamment
des autres. En effet, bien que les notions d’activités des bases et des réorientations
jouent un réle fondamental dans les constructions de I'application Oribas (chapitre
4), le point de vue adopté ici fait se concentrer naturellement sur le cas des matroides
orientés ordonnés d’activités (1,0) - c’est-a-dire le cas des régions bornées - auquel
se ramene le cas général par des décompositions (chapitre 2). De fait, le seul résultat
antérieur utilisé dans le chapitre est le théoréeme fondamental du chapitre 3 qui per-
met de définir Oribas. Hormis la définition et les résultats concernant le graphe
actif des cocircuits d’un matroide orienté ordonné dans la partie 2, ce chapitre ne
donne pas de résultats nouveaux, mais plutot une reformulation et des illustrations
des précédents dans le formalisme matriciel usuel dans ce contexte.
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Avant tout, on reprend la définition de I'application Oribas en termes de tableaux
fondamentaux des bases, équivalents aux graphes fondamentaux puisque l'on écrit
simplement les cocircuits, resp. les circuits, comme colonne, resp. ligne, d’une matrice
a valeur dans {0, 4+, —}.

Pour un matroide orienté M de rang r, la base ‘optimale’ Oribas(M) est 'unique
base satisfaisant une condition sur les signes de son tableau fondamental.

Dans la premiere partie on montre quel est le lien entre Oribas et la version
‘matroides orientés’ de la programmation linéaire, que ’on rappelle tres brievement.
Pour une introduction plus complete a ce sujet, on peut consulter la partie 6
de 'annexe A, et pour (beaucoup) plus d’informations, on pourra consulter [OM,
chapitre 10] ou [BaKe 92].

Dans la deuxieme partie, on décrit en détails la premiere extension de la
programmation linéaire, intitulée multiprogrammation, pour laquelle I'optimisaion
se fait par rapport a une suite de » — 1 fonctions objectives indépendantes, qui sont
les éléments de la base minimale moins le premier, qui correspond, lui, a 'infini. On
introduit ensuite la notion de ‘programmation en drapeaux’, par analogie avec la
programmation classique via l'application Oribas.

e Tableau fondamental d’une base.

Traditionnellement et par analogie avec les matrices du cas réel, des ‘tableaux’
sont utilisés pour représenter les bases (simplexes).

Définition. Etant donné une base B d’un matroide orienté ordonné M sur
E = €1 < ... < ey, le tableau fondamental de B noté Tp(B)  est une matrice
n xn de E x E & valeurs dans {+, —, 0}, telle que, pour tout 1 < i < n, la colonne
i est C*(B;e;) sie; € B et laligne i est —C(B;e;) si e; ¢ B (les autres valeurs sont
nulles et sans intérét).

Cette définition est valide par orthogonalité des circuits et cocircuits fondamen-
taux, et on a évidemment (avec * désignant la transposition)

Tu-(E\ B) =" Ty (B)

Cet objet est une représentation matricielle du graphe biparti fondamental de la
base. Il est légerement différent de celui utilisé dans [OM] (on a ajouté les lignes
correspondant aux éléments de la base pour avoir a la fois une représentation des
circuits et des cocircuits fondamentaux, c’est-a-dire la propriété de transposition ci-
dessus).

Il y a une analogie avec la programmation linéaire réelle ou des matrices
interviennent. Comme on le verra dans la partie suivante, le cocircuit fondamental
par rapport a fi (élément représentant 1'infini), correspond au sommet (intersection
des 7 — 1 hyperplans autres de la base) du simplexe dont on cherche a savoir si il est
optimal, ce qui peut se lire avec les signes des éléments de ce tableau. La ‘méthode
du simplexe’ dans les matroides orientés consiste a passer d’un tableau a un autre
meilleur par un ‘pivot’, similairement avec le cas réel, mais ici on ne tient compte
que des signes des éléments non nuls, et non pas de leur valeur.
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Remarques.

- L’activité d’une base se lit immédiatement sur son tableau fondamental : un
élément est intérieurement (resp. extérieurement) actif si il est dans B et le plus
petit (non nul) de sa colonne (resp. ligne).

- On peut définir les ‘tableaux’ plus généralement comme des objets équivalents
aux graphes bipartis (entre les élements qui ne sont pas seuls dans leur ligne et ceux
qui ne sont pas seuls dans leur colonne) : etant donné un ensemble fini totalement
ordonné F = e; < ... < ey, un tableau peut étre défini de facon générale comme étant
un sous ensemble de E x E vérifiant, pour tout ¢ € E, soit {i} x ENT = (i,14), soit
Ex {i}NT = (i,1).

- On peut alors définir des décompositions de tableaux, similairement a la
décomposition des graphes bipartis du chapitre 2 partie 1 (les décompositions des
activités des bases ne reposaient que sur le graphe fondamental de la base) : on peut
définir un tableau ‘simple’ comme étant un tableau dont le seul élément plus petit de
sa colonne ou de sa ligne est (f1, f1). Ces tableaux correspondent dans le matroide aux
tableaux fondamentaux des bases d’activités (1,0) ou (0,1), et les décompositions de
la partie 1 du chapitre 2 ont pour traduction matricielle la décomposition du tableau
fondamental d’une base en tableaux simples.

e La fonction attractive Oribas.

Proposition 5.1. (définition de Basori(**?) en termes de tableau)
Soit B une base de M d’activités (1,0).

Les deux réorientations opposées Basori(l’o)(B) sont celles dans lesquelles le
tableau fondamental de B vérifie : le signe du plus petit élément (non nul) de chaque
colonne est + et le signe du plus petit élément (non nul) de chaque ligne est —, sauf
pour la premiere ligne. O

La bijectivité de Basori(*9) (‘théoreme fondamental’ 3.6) qui permet de définir
Iapplication Oribas(®? se traduit alors de la facon suivante.

Théoreme de la ‘programmation ordonnée dans les matroides orientés’ :

Pour tout matroide orienté ordonné M d’activités (1,0), il existe une unique base
Oribas(M) d’activités (1,0) de M dont le tableau fondamental satisfait : le signe du
plus petit élément (non nul) de chaque colonne est + et le signe du plus petit élément
(non nul) de chaque ligne (sauf la premiére) est —.

Le fait de prendre en compte les signes du premier cocircuit fondamental et
du premier circuit fondamental (premiére colonne et premiére ligne non réduite a
un élément) revient a chercher la face optimale pour une seule fonction objective
(programmation linéaire ‘classique’ partie 1); le fait de prendre en compte les
plus petits éléments de chaque cocircuit fondamental (chaque colonne) revient
a optimiser selon la suite de fonctions objectives définie par la base minimale
(‘multiprogrammation’ partie 2) ; et le fait de prendre en compte les plus petits
éléments de chaque circuit fondamental (chaque ligne) revient a optimiser une suite
de faces selon I'ordre tout entier (‘programmation en drapeaux’ partie 2).
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Les réorientations d’activités (1,0) sont les ‘régions bornées’ de I'arrangement
de pseudopsheres, en considérant, par analogie avec la programmation classique
I’élémént f; comme 'infini.

D’un point de vue algorithmique, la base optimale Oribas(l’o)(M) du matroide
orienté ordonné M d’activités (1,0), se calcule dans le théoréme 3.8 par induction
relativement au plus grand élément.

Remarques.

- La propriété de dualité des programmes de matroides orientés se généralise a
ce ‘programme étendu’ par la propriété (OB9(1:9)) ‘dualité forte’ (propriété 4.4.1).

- Plus généralement Oribas s’applique a toutes les réorientations, non seulement
celles d’activités (1,0) (régions bornées), mais aussi les régions non bornées et les
produits de régions de M et M*. Ceci revient étant donné la définition de Oribas par
décomposition des activités (chapitre 2), & appliquer le programme étendu précédent
dans les mineurs définis par la partition active de M. En termes de tableaux, avec la
remarque précédente la décomposition des activités se traduisant en décomposition
du tableau fondamental en tableaux simples, on peut exprimer un théoréeme encore
plus général que le précédent : Oribas(M) est l'unique base de M dont chaque tableau
simple de la décomposition de son tableau fondamental satisfait les conditions sur les
signes du théoreme précédent.



5.1 Lien entre la fonction attractive et la programmation
linéaire dans les matroides orientés.

Les résultats et définitions de cette partie ne seront plus utilisés ensuite, ils servent
juste a faire ressortir les similitudes et les différences avec la partie suivante. FEn
programmation classique dans les matroides orientés, un élément g représente I’infini,
et un élément f représente une fonction objective & optimiser sur une région. La
principale différence est que dans le cadre classique on cherche un sommet ‘maximal’
pour la fonction objective f dans une région, sans s’occuper de la position de cette
région par rapport a la représentation géométrique de f. Dans le contexte de Oribas,
Ioptimisation par rapport a f reviendra a une ‘maximisation’ d’un coté de f, et a une
‘minimisation’ de I’autre coté. Les deux points de vue coincident sur un demi-espace
délimité par f.

Les régions bornées étant celles qui ne touchent pas g, il est naturel de les
considérer comme les réorientations acycliques d’activités (1,0) du matroide orienté
ordonné pour g = f; = ey (on suppose le matroide simple). Les sommets optimaux
correspondront aux cocircuits fondamentaux des bases internes d’activité 1 par
rapport a e;. L’optimisation se fera par rapport a f = es = f3. On considerera
ainsi que I'ensemble F est ordonné par F =g < f <ez < ...<e,

e Rappels sur la programmation linéaire dans les matroides orientés.

Les définitions et résultats connus suivants sont présentés ici de facon a étre
succints. On peut lire I’Annexe 2 partie 6 ou [OM] chapitre 10 pour leur présentation
traditionnelle.

Définitions.

- Un programme de matroide orienté est un triplet (M, g, f) ou M est un matroide
orienté sur £ = E, +{f, g}, g n’est pas une boucle, f n’est pas un isthme, et f # g.

- Le programme (M, g, f) est admissible si il y a un cocircuit positif de M \ f
contenant g. Il est borné si il y a un circuit positif de M/g contenant f.

- Le graphe du programme (M, g, f) est le graphe dont les sommets sont les
cocircuits de M positifs sur F \ f et dont les arétes sont les paires modulaires de
cocircuits positifs, il est partiellement dirigé de la facon suivante : géométriquement,
les segments des pseudocercles (faces de dimension 1) non paralléles & f, et non portés
par g, sont dirigés de f vers g, d’'un demi-espace choisi délimité par f vers l'autre,
dans le sens dit croissant. Les faces de dimension 1 non dirigées sont celles qui sont
portées par un élément e tel que efg est un circuit du matroide sous-jacent, elles sont
paralléles a f.

- Les cocircuits optimauxr d’un programme de matroide orienté admissible borné
sont ceux qui n’ont pas d’aréte sortante dans le graphe du programme. Le covecteur
optimal (face optimale) d’un programme est la composition de ses cocircuits optimaux
(géométriquement, il est la plus grande face de M parallele & f contenant un sommet
optimal quelconque).
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Résultats connus.
- ‘Théoreme principal de la programmation linéaire dans les matroides orientés’.
Si (M,g, f) est admissible et borné, alors il existe un covecteur optimal.
- ‘Critere du simplexe’.
Un cocircuit est optimal si et seulement si il est le cocircuit fondamental de g
dans une base ne contenant pas f, telle que ce cocircuit est positif sur ses éléments

appartenant a dans E, U g et le circuit fondamental de f dans cette base est négatif
sur ses €léments appartenant a E, U f.

Autrement dit un cocircuit C' est optimal si et seulement si il existe une base B,
g€ B, f¢ B,C=C*(B;g), la colonne g de Ty (B) est positive sauf éventuellement
sur f, la ligne f de Ty (B) est négative sauf éventuellement sur g.

Remarques.

- Géométriquement, le signe de f dans un cocircuit optimal indique simplement
de quel coté de la représentation géométrique de la fonction objective f ce sommet
optimal se trouve.

- I1 y a une complication essentielle dans la version matroides orientés de
la programmation linéaire : le graphe d’'un programme admissible et borné a
effectivement des sommets sans aréte sortante, mais peut en général comporter des
cycles, le programme est appelé alors non euclidien, alors que dans le cas réalisable
ceci ne peut pas arriver.

Exemples.

Les deux exemples suivants seront repris dans la partie suivante pour illustrer en
quoi Oribas constitue une extension du probleme en question ici.

1 - Sur la Figure 5.1 est représenté le graphe du programme défini par la région
grisée. On trouve deux cocircuits optimaux représentés par des ronds noirs, et le
covecteur optimal maximal est la face (en gras), parallele a f, joignant ces deux
cocircuits. Ce sont les cocircuits fondamentaux de g = 1 par rapport aux bases
135 et 136. On vérifie sur les tableaux fondamentaux de ces bases (ci-apres) qu’ils
vérifient les conditions du ‘critere du simplexe’ et on note bien que seule la premiere
colonne g et la premiere ligne f sont & considérer pour caractériser 'optimalité. On a
représenté dans les tableaux fondamentaux seulement les signes utiles : par définition
les éléments diagonaux de la base (resp. de son complémentaire) sont signés + (resp.
—), et la premiere colonne est positive, la premiere ligne est négative sauf sur g.

1351 2 3 4 5 6 1361 2 3 4 5 6
1 |+ 1 |+

2 |+ - - 2 |+ - -

3 + 3 +

4 |+ X - X 4 |+ X - X
) + 2 |+ X - X
6 |+ X X - 6 +
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Figure 5.1 : premier exemple de programme de matroide orienté

2 - Sur la Figure 5.2 sont représentés le graphe du programme défini par chacune
des deux régions grisées, qui ont le méme cocircuit optimal représenté par un rond
noir. Ce cocircuit est le cocircuit fondamental commun de g = 1 par rapport aux
bases 145 et 146, dont les tableaux fondamentaux sont écrits ci-apres, en ne laissant
que les signes utiles (qui coincident pour les deux régions grisées).

145

1 2 3 45 6

S Ot s W N

146

S Ot s W N =

1 2 3 45 6
+
+ - - -
+ - X X
4
X - X
+

99
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Figure 5.2 : second exemple de programme de matroide orienté

e Lien avec Oribas(1:9),

Proposition 5.1.1.

Soit M un matroide orienté ordonné sur K = g < f < e3 < ... < ep, d’activités
(1,0).

(i) Le programme (M, g, f) est admissible et borné.

(ii) Le cocircuit fondamental de g par rapport i Oribas™O (M) est un cocircuit

optimal de (M, g, f).

Preuve. (i) Le matroide orienté M étant acyclique, il existe un cocircuit positif de
M \ f contenant g et le programme (M,g, f) est admissible. De plus, lactivité
duale de M étant 1, —,M est totalement cyclique (propriété 0.9), et il existe un
circuit positif de M/g contenant f, donc (M, g, f) est borné. (ii) Par définition de
B = Oribas™% (M) (proposition 3.2), on a C*(B;g) positif et C(B; f) a pour seul
élément négatif g, ce qui est exactement le critere d’optimalité précédent. O
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Remarques.

- En termes de matroides orientés, le probleme de programmation linéaire dual
est traité par le matroide orienté dual en permutant f et g : par le programme
(M*, f,g). Ceci se retrouve dans Oribas% avec la propriété (OB9(1:0)) *dualité
forte(1:9)” de la proposition 4.4.1 : f1 et f jouent des roles duaux.

- Par définition, un programme (M, g, f) admissible borné ne suppose pas que
M soit acyclique : la région dans laquelle on cherche un sommet ‘maximal’ pour f
est une région de M \ f, et lorientation de f indique le sens ‘croissant’ de f. Le
cas ol la région considérée est du coté négatif de f n’est donc pas pris en compte
par Oribas1:0), et c’est la seule ‘perte’ par rapport aux programmes de matroides
orientés classiques. En revanche, Oribas®%) ne dépend pas d’une orientation de
référence de M, ce qui se traduit en termes d’optimisation par le fait que, un sens
‘croissant’ de f étant choisi, Oribas(™:?) calcule pour les régions du coté ‘croissant’ de
f leur sommet ‘maximal’ pour f, et pour les régions du coté ‘décroissant’ de f leur
sommet ‘minimal’. C’est pourquoi on parle simplement de sommet ‘optimal’ calculé
par Oribas. De plus, lorsqu’on modélise un probleme de programmation linéaire
par un programme de matroide orienté, on peut toujours remédier a la ‘perte’ en
question, puisqu’il suffit d’ajouter I'hyperplan affine f représentant la forme linéaire
a optimiser hors des régions bornées (elles sont alors toutes du méme coté de f dans
le matroide orienté).

- Si M est uniforme (c’est-a-dire lorsque tous les éléments y compris f et g sont
en position générale), le cocircuit fondamental de g par rapport une base détermine
cette base. La bijection Oribas(™?) revient & associer & chaque région bornée son
sommet optimal, au sens ci-dessus. Le programme ‘étendu’ défini par Oribas(t:?)
coincide avec le programme classique du coté croissant de f et la seule nouveauté est
alors que I'on s’intéresse a toutes les régions bornées a la fois (cf. chapitre 6 partie
1).

- La complexité exponentielle du calcul de Oribas(M) (cf. partie 3 du chapitre
4 ‘Compléments’) n’est pas étonnante, les ‘méthodes du simplexe’ étant elles mémes
de complexité exponentielle. Cependant la construction de Oribas par induction
n’est pas la méme : elle revient a chercher un sommet optimal en supprimmant et en
contractant successivement des élements, ¢’est-a-dire en supprimmant successivement,
des contraintes ou des variables dans le programme linéaire (voir en particulier le cas
uniforme chapitre 6 partie 1).
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e Multiprogrammation : optimisation selon une suite de fonctions objectives.

La principale nouveauté de cette partie est la définition du graphe actif des
cocircuits d’un matroide orienté ordonné, qui consiste a orienter le graphe des
cocircuits, d’une facon dépendant de l'ordre des éléments, mais invariante par
réorientation.

Soit M un matroide orienté ordonné sur E d’activités (1,0). On appelle cocircuit
optimal de M le cocircuit fondamental de g par rapport a Oribas(l’o)(M). On montre
que ce cocircuit est 'unique sommet sans aréte sortante du graphe actif des cocircuits
de M.

Plus précisément, on a vu dans la partie précédente que ce cocircuit est un
sommet sans aréte sortante du graphe du programme (M, f1, f2), optimal au sens de
ce programme. L’application Oribas calcule donc pour une région donnée un cocircuit
optimal particulier, alors que I’ensemble des solutions du programme (M, f1, f2) au
sens traditionnel est une face, parallele a fo. En fait, pour les faces paralleles a fs,
Oribas résout encore un probleme d’optimisation mais cette fois par rapport au plus
petit élément non parallele & fo (au sens employé dans ce chapitre), c¢’est-a-dire le
plus petit élément indépendant de fi et fo, c’est-a-dire f3, le troiseme élément de la
base minimale. Pour les faces paralleles a f3 parmi celles ci, on optimise par rapport
a f4 et ainsi de suite...

[’optimisation se fait en général par rapport a ’ensemble ordonné fo < ... < f,
(éléments de la base minimal moins f1), et conduit pour toute région bornée a un
unique sommet optimal : le cocircuit fondamental de Oribas(M) par rapport a f.

Comparativement a la partie précédente, cette ‘multiprogrammation’ revient a
prendre en compte, dans le tableau fondamental de la base, les signes des plus petits
de chaque cocircuit fondamental (chaque colonne), alors que dans le cas classique on
ne prend en compte ceux-ci que lorsqu’ils appartiennent au circuit fondamental de la
fonction objective (premiere ligne non réduite & un élément).

Définition. Le graphe des cocircuits d’un matroide orienté M est le graphe dont :
- les sommets sont les cocircuits de M,

- les arétes (non orientées) sont les paires modulaires de cocircuits conformes de
M (i. e. les paires de cocircuits dont I'intersection des complémentaires est un fermé
de rang r — 2, et dont les signes coincident sur leur intersection).

On appelle graphe actif des cocircuits, noté Gy, d’un matroide orienté ordonné
M le graphe orienté dont le graphe sous-jacent est le graphe des cocircuits et tel que :

- si M de rang r = 2 de base minimale g < f, le graphe des cocircuits de M étant
un cycle, il est orienté depuis les deux cocircuits opposés ne contenant pas f vers les
deux cocircuits opposés ne contenant pas g,

- si 7 > 2, les arétes sont orientées de facon cohérente avec l'orientation dans les
contractions M/F ou F est un fermé de rang r — 2 (i. e. (Dy, Dy) orientée de D,
vers Do dans M si et seulement si (Dq, Ds) orientée de Dy vers Dy dans M/F ou
F=(E\Di)N(E\Dy)).
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Il faut noter que le graphe actif des cocircuits Gj; de M est invariant par
réorientation de M.

Interprétation géométrique. Le graphe des cocircuits, parfois appelé squelette,
est simplement le graphe des faces de dimensions 0 (sommets) et 1 (arétes) dans
une représentation topologique du matroide orienté. Le graphe actif des cocircuits
s’obtient alors en considérant tous les pseudocercles dans I’arrangement (contrations
de rang 2), et en orientant les faces de dimension 1 qu’ils portent (arétes) vers le
plus petit élément coupant le pseudocercle (g), depuis le plus petit élément coupant
le pseudocercle en un sommet distinct du précédent (f).

Propriété 5.2.1. (graphe actif des cocircuits et base minimale)

Avec f1 < ... < f, désignant la base minimale de M. Soit (D1, D) une aréte de
Gar. Soit fi = min(Dy) et f; = min(Dy).

Sii < j (resp. i > j) alors (D1, D3) orientée de Dy vers Dy (resp. de Dy vers
Dy).

Sii = j alors soit D obtenu par élimination modulaire (unique) de f; = f; entre
Dy et —Ds, et soit fr, = min(D). Si fi a un signe opposé dans D et D1 o Dy, alors
(D1, Ds) orientée depuis Dy vers Do. Si fi, a le méme signe dans D et Dy o D,
alors (D1, D3) orientée depuis Do vers Dy .

Preuve. Le plus petit élément d’un cocircuit est toujours un élément de la base
minimale (proposition 0.5)). Pour M de rang 2, si i < j alors f; = g et f; = f, et
si¢=jalors f; = f; = f (sinon M serait de rang 1) et f; = g. Dans les deux cas,
les deux définition coincident évidemment (f a un signe opposé dan D et D; si et
seulement si f est sur le chemin de D; vers D ne passant pas par Dy). On suppose
ensuite M de rang supérieur a 2.

St < j, on a Cl({fl)“‘uf’i—l} Cc F (F = (E \ Dl) N (E \ Dg)), or f, =
min(FE \ cl({f1,..., fi—1}) par définition, donc f; = min(E \ F) = g. D’autre part
pour tout k < j, on a fx € E'\ Dy, donc clyr({f1,-, fi—1} \ F C clpyr(fi) (car F
fermé de rang r — 2 de E'\ Dy fermé de rang r — 1 et f; € (E'\ D3) \ F). D’autre
part f; est indépendant de f; dans M/F, sinon f; € cly(F U f;) = E \ Dy. Donc
fi =min(E\ cy({f1,.., fi—1}) = min((E\ F) \ cly/r(fi)) = f.

Si i = j, alors fi, = min(D) vérifie k < i, et donc f, =g et fi = f; = f avec le
méme raisonnement (qui utilise seulement la modularité de Dy et D). O

Ezemple. Le graphe actif des cocircuits est entierement représenté sur les exemples
des Figures 6.1.2 et 6.4.8 du chapitre 6.

Remarques.

- Si M d’activités (1,0), les orientations des arétes orientées du graphe du
programme (M, fi, fa) coincident avec celles du graphe actif des cocircuits de M.

- Pour M de rang 2, on a déja construit le graphe actif des cocircuits de M pour
construire Oribasg\}l’o) dans I'exemple a la fin du chapitre 3.
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Lemme 5.2.2.

Les graphes G, et Gy se déduisent de Gpr avec une direction cohérente
pour les arétes induites.

Précisément, soit M de rang strictement supérieur a 2, sur FE de plus grand
élément non isthme w, et (D,D’) dirigée de D vers D' dans Gpr. Siw ¢ D et
w & D' alors, (D, D) est une aréte de Gy, dirigée de D vers D'. Siw € D et
w € D" alors (D \ w, D"\ w) est une aréte de G\, dirigée de D\ w vers D'\ w.
Siw e D, w & D" et D est un cocircuit de M \ w alors (D \ w,D’) est une aréte
de Gap\w, dirigée de D\ w vers D'. Siw € D, w & D' et D' n'est pas un cocircuit
de M \ w alors il existe D" avec winD" de signe opposé a celui de w dans D, avec
(D",D'") dirigée de D" vers D" dans G, et (D \w, D"\ w) aréte de Gpp\,, dirigée
de D\ w vers D" \ w.

Preuve. Le premier cas est évident. Dans les autres cas, 'aréte considérée est
une aréte de M/F de rang 2, avec w € E\ F, on a alors w ¢ fg (sinon w = f,
cy(FUg) = FE\w et nest un isthme de M), et les directions dans Gy se déduisent
de celles dans Gpr/p, d’ou évidemment les résultats (dans le dernier cas, si w ¢ D’
et D’ n’est pas un cocircuit, on sait que D’ s’obtient par élimination modulaire de w
entre deux cocircuits, conformes avec D', qui sont donc D et D"). )

Théoreme 5.2.3.

Soit M d’activités (1,0), et B = Oribas0(M). Alors C*(B; f1) est lunique
sommet sans aréte sortante (puits) de la restriction de Gy aux cocircuits positifs de
M.

Preuve. On note D = C*(B;f1). Soit (D,D’) une aréte dans la restriction
de Gjp; aux cocircuits positifs de M, il existe D’ positif avec min(D') = f;
(activité duale 1), et on définit D” par élimination modulaire de f; entre D’ et
—D, avec min(D") = fx, k > 1. Alors puisque B — f; C E\ D et D' positif,
ona D'"NB C D'"t. Si fy € B, alors avec E\ B = ¢; < ... < Cy_p €t
ci = min(C*(B; fr)), le vecteur C(B; f3) o C(B;c2)0...0oC(B;¢;) a pour seul élement
négatif f; (définition de Oribas(*?) 3.2), ne contient pas d’élément de £\ B inférieur
a fr et ne peut donc pas étre orthogonal & D”. Donc f & B, fi = ¢; et le vecteur
C(B; fa) o C(B;c2) o ... o C(B;cj) a pour seul élément négatif fi, ne contient pas
d’élément de F \ B inférieur a fi autre que fx, donc, par orthogonalité avec D", f
doit étre négatif dans D", c’est-a-dire (D, D') orientéé de D’ vers D dans G s (lemme
5.2.1). le cocircuit D est donc un puits dans la restriction de G aux cocircuits
positifs de M.

FEnsuite, on montre par induction que pour tout matroide orienté ordonné M
(d’activités quelconques), la restriction de G aux cocircuits positifs de M a au plus
un puits. Si M est de rang inférieur a 2, c’est évident. On suppose maintenant que
D et D’ sont deux tels puits. Soit w le plus grand élément de E qui ne soit pas un
isthme.

Siw¢g Detw¢ D', alors D et D’ sont des puits de la restriction de G s/, aux
cocircuits positifs de M/w (lemme 5.2.2), donc D = D’ par hypotheése d’induction.
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Siwe Detwe D', alors D\w et D'\ w sont des puits de la restriction de G pp\,,
aux cocircuits positifs de M \ w (une aréte sortante dans Gz, induirait une aréte
sortante dans G s, lemme 5.2.2), donc D = D’ par hypothése d’induction.

Siw € D et w¢ D', alors si D' n’est pas un cocircuit de M \ w, il existe deux
arétes (D', Dy) et (D', Dy) dans Gy avec D; positif, w € D;, et Dy ayant pour
seul élément négatif w, les deux arétes sont dirigées vers D’ par hypothese, ce qui
contredit le lemme 5.2.2. Donc D’ est un cocircuit de M \ w, D\ w et D’ sont deux
puits de la restriction de G'pp\,, aux cocircuits positifs de M \ w et D = D'.

O
C'(B;f)
C(B;b)
C(B;b)
Figure 5.3 : illustration pour le théoréme 5.2.3
Interprétation géométrique. Suivant l'interprétation géométrique de la définition

de Oribas™% (proposition 3.2), les segments de pseudodroites, dans 1’hyperoctant
défini par B contenant la région associée a B, ayant pour une extrémité C*(B; f1)
et pour l'autre un sommet de f; sont coupés par les éléments de la base minimale
qui définissent cet hyperpoctant, et sont donc dirigés vers C*(B; f1). En reprenant le
dessin du haut de la Figure 3.3, la Figure 5.3 illustre le théoréme 5.2.3 et sa preuve.

Remarque.  Le cocircuit C*(B; f1) calculé par Oribas™? est donc ‘optimal’ pour
une suite de fonctions objectives, combinant ‘maximisations’ et ‘minimisations’ selon
la position de la région par rapport aux éléments de la base minimale. Cependant,
comme remarqué dans la partie précédente, on peut choisir le type d’optimisation
que l'on veut effectuer pour un probleme réel en choisissant la position de la base
minimale par rapport aux régions bornées de I’espace affine, avant d’en considérer le
matroide orienté.
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Figure 5.4 : premiére extension (multiprogrammation)

Exemple.
1351 2 3 4 5 6
1 |+
2 |+ - -
3 +
4 |+ X - -
) +
6 |+ X X -

La Figure 5.4 illustre le théoreme 5.2.3, le cocircuit fondamental de f; par rapport
a la base est 'unique puits de la région grisée. Cette figure doit étre comparée a la
Figure 5.1. Pour la base 135, le cocircuit fondamental de 1 (colonne 1) est positif,
le circuit fondamental de 2 (ligne 2) est négatif suf sur 1, et en outre le cocircuit
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fondamental de 5 (colonne 5) a un signe opposé pour 5 et son plus petit élément 4.
La base 135 est donc la base associée a la région par Oribas. Par contre la base
136 ne satisfait pas la définition de Oribas(®?) : dans le cocircuit fondamental de 6
(colonne 6), le plus petit élément 4 et 6 sont de méme signe.

136l 2 3 4 5 6
1 |+

2 |+ - -

3 +

4 |+ - - +
S5 |+ + - -
6 +

e Programmation en drapeaux : optimisation d’une suite de faces.

En général deux régions peuvent avoir le méme sommet optimal. Pourtant Oribas
distingue toutes les régions, car ce sont des suites de faces qui sont prises en compte
et non plus seulement des sommets.

Comparativement a la partie 2, cette ‘programmation en drapeaux’ revient a
prendre en compte, dans le tableau fondamental de la base, le signes des plus petits
éléments de chaque circuit fondamental (chaque ligne) alors qu’en programmation
linéaire classique, on ne prend ces signes en comptes que lorsqu’ils appartiennent au
cocircuit fondamental de f; (premiere colonne).

Plus précisément dans la programmation linéaire habituelle dans les matroides
orientés (partie 1), on définit un cocircuit optimal en ne s’intéressant qu’au premier
cocircuit fondamental de la base (ou premiére colonne de son tableau fondamental)
et son premier circuit fondamental (ou premieére ligne), qui doivent satisfaire une
condition sur les signes (‘critere du simplexe’). Cette condition est la méme que
dans la définition de Basori(:%) (proposition 3.2 en ne s’occupant que du premier
covecteur (le cocircuit C*(B; f1)) et du premier vecteur (le circuit C*(B; f2)) de la
suite de r covecteurs et de n — r vecteurs de la définition, d’ou I'on a déduit la
proposition 5.1.1.

Par analogie, Oribas":%) (M) peut donc étre pris comme définition de la solution
d’un programme de matroide orienté ordonné (M, E, <) qui calcule une ‘base opti-
male’, en prenant en compte cette fois tous les cocircuits fondamentaux et tous les
circuits fondamentaux de la base : Oribas(M9 (M) est 'unique base satisfaisant la
condition générale de la proposition 3.2 sur leurs signes.

Etant donné 'importance de I’ordre, et la définition de Basori(X:? par adjacence,
on pourrait dire que la suite de covecteurs C*(B;by), C*(B;by) U C*(B;bs), ...,
C*(B;b1)UC*(B; ba)U...uUC*(B;b,) = E, avec B = Oribas(M), est la suite optimale
de faces de (M, E, <).



108

5. Extensions de la programmation linéaire combinatoire

Figure 5.5 : seconde extension (programmation en drapeaux)

Exemple.

Sur la Figure 5.5 sont représentés les ‘suites de faces optimales’ pour

chacune des deux régions grisées. Elles correspondent aux suites de covecteurs définis
par les bases 145 et 146. Leurs tableaux fondamentaux, signés chacun selon la région
associée, sont écrits ci-apres (en ne laissant que les signes utiles). La Figure 5.5 et
les tableaux fondamentaux doivent étre comparés a la Figure 5.2 et aux tableaux de
I’exemple 2 de la partie précédente.

145

1 2 3 45 6

146

1 2 3 45 6

S Ot s W N

S Ot s W N =

+

+ - - -

+ - X X
4

+ - X

+
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Sur les exemples des Figures 5.4 et 5.5 la différence avec les programmes de
matroide orienté respectivement des Figures 4.1 et 5.2 de la partie 1 n’apparait que
par un signe du tableau fondamental qui pouvait étre arbitraire, et qui est maintenant
imposé (le plus petit élément du circuit fondamental de 6 dans 145 et de 5 dans 146).
Evidemment, plus la taille et le rang du matroide orienté augmentent, plus le nombre
de signes concernés augmentent. Les signes qui sont imposés sont tous les plus petits
éléments de lignes et colonnes non réduites a un élément, alors que seule la premiere
ligne et la premiere colonne intervient pour la prgorammation classique.

Questions. Comment la notion de ‘faces optimales’ se traduit-t’elle, en retour,
dans le cadre classique de l'algebre linéaire? Le ‘programme étendu’ revient-t’il a
une suite de ‘sous-programmes’ de matroides orientés usuels? Se traduit-t’il dans
le graphe actif des cocircuits, ou, plus probablement, se traduit-t’il dans un objet
similaire plus général?

Ces questions (actuellement a 1’étude...) sont en liaison avec la Conjecture faite
a la fin du chapitre 4 partie 4.

e Conclusion : liens entre structure et optimisation apparaissant a travers Oribas.

L’application Oribas constitue aussi une généralisation du ‘point de vue’ sur
le probléme de programmation linéaire. On s’intéresse en effet habituellement a
I’optimisation sur une région bornée donnée, alors que les propriétés de bijectivité
de Oribas concernent ’ensemble des régions bornées. En introduisant un ordre total
sur les éléments, il apparait que la notion d’optimalité s’inscrit naturellement dans
la structure, reliée aux activités et a des propriétés bijectives.

Les deux facons disponibles pour 'instant de calculer Oribas directement sont
soit d’utiliser la définition inductive du chaptire 4 partie 2 (théoreme 4.2.3), soit, en
commencant par une décomposition des activités du matroide orienté du chapitre
2 partie 2 (théoreme 2.2.5), d’utiliser la définition inductive du chapitre 3 pour
les activités (1,0) (théoreme 3.8). Ces constructions inductives reposent d’ailleurs
fondamentalement sur des comparaisons d’éléments actifs, et montrent ainsi a quel
point les divers points de vue sur Oribas s’assemblent : optimalité, activités,
induction, adjacence, bijections...

Le fait que dans le cas uniforme 'application qui a une région donnée associe son
optimum soit une bijection avec les sommets portés ni par f; = g ni par fo = f, (bien
qu’assez simple & démontrer dans ce cas particulier, cf. chapitre 6) semble nouveau (il
n’est en tout cas pas cité dans [OM]). Plus précisément, en application du théoreme
5.2.3, on montre (chapitre 6) que pour un matroide orienté ordonné M uniforme dont
le graphe actif des cocircuits est sans cycle, Oribas); est 'unique fagon d’associer a
une région bornée un sommet adjacent porté ni par f; ni par fo de maniere bijective.

Ici ce ne sont plus seulement les éléments particuliers g (I'infini) et f (la fonction
objective) qui agisssent pour l'optimisation, mais 1’ordre tout entier de I’ensemble
sur lequel est défini le matroide orienté. Intuitivement, ’attraction a laquelle serait
soumise une suite de faces élémentaires dans une région, qui irait se placer a la position
‘optimale’ décrite par la base associée, est dirigée par I'ordre des éléments, notamment
par le biais des activités, d’ou le nom donné a Oribas de fonction attractive des
matroides orientés ordonnés.
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Chapitre 6

Cas particuliers

Ce chapitre présente des applications des chapitres précédents a quelques objets
particuliers :

- les matroides orientés uniformes (ou arrangements en position générale),

- les graphes,

- les régions des arrangements d’hyperplans hyperrésolubles,

- les matroides orientés de rang 3 (ou arrangements de pseudodroites).

La correspondance active canonique est redéfinie dans chaque cas, sans référence
aux résultats antérieurs, a partir de ses particularités, qui font apparaitre en outre des
propriétés spécifiques. Par contre les preuves peuvent utiliser les résultats généraux
précédents, et elles ne sont données que pour les résultats nouveaux et non immeédiats.

6.1 Matroide orienté uniforme

Les matroides orientés uniformes jouent un réle fondamental dans les matroides
orientés, alors que leurs matroides sous-jacents sont ‘triviaux’ : il y a de nombreuses
facons d’avoir des points en position générale dans I’espace, lorsque I'on tient compte
de leurs positions relatives. Dans ce sens ils illustreront bien I'aspect ‘optimisation
d’un sommet’ (chapitre 5) et les propriétés géométriques du ‘cas douteux’ de Oribas
(chapitre 4) cependant que les techniques de décomposition (chapitre 2) y seront
triviales. La correspondance active canonique d’un matroide orienté uniforme, en
liaison directe avec la programmation linéaire, est aussi traitée dans [GiLV1].

Soit M un matroide orienté ordonné uniforme de rang r sur £ =e; < eg < ... <
en de cardinal n. Son matroide sous-jacent est U, , dont les bases sont toutes les
parties de E a r éléments.

Proposition 6.1.1.
Soit B € B.
Int(B) ={1,....} ot v est le plus grand possible tel que {1,....} C B.
Ext(B) = {1,...e} ot € est le plus grand possible tel que {1,...e} C E\ B.

Ainsi, .
B =f<.<fr=e1<..<e;
De plus pour 0 < r < n, on a b o(U,p) = Zzz ("_i_l) bo.; (Urn)

r—i
ST (i) et bij(Urn) = 0 for 4, j > 0,
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Ainsi, pour 0 < r < n,

= i1 T
t(Ur,n;x,y)=Z< " )x“r (n—r—j)y]

i=1 j=1

En particulier : t(Up n;z,y) = 2™ et t(Ugn; z,y) = y™.

e Décomposition des activités.

Comme dans le cas général, la construction de la correspondance active canonique
se ramene aux activités (1,0).

On note que le matroide orienté obtenu en supprimant ou en contractant des
arétes d’'un matroide orienté uniforme est lui aussi uniforme, et que les seuls fermés
cycliques sont F et (.

Proposition 6.1.2. (décomposition active des bases, cas uniforme)

Toutes les bases sont soit d’activité interne nulle soit d’activité externe nulle. Les
bases de M d’activité interne « > 0 sont les bases de M /ej...e,—1 d’activité interne 1
auzrquelles on ajoute les éléments eq...e,_1.

O

Proposition 6.1.3. (décomposition active des réorientations, cas uniforme)

M est soit acyclique soit totalement cyclique. M est d’activité duale 1 > 0 si et
seulement si M/ej...e,—1 est d’activité duale 1. O

La classe d’activité de M d’activité (primale) ou d’activité duale a > 0 est
lensemble des — 4 M avec A C {e,...,eq_1}-

e Bijection pour les activités (1.0). correspondance active canonique.

Une base B est d’activités (1,0) si et seulement si e; € B et ex € B, elle est
déterminée par le cocircuit fondamental de e; par rapport a B :

B=esUE\C*"(B;e)

Géomeétriquement ce cocircuit fondamental est une paire de sommets opposés, il est
I'intersection des r — 1 pseudospheres de B — e;.

Définition.  Pour B d’activités (1,0), avec D = C*(B;ey) et C = C(Bjes), on
définit Basori\y?(B) = {A,E\ A} avec A= (D~ UC™)\ e.

Interprétation géométrigue. D’un coté choisi de eq, les éléments B — e définissent
2"~1 hyperoctants (ensembles des covecteurs ayant les mémes signes pour tous les
éléments de B), de sommet v correspondant au cocircuit D. La région associée a
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Figure 6.1.1 : chemin dans les régions définissant Basori(*9)

B est celle qui est incidente a v, dans I'unique hyperoctant qui a une intersection
bornée (i. e. qui ne touche pas e;) avec es.

Si M est acyclique, les cotés positifs et négatifs des pseudospheres représentant M
sont définis par une région fondamentale, du coté positif de toutes les pseudospheres
(elle correspond au covecteur maximal positif). Dans ce cas A = (D~ U C7) \
e1 est I’ensemble des pseudospheres qui doivent étre traversées depuis la région
fondamentale pour atteindre la région R associée a B du méme coté de e;. Plus
précisément, D~ permet d’atteindre une région R’ incidente & v dans le méme
hyperoctant que la région fondamentale, et C~ \ (D~ Uey) permet d’aller de R’ a R.
Selon des propriétés connues des matroides orientés [OM], cette suite de traversées
de pseudospheres peut étre ordonnée en un chemin sur I’ensemble des régions, allant
de la région fondamentale & R’ puis de R’ & R.

La Figure 6.1.1 illustre cette construction : la région gris clair est la région
fondamentale, la région gris foncé R est associée a B, et I’hyperoctant gris est celui
contenant R.

Le ‘théoreme fondamental’ 3.2 est : Basorig\}[’o) induit une bijection entre bases
d’ativités (1,0) et paires de réorientations opposées d’activités (1,0). Sa preuve
est grandement simplifiée dans le cas uniforme, elle vient immédiatement su lemme
suivant.

Lemme 6.1.4. (théoréme fondamental 3.6 dans le cas uniforme)

Dans un matroide orienté uniforme il y a au plus un cocircuit positif D contenant
deuz éléments e, f tels que le circuit C = (E'\ D) U {e, f} vérifie C~ = {e}.

Preuve. Supposons que deux bases distinctes By, By contiennent e mais pas f telles
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que les circuits C; = By U {f} et Cy = Bo U {f} vérifient C7 = C5; = {e} et les
cocircuits D; = (E'\ B1) U {e} et Dy = (E'\ B2) U {e} sont positifs.

Soit b € By \ B = C1\ Cy = Do\ Dy. Soit C un circuit obtenu par élminiationde
f entre Cy et —C5, tel que b € C. Onab e C C (CLUCy) \ {f} = By U By,
CN(By\B) € CTet CnN(By\ By) € C~. Soit D un cocircuit obtenu par
éliminationde e entre —Dj et Do, tel que b € D. Ona b € D C (D1 U Dy) \ {e} =
E\(BlﬂBg), Dﬂ(Bl\BQ) §D+ et Dﬂ(BQ\Bl) CcC D™,

Onabe CnNDC (B;\ By)U(Bs2\ By). Les signes de C' et D coinciodent sur
leur intersection non vide, ce qui contredit I’orthogonalité.

Le tableau suivant qui récapitule les signes dans Cy,Cs, C, D1, Do, D, illustre
cette preuve.

(& f b Bl\B2 Bz\Bl (BlﬂBg)\e E\(BlLJBgUf)
Cq - + + + 0 + 0
~Co |+ - 0 0 - - 0
cC |£/0 0 4+  +/0 —/0 +/0 0
D |0  £/0 + +/0 ~/0 0 +/0
-D; |- — 0 0 - 0 -
Dy |+ + + 4+ 0 0 +

Définition. On définit pour M d’activités (1,0) : Oribas9 (M) = (Basorit:")=1(0) ;
pour M d’activité duale a > 0 : Oribas(M) = Oribas(M/{ey,...,q—1}) U
{e1,...,eq—1} ; et pour M d’activité a > 0 : Oribas(M) = E \ Oribas(M*).

Oribas induit une bijection entre bases et classes d’activités, préservant les
activités. Pour M d’activités (1,0), Oribas(M) est déterminé par son premier
cocircuit fondamental, qui joue ici un role essentiel, on 'appelle le cocircuit optimal,
ou sommet optimal de M

Opt(M) = C*(OribastO (M); e;)

e Optimisation.

Le graphe actif des cocircuits Gy de M est le graphe orienté dont les sommets
sont cocircuits de M (faces de dimension 0 d’une représentation topologique de M),
et les arétes paires de cocircuits modulaires et conformes (faces de dimension 1). Dans
une représentation topologique, une aréte est portée par un quart de pseudocercle
délimité par les deux plus petits éléments coupant le pseudocercle, elle est dirigée
vers l'intersection avec le plus petit élément.
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Proposition 6.1.5. (théoréme 5.2.3, cas uniforme)

Soit M uniforme d’activité duale 1. La restriction du graphe actif des cocircuits
aux cocircuits positifs de M a pour unique puits Opt(M). O

En considérant e; comme l'infini, les réorientations d’activité duale 1 sont
appelées régions bornées. Le cocircuit Opt(M) est 'unique cocircuit optimal pour le
programme de matroide orienté (M, ey, e2).

Corollaire 6.1.6.

Soit M uniforme d’activité duale a > 0. La restriction du graphe actif des
cocircuits aux cocircuits positifs de M a pour unique puits C*(Oribas(M);e,).

Preuve. Le cocircuit fondamental de e, par rapport a Oribas(M/e;...eq—1) est
I'unique puits pour ce mineur (définition de Oribas par décomposition des activités
6.1.3). D’autre part toute aréte (D, C*(Oribas(M);e,)) dans G pr, avec min(D) > e,
est dirigée vers C*(Oribas(M);e,) par définition de Gp;. Donc C*(Oribas(M);e,)
est un puits pour la restriction de Gj; aux cocircuits positifs de M. Comme il existe
au plus un tel puits (preuve du théoreme 5.2.3) on a le résultat voulu. |

Exemple. La Figure 6.1.2 montre la correspondance active canonique pour les
réorientations acycliques du matroide orienté de Ringel. La portion grisée incidente
a un sommet désigne la région bornée associée a ce sommet.

Pour un matroide uniforme de rang r, un sommet dans la représentation
topologique est a l'intersection de exactement r — 1 pseudospheres. Les choses se
compliquent lorsque plus d’éléments passent par un méme sommet. En général dans
ce cas pour les bases d’activités (1,0) le cocircuit fondamental de f; ne suffit plus a
déterminer la base, et de plus cet ensemble d’éléments contient un circuit, donc un
fermé cyclique qui interviendra comme mineur dans les décompositions actives.

e Indépendance vis & vis de 'ordre.

On déduit immédiatement de ce qui précede que dans un matroide orienté

ordonné uniforme M de rang r a n éléments, la correspondance Oribasg\}[’o) ne dépend
de l'ordre que pour E = €1 < e3 < F'\ e1e3, et la correspondance Oribasy; ne dépend
de l'ordre que pour F =e; < ez < ... < e < E\ ey...e;, avec k = maz(r,n — r).

Proposition 6.1.7.

(i) Soit M un matroide orienté ordonné uniforme sur E = ey < ... < e€,, p une
permutation de 1...n telle que p(1) = 1 et p(2) = 2, et M, le matroide orienté ordonné
sur B = ep1) < ... < ey(n) définissant le méme matroide orienté que M sur E non
ordonné.

Alors pour tout A C E tel que — 4 M acyclique d’activité duale 1 on a

Oribasyr, (A) = Oribasy (A)

(ii) Soit M un matroide orienté ordonné uniforme de rang r sur E =e; < ... <
en, p une permutation de 1...n telle que p(i) = i pour tout i < max(r,n —r) et M,
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Figure 6.1.2 : programmation linéaire combinatoire, cas uniforme

le matroide orienté ordonné sur E'= e,1) < ... < eppn) définissant le méme matroide
orienté que M sur E non ordonné.

Alors pour tout AC E on a
Oribasyy, (A) = Oribasy(A)

e Construction inductive.

Lorsque le matroide orienté est uniforme, la définition inductive de Oribas(*?)
revient a la construction inductive classique en programmation linéaire d’'un som-
met optimal d’une région bornée par suppressions successives de contraintes et de
variables.

Proposition 6.1.8. (théoréeme 3.8 géométrique, cas uniforme)

L’application qui a une région bornée associe son sommet optimal est déterminée
par l'algorithme géométrique suivant.
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Soit R une région bornée d'un arrangement de pseudosphéres représentant un matroide
orienté ordonné uniforme sur E de plus grand élément w. On note —,, R la région obtenue
en traversant w depuis R si c’en est une.

(i) Si | E'| = 2 alors R est un point et le sommet optimal est ce point.
(i) Si —, R n'est pas une région alors A(R) := 0.
(iii) Si —, R est une région non bornée alors A\(R) := 1.

(iv) Si —, R est une région bornée alors

- Si le sommet optimal de la région contenant R dans I'arrangement obtenu
en supprimant w touche R alors A(R) = 0.

- Sinon A(R) := 1.

Enfin si A(R) = 0 alors le sommet optimal de R est le méme que dans la région contenant
R dans I'arrangement obtenu en supprimant w

et si A(R) = 1 alors le sommet optimal de R est le méme que dans la région touchant
R dans I'arrangement obtenu en prenant l'intersection avec w.

|

D’apres la proposition 6.1.7 w peut-étre en fait choisi comme étant un élément
quelconque de E — eqes.

e Caractérisation de Oribas par ‘adjacence’ et ‘bijectivité’.

Théoreme 6.1.9.

Soit M un matroide orienté ordonné uniforme.

Lapplication Oribas0) est déterminée par les deux propriétés suivantes
(0B219)) “bijectivite(1:0)

Oribasg\}j’o) induit une bijection entre les paires de réorientations opposées
d’activités (1,0) et les bases d’activités (1,0)

(170) ) ; : )
(OBSum.f) adjacence, cas uniforme

Oribas(l’o)(M) a pour cocircuit fondamental par rapport a e; un cocircuit positif
de M

si et seulement si le graphe actif des cocircuits de M, restreint auzx cocircuils
contenant ey et es, est sans cycle.

C’est vrai en particulier si M est réalisable.

C’est faux par exemple si le programme (—aM, ey, es) n’est pas euclidien, pour
un —a M d’activités (1,0).

Preuve. Soit V' I’ensemble des sommets qui ne sont ni sur ey ni sur ey (correspondant,
aux cocircuits contenant e et e3), et f une bijection de V' dans 'ensemble des régions
bornées, telle que le cocircuit associé a une région soit incident a cette région. On dit
qu’'un sommet est le ‘puits’ d’une région si il est le puits de la restriction du graphe
actif des cocircuits a cette région.
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Si le graphe actif des cocircuits est sans cycle sur V, il induit un ordre partiel
sur V. La bijection f induit une application g de V dans V : I'image d’un sommet
v est I'unique puits g(v) de la région f(v). Puisque M est uniforme, un sommet v
est un puits dans au plus une région bornée R (les 2"~! — 1 autres régions incidentes
a v ont une aréte sortante de v, qui suit sur son pseudocercle une aréte entrante en
v dans R). Donc g est une bijection de V' dans V. De plus g vérifie v < g(v) pour
I'ordre induit sur V' par le graphe actif des cocircuits, pour tout v € V. La seule
bijection croissante d’un ensemble ordonné fini dans lui-méme est I'identité, donc v
est I'unique puits de f(v) et f est unique. Donc Oribas9 est bien déterminé par
les propriétés ‘bijectivité’ et ‘adjacence’.

Réciproquement on suppose qu’il existe un cycle ¢y — Cy — ... — Cy — (4
dans le graphe actif des cocircuits restreint a V. Chaque sommet C; est le cocircuit
fondamental d’une base d’activités (1,0) qui est associée par Oribas(™% & une région
bornée R;. Mais C;_; — C; implique C;_; touche R; (sinon D étant le cocircuit
suivant C; sur le pseudocercle portant (C;_1,C;), R; devrait toucher D, ce qui
contredirait soit I'optimalité de Cj;, soit le fait que R; est bornée). Donc on peut
modifier la bijection en associant R; et C;_; pour tout ¢« modulo k, sans perdre les
deux propriétés.

Si M est réalisable, le graphe actif des cocircuits restreint & V' est sans cycle, car
dans une réalisation de M, la direction des arétes correspond a la relation d’ordre
pour la valeur des sommets dans la forme linéaire dont es est le noyau.

Si (—aM, ey, es) n'est pas euclidien, il existe un cycle dans la restriction de Gy
aux cocircuits positifs de —4 M, et donc un cycle dans V. O

La proposition précédente signifie que la condition de ‘bijectivité’ peut remplacer
la condition Cys(B;jes)” = e; pour B = Oribas(M) dans la définition de Oribas
lorsque le matroide est réalisable, cette condition étant la condition ‘adjacence’ dans
le dual au retournement de e; pres. Par contre en général, on a besoin de ces deux
conditions duales d’adjacence pour définir Oribas (voir chapitre 4 partie 4).
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A partir d’'un graphe orienté, on peut définir naturellement un matroide orienté :
les circuits sont les cycles minimaux du graphe, dont les éléments sont signés lorsqu’on
parcourt le cycle selon qu’ils sont orientés dans le sens de parcours ou le sens contraire.
Les réorientations du matroide orienté graphique sont en bijection canonique avec les
orientations du graphe, et on retrouve la méme terminologie (orientations acycliques,
et caetera). D’autre part les bases sont les arbres couvrants du graphe (supposé
connexe). L’annexe 2 détaille les passages d’un langage a I'autre.

C’est dans le contexte des graphes qu’est né le polynome de Tutte point de départ
de ce travail. L’application Oribas établit une correspondance préservant les activités
entre les orientations et les arbres couvrants d’un graphe ordonné. La correspondance
active canonique dans le cas graphique est aussi traitée dans [GiLV2].

Dans cette partie on redéfinit brievement Oribas dans le langage des graphes,
puis on fait apparaitre des propriétés spécifiques aux graphes qui font intervenir les
sommets du graphe. Le point de vue des matroides orientés, qui ne s’occupe que
des arétes, permet de faire ressortir des propriétés de dualité. Premierement, les
orientations d’activités (1,0) sont les orientations acycliques ayant un unique puits
et une unique source adjacents fixés, donc on obtient une bijection (chapitre 3) entre
ces orientations et les arbres couvrants d’activités (1, 0), définie par deux algorihtmes
duaux (I'un en termes de cycles, I'autre en termes de cocycles). Deuxiémement,
on montre que pour certains ordres qui existent toujours, il existe une et une
seule orientation acyclique ayant un unique puits fixé dans chaque classe d’activité
d’orientations acycliques (chapitre 2). On aura donc une bijection (preservant les
activités) entre ces orientations et ces classes d’activités, or ces classes d’activités
sont en bijection (préservant les activités) avec les arbres couvrants internes.

Une bijection entre ces orientations et les arbres couvrants internes est apparue
récemment dans la littérature [GeSa 00], mais elle ne préserve pas les activités
(exemple plus loin). La bijection Oribas(®% répond d’ailleurs & une question de
[GeSa 00] (question (a) p. 145).

D’autre part, un algorithme avait déja été proposé par Michel Las Vergnas dans
[LV 83] pour construire une telle correspondance dans un graphe, partant aussi d’une
bijection pour les activités (1,0). C’est historiquement le premier travail dans la
problématique de cette these. Cependant cette bijection est distincte de Oribas(!:%)
(exemple plus loin) et on ne sait pas si elle se généralise au dela des matroides
réguliers. En particulier elle ne vérifie pas la propriété (OB8(1’0)) ‘adjacence’, qui est
ici fondamentale.

On illustrera cette partie avec ’exemple de la roue a 4 rayons, Wjy.

Soit G = (V, E) un graphe connexe dont l’ensemble des arétes est totalement
ordonné.
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e Bijection pour les activités (1.0).

Proposition 6.2.1. (activités (1,0) des orientations dans le cas graphique)

Soit G un graphe orienté ordonné, de plus petite aréte e; = s's" dirigée de s’
vers s''. Alors 0*(G) = 1 et o(G) = 0 si et seulement si G est acyclique avec une
unique source s’ et un unique puits s”.

Preuve. Un graphe orienté a pour activité externe 0 si et seulement si il est acyclique
par définition. Dans un graphe acyclique, e; appartient a un cocycle, il est donc le
plus petit élément d’un cocycle. Un graphe acyclique a une source (autrement on
pourrait facilement construire un cycle positif). L’ensemble des arétes ayant cette
source comme extrémité est alors un cocycle positif.

Si le graphe est d’activité duale 1, cette source doit étre une extrémité de e; (car
ey est le seul plus petit élément possible d’un cocycle). Les mémes propriétés pour
I'orientation opposée impliquent que le graphe a un puits et que ce puits ait e; pour
extrémité. Ainsi le graphe a un unique puits s” et une unique source s’.

Réciproquement si le graphe a pour unique source s’ et pour unique puits s”
alors les deux sous graphes connexes induits par la partition de V définie par un
cocycle sont aussi acycliques. Ils doivent donc avoir une source et un puits. Si le
cocycle est positif, il existe une source dans une composante et un puits dans l'autre.
Nécessairement ces deux sommets sont s’ et s” et e; appartient au cocycle. )

Définition. (proposition 3.2, cas graphique)

On note e; = s's” la plus petite aréte de G. L’application Basori(:?) de
I’ensemble des arbres couvrants d’activités (1,0) dans celui des orientations acycliques
ayant pour unique source s et unique puits s” est définie par I'un des deux
algorithmes duaux équivalents suivants.

(i) Soit T un arbre couvrant d'activités (1,0), avec T'= {by = €1 < by < ... < b,.}.
Pas 0 : orienter e; de s’ vers s”.

Pas 1 : orienter toutes les arétes de C*(T;by1) \ €1 dans la direction définie par e; dans
le cocycle.

Pasi=2,...,7 : orienter les arétes de C*(T'; b;) qui n'ont pas encore été orientées dans
la direction opposée dans le cocyle a la direction de sa plus petite aréte.

(ii) Soit T un arbre couvrant d'activités (1,0), avec E\T = {a1 = e3 < az < ... <
Ap—r}.

Pas 0 : orienter e; de s’ vers s”.

Pasi=1,2,...,n—r : orienter les arétes de C(T’; a;) qui n'ont pas encore été orientées
dans la direction opposée dans le cycle a la direction de sa plus petite aréte.

Cette application est une bijection (‘théoréme fondamental’ 3.6), et sa réciproque
est notée Oribas(M?), c’est la restriction aux graphes orientés ordonnés d’activités
(1,0) de l'application Oribas que 'on va définir.
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Ezxemple.  La Figure 6.2.1 illustre ces deux algorithmes duaux simultanément sur
un méme arbre couvrant de Wy.

3
4 1
6 2
7 3 5
T=1457
3 3 3
4 1 4 1 4 1
6 N2 6 N2 O N2
7 8 5 7 8 5 7 8 5
(1.1) (1.2) (1.3)
3 3 3
4 1 4 1 4 1
6 N2 O N2 O N2
7 8 5 7 8 5 7 8 5
(2.1) (2.2 (2.3)
3
4 1
on N2
7 8 5
(1.4) = (2.4)

Figure 6.2.1 : algorithmes duaux définissant Basori(:?) du graphe W,
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e Bijection duale pour les activités (0,1).

Les arbres couvrants d’activités (0, 1) se déduisent de ceux d’activités (1,0) en
échangeant ey et eg (proposition 0.6). D’autre part, les orientations d’activités (0, 1
se déduisent de celles d’activités (1,0) en réorientant f; (proposition 0.9).

On déduit donc immédiatement de la bijection précédente une bijection entre
arbres couvrants d’activités (0,1) et orientations d’activités (0,1) (ces orientations
sont les orientations fortement connexes pour lesquelles tout cycle contient eq).

On étend ainsi I'application Oribas aux orientations d’activités (0,1).

Ezemple.  La Figure 6.2.2 montre cette construction pour un arbre de W,. Pour
un graphe planaire, le complémentaire d’'un arbre couvrant est un arbre couvrant du
dual. Si le graphe est non planaire, c’est une base du matroide dual. La Figure 6.2.2
illustre aussi la propriété (OB9(1:0)) ‘dualité forte’ de la proposition 4.4.1.

De plus cet exemple montre que la bijection n’est pas la méme que celle de [LV
83] : laréte 8 de [LV2 Fig. 4] y est renversée (et on peut vérifier que la propriété
d’adjacence qui est fondamentale pour Oribas:?) n'y est pas satisfaite).

2
8 ) 2
I\ A
6 4 3
T:2/368

Figure 6.2.2 : dualité forte dans W, (propriété 4.4.1)

e Bijection active entre arbres couvrants et classes d’activités.

Définitions. (chapitre 2 partie 2)

La partition active d'un graphe orienté G est la partition a~! de E ou «a(e) est
le plus grand élément actif tel que e appartienne a un cycle orienté (circuit positif)
de G de plus petit élément «(e) si e appartient a un cycle orienté de G, resp. le plus
grand élément dual actif tel que e appartienne & un cocycle orienté (cocircuit positif)
de G de plus petit élément a(e) si e appartient a un cocycle orienté de G.

La classe d’activité d'une orientation G de G est I'ensemble des orientations
obtenue en réorientant n’importe quelles parties de la partition active de G. On sait
que toutes ces réorientations ont mémes activités (propriété (OB7) ‘retournements’
corollaire 2.2.6).
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Définition. (chapitre 4 partie 1)

Soit un graphe orienté G dactivité (primale) a] < ... < a et d’activité duale

a1 < ... < a,, de partition active 1.

On définit la fonction attractive Oribas par

Om’bas(@) = Om’bas(ﬁ(a_l (a2))+

€

( L—Ij (Oribas(@(a_l(az...a:))/a_l(a,";_i_l...a:))>+

1<k<e—1

L—lj Oribas(@(a‘l(al...akﬂ))/a_l(al...ak)) + Oribas(ﬁ(a_l(al)))

1<k<i—1

ou les mineurs qui apparaissent sont soit d’activités (0,1) soit d’activités (1,0).

On montre (‘théoreme d’extension’ 2.3.1) que cette application est bien définie a
partir de application Oribas pour les activités (1,0) et (0, 1), a pour image un arbre
couvrant de mémes activités (¢, &) que G, et que I'image réciproque de cet arbre est
la classe d’activité de @

Autrement dit, Oribas induit une bijection (préservant les activités) entre arbres
couvrants et classes d’activités de réorientations, que l'on appelle correspondance
active canonique de G.

e Bijection active entre arbres internes et orientations acycliques & unique puits fixé.

On dira qu'un arbre couvrant 7" d’un graphe ordonné est croissant depuis un
sommet s si les arétes sont en ordre croissant dans tout chemin dans T' partant de
s.

Proposition 6.2.2.

Soit G un graphe sans boucle. Soit Ty = B™"(G) Uarbre couvrant minimal de G
pour l'ordre lexicographique, et s un sommet de G. On suppose que Ty est croissant
depuis s.

Alors il existe une et une seule orientation acyclique ayant pour unique puits s
dans chaque classe d’activité d’orientations acycliques de G.

On remarque que s doit alors étre une extrémité de e, qui est dans Tj.

De plus, étant donné un arbre couvrant 7' et un sommet s de G, on peut toujours
- facilement - définir un ordre sur E tel que T soit la base minimale de G et ait ses
branches partant de s croissantes : il suffit d’ordonner e; < ... < e, les arétes de T’
incidentes a s, puis les arétes a distance k+ 1 de s dans T' comme supérieures a celles
a distance k : ep, < emyt1 < ..o < €y, POur k > 0, et enfin les arétes de £\ T
comme supérieures a celles de T'.

Preuve.
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(1) Les arétes d’un cocycle positif D défini par une 2-partition V.= Vi + V est une
orientation acyclique de G ayant un unique puits en s € Vi sont dirigés de Vs
vers Vy.

Puisque G est acyclique, 6(V2) contient au moins un puits s’. Si les arétes de
D étaient orientées de V; vers Vs, alors s’ serait un puits de G avec s # s', ce qui
contredirati I'unicité.

(2) Si @ est une orientation acyclique de G ayant un unique puits s, alors les éléments
dual-actifs de Ty sont dirigés vers s.

Soit a une aréte dual-active de ﬁ, et D un cocycle positif de plus petit élément
a. Par définition de Ty = B™™ on a a € Ty (proposition ). Puisque T est croissant
depuis s et ¢ minimal dans D, iln’y a pas d’aréte de D dans le chemin dans Ty de
s vers lextrémité la plus proche de a. Donc avec les notations de (1), ce chemin est
dans V7, et par (1) a est dirigé vers s.

Réciproquement soit G I’(unique) graphe dans une classe d’activité d’orientation
acyclique de G telle que les éléments dual-actifs de cette classe sont dirigés vers s
dans Ty. Le graphe 6 existe et est unique par définition des classes d’activités (partie
4 du chapitre 2)

(3) Le graphe G aun unique puits s.

Puisque 6 est acyclique, il a au moins au puits s’. La plus petite aréte a de @
incidente & s’ est dans T, par définition de Ty. Puisque I'aréte a est dirigée vers s
dans T, par construction de G, et Ty est croissant depuis s, si s # s’ alors il existe
une autre aréte b < a dans T incidente & s, ce qui contredit la minimalité de a. O

La correspondance Oribas donne donc une bijection (préservant les activités)
entre les arbres couvrants internes (i. e. d’activité externe nulle) et les orientations
acycliques ayant un unique puits fixé. On obtient ainsi une preuve bijective du
résultat connu suivant [GrZa 83] (voir aussi [BrOx 92]).

Corollaire 6.2.3.

Pour tout sommet s de G, le nombre d’orientations acycliques de G ayant un
unique puits s est t(G;1,0). |

Cette bijection qui préserve l'activité interne/duale est différente de celles de
Gebhard-Sagan [GeSa 00], qui n’ont pas cette propriété. L’orientation de [GeSa 00,
Fig. 1 p.139] a une activité duale 2 mais I’arbre correspondant y a une activité interne
3.

Remarque. Le polynéme chromatique x(G;q) qui compte le nombre de g-colorations
du graphe G est une particularisation du polynéme de Tutte (historiquement ce
dernier a été inventé par Tutte comme le polynome dichromatique, en introduisant
la dualité grace a une deuxiéme variable) :

X(Giq) = (=) DHG;1 - ¢,0)

ou I'on suppose G connexe (1(G) est le rang de G).

Les coefficients du polynome chromatique dévéloppé en puissance de 1 — ¢ sont,
en valeur absolue, les coefficients du polynome de Tutte de type ¢; ¢, 7 > 0.
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3 3 3
4 4 4
6 2
8 8 8
1236 1237 1238 1246
125 34 678 1 25 34678 1 2578 346 134 25 678
3 3 3 3
4 4 4 4
6 2 fs
8 7 g 8 8
1248 1267 1268 1356
134 25678 13467 258 1 2345678 125 34 678
3 3 3 3
4 4 4 4
6 24 As
8 [ 8 78
1357 1358 1456 1457
125 34678 12578 346 12345 678 12345678
3 3
4 4
6 2
7 g [
1458 1468
12345678 12345678

Figure 6.2.3 : bijections arbres-classes-‘unique puits’ pour Wy

L’énumération des orientations acycliques avec unique puits fixé par ces coeffi-
cients rappelle les ‘composantes’ de ces orientations, définies par Viennot dans [Vie
86], a partir cette fois d’'un ordre total sur les sommets. Ainsi ¢, est le nombre
d’orientations acycliques avec un unique puits fixé ayant ¢ + 1 composantes. Plus
généralement, les coefficients du polynome chromatique énumerent le nombre de com-
posantes d’orientations acycliques.

Puisque ces constructions dépendent d’un ordre sur les sommets, elles ne re-
donnent pas les constructions de cette partie. Le fait de ne s’intéresser ici qu’aux
arétes permet d’exploiter la dualité entre cycles et cocycles, et de prendre en compte
toutes les orientations du graphe, sans se restreindre aux acycliques.
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Exemples.
- La Figure 6.2.3 illustre cette bijection sur Wjy.
Le polynéme de Tutte de Wy est

t(Wasz,y) = 2* + y* + 423 + 42y + dzy® + 49> + 622 + 92y + 6y> + 3z + 3y

Le graphe Wy a t(Wy;1,0) = 14 arbres couvrants internes.

L’arbre couvrant minimal pour 'ordre lexicographique 1236 est croissant depuis
le sommet Nord-Est NE. Pour toute orientation acyclique ayant un unique puits au
sommet NE on a représenté I'arbre couvrant interne correspondant (ses arétes sont
représentées en gras). On a aussi indiqué la partition active, communne a Iarbre et
a Porientation (chapitre 2).

L’activité interne/duale est le nombre de parties de la partition active, et les
éléments actifs sont les plus petits éléments de chaque partie. En renversant les
directions des arétes dans n’importe quelles parties de la partition active, on obtient
la classe d’activité de 'orientation, associée a I’arbre par Oribas.

D’apres la proposition précédente 6.2.3, il y a exactement une orientation
acyclique ayant pour unique puits le sommet NE dans chaque classe d’acitivté
d’orientation acyclique, c’est celle qui est représentée sur la Figure 6.2.3.

Ainsi cette figure illustre aussi la bijection Oribas entre rabres couvrants internes
et classes d’activité d’orientations acycliques.

3
\/ 2<>5 of L7he

G G, Gs

Figure 6.2.4 : décomposition d’une orientation de W,

- La Figure 6.2.4 illustre le détail de la construction de Oribas pour 'arbre
couvrant T' = 1246. La partition active est 134 + 25 + 678. Les mineurs utilisés
sont donc G; = G\ 25678, Gy = G /134 \ 678, G3 = G/12345. Les arbres couvrants
d’activité (1,0) étant uniques dans ces cas trées simples on a Ty = 14, T, = 2, T5 = 6,
et bien str 1246 = 14 + 2 + 6.

e Orthogonalité du cas graphique.

Pour terminer, le cas graphique se distingue du cas général par des propriétés
d’orthogonalité plus fortes [Mi 66], qui permettent d’obtenir des propriétés spécifiques
aux graphes ou parfois des preuves plus simples de résultats généraux. Ici, les preuves
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ne sont pas réellement simplifiées dans le cas graphique. On donne juste, pour
lanecdote, un lemme spécifique plus fort que le ‘lemme des croissants’ 3.4 (avec
lequel on montre le ‘théoreme fondamental’ 3.6).

Lemme 6.2.4. (orthogonalité dans le cas graphique)

Soit un graphe orienté avec un cycle C' et un cocyle D, alors
[(CTNDHu(C nD7)|=|(C-NDT)u(C~NDY)|
O

Cette propriété d’orthogonalité forte reste valide dans les matroides réguliers.
Dans les matroides orientés en général, on sait juste que les deux membres de cette
égalité sont soit vides soit non vides simultanément.

Lemme 6.2.5. (lemme des croissants 3.4 dans le cas graphique)

Soit @ un graphe orienté, C et C' deux cycles, D et D' deux cocycles tels que
CND=C"ND" =ab avecac CTNC'T etbe DY ND'T.

On suppose que :
(i)
CnD —abCCTND'*

(i)
C'ND—abCC*ND*

Alors
CNnD —ab=10

et
C’'NnD—ab=1

Preuve. On suppose e € C N D' — ab, alors e € CT N D'F (par (i)), alors a € D'~ or
be C~ (par (i), (iii), (iv) et I'orthogonalité).

Sia € D'~, alors b € C't (par (iii), (iv) et 'orthogonalité avec C' N D’ = ab),
c’est-a-dire b € DT N C'T, donc a € D~ comme ci-dessus, et donc b € CT comme
précédemment. Mais on a alors eb C CtT N D't et (CTND'")Uu(C™ NDT) =
(CTND'~) = a ce qui contredit I'orthogonalité.

Similairement, si b € C~, alors a € Dt (par (iii), (iv) et 'orthogonalité avec
C N D = ab), c’est-d-dire a € DT N C'F, donc b € C'~ comme ci-dessus, et donc
a € D't comme ci-dessus. Mais on a alors ea C CTND'T et (CTND'~)U(C~ND'T) =
(C~ND'") =b ce qui contredit I'orthogonalité.

O

On vérifie facilement que ce lemme est plus fort que le lemme des croissants 3.4
pour un matroide graphique, ainsi il peut aussi étre utilisé dans la preuve du théoreme
fondamental 3.6.
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La structure tres particuliere de ces arrangements d’hyperplans permet d’illustrer
la définition inductive de Oribas et ses propriétés géométriques liées a la suite
de fermés emboités minimaux, a ’adjacence entre bases et régions, ainsi que le
raffinement des activités par les partitions actives. Le calcul de la correpondance
active canonique peut se faire directement a partir du graphe d’adjacence des régions.

La référence pour ce qui suit concernant la structure d’un arrangement hy-
perrésoluble est article de Bjorner, Edelman et Ziegler [BjEdZi 90]. Celui-ci donne
aussi une définition de matroides orientés hyperrésolubles, généralisation directe de
ces arrangements. Ce qui est fait dans cette partie se généralise aussi immédiatement
a ces matroides orientés particuliers.

e Définitions et propriétés [BjEdZi 90].

Le graphe d’adjacence des régions d’un arrangement d’hyperplans H est le graphe
ayant pour sommets les régions, reliées si et seulement si elles sont adjacentes (i. e.
si on passe de I'une a l'autre par réorientation d’un élément).

Définition. Tout arrangement d’hyperplans de rang au plus 2 est hyperrésoluble.

Un arrangement d’hyperplans H de rang d > 3 est hyperrésoluble si et seulement
si il peut étre écrit H = Ho+ Hy, (Hy # () ou Hy est un arrangement hyperrésoluble
de rang d — 1 et pour tout H' et H” distincts dans Hy, il existe H dans Hy tel que
H NnH" C H.

On note TI(R) la région de Hy qui contient la région R de H. On appelle fibre
d'une région R de H = Hy + H; l'ensemble II71(II(R)) des régions de H contenues
dans la méme région de Hy que R,

Propriété 6.3.1. (|BjEdZi 90])
Soit H = Ho + Hy un arrangement hyperrésoluble. La restriction du graphe
d’adjacence a une fibre est un arbre a deux extrémités, a | Hy|+ 1 sommets.

Preuve abrégée explicative. L’intersection des éléments de H; est une droite, Hy
est ’ensemble des hyperplans de H contenant cette droite (i. e. Hp est un fermé
du matroide orienté associé), donc les hyperplans de H; coupent chaque région de
I’arrangement Hjy. Etant donnée une région Ry de Hy, comme les hyperplans de Hy
coupent tous cette région et ne se coupent entre eux que sur des hyperplans de Hy,
le graphe d’adjacence des régions incluses dans Ry est un arbre a deux extrémités a
| Hy | +1 éléments. O

Le graphe d’adjacence d’une fibre induit un graphe sur H;, arbre a deux
extrémités, dont les arétes coorrespondent aux régions qui ne sont pas des extrémités

de la fibre.

H étant hyperrésoluble, on peut définir une suite d’arrangements hyperrésolubles
H; derang:: Hy C Hy C ... C H. = H tels que pour tout 7, 2 < <r—1, H; est le
Hy dans la définition de H; 1 (*).

(*) Contrairement a [BjEdZi 90] on inclut ici Hy C Hy C Hj dans la structure.
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Soit w un élément de H, \ H,_; que l'on suppose non réduit a un élément.

L’arrangement H \ w obtenu en supprimmant w de H, est évidemment hyperrésoluble
pour la suite Hy C Hy C ... CH,_1 C H.\w=H \w

@1

®
)2

Figure 6.3.1 : exemple d’arrangement hyperrésoluble

Ezemple. La Figure 6.3.1 montre une suite d’arrangements hyperrésolubles :
1 C 1234 C 12345678. Les régions canoniques pour cette suite sont grisées. Les fibres
sont les segments formés par les régions d’un arrangement contenues dans une méme
région du prédédent.

e Correspondances Oribas et Oribas2 d’un arrangement hyperrésoluble.

Soit Hy C Hy C ... C H, = H une suite d’arrangements hyperrésolubles. La
correspondance Oribas entre les régions de H et les bases internes de H se calcule
simplement, a condition toutefois de choisir un ordre sur les éléments compatible avec
la structure hyperrésoluble de H.

Par la suite, on suppose que H est totalement ordonné, avec (Hy \ Hy) < ... <
(H, \ H._1), c’est a dire que : pour tout i < r,

et donc
fi=1inf(H; \ Hi_y)

On rappelle que B™" = f; < ... < f. est la plus petite base pour 'ordre
lexicographique (proposition 0.5).

Proposition 6.3.2. (activités des bases, cas hyperrésoluble)
Les bases internes sont les B = by < ... < b, avec pour tout 1 <1 <r,

b,’ € H; \ H; 4
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On a alors
Int(B) = BnB™"

Preuve. On note H = hy < hy < ... < hy,, et on montre les résultats par induction.
Pour r =1, by = hy = f1. Soit B = by,...,b;_1 est une base interne de H;_;. Si
b; € H; \ H;_1, alors B U b; est une base de H;, interne car H; 1 < H; \ H;_1 et les
intersections d’hyperplans de H; \ H;_; sont dans H,.

Réciproquement, si une base b1 < bs... < b, n’est pas de ce type, c’est qu’il existe
iet jetk tels que {b;,b;} C Hy \ Hi_1, or b; et b; doivent se couper sur sur Hy_;
donc il existe un circuit contenant b;, b;, et un élément de Hy_1, qui est plus petit
que les deux autres par hypothese, donc la base n’est pas interne.

L’inclusion Int(B) C B N B™™ est toujours vraie (proposition 0.5). Si b; €
BN B™" le fermé engendré par les bj, j <1, est Hi_q1, et b; € H; \ H;_y, donc
by = fi = min(H; \ H;_1) = min(E \ cl(B — b;)) c’est-a-dire b € Int(B). O

Proposition 6.3.3. (activités des régions, cas hyperrésoluble)

Soit M une région de H. Si M n'est pas extréme dans sa fibre II(M) alors
AO* (M) = AO*(II(M)). Si M est extréme dans sa fibre II(M) alors AO*(M) =
AO*(II(M)) U f,..

Preuve. L’élément f; 11, i < r — 1, est dual actif dans la région II(M) de H,_;
si cette région est adjacente au fermé H,;_; de H,_; (interprétation géométrique
des activités des réorientations, chapitre 0). Si II(M) est adjacente au fermé H;,
i <r—1,etsiII(M) est coupée dans H = H, par un hyperplan e, alors e coupe
H;. D’apres la propriété 6.3.3, la région M a au plus deux hyperplans frontieres dans
H,. L’intersection éventuelle de ces hyperplans a la frontiere de M est incluse, par
définition d’un arrangement hyperrésoluble, dans un hyperplan de H,_;. Donc pour
tout i < r —1, M est adjacent a H; dans H, si et seulement si II(M )est adjacente a
H; dans H,_1. Donc II(M) et M ont les mémes éléments dual-actifs, sauf peut-étre
[r-

Les régions extrémes de la fibre dans H sont celles qui touchent le fermé H,_;
de H, c’est-a-dire géométriquement qui touchent la droite intersection des éléments
de H,_; dans H (par définition inductive des arrangements hyperrésolubles), c’est-a-
dire celles pour lesquelles f, est dual-actif. Réciproquement les régions non extrémes
ne touchent pas cette droite et f, n’y est pas dual-actif. O

Lemme 6.3.4.
Pour toute région M de H,

Oribas(M) \ max(Oribas(M)) = Oribas(I1(M))

Oribas2(M) \ maz(Oribas2(M)) = Oribas2(II(M))
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Preuve. Le raisonnement suivant s’applique de la méme facon a @ = Oribas et
1) = Oribas2, et repose sur leurs définitions inductives. Tout d’abord, w étant le plus
grand élément de H, si w € (M) alors (M) = p(M/w) Uw et siw ¢ (M) alors
Y(M) =M\ w). Siw = f, c’est un isthme et le résultat est évident. On suppose
désormais w > f,.

Puisque H \ w est aussi hyperrésoluble, et puisque les fibres de H \ w se déduisent
évidemment des fibres de H, quitte a supprimmer tous les éléments supérieurs a
maz(1p(M)), on peut supposer w = max((M)). Ainsi (M) \ max(p(M)) =
B(Mw).

Soit e € H avec f, < e < w. Par définition d'un arrangement hyperrésoluble,
I'intersection de e et w est incluse dans un hyperplan de H,_;. Donc la face
M/w \ e de H \ e ne peut étre coupée par e. Autrement dit e n’appartient pas
a un cocircuit positif de —.M/w. Donc par définition Y(M/w) = P(M/w \ e).
En appliquant successivement ceci a tout e € ((H, \ w) \ H,—1) on obtient donc
Y(M/w) =¢(M/w\ ((H.\w)\ Hy—1)). Or w est un isthme de M\ ((H, \w) \ H,_1),
donc o (M/w\ (Hy \w) \ Hy_1)) = (M (H,_1) = ¢ (IL(M)). =

Lemme 6.3.5.

Pour toute région M de H qui n’est pas extréme dans sa fibre, le plus grand
élément de Oribas2(M) est un hyperplan frontiére de M. Pour toute région M de
H, extréme dans sa fibre, le plus grand élément de Oribas2(M) est f,.

Preuve. Soit w le plus grand élément de H,.. On montre le lemme par induction en le
supposant vrai dans H \ w. Si w = f,., c’est un isthme et les deux régions de chaque
fibre sont extrémes et f, appartient a leur base associée. On suppose désormais
w > fr.

Soitt M une région de H. Si w n’est pas un hyperplan frontiere de M, alors
w appartient & un circuit positif de —,M, et Oribas2(M) = Oribas2(M \ w),
par définition de Oribas2 (chapitre 4 partie 3). Donc la propriété reste vraie par
hypothese d’induction.

Si w est un hyperplan frontiere de M, alors puisque w € H,, la région — ,M
est dans la méme fibre que M. Dans ce cas si —,M est une région extréme de cette
fibre, son activité est supérieure strictement a celle de M (propostion 6.3.3), donc w €
Oribas2(M) par définition de Oribas2, et f, € Oribas2(—,M) = Oribas2(M \ w).
La propriété est donc vérifiée pour la région extréme et la région M.

Enfin si —, M est une région non extréme de la fibre, ses éléments actifs sont
les mémes que ceux de M (propostion 6.3.3). On est alors dans le cas douteux de
lalgorithme définissant Oribas2. Soit M \ w la région de H' qui contient la région
M de H, soit BU e = Oribas2(M \ w) et soit M la seule région parmi {M, —,M}
ayant e pour frontiere. Par définition de Oribas2 on a alors Om’ba32(ﬁ) =DBUe
et w € Oriba32(—wﬂ). Ainsi, la propriété du lemme est vraie pour M et —w1\7,
c’est-a-dire pour M et — M. O
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Théoréme 6.3.6. (correspondance Oribas2, cas hyperrésoluble)

Soit H un arrangement hyperrésoluble défini par la suite Hy C ... C H. = H.
L’image des régions par Oribas2 se déduit directement par induction du graphe
d’adjacence de H.

Pour chaque fibre, associée a une base interne B de H,_q, les deux régions
extrémes de la fibre sont associées a B U f,.

Si H,. \ H._1 n’est pas réduit a w,, le graphe d’adjacence des régions de la fibre,
arbre a deux extrémités, induit un graphe ayant pour ensemble de sommets F. et
dont les arétes sont les régions non extrémes de la fibre. On oriente ce graphe depuis
fr vers les régions extrémes. Une aréte-région est associée par Oribas2 a B U h ou
h est lextrémité pere de ’aréte.

Preuve. On montre ce théoreme par induction, en supposant qu’il est vrai dans H,._1.
D’apres le lemme 6.3.4, si II(M) est associée a B alors M est asociée & B U e pour
un e € H, \ H,_;. Puisque le graphe d’adjacence restreint a une fibre est un arbre
a deux extrémités, la définition de Oribas2 du théoreme est alors la seule facon de
satisfaire le lemme 6.3.5. O

Proposition. (4.3.1).

La correspondance Oribas et la correspondance Oribas2 coincident pour les
régions d’activités (1,0).

Proposition 6.3.7. (définition inductive 4.2.3 de Oribas, cas hyperrésoluble)

Soit H un arrangement hyperrésoluble défini par la suite Hy C ... C H, = H. La
correspondance Oribas de H se calcule en général par induction dans chaque fibre
en ajoutant successivement les éléments dans l’ordre croissant de la facon suivante.
Soit une fibre associée a une base interne B de H,._1. Les deuxr régions extrémes
de la fibre sont associées a B U f,. Si H, \ H._1 n'est pas réduit a f,, soit M une
région non extréme ayant pour frontiere w le plus grand élément de H,. La région
opposée par rapport a w est —,M. L’arrangement obtenu en supprimmant w est
hyperrésoluble pour la méme suite a laquelle on enléve w, et M \ w est la région de
cet arrangement contenant la région M.

On note AO.,(M) Uensemble des plus petits éléments de cocircuits positifs de M
contenant w.

SimarAO; (M) > maxAO.,(—,M) alors Oribas(M) = BUe et Oribas(—, M) =
BUw

SimazxAO) (M) < maxAO. (—,M) alors Oribas(M) = BUw et Oribas(—,M) =
BUe

Si maxAO; (M) = maxAO.,(—,M) alors avec BU e = Oribas(M \ w) et M

la seule région parmi {M,—,M} ayant e pour frontiére, Oribas(M) = B U e et
Oribas(—,M) = BUw.

Preuve. On montre ce théoreme par induction, en supposant qu’il est vrai dans H,_1.
D’apres le lemme 6.3.4, si II(M) est associée a B alors M est asociée & B U e pour
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un e € H, \ H,._1. Le calcul de maz(Oribas(M)) est alors fait exactement comme
dans la définition inductive de Oribas du théoreme 4.2.3. i

Remarques.

- Dans la définition de Oribas2, toutes les régions non extrémes d’une méme
fibre jouent des roles similaires puisqu’elles ont les mémes éléments actifs (proposition
6.3.3). La définition de Oribas est plus compliquée car ce ne sont plus seulement les
éléments actifs qu’il faut considérer mais les partitions actives associées aux régions
(chapitre 2 partie 2), ce qui se traduit dans le calcul de Oribas(M) par U'intervention
de maxzAO; (M) comme dans sa définition inductive (chapitre 4 partie 2).

- Les régions associées par Oribas a une méme base se déduisent a partir de
I'une (quelconque) d’entre elles en réorientant de toutes les fagons possibles toutes les
unions de cocircuits positifs de plus petit élément supérieurs a un élément quelconque
(propriété (OB6) ‘retournements’ chapitre 2 partie 3). Géométriquement, réorienter
une union de cocircuits positifs revient a réorienter le fermé complémentaire de cete
union et d’une fibre a 'autre I'ordre des régions n’est pas le méme selon le fermé qui a
été réorienté. Grace a ceci, il est possible de reconstruire les partitions actives (i. e. les
unions de cocircuits positifs de plus petit élément supérieurs a un élément quelconque)
uniquement a partir du graphe d’adjacence de I'arrangement hyperrésoluble. Les
régions de H, associées a une méme base sont dans dans des fibres associées a une
méme base de H,_1, et on peut finalemnent déduire Oribas uniquement a partir du
graphe d’adjacence de I'arrangement hyperrésoluble. Ceci se fait de facon similaire
a la définition de Oribas2 du théoreme 6.3.6, mais en considérant dans chaque fibre
plusieurs sous arbres a deux extrémités, au lieu d’'un seul. On passe les détails.

Puisque Oribas2 se déduit directement de 'ordre dans les fibres et du plus petit
hyperplan coupant chaque fibre, et que Oribas"?) = Oribas2(:% (proposition 4.3.1),
on déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 6.3.8. (indépendance vis a vis de 1'ordre)

Soit H un arrangement hyperrésoluble définissant le matroide orienté M ordonné
sur B = e < ... < en, p une permutation de 1..n telle que p(f;) = w; et
p(FMin \ Fmin) = pFmin \ Fmn opour tout 1 < i < r, et M, le matroide orienté
ordonné sur B = e,1y < ... < epn) définissant le méme matroide orienté que M sur
E non ordonné.

Alors pour tout A C E tel que — 4 M est acyclique on a
Oribas2p,(A) = Oribas2p(A)
Et pour tout A C FE tel que — 4 M est acyclique d’activité duale 1 on a

Om’basgéf) (A) = Om’basgé’o) (A)
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Figure 6.3.2 : Oribas2 d’un arrangement hyperrésoluble

Exemples.

- La Figure 6.3.2 montre la correspondance Oribas2 d’un arrangement hy-
perrésoluble 1 C 1234 C 12345678. La fibre 13 de 'arrangement 1234 est détaillée.
La Figure 6.3.3 montre la correspondance Oribas pour cet arrangement. Les deux
bases encadrées ne sont pas associées a la méme région que par Oribas : dans Oribas
la propriété de ‘retournements’ (qui impose que les deux régions associées a 127 soient
opposées dans la figure) 'emporte sur la propriété ‘adjacence’ (7 n’est plus adjacent
a la région associée a 127, c’est parcequ’il est le plus petit élément supérieur a 1 du
fermé cyclique 178), alors que c’est le contraire pour Oribas2.

- La Figure 2.7 montre les partitions actives des régions d’une fibre d'un
arrangement hyperrésoluble de rang 4. Quitte a ajouter des éléments intermédiaires
dans l'ordre entre les élément représentés 1 < 2 < 3 < 4 < a < ... < g, mais qui
ne coupent pas les régions représentées, on vérifie facilement que cette figure peut-
étre effectivement extraite d’une fibre d’arrangement hyperrésoluble. La Figure 4.4
et la Figure 4.5 donnent respectivement les applications Oribas et Oribas2 pour les
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Veier
<

Figure 6.3.3 : Oribas d’un arrangement hyperrésoluble

régions de cette fibre.

Remarques en liaison avec [BjEdZi 90).

On appelle une région R canonique pour cette suite si II(R) est canonique dans
la suite Hy C Hy C ... C H,_1 et R est extrémale dans le graphe d’adjacence de sa
fibre. Pour d < 1 toute région est canonique. Dans [BjEdZi 90] c’est d < 2 et on dit
juste canonique.

Pour I'anecdote, puisque dans chaque fibre les deux régions extrémes sont les
seules a avoir un nouvel élément actif, on déduit immédiatement le corollaire suivant
des résultats précedénts.

Corollaire anecdotique. Soit H un arrangement hyperrésoluble de base minimale
B™"  qlors Oribasy' (B™") = Oribas2y' (B™™) est l’ensemble des régions canon-
iques pour la suite d’arrangements qui définit H. O

Pour information, un résultat principal de [BjEdZi 90] est que le graphe
d’adjacence d’un arrangement hyperrésoluble, orienté depuis une région canonique,
est un treillis.

Plus précisément, étant donnée une région de référence R, le graphe d’adjacence
d’un arrangement d’hyperplans représente un ordre sur les régions : une région R
est plus petite qu'une autre R’ si ensemble des hyperplans qui séparent R de R est
inclus dans I'ensemble des hyperplans qui séparent R’ de R. On peut ainsi orienter
le graphe d’adjacence & partir de la région R fixée, on le note alors P(H, R).

Dans le cas d'un arrangement hyperrésoluble, I'inclusion des régions de H dans
celles de Hy est donc une surjection canonique Il compatible avec la relation d’ordre,
I : P(H,R) — P(Hy,TI(R)). Et le graphe d’adjacence restreint & une fibre est celui
d’un ensemble totalement ordonné.

Dans ce contexte, une région R est canonique si II(R) est canonique et si fibre
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est totalement ordonnée dans P(H,R). Si R est une région canonique, on connait
donc par induction la structure de I'ensemble ordonné P(H, R).

Ici, la construction de la correspondance active canonique, qui utilise la forme
du graphe d’adjacence via les fibres, pourrait aussi étre formulée dans cet ensemble
ordonné.

Dans un matroide orienté en général, on retrouve dans la représentation
géométrique de Oribas des sortes de ‘fibres’ dans lesquelles les bases moins leur
plus grand élément sont égales et ou le plus grand élément est celui que 'on traverse
pour passer d’une région de la fibre & une autre adjacente, comme le lecteur pourra
s’amuser a le voir dans les exemples donnés en annexe 1.
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6.4 Reéorientations acycliques de rang 3

Les matroides orientés de rang 3 sont représentés en toute généralité par les
arrangements de pseudodroites dans le plan. Ce cas particulier est un bon support
pour lintuition concernant la contruction de la correspondance et la facon dont
elle généralise la traduction combinatoire de la programmation linéaire. Cependant
certaines complications de cas général n’apparaissent pas dans ce cas particulier. Par
exemple dans un arrangemnt de pseudodroites, comme dans le cas uniforme, tous
les sommets d’une région sont portés par exactement r — 1 (ici r — 1 = 2) faces
maximales de la région, alors que ceci est faux en général. Ce cas particulier est
traité dans [GILV1]. Le cas des réorientations acycliques des matroides orientés de
rang 2 est donné en exemple & la fin du chapitre 5 partie 1 (Figure 3.5).

e Un exemple signifiactif.

On prendra comme exemple I'arrangement de pseudodroites associé a la con-
figuration Dy3 de 13 points dans lespace affiné réel projectif (Figure 6.4.1), qui
contient tous les cas possibles du rang 3. Cette configuration s’obtient en ajoutant
les 3 points BCD a une configuration de Desargue sur 123456789 A. Cette construc-
tion peut-étre faite de diverses facons. L’arrangement de pseudodroites D3 a un
groupe d’automorphismes d’ordre 24, avec 3 orbites : 1457 23689 A BC'D. Ce groupe
d’automorphismes sur 1457 est le groupe symétrique.

Figure 6.4.1 : D3

Le polynome de Tutte de D3 est

t(Dy3;z,y) = 10+ 3y + 638 +10y7 + 1596 + 219° + 28y* + 23 + 9xy? + 36> + 1022 +
+22xy + 36y% + 24x + 24y
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Le matroide D13 a 246 bases, et on a by g = 24 by g = 10 b3 9 = 1. L’arrangement
de la Figure 6.4.1 a 24 + 2.10 + 4.1 = 48 régions, avec 24 régions bornées.

Soit M un matroide orienté ordonné de rang 3 sur F.

Pour commencer, on remplace chaque classe d’éléments paralleles (au sens des
matroides : e et f sont dans la méme classe si ef est un circuit) par son plus petit
élément (en effet cet élément serait extérieurement actif dans toute base contenant
un autre élément de sa classe ; et on déduit la correspondance dans ’arrangement de
départ en orientant tous les éléments d’une classe dans le méme sens). On supprimme
aussi les boucles (sinon il n’y a pas de réorientations acycliques).

Par la suite on suppose donc que M est simple (les circuits sont de cadinal au
moins 3).

Notation. On note ey, le plus petit élément ne passant pas par e; Nes (ou ‘non
parallele’ & eg). Ainsi la base minimale est

min
B = e1e9€em,

e Des bases aux régions.

Activité interne 1

Soit B = {e1 < e, < €4} une base d’activités (1,0) de M.
On ae, > ez, on note v = e,Ne, et F' 'ensemble des pseudodroites passant par v.

Alors e, est le plus petit élément de F' (sinon ce plus petit élément est extérieurement
actif), en particulier e5 n’est pas dans F.

Soit R la région associée a B par Oribas.

cas (1) non dégénéré : e, et e, non paralleles a e
R = région incidente a v = e, N e, bordée par ey, dans le triangle eg, e,, e, (Figure
6.4.2).

Le cas (1) est le seul si le matroide orienté est uniforme. On appelle les autres cas
dégénérés : ey, ou e, parallele a e;. On a alors e, # e, sinon e, serait intérieurement
actif.

cas (2.a) dégénéré avec e, parallele a e et e, ne passe pas par v = e, Ne,

R = région incidente a v, bordée par e;, du méme coté de e, que ez, et du méme
coté de e, que e, N ey, (Figure 6.4.3).

cas (2.b) dégénéré avec e, parallele a es et ey, passe par v = e, Ney, M # q

R = région incidente a v, bordée par e,, dans le triangle eseqe,, (Figure 6.4.4).

cas (3) dégénéré avec e, parallele a es

Dans ce cas e, ne passe pas par v = e, 1 €4, sinon e, étant non parallele a e; on
aurait m < p, d’ou m = p, et par suite e, serait intérieurement actif.

R = région incidente a v, bordée par e;, du méme coté de e; que ez, et du meéme
coté de e, que e N ey,.
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(1) 157

Figure 6.4.2 : cas (1) pour D;3 activités (1,0)

(29) 138 (2b) 16D

Figure 6.4.3 : cas (2a) et (2b) pour D;3 activités (1,0)

La Figure 6.4.5 montre la bijection dans le cas d’activité 1, en récapitulant les
cas selon la couleur de chaque région.

Activité interne 2

(1) B = eqezeq

Dans ce cas Int(B) = {e1,e2}. Soit v = e1 Ne, (ce sont deux sommets opposés), et
F' I’'ensemble des éléments passant par v.

cas (1.1) B = ejeze, et e, est le plus petit élément de F' — eq
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(3) 138

Figure 6.4.4 : cas (3) pour D;3 activités (1,0)

Figure 6.4.5 : Oribas"?) et graphe actif des cocircuits (partie 5.2) de D3

Dans ce cas e,, ne passe pas par v, sinon m = ¢ et e, serait intérieurement actif. On
est en fait ramené a M/e; (dont on remplace aussi les classes d’éléments paralleles
par leur plus petit élément).

R est incidente & v, bordée par les pseudosegments [e,Neq, €, Neq] qui ne contiennent
pas ez Mej.

L’autre région est —p\p R.

cas (1.2) B = ejeqze, et le plus petit élément de F' — eq est ey, e, # eq
R est incidente a v, bordée par e;, du méme coté de e, que e,,.
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L’autre région est —pg\p R.

cas (2) B = ejene,
Dans ce cas Int(B) = {e1,en}. Soit v = e1 Ney = e1 Ney (ce sont deux sommets
opposés), et F' I’'ensemble des éléments passant par v.

R est incidente a v, bordée par e;, du méme coté de e, que es.

L’autre région est —pg\ p 2.

Activité interne 3

B =eqeqe,,
Les 4 régions sont celles incidentes a e; N e et bordées par e;.

Figure 6.4.6 : Oribas pour Dq3

La Figure 6.4.6 montre la correspondance active canonique pour toutes les
réorientations acycliques de Dq3.
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Figure 6.4.7 : bijection active entre N BC et régions (partie 4.3) de D3

La Figure 6.4.7 montre la bijection active induite par Oribas entre I’ensemble des
parties sans circuit brisé N'BC et celui des régions (chapitre 4 partie 3 ‘Compléments’).

e Graphe actif des cocircuits.

Le graphe actif des cocircuits d’un matroide orienté ordonné de rang 3 (chapitre 5
partie 2) est obtenu en orientant les arétes du graphe des sommets de l'arrangement
de la facon suivante :

- en s’éloignant de ey en direction de e; (plan a l'infini) pour les arétes portées
par une droite non parallele a es,

- en s’éloignant de e, (plus petite pseudodroite non paralléle & es) en direction
de e; (plan a linfini) pour les arétes portées par une droite parallele a e,

- en s’éloignant de e, en direction de ey pour les arétes portées par e;.
Le graphe actif des cocircuits de Dq3 est représenté sur la Figure 6.4.5.

Théoréme. (théoreme 5.2.3, rang 3)

Toute région bornée R avec Oribas(R) = erepe, av = epNey pour unique sommet
sans sortante dans le graphe actif des cocircuits. Dans tous les cas, v est le sommet
terminal de l’aréte portée par e,. O

Preuve de la bijectivité du cas (1,0). Sachant que 2bi10 = 01,0, l'injectivité de
lapplication des bases aux régions entraine la bijectivité. Supposons que B = {e; <
ep < eqt et B’ = {e1 < ey < ey} produisent la méme région R. Donc la région fixe
le sommet v, et R est incidente a v et bordée par e, et e,. Nécessairement e, = e,
est le plus petit élément de F'. Supposons e, # e, . Les 2 arétes incidentes a R en v
sont portées par e, et e,. Sini e, ni ey ne sont paralleles a e les deux bases B et B’
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sont dans le méme des cas (1) (2.1.1) ou (2.1.2). Dans le cas (1) R ne peut pas étre
du coté de e, a la fois pour e, et e,. Dans les cas (2.1.1) (2.1.2) R ne peut pas étre
du coté de ey, a la fois pour e, et e, Supposons I'un de e, e, soit e,, parallele a es.
Alors B est dans le cas (2.2.1) et B’ dans le cas (1), et on encore une impossibilité.

|

e Petit jeu sur un arrangement de pseudodroites.

Proposition 6.4.1.

Soit M un matroide orienté ordonné de rang 3. L’application Oribas(t9) est
déterminée par les deux propriétés suivantes

(OB2(1:9) ) “bijectivite’

Oribasg\i,’o) mnduit une bijection entre les paires de réorientations opposées
d’activités (1,0) et les bases d’activités (1,0)

(OBSS;?; 3) ‘adjacence’

Avec Oribast) (M) = B = f; < e, < eg on a C*(B; f1) et C*(B; f1)oC*(B;ep)

covecteurs positifs de M

Preuve. La preuve ressemble a celle de la proposition 6.1.9 du cas uniforme car
le graphe actif des cocircuits (planaire) en rang 3 n’a pas de cycle. En effet, les
pseudodroites paralleles a es de chaque coté de es sont totalement ordonnées de es
vers e, et les pseudodroites non paralleles & es coupent ces pseudodroites selon cet
ordre. et sont dirigées de es vers e; selon cet ordre. Lorsqu'une aréte portée par
une speudodroite parallele a ey est dirigée, elle ne peut donc pas faire apparaitre de
cycle, sinon une extrémité aurait une aréte non parallele a es dirigée de ey vers es.
Les sommets portés ni par ey ni par e sont donc ordonnés partiellement. Un sommet
v maximal touche k£ — 1 régions bornées, ou k est le nombre de droites passant par
v. Si p est la plus peite de ces droites, les bases a associer sont celles du type 1pg
avec ¢ > p passant par v. L’association entre régions et ces bases est alors déterminé
de facon unique pour qu’on ait la bijectivité et ¢ adjacent a la région associée a e1pq
(comme en rang 2 ou le graphe d’adjacence des régions bornées est un segment).
On conclut en supprimant ce sommet de I'ordre partiel et en réitérant le procédé :
il y a toujours un sommet maximal, ce sommet maximal w touche autant de régions
non encore affectées que de bases ayant ce cocircuit fondamental par rapport a e
(les régions touchant w sont sinon soit non bornées, soit touchant un sommet plus
grand donc par construction affectées & un sommet plus grand). O

Comme dans la Récréation, on peut alors voir la correspondance comme une sorte
de puzzle, dont 1'unique solution est Oribas(9 par la proposition 6.4.1 : voir page
suivante.
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Puzzle. On dispose d’un arrangement de pseudodroites ol e; est représenté somme
le cercle a l'infini, et d’autant de jetons que de régions bornées. Sur chaque jeton
est dessiné un segment de couleur a et une extremité de couleur b, avec a > b. Les
jetons sont tous les couples a > b avec ejba base interne d’activités (1,0). Le jeu est
de poser les jetons dans les régions bornées de sorte que

- le segment a soit de la couleur d’un segment bordant la région

- et le sommet b soit de la couleur d’une pseudodroite passant par une extrémité
de ce segment.

La correspondance active canonique de I’arrangement de pseudodroites, restreinte
aux régions bornées, est I'unique solution de ce puzzle.
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ANNEXE 1

Quelques exemples de rang 3.

L’ordre des pseudodroites est 1 <2< ... <9< A< B < ....

Pour information, on a indiqué sous les figures leur situation dans
le paysage des matroides orientés, completement indépendamment
de la construction de la correspondance active canonique.






Correspondance active canonique Ex1

o0 WN PR

Cet exemple est le graphe K4 pour 'ordre colexicographique.






Correspondance active canonique Ex2

>OO~NO TR WNR

Cet exemple est ’arrangement correspondant a la configuration de Desargues.






OO m>©Oo~NUhwNLER
RRNRRERRERRY
I

Correspondance active canonique Ex3

146

13B

138

123

134

14A

12A

128

Cet exemple est I'arrangement D13, obtenu en ajoutant les 3 éléments B, C, D a la
configuration de Desargues (second jeu de la Récréation, détaillé dans le chapitre 6

partie 4).






Correspondance active canonique Ex4

123

15A

OO m>©Oo~NUhwNLER

/
14B / 17B
-—//
P 12A

13D y 127

7
 d

/ 123 128

Cet exemple est le méme arrangement D13 pour un autre ordre.






Correspondance active canonique Ex5

OO m>©Oo~NUhwNLER
RRNRRERRERRY
I

Cet exemple est encore 'arrangement D13 pour un nouvel ordre.






Correspondance active canonique Ex6

1 —

2 —

3 —

4

5 —

6 —

7

g 136 126

\ 168
37
134 ,’ 178
( 127
\148
138 \
145
\
N\ 149
159 139 \\ -
\ -
<N 129
124
123

Cet exemple est I’arrangement non-réalisable de Ringel, construit en ‘uniformisant’
Parrangement non-réalisable non-Pappus (Figure 6.1.2, et premier jeu de la Récréation).






Correspondance active canonique Ex7

OW> ©O~NO U WNPR

Cet exemple est ’arrangement alterné a 12 éléments.






Correspondance active canonique Ex8

~NOoO O WN PP

Cet exemple serait le matroide non-orientable de Fano si on lui ajoutait 257 comme
circuit.






Correspondance active canonique Ex9

WX O©oo~NOOJabhwiNLE
RRERRRNREY
I

Cet exemple deviendrait hyperrésoluble si on lui ajoutait simplement une pseudo-
droite passant par l'intersection de A et B, et par l'intersection de 1, 2, 3, 4, et
5.






Correspondance active canonique Ex10

OW> ©O~NO U WNPR

Cet exemple est 'arrangement correspondant a une configuration de points définie
par la grille 4 x 3.






Correspondance active canonique Ex11

>OO~NO TR WNR

Cet exemple est une troncature de rang 3 de K.






Correspondance active canonique Ex12

MTMOOTmY>»O©0oNO O WNPR

Cet exemple est une troncature de rang 3 de K.






Correspondance active canonique Ex13

MTMOOTmY>»O©0oNO O WNPR

Cet exemple est le groupe de Coxeter Hjz, défini par les 15 plans de symétrie du
dodécaedre et de l'isocaedre.






ANNEXE 2

Petit récapitulatif sur les
matroides et matroides orientés.

Cette annexe présente les résultats qui sont supposés connus au
cours de cette these. C’est une introduction aux matroides et
aux matroides orientés, ne reposant que sur des notions de base
de théorie des graphes, d’algebre linéaire et de topologie. Les
objets y sont illustrés a la fois géométriquement et dans le cas des
graphes, en prélude a l'interprétation dans ces deux cadres des
résultats et démonstrations de la these, qui eux sont écrits dans
le formalisme des matroides orientés.

1 Introduction. ... ..o A3
Graphes .. ... Ab
Arrangements de pseudodroites ............. ... A6

2 MatroTdes . oo A8

3 Matroides orientés : définition combinatoire .............. Al12

4 Matroides orientés : définition topologique................ Al14

5 Constructions dans les matroides orientés................. A21

6 Programmation linéaire dans les matroides orientés....... A23

7 Compléments ... ..ottt e A26






1. Introduction

La théorie des matroides orientés est née dans les années 1970. Les matroides
orientés sont des objets a la fois combinatoires, géométriques et algébriques. Leur
structure peut-étre considérée comme une abstraction combinatoire des positions
relatives dans les configurations de points ou d’hyperplans des espaces réels, ou
bien des directions dans les cycles et cocycles d'un graphe orienté. La vingtaine
d’axiomatiques issues de directions diverses qui existent aujourd’hui, ainsi qu’une
notion omniprésente de dualité, confirment le caractere tres naturel de cette structure.
Les applications, de plus en plus nombreuses, viennent de domaines tres divers (voir
lappendice ‘Some current frontiers of research’ dans la deuxieme édition de [OM]). La
sous-section 52C40 de la classification AMS est consacrée entierement aux matroides
orientés depuis 2000.

Pour I’historique, en bref, les matroides orientés ont été introduits indépendamment
et a peu pres simultanément d’une part par Las Vergnas a partir de la théorie des
graphes en tant que généralisation aux matroides de la notion d’orientation, d’autre
part par Bland a partir de la programmation linéaire en tant que modele combina-
toire adapté a ce type de problemes, et enfin par Folkman et Lawrence, qui partant
de I'étude des polytopes ont abouti a la représentation topologique des matroides
orientés par les arrangements de pseudospheres. Ces différentes motivations, toutes
restées d’actualité, conduisent a des points de vue complémentaires, qui ont chacun
leur importance dans cette these. Un livre de référence sur le sujet, ‘Oriented Ma-
troids’, est paru en 1993, réédité en 1999, coécrit par Bjorner, Las Vergnas, Sturmfels,
White et Ziegler [OM].

Lorsque 'on considere la sphere unité de 1’espace réel coupée par des hyperplans
en nombre fini, on obtient un complexe cellulaire. On repere les positions relatives des
faces en attibuant un signe + ou - aux demi-espaces définis par les hyperplans. Les
relations d’incidence entre ces hyperplans, la décomposition obtenue, sont des invari-
ants pour les transformations topologiques (continues) de la sphere. Les matroides
orientés associés a ces arrangements d’hyperplans sont ces classes d’équivalence a
transformation topologique prés (ce qui en fait un objet intéressant au sens du pro-
gramme d’Erlangen de Felix Klein 1879). D’un point de vue algébrique, ils sont une
axiomatisation combinatoire des propriétés de signes en ’algebre linéaire, c’est-a-dire
une axiomatisation du systeme de + et de - obtenu.

Le fait de considérer le matroide orienté associé a un arrangement d’hyperplans
revient (on s’en doute étant donné l’aspect purement combinatoire) & ne plus
tenir compte des ‘distances’, et c¢’est pourquoi on obtient naturellement des objets
géométriques plus généraux : des arrangements de pseudohyperplans qui n’ont
plus besoin d’étre ‘droits’ et qui ont 'avantage de vérifier une axiomatique simple,
alors qu’il est actuellement hors de portée, probablement a jamais, de caractériser
combinatoirement les arrangement d’hyperplans ‘droits’.

Dans I'étude des graphes orientés aussi le formalisme des matroides orientés est
utile (méme si il existe déja en filigrane dans le langage des graphes). Le point
de vue des matroides orientés, qui ne s’occupe que des arétes du graphe et permet
toujours la manipulation d’un dual, apporte notamment un éclairage sur des notions
de dualité, parfois plus délicates a exprimer en théorie des graphes. De plus il permet
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de distinguer ce qui ne dépend que de ’espace des cycles et non des sommets.

Outre leurs applications en théorie des graphes, les matroides orientés con-
situent surtout un outil fondamental de géométrie discrete et algorithmique (con-
vexité, polyedres, arrangements de pseudodroites...), ayant des applications depuis
I’optimisation discrete et la programmation linéaire jusqu’aux graphes de visibilité
et la stéréochimie. Il y a aussi d’autres interventions significatives dans des domaines
plus lointains : application aux classes de Pontriagin en géométrie différentielle
(Gelfand et MacPherson), stratification des grassmanniennes (Gelfand et son école),
équivalence birationnelle des espaces de réalisation des matroides orientés et des
variétés semi-algébriques réelles (théoreme de Mnév)...

Antérieurement, la structure de matroide (1935) avait été obtenue en retenant
les principales propriétés de la dépendance linéaire dans les espaces vectoriels, et
en particulier dans l’espace des cycles d’un graphe, mais sans tenir compte des
signes. Ils constituent du point de vue géométrique une généralisation des géométries
projectives. De nombreux autres exemples naturels peuvent étre construits a partir
des graphes, des groupes, des corps (dépendance algébrique), des ensembles ordonnés,
etc. Clest aussi la structure naturelle pour l'algorithme glouton (recherche d’un
ensemble de poids minimal).

Les matroides et les matroides orientés sont néanmoins des structures distinctes :
tout matroide orienté a un matroide sous-jacent, mais plusieurs matroides orientés
peuvent avoir le méme matroide sous-jacent, alors que certains matroides non-
orientables ne sont le matroide sous-jacent d’aucun matroide orienté.

On termine cette introduction par la définition du matroide orienté associé a
un graphe, et a un arrangement de pseudodroites. Ensuite, apres avoir défini les
matroides de fagon combinatoire et donné les exemples classiques (partie 2), on
définira indépendamment les matroides orientés par leur axiomatique combinatoire
(partie 3) et par leur représentation topologique (partie 4). La partie 5 donne
des constructions et des résultats techniques couramment utilisés. La partie 6 est
une introduction a la traduction de la progrmmation linéaire dans les matroides
orientés. Enfin, les résultats ou remarques utiles pour rendre ce récapitulatif cohérent,
mais dont il ne sera pas question ailleurs, formeront la derniere partie 7 intitulée
‘Compléments’.

Les résultats sont donnés sans démonstration. Pour plus de détails, on peut
consulter les livres de référence [OM] a propos des matroides orientés, et [Ox] (ou
[W1], [W2], [W3]) a propos des matroides.

Définition.  Soit E un ensemble fini. Une partie signée de E est une partie A
de E munie d’'une partition en éléments dits positifs et en éléments dits négatifs :
A= ATWA™. Lapartie A est alors appelée support de la partie signée A = (A1, A™).
On se permet souvent d’employer la méme notation A pour la partie signée et son
support, et on note traditionnellement les éléments négatifs avec un surlignage (12).

De maniere générale, un matroide orienté M sur un ensemble fini F est défini par
un ensemble parties signées de E, qui peut étre ’ensemble des circuits, des cocircuits,
des vecteurs ou des covecteurs de M (on ne s’occupera jamais ici du signe des bases).
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e Graphes.

Soit un graphe orienté G = (V, E). Dans le matroide orienté M défini & partir
de G :

- les circuits ont pour supports les ensembles d’arétes des cycles élémentaires de
G (cycles minimaux pour 'inclusion),

- le signe d’un élément e d’un circuit est + ou — selon que ’aréte e est orientée
ou non dans la direction d’un sens de parcours fixé.

Puisque I'on peut chosir deux sens de parcours opposés, il existe exactement deux
circuits opposés ayant le méme cycle élémentaire sous-jacent.

De fagon similaire :

- les cocircuits ont pour supports les ensembles d’arétes des cocycles élémentaires
de G (coupes minimales pour I'inclusion, une coupe est ’ensemble des arétes joignant
A et B pour une partition V = A + B, une coupe est minimale si le nombre de
composantes connexes augmente exactement de 1 lorsqu’on la supprime),

- le signe d’un élément e d’un cocircuit est + ou — selon que 'aréte e est orientée

ou non dans une direction fixée pour le cocycle (une direction pour le cocycle est soit
de A vers B, soit de B vers A).

Puisque 'on peut chosir deux directions opposées, il existe exactement deux
cocircuits opposés ayant le méme cocycle élémentaire sous-jacent.

Un tel matroide orienté est dit graphique.

1

Figure A.1 : orientation de référence de K,

Ezemple. Sur la Figure A.1 est représenté un graphe K, orienté. Ses circuits sont
123, 246, 356, 145 et leurs opposés. Ses cocircuits sont 123, 135, 456, 236, 2345, 1346,
1256 et leurs opposés.

Définition.  Si tout élément appartient a un circuit positif, I'orientation est dite
totalement cyclique. Si le graphe est connexe, totalement cyclique est équivalent a
fortement connexe. Si tout élément appartient a un cocircuit positif, alors aucun
élément n’appartient & un circuit positif (1) et I'orientation est acyclique.

(1) Un résultat classique et important, vrai dans les matroides orientés en général,
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Lemme A.1.1. (orthogonalité dans le cas graphique)

Soit un matroide orienté graphique avec un circuit C' et un cocircuit D, alors

| (CTNDYYU(C nNnD7)|=|(C NnD"U(C-ND") |

Cette propriété d’orthogonalité reste valide dans les matroides orientés réguliers
(i. e. vectoriels sur tout corps). Dans les matroides orientés en général, on sait juste
que les deux membres de cette égalité sont soit vides soit non vides simultanément.

e Arrangements de pseudodroites.

On appelle pseudodroite du plan affine euclidien une courbe homéomorphe a une
droite réelle, et un arrangement de pseudodroites un ensemble de pseudodroites qui
se coupent deux a deux une et une seule fois, en un point ou elles se croisent.

Afin d’avoir une symétrie centrale, utile pour les axiomatiques, on préfere
considérer que le plan affine est un hémisphere de la sphere réelle de dimension 2 et
que les pseudodroites se prolongent continuement et symétriquement sur I’hémisphere
opposé. Ceci revient & considérer des pseudocercles homémorphes a des cercles S* sur
la sphere réelle S? de dimension 2, qui se coupent deux a deux en exactement deux
points opposés ol ils se croisent, formant a eux tous un arrangement de pseudocercles.

Les pseudocercles découpent la sphere en un complexe cellulaire de faces de
dimensions 0, 1, ou 2. Si on choisit pour chaque pseudocercle un coté positif et
un coté négatif, on peut associer a chaque face une partie signée dont le support est
I’ensemble des pseudocercles ne contenant pas cette face, et dont les signes sont les
signes du coté du pseudocercle ou se trouve la face.

L’arrangement définit un matroide orienté dont :

- les cocircuits sont les parties signées associées aux faces de dimension 0
(sommets),

- les covecteurs sont les parties signées associées aux faces de toutes dimensions.

Pour représenter par une figure un arrangement de pseudocercles, on représentera
un hémisphere de S?, dont le bord sera un des pseudocercles (homéomorphe a St).
En général, F étant dans les exemples 1...n, la figure représentera le coté positif
de 1, dont le bord sera 1. Bien sfiir il n’apparait ainsi que la moitié des régions de
I’arrangement complet de pseudocercles, ’autre moitié se déduisant évidemment par
symétrie centrale.

Exemple. La figure A.2 représente les covecteurs d’un arrangement de pseudo-
droites du plan projectif : a chaque face est associée son covecteur. Les cocircuits
correspondant aux faces de dimension 0 (sommets) sont les mémes que dans 1’exemple

est que tout élément appartient soit a un circuit positif, soit a un cocircuit positif,
mais pas les deux.
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Figure A.2 : covecteurs de K4

graphique précédent : les Figures A.1, et A.2 représentent en fait le méme matroide
orienté défini par une orientation particuliere de Kjy.

Remarque. L’intersection de tous les cotés positifs est une région (face de dimension
2) si et seulement si il existe un covecteur positif, si et seulement si tout élément
appartient a un cocircuit positif. L’arrangement signé alors est dit acyclique.

Les arrangements de pseudocercles représentent les matroides orientés simples
de rang 3, ou le rang 3 est di a la dimension 2 de la sphere considérée, et ou
‘simple’ signifie que 'on interdit la ‘duplication’ d’un élément, ainsi que la présence
de ‘boucles’ qui sont en général les éléments de rang 0.
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2. Matroides.

Dans cette these, un matroide est une structure combinatoire définie sur un
ensemble fini par la donnée d’une collection de parties qui peuvent étre par exemple
les bases, les circuits, ou les cocircuits du matroide. Il y a ainsi plusieurs facons de
définir un matroide.

e Bases d’un matroide.

Définition. Soit E un ensemble fini. Un ensemble B de parties de E est ’ensemble
des bases d’un matroide M sur E si et seulement si les axiomes suivants sont vérifiés :

(i) B#£0
(ii) pour tous B et B' dans B et e € B\ B’ il existe f € B'\ B, tel que B\eU f € B.

Ces axiomes impliquent immédiatement que toutes les bases ont méme cardinal.
Ce cardinal est appelé le rang du matroide, et noté r(M) ou simplement 7.

Les matroides sont la structure naturelle de l'algorithme glouton. Soit un
ensemble Z de parties de E appelées indépendants vérifiant ‘si A C Bet B € T
alors A € Z'. On peut calculer I’élément de Z de poids minimal pour tout ordre total
sur E (poids) en partant de I'ensemble vide et en ajoutant & chaque fois I’élément
de poids minimal pour lequel la partie obtenue reste un élément de Z (algorithme
glouton), si et seulement si les éléments maximaux de Z constituent les bases d'un
matroide (i. e. satisfont les axiomes ci-dessus).

[’ensemble des complémentaires des bases de M dans E vérifiant les mémes
axiomes, c’est aussi I’ensemble des bases d’'un matroide, appelé matroide dual de M
et noté M*.

Exemples.

- Les foréts maximales d’un graphe G = (V, E) sont les bases d’'un matroide sur
E. Un tel matroide est appelé matroide graphique. Le rang de ce matroide est donc
| V| — ¢(G) ou ¢(G) est le nombre de composantes connexes de G. Si le graphe est
planaire, le matroide défini a partir du graphe dual G* est le dual du matroide défini
a partir de G.

- Si E est un ensemble fini de vecteurs d’un espace vectoriel sur un corps K,
engendrant 1’espace vectoriel V', alors les parties de F qui sont des bases de V' sont
les bases d’un matroide sur E. Un tel matroide est appelé matroide vectoriel. Le
rang de ce matroide est alors la dimension de V.

- Un ensemble fini d’hyperplans d’'un espace vectoriel réel (ou arrangement
d’hyperplans) définit un matroide vectoriel en considérant les dépendances des formes
linéaires dont les hyperplans sont les noyaux. Dans ce cas, le rang du matroide est
la dimension de I'espace vectoriel de départ moins la dimension de I'intersection des
hyperplans de E.

- Les parties a r éléments de E de cardinal n, forment les bases d’un matroide
sur E/ appelé matroide uniforme et noté U, ,,.
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Annezxe.2. Matroides.

Remarques.

- Tous les matroides graphiques sont aussi vectoriels : pour un graphe G = (V, F),
il suffit de considérer I’ensemble des vecteurs z; —z;, (4, j) € E, pour une base (z;);ev
de l'espace réel.

- Tous les matroides vectoriels ne sont pas graphiques : I'exemple fondamental
est U2’4.

A partir de I’ensemble des bases du matroide, on définit d’autres ensembles de
parties de E, qui déterminent eux aussi le matroide et qui vérifient certains axiomes.

e Objets usuels dans les matroides.

- L’ensemble des indépendants de M est I’ensemble des parties des bases. Ainsi
les bases sont les indépendants maximaux. Dans le cas graphique, les indépendants
sont les ensembles d’arétes des foréts du graphe. Dans le cas vectoriel, ce sont les
indépendants au sens de la dépendance linéaire.

- L’ensemble des dépendants de M sont les parties non-indépendantes. Dans un
graphe, ce sont les ensembles d’arétes contenant les arétes d’'un cycle. Dans le cas
vectoriel, ce sont les parties contenant des vecteurs liés au sens de la dépendance
linéaire.

- L’ensemble des circuits de M est 'ensemble des dépendants minimaux pour
Iinclusion. Dans un graphe, ce sont les arétes des cycles élémentaires (i. e. ceux qui
ne passent pas deux fois par un méme sommet). Dans le cas vectoriel, ce sont les
parties dépendantes de E minimales pour l’inclusion.

- La fermeture d'une partie A C E notée cl(A) (‘closure’ en anglais) est la plus
petite partie de FF contenant A et vérifiant, pour tout circuit C de M et tout e dans
E,siC —e C Aalors e € cl(A). Un fermé de M est une partie qui est égale a sa
propre fermeture. Dans un graphe, la fermeture s’obtient en ajoutant a une partie
les arétes qui ferment un cycle dans cette partie. Dans le cas vectoriel, la fermeture
d’une partie est I'intersection de F avec le sous-espace engendré par cette partie.

On appelle rang d’'un fermé le cardinal d’un indépendant maximal contenu dans
ce fermé (c’est en fait le cardinal d’une base du matroide obtenu en se restreignant a
cette partie), et le rang d’une partie est celui de sa fermeture. On note r la fonction
rang.

L’ensemble des fermés ordonnés par 'inclusion forme un treillis, gradué par la
fonction rang, et tel que Fy A Fo = Fy N Fy (plus grand fermé inférieur aux deux
autres) et Fy V Fy = cl(Fy U F») (plus petit fermé supérieur aux deux autres). Un
treillis est un ensemble ordonné sur lequel V et A sont définis. Le treillis des fermés du
matroide sous-jacent d’un matroide orienté est 1’ensemble ordonné pour l'inclusion
des intersections de pseudospheres.

- Un hyperplan de M est un fermé de rang (M) — 1.

- L’ensemble des cocircuits de M est I’ensemble des complémentaires dans E des
hyperplans de M.
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Anneze. Petit récapitulatif sur les matroides orientés

Dans un graphe, ce sont les coupes minimales pour I'inclusion(?). Dans le cas
vectoriel, ce sont pour chaque sous espace de dimension r — 1 engendré par des
éléments de F, les élément de F n’appartenant pas a cet espace.

- Un wsthme est un élément qui appartient a toutes les bases. Une boucle est un
élément qui n’appartient a aucune base. Dans le cas graphique, ce sont les notions
habituelles. Dans le cas vectoriel, les isthmes sont des vecteurs tels que les autres
vecteurs engendrent un espace de dimension r —1, et les boucles sont autant de copies
du vecteur nul.

Les isthmes de M sont les boucles de M™, et les boucles de M sont les isthmes
de M*.

e Propriétés diverses.

Les circuits de M sont les cocircuits de M*
et les cocircuits de M sont les circuits de M*.

Passages d’un ensemble d’objets usuels a un autre :
- les indépendants sont les parties ne contenant pas de circuits,

- les fermés sont les complémentaires d’unions de cocircuits...

Propriété A.2.1.
Soit F' un fermé d’un matroide M. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) E\ F est un fermé de M* ;
(ii) F est une union de circuits ;
(iii) M(F) n’a pas d’isthme.

Un fermé qui satisfait les propriétés A.2.1 est appelé fermé cyclique.
Preuve. (i) et (ii) sont équivalents puisqu’un fermé d’un matroide est le complémentaire
d’une union de cocircuits du matroide.

Les circuits de M (F’) sont les circuits de M contenus dans F', et un isthme est un
élément qui n’appartient a aucun circuit. On en déduit immédiatement (ii) équivalent
A (iii). 0

e Mineurs des matroides.

Pour A C E. on définit M/A qui est le matroide dont les bases sont les
{B\A| B € B,A C B}. On dit qu’il est obtenu par contraction de A. Et on
définit M\ A = M(E\ A) dont les bases sont les {B | B € B,BN A = (}. On dit
qu’il est obtenu par suppression A, ou par restriction & E \ A(3).

(%) Une coupe est I'ensemble des arétes joignant les sommets de deux parties A et B
de 'ensemble des sommets V', ou V = AW B est une partition de V.

(3) Tl a déja été question précédemment de restriction & propos du rang : le rang de
A dans M est le rang du matroide M (cl(A)).
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Anneze.2. Matroides.
Alors évidemment on a pour tout A C F
(M/A)* =M*\ A
et
(M\ A)*=M*/A

et pour toutes parties A et B de E d’intersection vide
M/A\B=M)\B/A

ces matroides étant appelés mineurs de M.

De plus si e est un isthme ou une boucle de M alors M/e = M \ e (on peut
montrer facilement que c’est une condition nécessaire et suffisante).

Dans le cas graphique, ces définitions coincident avec les définitions habituelles
des mineurs. Dans le cas vectoriel, la suppression revient simplement a supprimer
les éléments concernés, et la contraction par contre est plus subtile(*). Dans le cas
d’un arrangement d’hyperplans, la contraction selon A est I'arrangement induit sur
I'intersection des hyperplans appartenant a A.

e Axiomatique des circuits et des cocircuits.

Théoréme A.2.2.

Un ensemble de parties C d’un ensemble fini est l'ensemble des circuits (ou des
cocircuits) d’un matroide si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées.

()0 &C ;

(ii) pour tout X, Y € C si X CY alors X =Y ; (incomparabilité)
(11i) pour tout X, Y € C,e € XNY et f € (X \Y), il existe Z € C tel que
ZC(XUY)—-e

et feZ. (élimination forte)

(%) pour une configuration de points, cela revient & projeter la configuration sur
un hyperplan en position générale, successivement a partir de chaque élément a
contracter

All



3. Matroides orientés : définition combinatoire.

Les axiomatiques des circuits et vecteurs s’appliquent de la méme fagon, respec-
tivement, aux cocircuits et covecteurs via le dual défini apres.

e Axiomatiques.

Définition. Un ensemble de parties signées C d’'un ensemble fini est 1’ensemble des
circuits (ou des cocircuits) d’un matroide orienté si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées. Le matroide orienté est alors déterminé par I’ensemble des
circuits (ou des cocircuits).

()0 gC;
(i) C = —C ; (symétrie)
(iii) pour tout X, Y € Csi X CY alors X =Y ou X =Y ; (incomparabilité)

(iv) pour tout X, Y € C, X #Y,ee XtTNY et f e (XT\Y)U(X~\Y™), il
existe Z € C tel que

ZTC(XTUYT) e

Z-C(X~UY ) —e

et f e Z. (élimination forte des circuits)

Définition.  Si 'on ne tient pas compte des signes, les conditions obtenues sont
laxiomatique des circuits d’un matroide (partie 2). Le matroide dont les circuits
sont les supports des circuits d’'un matroide orienté est appelé matroide sous-jacent
de ce matroide orienté.

Définition.  Un ensemble V de parties signées d’un ensemble fini est 1’ensemble
des vecteurs (ou des covecteurs) d'un matroide orienté si et seulement si les quatre
conditions suivantes sont vérifiées. Le matroide orienté est alors déterminé par
Pensemble des vecteurs (ou des covecteurs).

i)0eV;
(i) V=-V; (symétrie)
(iii) pour tout X, Y € Vona XoY €V ; (composition)

(iv) pour tout X, Y € V,e€e XtTNY " et f € (X\Y) U \X)U(XTNYHU(X—NY ),
il existe Z € V tel que

Zt C(XtUYt) —e

Z-C(X~UY ) —e

et feZ. (élimination forte des vecteurs)

Etant données deux parties signées A = (A1, A7) et B = (BT, B™), on définit
la composition Ao B = (ATU(BT\A), A=U(B~\A4)). c’est-a-dire que Ao B a pour
support AU B, les éléments de A étant signés comme dans A, et les autres comme
dans B.
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Annezxe.3. Matroides orientés : définition combinatoire.

Si A et B ont les mémes signes sur leurs éléments communs, on dit que Ao B est
une composition conforme.

Deux vecteurs (resp. covecteurs) sont conformes si ils ont les mémes signes sur
leurs éléments communs (c’est-a-dire, géométriquement, si les faces correspondantes
se touchent, cf. partie 4).

Théoréme A.3.1.

L’ensemble des wvecteurs (resp. covecteurs) est engendré par composition con-
forme a partir de l’ensemble des circuits (resp. cocircuits).

Il existe d’autres caractérisations des vecteurs (da Silva, Handa... voir [OM]).

La réorientation de M selon A est le matroide orienté ayant pour ensemble de
circuits les circuits de M dans lesquels on change le signe des éléments de A (ce
qui se transporte alors aux vecteurs, aux cocircuits et aux covecteurs). Toutes les
réorientations de M forment sa classe de réorientations. Elles ont toutes le méme
matroide sous-jacent.

Les matroides et les matroides orientés sont des objets différents, méme si a
un matroide orienté est toujours associé un matroide sous-jacent. En effet certains
matroides ne sont le matroide sous-jacent d’aucun matroide orienté (ils sont non-
orientables, cf. ‘Compléments’), et plusieurs classes de réorientations de matroides
orientés différentes peuvent avoir le méme matroide sous-jacent.

e Dualité.

On dit que deux parties signées X et Y sont orthogonalessi (XTNY*T)U(XtnN
Y £Qet (X~ NYTH)U(XTNY ™) #0Ddes que XNY # 0.

Théoréme A.3.2.

L’ensemble des parties signées orthogonales a tous les vecteurs (resp. covecteurs),
est égal a l’ensemble des parties signées othogonales a tous les circuits (resp. cocir-
cuits).

C’est l'ensemble des vecteurs (resp. covecteurs) d’un matroide orienté sur E.

Définition. Ce matroide orienté est le dual de M, noté M*. Son matroide sous-jacent
est le matroide dual de celui de M. L’ensemble des covecteurs (resp. vecteurs) de
M* est I'ensemble des vecteurs (resp. covecteurs) de M. L’ensemble des cocircuits
(resp. circuits) de M™ est 'ensemble des circuits (resp. cocircuits) de M.

En pratique on joue a la fois techniquement sur les circuits et les cocircuits, ou
les vecteurs et les covecteurs, qui interviennent de pair. Lorsque ’on ne considere
que leurs supports, parties non signées, on utilise leurs propriétés dans le matroide
sous-jacent. Lorsque 1'on prend en compte les signes, les propriétés d’orthogonalité
sont souvent exploitées. Par exemple :

- si C est un circuit et D un cocircuit, alors | CND | #1 ;

-et siCND = {e, f} alors e et f sont de méme signe dans C' et de signes opposés
dans D, ou bien de signes opposés dans C' et de méme signe dans D.
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4. Matroides orientés : définition topologique

Les matroides orientés sont représentés par des objets topologiques naturels, qu’ils
modélisent de fagon combinatoire : les arrangements de pseudospheres.

Historiquement, les matroides orientés sont définis avec les axiomatiques combi-
natoires de la partie precédente, et le théoreme de représentation topologique
est le résultat fondamental montrant que I'on peut les définir de facon topologique
comme dans la présente partie. Un intérét des matroides orientés est que I’ensemble
des circuits et des vecteurs, ou des cocircuits et des covecteurs, vérifient une axioma-
tique simple, c’est-a-dire qu’il y a une caractérisation simple des ensembles de parties
signées pouvant correspondre aux faces d’un arrangement de pseudospheres.

Le fait de définir les matroides orientés par leur représentation topologique peut
paraitre artificiel dans le sens ou la description d’un matroide orienté donné se fait
en pratique le plus souvent de facon combinatoire. D’un autre coté, la plupart
des résultats et objets usuels dans les matroides orientés ont des interprétations
géometriques remarquables. Des lors, dans un sens, il peut sembler que l'objet
intéressant est l'objet topologique, la combinatoire étant l'outil qui permet de
travailler et d’établir des liens avec d’autres domaines. Mais dans un autre sens, la
structure combinatoire plus abstraite permet, par exemple, de considérer - en méme
temps - un matroide orienté et son dual, ce qui est moins spontané géométriquement.
Quoi qu’il en soit, aspect topologique est un bon support pour 'intuition.

e Arrangement de pseudospheéres.

Définitions. On note S¢ la sphere unité de I'espace réel de dimension d + 1.

On appelle pseudosphére de S¢ une sphere S homéomorphe a S9! dans un
homéomorphisme de S%. Tl y a alors deux composantes connexes dans S%\ S, chacune
homéomorphe a une boule de dimension d, que ’on appelera les cotés de S.

Un arrangement de pseudospheéres est un ensemble fini A de pseudospheres S,
e € E de S? vérifiant les conditions suivantes :

(i) S4 = NecaSe est une sphere, pour tout A C E.

(i) Si Sy € Se pour AC E, e € E, et ST et S sont les deux c¢otés de S, alors
S4 NS, est une pseudosphere de Sy ayant pour cotés Sq4 N SF et S4 NS .

Si Sg = () arrangement est dit essentiel.

On dit que 'arrangement est signé lorsque ’on choisit pour chaque pseudosphere
Se, e € E, un ¢oté positif SI et un coté négatif S7 .

Deux arrangements (resp. deux arrangements signés) sont équivalents si ils sont

égaux & un homéomorphisme de S? preés (resp. si en plus ’homéomorphisme conserve
les signes).

Les matroides orientés de rang d + 1 sans boucles sont les classes d’équivalence
des arrangements de pseudospheres essentiels signés de Sy .

On peut ajouter a un matroide orienté des éléments non représentés appelés ses
boucles, dont on verra plus loin 'importance. On a alors défini les matroide orientés
en toute généralité.

Al4



Anneze.4. Matroides orientés : définition topologique

La réorientation d’'un matroide orienté M selon A C E est le matroide orienté
obtenu en changeant les signes des pseudospheres S, e € A. On le note — s M.

e Faces de 'arrangement - Covecteurs du matroide orienté.

Les intersections des pseudospheres définissent des faces, et un complexe cellulaire
de faces qui partitionne S?¢. Un des intéréts des matroides orientés est que considérer
un arrangement signé permet de répertorier les positions relatives des faces par
rapport aux éléments.

Définition.  Etant donné un arrangement A = (S)ccr de pseudospheres de S9
représentant un matroide orienté M, & chaque point a de S¢ est associée une partie
signée de E définie par e € AT si et seulement si a € ST et e € A~ si et seulement si
a € S;. Ainsi e ¢ A si et seulement si a € S.. L’ensemble des parties signées ainsi
obtenues est 'ensemble des covecteurs du matroide orienté.

Autrement dit, I’ensemble des covecteurs s’obtient en considérant, pour chaque
face, I'ensemble C' des éléments qui ne contiennent pas cette face, et en attribuant a
chaque élément e de C' le signe du coté de S, dans lequel la face est contenue.

Théoréme A.4.1. (théoréme de représentation topologique, Folkman Lawrence 1978)

Les deux définitions, topologique et combinatoire, sont équivalentes.

Propriétés.

- Un matroide orienté possede toujours une symétrie centrale combinatoire, dans
le sens ol ’ensemble des covecteurs est invariant par passage a 'opposé. On en déduit
que la réorientation d’un matroide orienté selon E tout entier est le méme matroide
orienté. Cette symétrie fondamentale se retrouve dans toutes les axiomatiques.

- Deux arrangements de pseudosphéres sont (combinatoirement) équivalents si et
seulement si ils définissent le méme ensemble de covecteurs.

Définitions.

- Les régions sont les composantes connexes de S¢ \ UeecrSe. L’ensemble de
toutes les régions des arrangements induits par A sur toutes les intersections de
pseudospheres, est I’ensemble des faces du complexe cellulaire défini par A. Les
régions sont les faces de dimension d, les intersections réduites a un point sont les
faces de dimension 0.

- L’ensemble des éléments contenant une face est appelé un fermé de M. Le rang
r de M est r =d+ 1. Si une face est de dimension £, le fermé correspondant est de
rangr — k — 1.

Les fermés ne déterminent pas M, ils déterminent en fait le matroide sous-jacent
M. ce qui revient a considérer I'ensemble des faces de I'arrangement (intersection
de pseudospheres), mais sans s’occuper de leurs positions relatives, c¢’est-a-dire sans
tenir compte des signes des covecteurs (voir partie 2).

- De méme, les bases du matroide orienté, qui sont les ensemble de r pseudospheres
dont U'intersection est vide sont aussi une notion du matroide sous-jacent (voir partie
2).
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Anneze. Petit récapitulatif sur les matroides orientés

- Les cocircuits sont les covecteurs correspondant aux faces de dimension 0,
appelées aussi sommets, c’est-a-dire les intersections de pseudospheres réduites a
un point, c’est-a-dire que les cocircuits ont pour supports les complémentaires des
fermés de rang r — 1 (appelés hyperplans du matroide). A un cocircuit du matroide
correspondent deux parties signées opposées, cocircuits du matroide orienté (alors que
pour les autres fermés, il peut y avoir de nombreux covecteurs ayant méme support).

e Régions - covecteurs maximaux - réorientations acycliques.

Les covecteurs maximaux de M sont ceux dont le support est £ moins les boucles
éventuelles. Ils sont, par définition ici, en bijection canonique avec les régions de
I'arrangement.

Un matroide orienté est dit acyclique s’il existe un covecteur maximal positif,
c’est-a-dire si la signature des pseudospheres qui définit le matroide orienté désigne
une région (cette région définit un covecteur maximal positif).

Ainsi les régions de I'arrangement de pseudospheres (qui ne dépendent pas de
la fagon dont celles-ci sont signées) sont en bijection canonique avec les covecteurs
maximaux du matroide orienté (qui dépend lui d’une certaine signature de référence),
et en bijection canonique avec les réorientations acycliques du matroide orienté (qui
reviennent a changer la signature de référence, tant que celle-ci désigne une région).

On emploira régulierement et indifféremment, sauf ambigiiité, ces appellations.

Les réorientations correspondant aux vecteurs maximaux sont les réorientations
totalement cycliques ou pour un graphe les orientations fortement connexes. Ce sont
les réorientations acycliques du dual.

e Arrangements d’hyperplans.

Etant donné un ensemble d’hyperplans (sous-espaces vectoriels de codimension
1) d’un espace vectoriel réel de dimension d+ 1, U'intersection de ces hyperplans avec
la sphere unité S¢ de I’espace définit un arrangement de pseudospheéres, et donc, en
choisissant une signature de référence, un matroide orienté.

Un tel matroide orienté est dit vectoriel ou réalisable.

Les signes des circuits et des cocircuits sont les signes des coefficients dans des
relations de dépendances linéaires de vecteurs de ’espace déduits des hyperplans. Ce
lien avec I’algebre linéaire constitue une part importante de la théorie des matroides
orientés (le chapitre 2 de [OM] est entierement consacré a ce cas) mais il n’en est
presque pas question dans cette these.

Grossierement, a partir d’'un arrangement d’hyperplans, on peut encore définir
un matroide orienté en déformant les hyperplans, c’est-a-dire en les remplacant par
des pseudohyperplans homéomorphes a des hyperplans, a condition qu’ils se coupent
entre eux comme le feraient des hyperplans (condition (i)), et que les arrangements
induits sur leurs intersections soient aussi des arrangements de peudohyperplans
(condition (ii)).
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Anneze.4. Matroides orientés : définition topologique

Pour écrire ces propriétés rigoureusement, on est amené a employer des arrange-
ments de peudospheéres (et non de pseudohyperplans). L’intérét de ces ‘déformations’
est que les objets obtenus sont des objets combinatoires dont I’axiomatique est simple,
alors qu’il existe des arrangements de pseudosphéres ne venant pas d’arrangements
d’hyperplans (cf. ‘Compléments’) et qu’il est actuellement hors de portée de car-
actériser ceux qui viennent effectivement d’arrangements d’hyperplans (il y a no-
tamment une infinité de mineurs exclus). Le point de vue combinatoire ne tenant
pas compte des distances, et les contraintes de réalisabilité étant profondément liées
aux distances, il n’est pas étonnant que celles-ci disparaissent dans les matroides
orientés et que 'on obtienne des objets plus généraux. Ainsi, 'étude des arrange-
ments d’hyperplans a homéomorphisme pres peut se faire dans le cadre des matroides
orientés d’un point de vue purement combinatoire.

e Configurations de points.

C’est le point de vue dual du précédent au sens de l'algebre linéaire. Etant
donnés n points d’un espace affine réel, on appelle hyperplans de la configuration ou
hyperplans du matroide orienté les ensembles de points portés par un méme hyperplan
affine. Les complémentaires de ces hyperplans sont les supports des cocircuits.

Les signes de deux éléments du cocircuit sont les mémes si et seulement si ils sont
dans le méme demi-espace délimité par I’hyperplan.

Les matroides orientés permettent ainsi d’axiomatiser les positions relatives de
points dans I'espace. Cependant on n’utilise pas dans cette these de représentation
par configurations de points (elles sont systématiquement acycliques et une réorientation
acyclique revient & une transformation projective).

e Graphes.

Etant donné un graphe G = (V, E), en considérant 1’ensemble des hyperplans
d’équations z; — x; = 0, (4,5) € E, ou les vecteurs z;, i € V forment une base de
lespace réel de dimension | V' |, on définit un arrangement d’hyperplans et donc un
matroide orienté en choisissant une signature de référence.

Une signature de I’arrangement étant le choix d’un demi-espace positif, d’équation
xj > x; ou x; > xj, pour tout couple (i,j) € E, les réorientations du matroide sont
en bijection canonique avec les orientations du graphe. Si le graphe de départ est
orienté, on choisit la signature de I'arrangement de facon cohérente : z; > z; pour
Paréte (7, j) orientée de i vers j.

Un tel matroide orienté est dit graphique.

La structure de matroide orienté obtenue peut se définir a partir de l’espace
des cycles du graphe : les cocircuits signés du matroide orienté sont les cocycles
signés (coupes minimales signées) sur le graphe (qui déterminent le matroide orienté).
De nombreuses informations du graphe se retrouvent dans le matroide orienté, par
exemple les bases du matroide orienté sont les arbres couvrants du graphe.

Ezemple. La figure A.3 repésente l'arrangement de rang 3 de la Figure A.2
de pseudodroites (pseudosphéres de dimension 1) correspondant a orientation du
graphe K4 de la Figure A.1. Dans chaque région est réprésentée 1’orientation
acyclique correspondante du graphe. La région grisée est la région de référence
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Figure A.3 : orientations acycliques, régions, et covecteurs maximaux de K,

(covecteur positif) a partir de laquelle sont signés tous les covecteurs.

Remarque. Les réorientations du matroide orienté graphique correspondant sont
en bijection canonique avec les orientations du graphe : il y a une seule ‘classe de
réorientation’ pour un graphe donné en tant que matroide orienté, autrement dit
deux matroides orientés définis par ce graphe sont des réorientations I'un de I'autre,
contrairement aux matroides généraux pour lesquels un méme matroide peut étre le
matroide sous-jacent de plusieurs matroides orientés qui ne sont pas des réorientations
les uns des autres (le cas uniforme en est I'exemple typique : il y a de nombreuses
fagons d’avoir des points en position générale dans ’espace avec des positions relatives
différentes).

e Dualité.

Le théoreme A.3.2 est un fort résultat combinatoire, mais aussi topologique :
étant donné un arrangement de pseudospheres de taille n et de rang r, il existe un
arrangement de pseudospheres dual de taille n et de rang n — r dont les covecteurs
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Anneze.4. Matroides orientés : définition topologique

1
Figure A.4 : dual de K,

23456

356

Figure A.5 : vecteurs de K,

sont les parties signées maximales orthogonales a tous les covecteurs de 'arrangement,
donné.

Dans une définition topologique, on définit d’abord les covecteurs, pour leur
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interprétation géométrique, et on définit alors les vecteurs a partir de 'orthogonalité.
Cependant ces deux ensembles d’objets sont fondamentaux ainsi que leur dualité. Les
circuits et les vecteurs sont aussi naturels pour le matroidee orienté que les cocircuits
et les covecteurs, et ils ont des interprétations géométriques complémentaires.

Dans un matroide orienté vectoriel, les supports des circuits sont les dépendants
minimaux au sens de la dépendance linéaire, et les signes dans un circuit sont
simplement les signes des éléments dans la relation de dépendance linéaire liant les
vecteurs (bien siir on trouve deux parties signées opposées).

Dans un arrangement de pseudospheres, les supports des circuits apparaissent
géométriquement ainsi : les dépendants sont les intersections de dimensions k&
contenues dans strictement plus de r—k—1 pseudospheres, et les supports des circuits
sont les dépendants minimaux. Le matroide dual d’un matroide se définit ainsi
facilement a partir du matroide. Par contre dans le cas orienté, la prise en compte
des signes oblige a considérer ces conditions d’orthogonalité pour connaitre les signes
des circuits a partir des cocircuits, et il n’est pas évident de déduire géométriquement
I’arrangement dual d’un arrangement donné.

Pour un graphe planaire, le matroide orienté du dual du graphe est le dual du
matroide orienté du graphe.

Ezemple. La Figure A.4 représente le dual du graphe orienté K4 de la Figure
A.1, et la Figure A.5 représente les covecteurs de ce graphe, qui sont les vecteurs du
graphe de la Figure A.1 : c’est I'ensemble des parties signées orthogonales a toutes
les parties signées de la Figure A.2.
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5. Constructions dans les matroides orientés

e Mineurs d’un matroide orienté.

Dans un matroide graphique, les notions de mineurs coincident avec celles des
graphes.

Géométriquement, la suppression revient a supprimer les pseudospheres corre-
spondantes. L’arrangement obtenu n’est peut-étre alors plus essentiel (par exemple
supprimer un isthme fait perdre 1 au rang).

La contraction revient a considérer l'arrangement induit sur l'intersection des
pseudospheres contractées, celles qui contenaient cette intersection étant transformées
en boucles, certaines pseudospheres peuvent se retrouver ‘superposées’ : leur paire
forme un circuit dans le contracté.

Les mineurs d’un matroide orientés ont pour matroide sous jacent les mineurs
correspondant du matroide sous-jacent. Les signes des éléments restant des circuits
et des cocircuits obtenus sont inchangés.

Proposition A.5.1.
Soit M un matroide orienté sur F, et A C F.

Les cocircuits de M /A (resp. circuits de M\ A) sont les cocircuits de M (resp.
circuits de M ) d’intersection vide avec A.

Les circuits de M/A (resp. cocircuits de M\ A) sont les parties minimales dans
lensemble des circuits de M (resp. cocircuits de M ) auzquels on enléve A.

(M/JA)* = M*\ A

ou bien
(M\ A)"=M"/A

Soient A et B deux parties disjointes de E, alors

M/A\ B =M\ B/A

e Isthmes, boucles. et connexité.

Les boucles de M sont les isthmes de M*. Une boucle est un circuit réduit a un
élément, elle n’appartient a aucun covecteur. Un isthme est un cocircuit réduit a un
élément, il n’appartient a aucun vecteur. Les isthmes et les boucles d’un matroide
orienté sont ceux du matroide sous-jacent.

Géométriquement, les matroides orientés représentés par des arrangements de
pseudospheres sont sans boucles. On peut ajouter des boucles, qui sont simplement
des éléments de E appartenant a toutes les bases, formant des circuits a eux tout
seuls. Ils sont alors représentés dans le matroide dual puisque ce sont des isthmes du
dual. De plus, lorsque 'on contracte un élément, les élement qui lui sont paralleles
deviennent des boucles.
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Anneze. Petit récapitulatif sur les matroides orientés

Topologiquement, les isthmes sont des éléments qui lorsqu’on les supprimme font
que 'arrangement n’est plus essentiel, et font donc perdre une dimension a la sphere
pour pouvoir étre essentielle.

La somme directe de deux matroides orientés respectivement sur E et I avec
ENF = ( est le matroide orienté défini sur £ U F dont ’ensemble des cocircuits est
la réunion de celui des deux matroides orientés.

Un matroide orienté est conneze si il n’est pas la somme directe de deux matroides
orientés. En particulier, un matroide connexe n’a pas d’isthme ni de boucle.

e FElimination modulaire.

Une paire de cocircuits est modulaire si I'union de leurs supports est le
complémentaire d'un fermé de rang r — 2 du matroide. Géométriquement les som-
mets correspondant sont sur une méme pseudodroite. L’élimination modulaire d’un
élément entre deux cocircuits modulaires est I'unique cocircuit obtenu par élimination
qui soit modulaire avec les deux cocircuits. Géométriquement, le sommet correspon-
dant est sur la méme pseudodroite, a l'intersection avec 1’élément éliminé.

e Extension par un élément.

La proposition suivante est fréquemment utilisée techniquement, surtout par son
corollaire, et est facilement visualisable géométriquement.

Proposition A.5.2. ([OM, proposition 7.1.4 page 284])
(i)

Soit M un matroide orienté tel que M = M \ w ot w n’est pas un isthme (M est
appelé ‘extension a un élément’ de M, ‘single element extension’ en anglais).

Alors pour tout cocircuit Y € C*, il ewiste une unique facon d’étendre Y a un
cocircuit de M : il y a une unique fonction

o:C*" = {+,—-,0}

telle que B
{Y,o(Y)): Y eC*}CC*

(i)
M est uniquement déterminé par o avec :

C*={(Y,0(Y)): Y €C*}w{(Y; 0Y>,0) |
Y1,Y, € C*,0(Y1) = —0(Ye) #0,Y7 et Ya conformes et modulaires }

Corollaire A.5.3.

Soit M un matroide orienté sur E etw € E. Sie € E\w appartient 4 un cocircuit
positif (resp. circuit positif) C de M, alors e appartient a un cocircuit positif (resp.
circuit positif) D de M \ w (resp. M/w) avec D C C.
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6. Programmation linéaire dans les matoides orientés

Le probleme fondamental de la programmation linéaire peut-étre vu comme suit :
étant donnée une région d’'un espace (affine) délimitée par des hyperplans (affines),
maximiser une forme linéaire (de 'espace vectoriel sous-jacent) sur cette région.

En termes classiques cela s’écrit :

x>0

ou A est une matrice réelle de taille m x n, m étant le nombre d’inégalités, n la
dimension du probleme, z (la variable) et ¢ sont des vecteurs de l'espace réel de
dimension n, b un vecteur de I'espace réel de dimension m et d une constante réelle.
Les inégalités a vérifier définissent des demi-espaces (affines) et leur intersection est
une région délimitée par des hyperplans.

On sait que I’ensemble des solutions d’un tel probleme si il est non vide est une
face de la région (un sommet s’il y a une unique solution). Ce probléme peut alors étre
modélisé de fagcon purement combinatoire dans les matroides orientés : les hyperplans
considérés définissent un matroide orienté M, les régions en étant les réorientations
acycliques. On ajoute a ce matroide orienté un élément g qui représente le ‘plan a
I'infini’, on peut le voir comme une sphere a l'infini de 'espace affine sur laquelle
les paralleles se coupent. Les régions bornées sont alors représentées par celles qui
ne touchent pas g. On ajoute un autre élément f qui représente la forme linéaire a
optimiser, il représente le noyau de cette forme linéaire (hyperplan vectoriel) passant
par un point quelconque de I'espace affine (donnant un hyperplan affine), et un demi-
espace affine délimité par f est celui dans lequel f croit.

Si deux sommets sont sur une méme aréte, elle est portée par une pseudodroite
(face de dimension 1 ou fermé de rang r — 2 du matroide) qui coupe f. Un des deux
sommets est alors ‘plus loin’ que 'autre de f (et plus pres de I’élément ‘infini’ g), il
augmente la fonction a maximiser. Ceci s’exprime dans le matroide orienté avec les
signes des covecteurs portés par cette pseudodroite.

Ceci permet de généraliser aux matroides orientés la ‘méthode du simplexe’ qui
consiste a passer d'un sommet de la région a un autre adjacent de valeur supérieure
pour la forme linéaire si elle doit étre maximisée, et ce jusqu’a trouver un optimum.
Une grande partie des travaux effectués en programmation linéaire dans le cadre des
matroides orientés a été de définir des méthodes similaires (voir [OM] ou [BaKe92]).
Un probleme majeur qui se pose est que, contrairement au probleme usuel dans
I’espace vectoriel réel, le parcours des arétes de la région peut tourner en rond : il
peut y avoir des cycles de sommets ‘croissants’. Cependant on montre qu’il existe
malgré ceci une face optimale (‘parallele’ & f) pour toute région bornée.
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e Programme de matroide orienté.

Définitions. (respectivement [OM] définitions 10.1.1, 10.1.3, 10.1.5, 10.1.7, p. 420-
424)

Un programme de matroide orienté est un triplet (M, g, f) oun M est un matroide

orienté sur £ = E,,+{f, g}, g n’est pas une boucle, f n’est pas un isthme, et f # g.

L’espace affine de M noté A est ’ensemble des covecteurs positifs sur g. Le plan
a linfini de M noté A° est I'’ensemble des covecteurs nuls sur g, appelés directions.
Un covecteur Y est admissible si il est positif sur Y N E,.

f est croissant (resp. décroissant, ou constant) dans la direction Z si le signe de
f v est positif (resp. négatif, ou nul). Une direction Z est une direction admissible
pour Y admissible si Y o Z est admissible.

Un covecteur admissible est optimalsi il n’a pas de direction admissible croissante.
(M, g, f) est admissible si il y a un cocircuit positif de M \ f contenant g.
(M, g, f) est bornésiily a un circuit positif de M/g contenant f.

Résultats connus. ([OM] 10.1.13 p.427, 10.2.8 p.441)
- ‘Théoreme principal de la programmation linéaire dans les matroides orientés’.

Si (M,g, f) est admissible et borné, alors il existe un covecteur optimal.

- ‘Critere du simplexe’.

Un cocircuit est optimal si et seulement si il est le cocircuit fondamental de g
dans une base ne contenant pas f, telle que ce cocircuit est positif sur ses éléments
appartenant a dans E, U g et le circuit fondamental de f dans cette base est négatif
sur ses éléments appartenant a E, U f.

Autrement dit un cocircuit C' est optimal si et seulement si il existe une base B,
g€ B, f¢& B,C=C*(B;g), la colonne g de Ty (B) est positive sauf éventuellement
sur f, la ligne f de Ty (B) est négative sauf éventuellement sur g.

Remarques.
- On note qu’‘étre ‘borné’ signifie bien ‘ne pas toucher le plan a l'infini’.

- Géométriquement, le signe de f dans un cocircuit optimal indique simplement
de quel coté de la représentation géométrique de la fonction objective f ce sommet
optimal se trouve.

e Graphe du programme.

Soit (M, g, f) un programme de matroide orienté admissible et borné sur F.

Définition. ([OM)] définition 10.1.16 p. 429)

Soit G(ar,4,f) le graphe dont les sommets sont les cocircuits de M positifs sur
E\ f, et dont les arétes sont les paires modulaires de cocircuits positifs.
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Il est connu que le graphe Gy 4 5y est connexe.

Ce graphe est partiellement dirigé, on l'appelle alors graphe du programme
(M. g, ).

Chaque aréte (D1, Do) de G (4, ¢y est dirigée de la facon suivante. Soit D I'unique
cocircuit obtenu par élimination de g entre Dy et Ds. Si f est positif dans D alors
Paréte est dirigée de Dy vers Dy (f est croissant dans la direction D). Si f est négatif
dans D alors l'aréte est dirigée de Dy vers Dy (f est décroissant dans la direction
D). Si f n’appartient pas a D, l'aréte est paralléle & f et n’est pas orientée.

Géométriquement, les segments des pseudocercles (faces de dimension 1) non
paralleles a f, et non portés par g, sont dirigés de f vers g, dans le sens dit croissant.
Les faces de dimension 1 non dirigées sont celles qui sont portées par un élément e
tel que efg est un circuit du matroide sous-jacent.

Remarque.

Un matroide de rang r est uniforme si toute partie a r éléments de E est une base
(c’est-a-~dire dans le cas réalisable si les hyperplans sont en position générale). Les
paires (D1, Dy) modulaires de cocircuits sont alors celles satisfaisant | D1ADs | = 2,
et toutes les faces de dimension 1 portées ni par f ni par g sont dirigées.

Remarquons de plus que, dans le cas uniforme, ce graphe a pour degré r—1 : un
sommet d’une région est l'intersection de r — 1 pseudohyperplans indépendants et il
y a exactement r — 1 pseudodroites contenant ce sommet et touchant la région.

Résultat connu. ([OM] 10.1.15, p. 428)

Les cocircuits optimauzr d’un programme de matroide orienté admissible borné
sont ceux qui n’ont pas d’aréte sortante dans le graphe du programme.

Il y a une complication essentielle dans la version matroides orientés de la pro-
grammation linéaire : le graphe d’un programme admissible et borné a effectivement
des sommets sans aréte sortante, mais peut en général comporter des cycles, alors
que dans le cas réalisable ceci ne peut pas arriver. Ainsi la méthode du simplexe
(parcourir le graphe en suivant des arétes dirigées jusqu’au sommet) qui est assurée
de fonctionner dans le cas réalisable, peut boucler en général dans un matroide ori-
enté. Des adaptations efficaces de cette méthode aux matroides orientés ont été
étudiées par Bland, Edmonds, Fukuda [OM]... Un programme de matroide orienté
(M, f1, f2) dont le graphe n’a pas de cycle est appelé euclidien. Tout programme
de rang inférieur ou égal a 3 est eclidien, tout programme réalisable est euclidien.
L’exemple non euclidien classique est EFM(8) de rang 4 a 8 éléments (Edmonds,
Fukuda, Mandel, voir [OM] 10.4 p. 461).
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7. Compléments

e Dans un matroide général, il n’y a pas de notion de sommet. Le matroide associé
a un graphe ne détermine pas ce graphe en général : un graphe peut par exemple étre
séparé en deux au niveau d’un point d’articulation sans que cela change le matroide,
ou bien deux arétes qui forment une coupe du graphe peuvent étre interverties sans
changer le matroide.

Le matroide associé détermine le graphe si et seulement si celui-ci est 3-connexe.
e I] existe des matroides non-vectoriels : Vamoés.
e I] existe des matroides non-orientables : Fano.

e Il existe des matroides orientés non réalisables, c’est-a-dire qui ne peuvent étre
définis a partir d’un arrangement d’hyperplans : non-Pappus.

e On peut définir aussi des matroides algébriques en utilisant les relations de
dépendances algébriques sur un corps. Tous les matroides ne peuvent pas étre obtenus
ainsi. Ces matroides sont tres peu connus, on ne sait pas par exemple quel est
I’ensemble de leurs duaux.

e On peut caractériser des classes de matroides par des mineurs exclus, ainsi par
exemple Us 4 est 'unique mineur exclu pour les matroides binaire (dont font partie
les matroides graphiques).

o Il existe aussi des signes pour les bases des matroides orientés, appelés parfois
‘chirotopes’, qui correspondent a 1’‘orientation’ d’'un repere dans l'espace, et qui
viennent des relations de Grassmann-Pliicker sur les déterminants. Mais il n’en est
jamais question dans cette these.
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ANNEXE 3

Récréation.

Les deux petits jeux suivants, ainsi que leurs solutions, ne
nécessitent aucune connaissance mathématique préalable.






Il faut disposer les 21 pieces ci-dessous dans les 21 régions ne touchant pas le cerlce
noir ci-dessus, de sorte que les couleurs de la piece soient celles de deux bords qui se
croisent de la région.

«p D «P
%5 4P «b
0 &« D
& «D «b
«p «D «D
«p «b «P
D &b «D

Emeric Gioan Récréation 1/5






Il faut disposer les 24 pieces ci-dessous dans les 24 régions ne touchant pas le cerlce
noir ci-dessus, de sorte que :

- la couleur du segment de la piece soit la couleur d’un bord de la région ;

- la couleur du point de la piece soit une couleur passant par une extrémité de ce

bord.

Emeric Gioan
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39

69
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Récréation 2/5






Solution

Ces deux petits jeux ne sont pas des casse-tétes : la solution est qu’il y a toujours
une piece qui n’a qu'une seule région ou aller.

Plus précisément, une piece peut a priori aller dans quatre régions au maximum.
Cependant, a cause des régions qui touchent le cercle noir qui sont interdites, certaines
ont moins de possibilités. On peut méme en trouver une qui n’a qu’une seule région
possible, et une fois que la piece est posée et que cette région est interdite pour les
autres pieces, on peut encore trouver une autre piece qui n’a qu’une seule région ou
aller, et ainsi de suite... on finit en ayant posé toutes les pieces comme il faut.

Maintenant on peut se poser les questions : plutot que d’essayer les pieces une
par une jusqu’a en trouver une qui n’a qu’une région possible, comment savoir quelle
région va étre la seule région possible pour une des pieces, et pour quelle piece? ou
encore : comment savoir directement ol mettre une piece donnée?

Pour le premier jeu : la réponse est qu’il suffit de chercher sur le dessin un
croisement qui touche trois régions interdites. La région restante est alors forcément
associée a la piece qui porte ce croisement si elle existe. Les pieces portent tous les
croisements possibles sans la couleur 2.

Réciproquement, une facon directe de trouver la région dans laquelle doit aller
une piece donnée est la suivante : pour chacune des deux pseudodroites dont les
couleurs sont données par la piece, il y a un seul c6té qui coupe la pseudodroite de
couleur 2, la région associée est celle qui est entre ces deux cotés.

Indication pour le deuxieme jeu : cela ressemble au premier mais cette fois la
numérotation joue un role...

En termes mathématiques, la bijection établie dans ces jeux est une restriction
(régions bornées) d'un cas trés particulier (dimension 2) de la correspondance
naturelle entre bases et réorientation des matroides orientés ordonnés qui est I'objet
de ma these(*). Cette correspondance peut étre caractérisée et construite en général
de différentes fagons.

Par exemple la regle du jeu, selon laquelle une piece ne peut aller dans une région
que si une certaine propriété d’adjacence est satisfaite, permet ici de déterminer la
bijection. Cette propriété d’adjacence se généralise en dimension supérieure, mais
n’y est plus suffisante.

(*) Le premier jeu illustre la partie 1 du chapitre 6, le deuxiéme jeu est traité en
détails dans la partie 4 du chapitre 6.
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A natural correspondence between
bases and reorientations in oriented matroids

Abstract

The purpose of this thesis is to define and study, intrinsically and constructively, a natural
application which associates a distinguished basis with any ordered oriented matroid. For a
given ordered oriented matroid, it induces a correspondence, determined by some conditions,
between the set of its reorientations and the set of its bases.

A fundamental condition to be satisfied is that activities are preserved. Activities of a basis
in an ordered matroid, defined by Tutte, are two dual integer parameters, just as activities of
an ordered oriented matroid, defined by Las Vergnas. Briefly, they situate these objects with
respect to the minimal and maximal bases for the lexicographic order. The correspondence
is thus called called the canonical active correspondence of the ordered oriented matroid. 1t
constitutes a bijective proof of known numerical properties of the Tutte polynomial.

Another condition is invariance under duality. Duality is used everywhere in an essential
way, in fundamental characterizations as well as in algorithms.

The correspondence has remarkable geometrical properties, and can be constructed induc-
tively, either using minors with respect to the greatest element, or using a decomposition of
activities which reduces the problem to activities (1,0). In terms of bases, this decomposition
gives a new expression of the Tutte polynomial using beta invariants of some minors. In terms
of reorientations, this decomposition leads to a notion of activity classes of reorientations,
which are in active bijection with bases. Moreover, this bijection can be refined into an active
bijection between all subsets, which induces an active bijection between regions of the oriented
matroid and subsets with no broken circuit of the matroid (faces of the NBC complex).

In the graphical case, we get notably an active bijection between internal spanning trees
and acyclic orientations with a unique given sink, and a bijection between spanning trees with
activities (1,0) and acyclic orientations with unique given adjacent source and sink.

In the case of an hyperplane arrangement, we get notably an active bijection between
internal simplices and activity classes of regions, and a bijection between simplices with
activities (1,0) and bounded regions.

If the hyperplanes are in general position, this last bijection comes down to apply the
same linear program simultaneously to all bounded regions, on each side of a distinguished
hyperplane, kernel of the linear form to be optimized.

The general application appears thus as an extension of the combinatorial version of linear
programming in oriented matroids. First, each reorientation is decomposed into bounded
regions in some minors of the oriented matroid and its dual, and, secondly, for each bounded
region, instead of optimizing one vertex for one objective function, we optimize a sequence of
nested faces for a sequence of objective functions.

This application arises naturally when one considers a linear ordering on the sets of elements
of oriented matroids. It describes, intuitively, a phenomenon of directed attraction with respect
to the ordering, and could be called the attractive function of ordered oriented matroids.

Keywords : oriented matroid, hyperplane arrangement, matroid, point configura-
tion, NBC complex, pseudoline arrangement, uniform oriented matroid, supersolvable
arrangement, base, reorientation, region, Tutte polynomial, activity, beta invariant,
bijection, algorithm, duality, graph, spanning tree, orientation, acyclic orientation,
source, sink, bipolar orientation, canonical active correspondence, decomposing se-
quence, active partition, attractive function of ordered oriented matroids, combina-
torial optimization, linear programming, multiprogramming, flag programming.

AMS classification : 05A15, 05B35, 05B40, 05C, 52B40, 52C30, 52C35, 52C40,
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Résumé

L’objet de cette these est de définir et d’étudier, de facon intrinséque et de facon constructive, une
application naturelle qui & un matroide orienté ordonné associe une de ses bases. Pour un matroide orienté
ordonné donné, elle induit une correspondance, déterminée par certaines conditions, entre 1’ensemble de
ses réorientations et celui de ses bases.

Une condition fondamentale & satisfaire est que les activités soient conservées. Les activités d’une
base dans un matroide ordonné, définies par Tutte, sont deux parametres entiers duaux, de méme que les
activités d’'un matroide orienté ordonné, définies par Las Vergnas. En tres bref, elles situent ces objets par
rapport aux bases minimales et maximales pour l'ordre lexicographique. La correspondance est appelée
ainsi correspondance active canonique du matroide orienté ordonné, et constitue une preuve bijective de
propriétés énumératives connues du polyndéme de Tutte.

Une autre condition est qu’elle soit invariante par passage au dual : la dualité est utilisée partout ici
de fagon essentielle, dans les caractéristiques fondamentales comme dans les algorithmes.

La correspondance a des propriétés géométriques remarquables, et peut-étre construite inductivement
soit en utilisant les mineurs relativement au plus grand élément, soit en utilisant une décomposition des
activités qui réduit le probléeme aux activités (1,0). En termes de bases, cette décomposition donne une
nouvelle expression du polynéome de Tutte utilisant les invariants béta de certains mineurs. En termes de
réorientations, cette décomposition conduit a une notion de classes d’activités de réorientations, lesquelles
sont en bijection active avec les bases. En outre, cette bijection peut-étre raffinée en une bijection active
entre tous les sous-ensembles d’éléments, qui induit une bijection active entre les régions du matroide
orienté et les parties sans circuit brisé du matroide (faces du complexe NBC).

Dans le cas d’un graphe, on obtient notamment une bijection active entre les arbres couvrants internes
et les orientations acycliques ayant un unique puits fixé ; ainsi qu’une bijection entre arbres couvrants
d’activités (1,0) et les orientations acycliques ayant un unique puits et une unique source adjacents fixés.

Dans le cas d’un arrangement d’hyperplans, on obtient notamment une bijection active entre les
simplexes internes et les classes d’activités de régions, ainsi qu’une bijection entre les simplexes d’activités
(1,0) et les régions bornées. Si les hyperplans sont en position générale, cette derniére bijection s’obtient
en appliquant le méme programme linéaire simultanément & toutes les régions bornées, de chaque coté
d’un hyperplan distingué, noyau de la forme linéaire & optimiser.

L’application générale revient ainsi & une extension de la version combinatoire dans les matroides
orientés de la programmation linéaire : d’une part chaque réorientation se décompose en régions bornées
dans des mineurs du matroide orienté et de son dual, et d’autre part pour chaque région bornée, au lieu
d’un sommet pour une fonction objective, on optimise une suite de faces emboitées pour une suite de
fonctions objectives.

Cette application apparait naturellement dés que ’on considére un ordre total sur les éléments des
matroides orientés. Elle décrit, intuitivement, un phénomene d’attraction dirigée par I’ordre des éléments,
et peut-étre appelée fonction attractive des matroides orientés ordonnés.

Mots clés : matroide orienté, arrangement d’hyperplans, matroide, configuration de points, complexe
NBC, arrangement de pseudodroites, matroide orienté uniforme, arrangement hyperrésoluble, base,
réorientation, région, polynome de Tutte, activité, invariant béta, bijection, algorithme, dualité, graphe,
arbre couvrant, orientation, orientation acyclique, source, puits, orientation bipolaire, correspondance
active canonique, suite décomposante, partition active, fonction attractive des matroides orientés ordonnés,
optimisation combinatoire, programmation linéaire, multiprogrammation, programmation en drapeaux.
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