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CONTEXTE

La multiplication de matrices est l’une des opérations d’algèbre linéaire les plus étudiés depuis plus
de 40 ans. En effet, cette opération est centrale au niveau algorithmique puisque pratiquement tous
les problèmes d’algèbre linéaire se réduisent au produit de matrices. Un des résultats les plus connu
pour ce problème est celui de Strassen [4] qui a proposé en 1969 le premier algorithme permettant
de multiplier 2 matrices de dimension n en moins de n3 opérations. En effet, l’algorithme de Strassen
permet de multiplier A,B ∈ Kn×n avec O(nlog2 7) = O(n2.8) opérations dans K. Depuis les travaux
de Strassen, plusieurs autres algorithmes ont été proposés afin d’améliorer la complexité théorique de
cette opération. Le record actuel est détenue par Coppersmith et Winograd [2] qui ont montré qu’il
existait un algorithme permettant de calculer un produit matriciel en O(n2.38) opérations dans K. De
manière générale, on considère que le problème du produit matriciel en dimension n à une complexité
algébrique de O(nω), ou ω correspond à l’exposant de l’algorithme utilisé (ω = 2.38 étant le plus petit
exposant connu).

Dans le cas des matrices de Fp[x]
n×n, on peut étendre la complexité du problème pour prendre

en compte les coût liés à l’arithmétique sous-jacente, ici les calculs dans Fp[x]. Soit p, q ∈ Fp[x] deux
polynômes de degrés inférieur à d, on sait que l’on peut calculer p+q en O(d) opérations dans Fp et p×q
en O(d log d) opérations dans Fp [3]. Il est assez facile de montrer que si l’on considère les matrices
A,B ∈ Fp[x]

n×n telles que maxi,j deg(Ai,j) ≤ d et maxi,j deg(Bi,j) ≤ d, on peut calculer le produit A×B
en O(nωd log d) opérations dans Fp [1]. Cette évaluation de complexité est alors très fine quand tous
les coefficients des matrices A et B ont effectivement un degrés égal à d. Maintenant si l’on considère
le cas où uniquement quelques coefficients de A et B ont un degrés égal à d et que le reste ont des
degrés� d, il est facile de se convaincre que cette complexité n’est pas du tout fine, au moins dans le
cas ω = 3.

OBJECTIF ET PROGRAMME DE TRAVAIL

L’objectif de se stage est d’étudier le problème de la multiplication de matrices polynomiale lorsque
les degrés des coefficients sont fortement déséquilibrés. En particulier, nous souhaitons dégager une
analyse de complexité non plus en fonction de la dimension des matrices et du degrés maximum des
coefficients, mais plutôt en fonction de la quantité d’information contenue dans les matrices. Par exem-
ple, dans le cas des matrices de dimension n ayant des coefficients de degrés identiques d, la quantité
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d’information dans les matrices est de n2d éléments de Fp et la complexité de la multiplication est de
O(nωd log d) opérations dans Fp. Est-il possible d’obtenir la même complexité pour des matrices ayant
la même quantité d’information mais avec des degrès de coefficients déséquilibrés.

Le travail pourra s’organiser selon plusieurs tâches:

• étude bibliographique,

• étude du cas du produit de matrice classique (ω = 3),

• étude du case du produit de matrice rapide de Strassen (ω = 2.8),

• proposition d’algorithmes de multiplication de matrices améliorant le cas des degrés déséquilibrés,

• implantation et validation logicielle des concepts.
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