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�@�$�����B�w�q�
�"�����������:� �¡��¢q£¤����¥§¦w¨§�:�q©<ª�«^¬��®®¯I¥°¥¤±l²V³3«®´^µw��µ��q¶·�q¢¸¹¬�«lª�¦¸�°¥���¨�º¼»®²l½q¾��l¢¹¥�µw�����B¥§��¨§¿w¯��I�G�q¨��¨�ÀL��¨§¯G�¡¯I¥¤±3��©¸¿w�G�q¢¸��¨dÁl¨§��¿wµ¸��«��"�1¿w¨��B�l��¥�µ��B¥$©Â��¨$���l��¨§±�¿w����¢¸�q¨NÁ�¨��q¿¸µ

G = (V, E)
²B¥�µw�1�X®Á��1�°��¥

E
����¢ÃÀL��¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢w��Ã¯I¢V¥§��©Â��¦¸¨1��¦wÀ¸���¡¥��

(Ei)1≤i≤4

¯�¢P��¦¸��µÃ��År��±\¥�µ��B¥
G [Ei]

²V©Â�l¨
1 ≤ i ≤ 4

²¯G�:�\©Â�l¨��X�¤¥��q©����q¥���¨�¿w¯�������¨§��«$�p� �������\¿w¨��B�^¯G®���>�I¯�¢w�X�q¨�Æj¥§¯I¶>���q��Á��l¨�¯I¥�µw¶ÇÅ�µw¯���µ&����¢¸�°¥�¨§¦¸��¥��r©Â��¨:�Ál¯I�l��¢È¿w�G�q¢¸��¨rÁl¨§��¿wµ
G
²®©Â��¦w¨1©Â�l¨��X�¤¥��1�q©$���B¥§��¨§¿w¯��I�G�q¨��1�¡�B����¨�¯�¢wÁ ¥�µw���X®Á��X�1�q©

G
«

É ÊLË�Ì�Í$Î¹ÏÈÐPÑ7ÌdÒ¡Î�Ë
Ó1µ¸�¹ÔqÕ�Ö�×BÕ�ØSÙ�ØÛÚjÜ

a(G)
�q©N��Ál¨§��¿wµ

G
¯���®��Ý¸¢w�XP�l�7¥§µw��¶>¯I¢w¯�¶ ¦¸¶Ç¢^¦w¶ ÀL��¨1��©�©Â��¨§���°¥§�r¢w����®�X@¥§����B����¨��q���®¥�µw����®Ál������©

G
«$Þß¢@����¯I¶>¯�����¨�År��±l²B¥�µ¸��àáØÛâLã�ÔqÕ3ÔBÕ�Ö�×qÕ�ØSÙ¡ØÛÚhÜ

la(G) ä ¨��X�°¿
«kå�ÚgÔqÕ�ÔBÕ�Ö�×qÕ�ØSÙ¡ØÛÚhÜ
sa(G)

²
Ù�ÔBÚßã�ÕhæLØÛàÛàIÔqÕ�ÔqÕ�Ö�×BÕ�ØSÙ�ØÛÚjÜ
ca(G) ç �q© G ¯���¥�µw�3�°¶¹���I�����°¥7¢^¦w¶ ÀL��¨k�q©~©Â�l¨��X�¤¥���¢w����®�X\¥������B����¨���I�d¥�µ¸���X®Á��X�:�q©

G
�°¦¸��µè¥§µ¸�B¥����l��µ��¡�l¢w¢w���¡¥��X��¡�l¶\¿L��¢¸��¢V¥���©�������µè©Â�l¨��X�¤¥3¯��3�@¿¸�q¥�µ ä ¨��X�°¿�«���°¥§��¨�²^� ���B¥§��¨§¿w¯I���G�q¨ ç «déêå�ÚgÔqÕ�¯��r��¥§¨�����¯�¢@Å�µw¯G��µÃ�q���¸¥§µw���X®Á��X�k��¨���¯I¢¸��¯�w��¢V¥7¥§��¥�µ¸���§�q¶>���l��¨�¥��¡ë~«é�Ù§ÔqÚgã�ÕhæLØÛàÛà�ÔBÕ:¯G�:�\¥�¨§������¦¸��µÈ¥�µ��B¥�Å�µw��¢&¨���¶>�B�V¯�¢wÁ¹�q���~¥§µw������¨°¥§¯������1��©�w��Á�¨§�����l¢w���q¢¸è���I�~¥§µw��X®Á��X���¡�l¢l¥��q¯�¢w¯�¢wÁ\¥�µw��¶È²¸¯Ä¥:±^¯����Gw���\¿¸�B¥§µ
«´®¯I¢¸�����°¥§��¨§�k�q¨§�����q¥���¨§¿w¯��I�G�q¨�� ä ¨��X�°¿
«$���q¥���¨�¿w¯�������¨§����¨��:¥�¨§����� ç ²®��w���¡�l¶>¿��V�°¯I¥�¯���¢¹��©���Á�¨��q¿¸µ G¯�¢V¥��

k
©Â��¨§���°¥§�1��©$�°¥§��¨§� ä ¨��X�°¿
«����B¥§��¨§¿w¯I���G�q¨�� ç ����¢PÀL���¡�l¢¸�°¯G®��¨���È�����>®�X�¡�l¶\¿L�l��¯I¥�¯���¢È�q© G ¯�¢V¥��

k
©Â�l¨��X�¤¥��k��©$���B¥§��¨§¿w¯I���G�q¨�� ä ¨��X�°¿�«d¥§¨������ ç «7´^��²^©Â��¨:��¢V±ÃÁ�¨��q¿wµ G ì

a(G) ≤ ca(G) ≤ sa(G) ä°íXç
î ±Vïq¨�©Sï��N�q¢¸��"���°¥1º ðB¾w¿w¨§�B���X�¥�µ��B¥$¥�µw�1���BÅk��¨dÀL��¦¸¢¸�¯G�N¥�¯�Á�µV¥$¯I¢�¥�µw���������k��©��¡�l¶\¿¸�I��¥��1Àw¯�¿¸�q¨�¥�¯I¥��Ál¨§��¿wµ¸��«�é���¥§¦¸�q���I±l²®¥�µ¸��±P��µw�BÅr��Ã¥�µ¸�q¥

ca(Km,n) = a(Km,n) = dmn/(m + n − 1)e
«7ñ:��¨��l²wÅk���µw�BÅ�¥�µ¸�q¥:¥�µ¸��¦w¿w¿L��¨:ÀL��¦¸¢¸è�q©$¥�µ¸¯���¯I¢w�XòV¦¸�q��¯Ä¥¤±P¯����q�G�°�>¥§¯IÁlµl¥X«rÓd�@����µ¸¯I�����3¥�µ¸�q¥�²�Åk����ë^µ¸¯IÀw¯I¥��©S��¶>¯I��±è�q©�Á�¨��q¿¸µ¸�1©Â��¨3Å�µw¯G��µè¥�µw����òV¦¸���I¯I¥¤±èµw���Gw��«�é

k ó ÚhÕ�ã�ã�¯G�:��¯Ä¥§µw��¨�� k
Æß�¡��¯Gòl¦¸����¨3�¹Á�¨��q¿wµ

TÅ�¯I¥�µ-�@�l��¨�¥���ë
v
��©k®��Á�¨§���

k
²
��¦¸��µ&¥§µ¸�B¥�¥§µw��¢¸��¯�Á�µ^À��l¨§���q©

v
©Â�l¨�¶ô�

k
Æß�¡��¯�òV¦w�\�q¢¸p�°¦¸��µE¥�µ¸�q¥

T\{v}
¯G���

k
Æj¥§¨�����«�é�¿¸��¨°¥§¯����

k
Æj¥§¨����3¯G���>�°¦¸ÀwÁ�¨��q¿wµÈ�q©$�

k
Æj¥§¨�����«

õ öd÷^ø � ÷^ùûúýü ×BÕ�ÔBâ�Ü
k > 0 þ ÚÂÿwã�Õ�ã1ØGå:ÔkæwÔqÕ�ÚjØSÔqà k ó ÚhÕ�ã�ã Tk

å��¸Ù�ÿ�ÚÂÿwÔBÚ
sa(Tk) = ca(Tk) = k+1 �

������µ®Æg� ¯I���I¯G�q¶¹� º���¾N¿w¨§�B���XÈ¥�µ¸�q¥
a(G) = maxH⊆Gd|EH |/(|VH | − 1)e

«�´^¯I¢��¡���P�°¦¸ÀwÁ�¨��q¿wµ��©7�¹¿w�G�q¢¸��¨:Á�¨��q¿¸µÈ¯G��¿w����¢¸�q¨��q¢¸&��¯I¢��¡��¿w�G�q¢��q¨�Ál¨§��¿wµ¸��Å�¯I¥�µ
n
�l��¨�¥�¯G�¡�X��µ¸�������q¥�¶>�l�°¥

3n − 6�X®Á��X��²�¿w����¢¸�q¨�Ál¨§��¿wµ¸��µ¸�����>�q¨§À��l¨�¯G�¡¯I¥¤±��B¥�¶>�l�°¥�¥�µw¨§���l«\Ó1µ¸�&ÔlÙ¡Ü�Ù�àáØSÙèÙ�ÿ^Õ�×��>ÔqÚjØSÙÃâ��	�¹Ö�ã¡Õ:��©r�Ál¨§��¿wµ
G
²w¯G�k¥�µw��¶>¯�¢w¯I¶¹���L¢^¦w¶�À���¨1�q©N��������¨���¢w����®�X@¥§�\��������¨k¥�µw��Ál¨§��¿wµ

G
¿w¨§��¿L��¨§��±>��¢¸Ã��¦¸��µ¥§µ¸�B¥ ¥�µw�PÁ�¨��q¿wµ"¯I¢�®¦¸�¡�X-À^±E¥§µw�@����¨°¥§¯���������������¨§��

a
�l¨

b
²d©Â��¨ ��¢V±p¿¸�q¯�¨���©���������¨

a
�q¢¸

b
²N¯G��l�¡±®�¡��¯G�q«�ñ���
^¯�¶>¯j²��&¯I¥§��µ¸��¶ô�q¢�E´®��µw¶>��¯G��µw���kº��¾�¿w¨§�B���XÈ¥�µ¸�q¥�¥§µw�\�°¥§��¨���¨�ÀL��¨§¯���¯Ä¥¤±È�q©r�@Á�¨��q¿¸µ

�



ba

c

c

c

c

d

d

1

1

2

2

3

26
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H �

¯G�k¦w¿w¿L��¨§À��l¦w¢¸®�X¹À^±�¯I¥§�r����±^���I¯G�:��µw¨§��¶¹�q¥�¯G��¢^¦w¶ ÀL��¨X«N³r�l¨��®®¯�¢&º í ¾<��µw�BÅr��\¥�µ��B¥k¿¸����¢¸�q¨�Ál¨§��¿wµ¸�µ������¹����±^���I¯G�\��µw¨��l¶¹�B¥�¯G�\¢^¦w¶ ÀL��¨��q¥�¶>�V�¤¥�Ý¸�l��«¹Ó1µw¯G��¯I¶>¿w��¯�����¥§µ¸�B¥�¿w�G�q¢��q¨�Á�¨��q¿wµ���µ������¹�¤¥��q¨��¨�ÀL��¨§¯G�¡¯I¥¤±-�q¥\¶>�V�¤¥\Ý¸���l« Ó1µw¯G�>¦w¿w¿L��¨>ÀL��¦w¢¸ ¯G� ¥§¯IÁlµV¥>��¯I¢��¡�È¥�µw��¨��è�q¨§�Ã¿¸����¢¸�q¨\Á�¨��q¿wµ�� Å�¯I¥�µ�°¥§��¨3��¨�ÀL��¨§¯G�¡¯I¥¤±È�q¥��������°¥3Ý¸���l«��"�\��¨���¯I¢V¥§��¨§���°¥����¯I¢"®�¡¥§��¨§¶\¯�¢w¯�¢wÁP��¦¸��µp¦w¿w¿L��¨3À��l¦w¢¸&©Â�l¨�¥§µw����B¥§��¨§¿w¯I���G�q¨��q¨§ÀL��¨§¯���¯Ä¥¤±&��©r¿w�G�q¢��q¨�Á�¨��q¿¸µ¸��«��¸��¨ ��¢V±E¿w����¢¸�q¨�Ál¨§��¿wµ
G
²�Å�¯I¥�µ �q¨§À��l¨�¯G�¡¯I¥¤±��-²�År�µ������

3 = a(G) ≤ ca(G) ≤ sa(G) ≤ 5
²d���P¥�µw¯G��¦w¿w¿L��¨�ÀL��¦¸¢¸"¯�����¯Ä¥§µw��¨��¸²
ðè��¨ ®«¹³r¦®¥�¥�µw�Ál¨§��¿wµ

H
²®¯I¢��N¯�Á�¦w¨§� í ²®¨§��®¦¸�����r¥§µw��¿��V����¯�Àw�I���B�q��¦w�X�r¥��¹ð¹�q¢¸ ®«

õ öd÷^ø � ÷^ù��
ca(H) > 3 �Ó1µ¸��¶>��¯I¢È¨§����¦w�Ä¥:��©�¥§µw¯��:¿¸�q¿L��¨�¯G�1¥�µ¸��©Â�����I�BÅ�¯�¢wÁ�¥�µw����¨§��¶ ìõ öd÷^ø � ÷^ù�� ü ×BÕ Ôqâ¸Ü3æLà�ÔBâLÔqÕ ��Õ�Ô§æ¸ÿ

G þ"! ã�ÿwÔ$#�ã ca(G) ≤ 4 �Þß¢-´^���¡¥�¯���¢-»®²~År� ¿w¨§�B�^¯�®�\®�¡Ý�¢w¯Ä¥§¯I�l¢¸�3�q©�¥§µw�\¶>��¯I¢E¥���¨�¶¹���q¢¸E¿w¨§�B��� Ó1µw����¨§��¶¹� í �q¢�p»®«�Þß¢´®����¥§¯I�l¢%�pÅr�P©Â�®��¦¸�\��¢*¿w����¢¸�q¨>Ál¨§��¿wµ¸�\�q¢¸ ¿w¨§�B���PÓ1µ¸����¨§��¶&�¸« ´^�X��¥§¯I�l¢ ð-¯��>®�X®¯G���B¥§�� ¥��¥§µw�>®���§�¡¨§¯I¿w¥�¯���¢��q¢�è¥�µw�>�q¢��q��±^��¯G���q©7�Ã�I¯�¢w����¨°Æh¥�¯�¶>� �q��Á��l¨�¯I¥�µ¸¶�Å�µw¯G��µ&©Â�l¦w¢¸w��²L©Â��¨��q¢^±P¿¸����¢¸�q¨Ál¨§��¿wµ
G
��¢>¥�µ¸�:¯I¢¸¿w¦®¥�²l©Â��¦¸¨�©Â��¨§���°¥§����©
���B¥§��¨§¿w¯��I�G�q¨����¡�B�l��¨§¯I¢wÁ�¥�µ¸����wÁ�������©

G
«$Þß¢Ã´^�X��¥§¯I�l¢ ®²�År�¿¸¨��B�^¯G®���q¿w¿w��¯G���B¥§¯I�l¢¸�r�q©d¥�µw¯G��¨§����¦w�Ä¥�¯�¢è¶\�l¢w�q¥§��¢w��¿¸�q¥�µ¸����¢¸Ã©Â��¨1¥�µ¸��¥�¨�����
¹¢^¦w¶ ÀL��¨��q©d¿¸����¢¸�q¨Ál¨§��¿wµ¸��«

' (*),+èËPÒ�ÌNÒ¡Î�Ë.-
Þß¢��Ã���B¥§��¨§¿w¯��I�G�q¨X²^¥�µw���°��¥��q©0/¡ã�ã¡Ú,#Bã¡Õ�ÚhØSÙ�ã�å1¯G���¹�°¥§�qÀ¸�I� ���¡¥��q©$����¨�¥�¯G�¡�X���q©�®��Á�¨§������¢¸��²���¦¸��µè¥§µ¸�B¥À^±È®�����¡¥§¯I¢wÁ@���I�~��©d¥§µw��¶ År�3�lÀ®¥§��¯I¢&�>¿¸�q¥�µèÅ�¯I¥�µ&�B¥:�����l�¤¥���¢¸������¨�¥���ë~«�Ó1µw���q¥§µw��¨��l��¨�¥�¯G�¡������¨��¥§µw�@åhæ<ØÛâLã1#Bã¡Õ�ÚhØSÙ�ã�å�« ���q¥���¥�µ¸�q¥3�@��¿w¯�¢w������¨°¥§�¡ëè���q¢��������@µ¸���l��®��Ál¨�������¢w���q¢¸È¥§µ¸�B¥�¥�µw��¨�� ��¨��w¯32<��¨§��¢V¥��°¦wÀ��°��¥§�3�q©7�l��¨�¥�¯G�¡�X��Å�µw¯G��µE����¦w�G�ÀL� ¥§µw�¹�°��¥3��©�¥�µ¸� ©Â���¡¥�����¨�¥�¯G�¡�X��«4�¸��¨3¯I¢¸�°¥§��¢¸�¡�

K2���q¢Pµ¸������¢w��¢w����¨r��¢w��©Â�^�q¥1����¨°¥§�¡ë ä �����5�d¯�Á�¦¸¨���» ç «�´®¯I¢¸����¥§µw��¨§���q¨§��¢w����®Ál���k�I¯�¢ 
^¯I¢¸Á ¥¤År��©Â���¡¥�l��¨�¥�¯G�¡�X��²d¥�µw�Ã��®Ál������©��&���B¥§��¨§¿w¯I���G�q¨��q¨§�¹��¯I¥�µ¸��¨ /¡ã�ã�Ú�ã768�lã¡å�¯Ä©1¥�µ¸��±"�I¯�¢ 
-�è©Â�^�q¥ �l��¨�¥��¡ë-�q¢¸-���¿w¯�¢w�:�l��¨�¥��¡ë~²l��¨�åhæLØÛâ<ã�ã768�lã¡å�¯Ä©<¥§µw��±\�I¯�¢ 
�¥¤Åk����¿w¯�¢w�:�l��¨�¥�¯G�¡����«"9k��¢¸��¯�w��¨$¥�µ¸��Á�¨��q¿¸µ
G = (V, E)��¢¸"�I��¥

(Ei)1≤i≤k

ÀL�@�È¿¸�q¨�¥�¯I¥�¯���¢"�q©
E
��¦¸��µp¥�µ¸�q¥�©Â��¨����I�

i
¥§µw�@��¦wÀwÁ�¨��q¿¸µ

G[Ei]
¯����P©Â�l¨��X�¤¥

��©:���B¥§��¨§¿w¯��I�G�q¨���«@Ó1µ¸�@¿¸�q¨�¥�¯G�q����±���¨§¯I��¢V¥���"Ál¨§��¿wµ −→
G = (V,

−→
E )
¯G��¥§µw�¹Á�¨��q¿¸µ

G
Å�µw��¨��¹����¶>��X®Á��X�Nµ¸�����rÀ�����¢\��¨§¯I��¢V¥���
«dÓ1µw¯G�$¿¸�q¨�¥�¯G�q�^�l¨�¯���¢V¥§�q¥�¯���¢ ���I���BÅ:�d¦¸�N¥���®¯G�¤¥§¯I¢¸Á�¦w¯G�°µ�¥�µ¸�k©Â���¡¥�����¨°¥§¯������

ä ¨��X�°¿�«:©Â����¥��X®Á��X� ç ©Â¨§��¶ ¥§µw����¿w¯�¢w� �l��¨�¥�¯G�¡��� ä ¨§����¿
«���¿w¯�¢w� �X®Á��X� ç ¯�¢ G[Ei]
«3Ó1µw� �X®Á��X�:�q© −→

G��¨���®��¢w�q¥§��
{u, v}

²®¯I©N¥�µw��±È��¨���¦w¢w�l¨�¯���¢V¥§��~²¸��¢¸
(u, v)

²w¯I©$¥�µw��±P�q¨§����¨§¯���¢V¥��X@©Â¨§��¶
u
¥��

v
«kÞg©

{u, v} ∈ Ei

¯��r� ��¿w¯�¢w���X®Á��:¯�¢
G[Ei]

¥§µw��¢@¥�µw����®Ál��¨§��¶¹�q¯�¢¸��¦¸¢w��¨§¯I��¢V¥���>¯�¢ −→
G
²®��¢¸>Åk��µ¸�����

{u, v} ∈
−→
E
« Þg©

{u, v} ∈ Ei

¯����Ã©Â�V��¥���®Ál� ¯�¢
G[Ei]

Å�µw��¨§�
v
¯G��¥�µw�\©Â�^�q¥�����¨°¥§�¡ë~²<¥�µ¸��¢�¥§µw�

�X®Á��
{u, v}

¯��7��¨§¯I��¢l¥§��\©Â¨§��¶
u
¥§�

v
¯�¢ −→

G
²V��¢¸¹År�:µ¸�����

(u, v) ∈
−→
E
«�¬���¶¹�q¨ 
 ¥§µ¸�B¥1������¨°¥§�¡ë���q¢¹ÀL���3©Â�^�q¥7�l��¨�¥���ë ä �l¨7��¿w¯I¢¸������¨�¥���ë ç ¯I¢¹�l¢w�:�q©L¥�µ¸�:©Â��¨§���°¥§�$��©
���B¥§��¨§¿w¯��I�G�q¨�� ä ã � � � G[E1] ç ²^�q¢¸µ������ ��¢V±è�°¥§�B¥§¦¸��²¸©Â�^�q¥3��¨3�°¿w¯�¢w������¨�¥���ëÈ¯�¢&¥§µw� ��¥�µw��¨:©Â��¨§���°¥§���q©7���B¥���¨�¿¸¯I������¨§� ä ã � � � G[Ei]

Å�¯I¥�µ
i > 1 ç «

:



feet vertices

spine vertices
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����� ���������� � 	 	�� � 	��4���%����� �
	����������$���
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Þg©
(Ei)1≤i≤k

¯G�7�
k
Æg¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢\��©<¥�µw����®Ál�:�°��¥7�q©

G
²®�°¦¸��µ\¥§µ¸�B¥k©Â��¨��X����µ

i
²
1 ≤ i ≤ k

²
G[Ei]¯G���P©Â��¨§���°¥��q©1���B¥§��¨§¿w¯��I�G�q¨����q¢¸ −→

G
¯��3¥§µw�¹¨��X�°¦¸�Ä¥§¯I¢wÁè¿¸��¨°¥§¯����$��¨§¯I��¢l¥��B¥§¯I�l¢E�q©

G
²
¥§µw��¢"¥�µ¸�>¥¤Åk�©Â�l�I���BÅ�¯�¢wÁ>¨�¦w�����1µ¸���G~«

•
Ó1µ¸� /¡ã�ã¡Ú�æ<Õ�ã�å�ã�Õ #�ØÛâ � Õ �®àIã ä Rfp ç ��¢¸��¦w¨§���>¥§µ¸�B¥P¥�µw�E©Â����¥P����¨°¥§¯������Ã�q©�¥�µw�p¯ th ©Â��¨§���°¥Ã��©���B¥§��¨§¿w¯I���G�q¨�� µ¸���l�Èw��Á�¨§���È��¢¸�P¯�¢

G[Ei]
«*Ó1µw¯G�>¯G� ¥§µ¸�B¥@¯I©

(u, v) ∈
−−→
Ei

²k¥�µw��¢ ©Â�l¨@�q¢^±¢¸��¯�Á�µ^À��l¨
w
�q©

v
¯�¢

G
År��µ¸��������¯Ä¥§µw��¨

w = u
��¨

{v, w} /∈ Ei

«
•
Ó1µ¸�@åhæLØÛâ<ã�æLÕ�ã¡å�ã¡Õ #XØÛâ��ÈÕ �®àIã ä Rsp ç ��¢¸��¦w¨§���1¥§µ¸�B¥��B©Û¥§��¨�¨§��¶>�B�^¯�¢wÁ@�q���
¥§µw��©Â����¥��l��¨�¥�¯G�¡����¯I¢
G[Ei]

År�¹��À®¥��q¯�¢"�P©Â��¨§���°¥��q©r¿¸�B¥§µ¸��«@Ó����l��µw¯I������¥�µ¸�q¥�²�¥�µw�@��¿w¯�¢w�¹��®Ál������©
Ei

µ������\¥��©Â�l¨�¶��\©Â��¨§���°¥1��©d¿¸�q¥�µ¸��²®¥§µw¯��1¯G�:��¢È�l�¡±®�¡��¯��3Ál¨§��¿wµÃÅ�¯I¥�µè¶¹�Bë®¯�¶ ¦w¶ ®��Ál¨�����¥¤År�¸«
Ó1µ¸��¨§���l��¨��°��¯G��¥�¨§¦w���l��År�����j²<¯I©k�

k
Æh¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢

(Ei)1≤i≤k

�q©
E
�q¢¸p�@¿¸��¨°¥§¯����d�l¨�¯���¢V¥��B¥�¯���¢ −→

G��©
G
¨��X�°¿L���¡¥:¥�µw�X�°� ¥¤Åk�¹¨§¦w������²¸¥§µw¯G�:¯�¶\¿¸�I¯�����¥�µ¸�q¥:©Â��¨����l��¨§±

i
²
0 < i ≤ k

²
G[Ei]

¯����>©Â��¨§���°¥���©
���B¥§��¨§¿w¯I���G�q¨���«�¬:��¶¹�q¨ 
�¥�µ¸�q¥�¥�µw�X�°�1¨§¦w�����N¯I¶>¿w��±�¥§µ¸�B¥�¯�¢��X����µ −−−−→

G[Ei]
������¨°¥§�¡ë

v
¯G�$¯I¢¸��¯�w��¢V¥$¥����B¥¶>�V�¤¥�¥¤År����®Ál���$Å�µw¯G��µ¹�q¨§�1¢w�q¥7�l¨�¯���¢V¥§�� ©Â¨��l¶

v
¥§��¥�µw�:��¥�µw��¨���¢¸>��©�¥§µw����wÁ���«�´^������¢¸��¯�w��¨§¯I¢wÁ

¥§µw�
k
�°¦wÀ¸Á�¨��q¿wµ¸� −−−−→

G[Ei]
²<¯I¢ −→

G
�Ã����¨°¥§�¡ë

v
¯���¯�¢¸�¡¯G®��¢V¥�¥��Ã�q¥�¶>�l�°¥

2k
�X®Á��X�:Å�µw¯G��µ��q¨§��¢w��¥�l¨�¯���¢V¥§��Ã©Â¨��l¶

v
¥��>¥§µw���q¥§µw��¨���¢¸È�q©N¥�µw���X®Á��l«

�������! "�# %$�&('
�!��'*) +#, Ó1µw�è�������
k = 1

¯G���lÀ^�V¯���¦���²����p���¡¥¹¦¸�>����¢¸��¯�w��¨�¥�µ¸�q¥
k > 1

«
-���¨°¥§¯����

k
Æh¥�¨§�����$µ�����������±^���I¯G����µw¨§��¶¹�B¥§¯��r¢^¦w¶�À���¨7�B¥�¶>�l�°¥

k+1
«�´^¯�¢¸�¡�1¥§µw���°¥§�q¨���¨�ÀL��¨§¯G�¡¯I¥¤±��q©~�Ál¨§��¿wµÃ¯G�1ÀL��¦w¢¸w��ÈÀ^±@¯Ä¥�������±^���I¯G����µw¨§��¶¹�B¥§¯���¢^¦w¶ ÀL��¨�º��¾
År�3�lÀ®¥§��¯I¢P¥�µ��B¥:¿¸��¨°¥§¯����

k
Æh¥�¨§���X�rµ¸������°¥§��¨��q¨§À��l¨�¯G�¡¯I¥¤±¹�B¥1¶\�V�¤¥

k + 1
«�´^¯�¢¸�¡�

ca(G) ≤ sa(G)
År��µ¸���l��¥§����ë®µw¯IÀ¸¯Ä¥:��¿¸�q¨�¥�¯G�q�

k
Æh¥�¨§���

TkÅ�¯I¥�µ
ca(Tk) > k

«�"�-�¡��¢��¤¥§¨�¦¸�¡¥
Tk

²��°¥§��¨°¥§¯I¢¸Á Å�¯I¥�µ��
k
Æß�¡��¯�òV¦w�pÅ�¯Ä¥§µ ����¨°¥§¯������

x1, ..., xk

�q¢� ��¸®¯I¢¸Á ¢w��Å�l��¨�¥�¯G�¡�X��«r�p��®��¢w��¥���À^±
(a1, ..., al) −→ b

¥�µw� �lw®¯�¢wÁ¹�q©��¹¢¸��Å�����¨�¥���ë
b
��¯I¢ 
l��P¥��

l
����¨�¥�¯G�¡�X�

a1, ..., al

��©7�
k
Æg���I¯GòV¦w� ä l ≤ k ç «��d¯�¨��¤¥�Åk�\��w�¥�µw�\����¨°¥§�¡ë y1

À^±
(x1, ..., xk) −→ y1

�q¢¸è¥§µw��l��¨�¥�¯G�¡�X�
yi

À^±
(x1, ..., xk−1, yi−1) −→ yi

©Â�l¨
1 < i ≤ 4k(k−1)+2

«�Ó1µw��¢�År�r�lw ¥�µw�1����¨°¥§¯������
zi

ÀV±
(yi−1, yi) −→ zi

©Â��¨
1 < i ≤ 4k(k − 1) + 2

«�Ó1µw¯G��Ál¨§��¿wµè¯����¹¿¸�q¨�¥�¯G�q�
k
Æj¥§¨�����²���¯�¢¸�¡��År�����¢¸�°¥�¨§¦¸�¡¥1¯I¥:À^±P�lw®¯�¢wÁ>����¨�¥�¯G�¡�X�r�I¯�¢ 
��X@¥§�@�>�°��¥:�q©d�l��¨�¥�¯G�¡�X�1¯I¢¸���I¦�®��È¯�¢È����¶>�
k
Æg���I¯GòV¦w��«Þg©

ca(Tk) ≤ k
²

Tk

År��¦w�G µ¸���l�E�
k
Æg¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢ �q©�¯I¥§�P��®Ál���Ã��¢¸a� ¿¸�q¨�¥�¯G�q����¨�¯���¢V¥��B¥�¯���¢©Â�l�I���BÅ�¯�¢wÁ¹¥�µ¸� ¨§¦w�I�X�

Rfp

�q¢¸
Rsp

«�Þg©�¥�µw����®Ál������©
Tk

��¨�� ¿¸�q¨�¥�¯I¥�¯���¢w¢¸��è¯�¢l¥§�
k
��¦wÀ¸���¡¥���²<�q¢^±�l��¨�¥���ë

v
Åk�l¦w�G µ¸���l�&�B¥¹¶>�l�°¥

2k
¯�¢¸�¡¯G®��¢l¥@�X®Á��X�>¢w�q¥¹�l¨�¯���¢V¥��X ©Â¨§��¶

v
¥��"¥�µw�&��¥�µw��¨¹��¢¸
«

.��¡¥@¦¸�¹����¢¸��¯G®��¨\¥�µ¸�È�X®Á��X�>�I¯�¢ 
^¯�¢wÁ��p�l��¨�¥���ë
xj

©Â�l¨
1 ≤ j ≤ k − 1

Å�¯I¥�µ �"����¨°¥§�¡ë
yi

©Â��¨
0 ≤ i ≤ 4k(k − 1) + 2

«�é:¢^±
xj

µ¸�l���q¥�¶>�l�°¥
2k
��¦¸��µ&�X®Á��X��¥�µ��B¥3��¨�� ¢w�q¥3��¨§¯I��¢l¥§��È©Â¨§��¶

xj¥§�@¥§µw� ��¥�µw��¨���¢�~«�´^¯�¢¸�¡� Åk� ����¢¸��¯G®��¨
k − 1

����¨�¥�¯G�¡�X�
xj

²¸¥§µw��¨§� ��¨�� �q¥�¶>�l�°¥
2k(k − 1)

�X®Á��X���¯�¢ 
^¯I¢wÁè¥§µw�����
xj / ��¥§�P¥§µw� yi / ��²
¥§µ¸�B¥ ��¨��>¢w��¥���¨§¯I��¢V¥���E©Â¨§��¶ xj

¥§�
yi

«ÃÓ1µ¸¯���¯�¶>¿w��¯I�X��¥�µ¸�q¥ �B¥¶>�V�¤¥
2k(k − 1)

����¨°¥§¯������
yi

µ¸�����P�q¢�¯�¢¸�¡¯G®��¢V¥\��®Ál�
{xj , yi}

²N©Â��¨
0 ≤ j ≤ k − 1

²$Å�µw¯G��µ ¯��¢¸�q¥���¨§¯���¢V¥��X&©Â¨§��¶
xj

¥§�
yi

«Ã´^¯�¢¸���>¥�µw��¨��¹�q¨§�
4k(k − 1) + 2

����¨°¥§¯������
yi

²�¥�µw��¨��¹��¨��¹�B¥������l�¤¥
2k(k − 1) + 2

�l��¨�¥�¯G�¡�X�
yi

��¦¸��µè¥�µ��B¥3���I��¥�µw����®Ál���
{xj , yi}

²w©Â�l¨
1 ≤ j ≤ k − 1

²���¨����l¨�¯���¢V¥§��

0



©Â¨§��¶
xj

¥§�
yi

«r�"� �§��±@¥§µ¸�B¥:¥§µw�������l��¨�¥�¯G�¡�����q¨§�����q¥�¦w¨��B¥§��È����¨°¥§¯�������«1´^¯�¢¸����¥�µ¸��¨§���q¨§���B¥������l�¤¥
2k(k − 1) + 2

�§�B¥§¦w¨��B¥��XÃ�l��¨�¥�¯G�¡�X�k�B�l��¨k¥�µw�
4k(k − 1) + 2

����¨�¥�¯G�¡�X�
yi

²®¥�µw��¨���¯G���\�����I¦¸�
i
�°¦¸��µ¥§µ¸�B¥

yi

��¢¸
yi+1

��¨���¥¤Åk�è�§�B¥�¦¸¨§�q¥���E����¨°¥§¯�������« ³r±è¥�µw�\©Â����¥�¿w¨��X�°��¨��^¯�¢wÁÃ¨§¦w���
Rfp

²~¥§µw�
k − 1�X®Á��X�:��¯I¢�
V¯�¢wÁ¹¥§µw�

xj / ��¥��È�@�§�B¥�¦¸¨§�q¥���È�l��¨�¥��¡ë v
µ¸������¥§�ÃÀL� ¯�¢

k − 1
w¯��°¥�¯�¢¸��¥���¦wÀ¸���¡¥§���q©$¥�µ¸�

k
Æh¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢\��¢¸\�q���^¥�µw����¥�µw��¨���®Ál���$¯�¢¸�¡¯G®��¢V¥$¥��

v
µ¸���l�r¥���À���¯�¢\¥�µw�1¨§��¶¹�q¯�¢w¯�¢wÁ��°¦¸À¸�°��¥�« î ¯I�l��¢¥§µ¸�B¥

yi ä ¨§����¿
« yi+1 ç ¯��$�3���q¥�¦w¨��B¥§����l��¨�¥��¡ë�¥§µw�1��®Ál��� {yi, yi+1}
�q¢�

{yi, zi+1} ä ¨§����¿
« {yi, yi+1}��¢¸
{yi, zi+1} ç µ¸����� ¥��ÃÀL�\¯I¢E¥�µw�>����¶>����¦wÀ¸���¡¥��q©�¥�µ¸��¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢
«�Ó1µw¯G��¯�¶>¿w�I¯�����¥§µ¸�B¥��q����¥§µw��X®Á��X����©�¥§µw����±^���I�

(yi, yi+1, zi+1)
��¨���¯�¢>¥�µw�3����¶>�:�°¦wÀ��°��¥7�q©<¥�µ¸��¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢
²l����¢V¥�¨���®¯G��¥§¯I¢¸Á�¥§µw�©S�l��¥�¥§µ¸�B¥:�X����µè�°¦wÀ��°��¥1¯�¢¸®¦��¡����� ©Â�l¨��X�¤¥���©N���q¥���¨�¿w¯�������¨§��«

2

�������! (�! �$�& ' �#��' ) � , .
�¡¥N¥�µ¸�rÁl¨§��¿wµ
H = (V, E)

À��r¥�µ¸�kÁl¨§��¿wµ ®��¿w¯��¡¥��X ¯�¢ �N¯�Á�¦w¨§� í «�Þg©
ca(H) ≤ 3

²¸¥�µw��¢è¥�µw��¨���¯G���>¿��q¨�¥�¯G�q�
�l¨�¯���¢V¥§�q¥�¯���¢ −→
H = (V,

−→
E )
��¢¸&���BÆg¿¸�q¨�¥�¯I¥�¯���¢

(Ei)1≤i≤3©Â�l�I���BÅ�¯�¢wÁ&¥�µ¸�Ã¨§¦w�I�X�
Rfp

�q¢¸
Rsp

«"´^¯�¢¸�¡�Ã¥�µw�P��®Ál��� �q©
H
��¨��@¿��q¨�¥�¯I¥�¯���¢w�X-¯I¢V¥�� ����¦wÀ¸���¡¥§��²

¥§µw��¨§�@�q¨§�@�B¥�¶>�V�¤¥��è�X®Á��X��¯I¢ −→
H
¯�¢¸�¡¯G®��¢V¥�¥§�è¥�µw�Ã����¨�¥���ë

a ä ¨��X�°¿
«P����¨°¥§�¡ë b ç ¥§µ¸�B¥\�q¨§�\¢¸�q¥�l¨�¯���¢V¥§��È©Â¨§��¶
a ä ¨�����¿
« b ç ¥��¹¥§µw� ��¥�µw��¨���¢¸è�q©�¥§µw� �X®Á��l«�´^�¸²¸¥�µw��¨�� ��¨����B¥�¶>�l�°¥ 12

����¨�¥�¯G�¡�X�
cj

��¦¸��µè¥§µ¸�B¥��B¥������l�¤¥:�l¢w���q©$¥§µw� �X®Á��X�
{a, cj}

��¨
{b, cj}

¯G�:¢¸�q¥��l¨�¯���¢V¥��XP¥��
cj

¯�¢ −→
H
«:Ó1µw¯G�¯�¶>¿w��¯I�X��¥�µ��B¥ �B¥������l�¤¥

14
�l��¨�¥�¯G�¡�X�

cj

�B����¨
26
µ¸�����>ÀL�q¥�µ-�X®Á��X�

{a, cj}
�q¢¸

{b, cj}
��¨§¯���¢V¥��X

¥§�
cj

¯�¢ −→
H
«�Ó1µw¯G��¯�¶>¿w�I¯���� ¥�µ��B¥�¥§µw��¨§�Ã�q¨§�>¥¤År�E�¡�l¢¸�°�X�¡¦®¥§¯I�l�@�°¦���µ�����¨�¥�¯G�¡�X��« .
��¥

j
À��P�°¦¸��µ

¥§µ¸�B¥
(a, cj)

²
(a, cj+1)

²
(b, cj)

��¢¸
(b, cj+1) ∈

−→
E
« î ¯�����¢"¥§µw�¹©Â����¥ ¿w¨§������¨§�^¯I¢wÁÈ¨§¦w�I�

Rfp

²
¥§µw��X®Á��X�
{a, cj}

�q¢¸
{b, cj} ä ¨§����¿
« {a, cj+1}

��¢¸
{b, cj+1} ç ²Nµ¸�����\¥§�&À��@¯�¢ ®¯ 2L��¨���¢V¥ �°¦wÀ��°��¥§���©�¥�µ¸��¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢
²
�q¢�E�q���d¥�µw�>�q¥§µw��¨3��wÁ�����¯�¢¸�¡¯G®��¢V¥3¥��

cj ä ¨��X�°¿
« cj+1 ç ²~¯I¢��¡��¦¸®¯�¢wÁ {cj , cj+1}��¢¸
{cj , dj} ä ¨§����¿
« {cj , cj+1}

�q¢¸
{cj+1, dj} ç ²~µ¸����� ¥��èÀL�\¯�¢p¥�µw�>����¶>��¨§��¶¹�q¯�¢w¯�¢wÁè�°¦wÀ��°��¥�«´®� �q����¥�µw�E��®Ál���¹��©�¥§µw�E�¡±®���I�

(cj , cj+1, dj)
ÀL������¢wÁ-¥§��¥�µ¸������¶\����¦wÀ¸���¡¥@��©�¥�µw�&¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢
²����¢V¥�¨���w¯��¡¥�¯�¢wÁ ¥§µw��©S���¡¥�¥�µ¸�q¥:���l��µÈ��¦wÀ¸���¡¥��q©N¥�µ¸��¿¸�q¨�¥�¯I¥�¯���¢È¯I¢�®¦¸�¡�X���\©Â��¨§���°¥r��©$���B¥§��¨§¿w¯I���G�q¨���«

2

� ���	��Ë
��Í���Í���
�.-
é ÚhÕ�ØSÔBâ ���®àIÔqÚjØS×qâ î ¯G�3�P¿w�G�q¢¸��¨�Á�¨��q¿wµ&¥§µ¸�B¥�µ¸�l���l¢w��±è¥�¨§¯���¢wÁ�¦w�G�q¨�©S��������«����l��¨§±&¿w����¢¸�q¨3Á�¨��q¿¸µ¯G��¥§µw����¦wÀwÁ�¨��q¿¸µÈ��©$����¶>��¥§¨�¯G�q¢wÁl¦w�G�B¥�¯���¢�«k´^¯�¢¸�¡� �¹��¦wÀwÁl¨§��¿wµÈ�q©��\©Â��¨§���°¥��q©����q¥���¨§¿w¯��I�G�q¨��1¯G�:�q�G�°��"©Â�l¨��X�¤¥@��©����B¥§��¨§¿w¯I���G�q¨���²kÅk�����q¢ ¨��X�¤¥§¨�¯G��¥¹�l¦w¨@År��¨ 
�¥��-¥§¨�¯G�q¢wÁl¦w�G�B¥�¯���¢���«���¦w¨Ã¿w¦w¨§¿��V�°�èµw��¨��¯G��¥§�&¿w¨§�B���\¥�µ¸�q¥�¿w�G�q¢¸��¨�Á�¨��q¿wµ���µ¸�����¹���q¥���¨�¿w¯�������¨��q¨§À��l¨�¯G�¡¯I¥¤±E�B¥�¶>�V�¤¥�©Â�l¦w¨�«P�p�P®�è¥�µ¸�q¥ À^±����¢¸�°¥�¨§¦¸�¡¥�¯�¢wÁE�èðqÆg¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢"��©�¥�µw�Ã��®Ál��� ��¢¸��è¿¸��¨°¥§¯����7��¨§¯���¢V¥§�q¥�¯���¢-�q©

G
¥�µ¸�q¥ ©Â�������BÅ:�

Rfp��¢¸
Rsp

«�Ó�������¢¸�°¥�¨§¦¸�¡¥�¥�µw��¶H©Â�l¨
G
Åk�:Ý¸¨§�°¥7®��¯I¥�©Â�l¨�¥�µ¸¨����:�°¦wÀ¸Á�¨��q¿wµ¸���q©

G
��¢¸�¥�µw��¢@�¡ë^¥§��¢¸¥§µw��¶ô¥��

G
«�Ód�È���I���BÅý¥§µw¯�����ë^¥���¢��°¯���¢
²<¥§µw�>¿¸�q¨�¥�¯G�q�N��¨§¯���¢V¥§�q¥�¯���¢¸�3�q¢¸E¥�µ¸��¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢¸�3�q©7¥§µw�������¦wÀwÁl¨§��¿wµ¸�rµ¸���l��¥§�\©Â�����I�BÅ ¥¤Åk�>¶>��¨§��¨§¦w������«�Ó1µw�3©Â�����I�BÅ�¯�¢wÁ>¯G�r¥�µw��Ý¸¨��°¥:��¢w�l«

•
Ó1µ¸� âL× å�ÔBÚ �®Õ�ÔqÚgã 6 #�ã�Õ�Úßã��\Õ �®àIã ä Rnsv ç ¯�¶>¿��V�°�X��¥§µ¸�B¥7�X����µ¹�l��¨�¥��¡ë v

�q©
G
¯��r��©Â�^�q¥r����¨�¥���ë¯�¢p�q¥3¶>�V�¤¥�¥¤Åk�

G[Ei]
²
1 ≤ i ≤ 4

«�´^�Ã�X����µ��l��¨�¥���ë
v
µ¸�l���q¥�¶>�l�°¥3¥¤Åk�P¯I¢¸��¯�w��¢V¥3�X®Á��X��l¨�¯���¢V¥§��Ã¥��BÅ1�q¨�w�

v
«

.��¡¥
G = (V, E)

ÀL�@�@¥§¨�¯G�q¢¸Á�¦w�G�B¥§¯I�l¢
²~Å�¯Ä¥§µE¥§µw�¹����¨°¥§¯������
u
²
v
�q¢¸

w
�l¢E¯I¥§���l¦®¥���¨�À��l¦w¢¸w��¨�±l«

�¸��¨3�q¢&��wÁ��
{u, v}

��¢è¥§µw����¦w¥���¨�À��l¦w¢¸w��¨�±PÅk��®�¡Ý¸¢¸��¯Ä¥��1æ¸ÔBÕ�ÚhâLã�Õ #Bã¡Õ�Úßã���«�.��¡¥:¥§µw� ����òV¦w��¢��¡�
x1

²
x2

²�«�«�«I²
xt = w

À���¥�µw�¹����¶>¶>��¢E¢¸��¯�Á�µ^À��l¨§���q©
u
��¢¸

v
�l¨§®��¨��X����@¥�µ��B¥��q����¥§µw�>����¨°¥§¯������

xj

�q¨§�@¯�¢¸�°¯G®�¹¥§µw�P��±®�¡���
(u, v, xi)

©Â�l¨
j ≤ i ä �°��� �N¯IÁl¦w¨�� � ç «�Ó1µ¸�@¿¸�q¨�¥�¢¸��¨��l��¨�¥��¡ë-�q© {u, v}¯G��¥§µw�¹����¨°¥§�¡ë

xt−1

«¹Þß¢��P¥�¨§¯G�q¢wÁl¦w���q¥�¯���¢
G
Å�¯I¥�µ��B¥������l�¤¥�©Â�l¦w¨�����¨°¥§¯�������²~©Â��¨���¢V±E��®Ál�

{u, v}¥§µw�¹����¨°¥§¯������
u
��¢¸

v
µ¸�����>�B¥������l�¤¥�¥¤År�È����¶>¶>��¢p¢¸��¯�Á�µ^À��l¨§��²����È¥�µw�¹¿¸��¨°¥§¢w��¨��l��¨�¥��¡ëp¯���År�����w�¡Ý¸¢w�X~«

�



u

v

x  = wxxx

u

v

x

u

v

w1 2 3 4 3

���������
	 0 � ��� 	 � �������0	 ��� 	 ���
	��
x3

��� � � �
	 � ������� ����� 0�� ���*�	� 	
(u, v, x3) �

•
Ó1µ¸�Èã���Úßã�Õ�âLÔBà�Ù�×Bâ�� � �®Õ�ÔBÚhØS×Bâ"Õ �®àIã�²

Rec(u, v, w, a, b, c)
²�¯G��w�¡Ý¸¢w�Xè©Â��¨

u
²
v
�q¢¸

w
À���¯I¢¸Á¥§µw�3����¨�¥�¯G�¡�X���l¢>¥�µw�3��¦®¥§��¨kÀ��l¦w¢¸w��¨�±l²V��¢¸

{a, b, c}
ÀL��¯�¢wÁ�� �°��¥k�q©���¯
	��:¥§µw¨§����¯�¢¸���I¦¸w��@¯�¢

{1, 2, 3, 4}
« .
��¥

z
ÀL� ¥§µw�>¿¸�q¨�¥�¢w��¨��l��¨�¥���ëè��©�¥�µ¸���X®Á��

{u, v}
«�Ó1µ¸¯��3¨§¦w�I�\¯�¶\¿L�l������¥§µ¸�B¥���I��¥�µw�@�X®Á��X��¯�¢¸�¡¯G®��¢V¥�¥§�

u
�q¨§�>¯I¢-¥§µw�Ã�§�q¶>�@��¦wÀ¸���¡¥��q©1¥§µw�¹¿¸�q¨�¥�¯I¥�¯���¢�²

Ea

«èÓ1µw�¹�X®Á��
{u, z}

µ¸�l��¥§�@À��>�@��¿w¯�¢w� �X®Á�� ä ¦w¢w�l¨�¯���¢V¥��X ç ��¢¸��q¢^±È�q¥§µw��¨���®Ál��¯I¢��¡¯G®��¢V¥�¥§� u
µ¸���:¥��ÀL���l¨�¯���¢V¥��XP©Â¨��l¶

u
¥§�>¥�µw� �q¥�µ¸��¨:��¢¸~«�é:���
¥§µw����wÁ����:¯I¢¸��¯�w��¢V¥:¥��

v
²¸��ë®����¿®¥

{u, v}
²¸�q¨§��l¨�¯���¢V¥§��"©Â¨§��¶

v
¥§�&¥�µ¸�Ã�q¥§µw��¨���¢¸ �q¢¸�ÀL������¢¸Á&¥��

Eb

«Eé:���7¥§µw�Ã�X®Á��X��¯�¢¸�¡¯G®��¢l¥�¥��
w
²��ëw�¡��¿w¥�©Â��¨

{u, w}
��¢¸

{v, w}
²d��¨��\��¨§¯���¢V¥��X�©Â¨§��¶

w
¥§�è¥�µw�¹��¥�µw��¨���¢¸"�q¢¸"ÀL������¢wÁÈ¥§�

Ec

«
Þß¢>��¥�¨§¯���¢wÁ�¦¸���q¥�¯���¢
²q��å�ãgæ¸ÔBÕ§ÔBÚhØÛâ��

3 ó Ù�Ü�Ù¡àIãN¯G�����¡±®�¡���1�q©L�I��¢wÁq¥§µ ¥§µw¨����1Å�µw¯���µ>®�^���$¢¸�q¥�®����¯�¶\¯I¥� ©S������²^¥§µw¯��1¯G�rÅ�¯Ä¥§µÈ�q¥r�����l�¤¥1��¢¸���l��¨�¥��¡ë@¯�¢Ã¯I¥§�1¯�¢V¥���¨�¯���¨1�q¢¸È�B¥1�������°¥1��¢w�3�q¥§µw��¨1¯�¢P¯I¥§�r�¡ë^¥§��¨§¯I�l¨�«éa¥�¨§¯���¢wÁ�¦¸���q¥�¯���¢>���q¢¹ÀL����¿w��¯Ä¥§��@��¨��l¦w¢¸>���°��¿¸�q¨��B¥§¯I¢¸Á
3
Æß�¡±®�¡���1¯I¢V¥���¥¤Åk����¶¹�q���I��¨�¥�¨§¯���¢wÁ�¦¸���q¥�¯���¢¸��l�$¯I¢��N¯�Á�¦w¨§���Å�¯Ä¥§µ�¥§µw�:�¡±®���I�

(u, v, x3)
«d�"�:�q¨§�1Á��l¯I¢wÁ3¥§�3¿¸¨��B�l�7¥§µw�1©Â�����I�BÅ�¯�¢wÁ3¥�µ¸����¨§��¶êÅ�µw¯���µ¯�¶>¿w��¯I�X�:Ó1µw���l¨���¶ �w«

õ öd÷^ø � ÷^ù��� Ø�#Bã¡â ÔBâ ã �¹Ö�ã76 6�ã 6pÚjÕ�ØSÔqâ�� �®àIÔBÚhØS×Bâ
G !
ØÛÚÂÿ #Bã¡Õ�ÚhØSÙ�ã�å

u þ v ÔBâ 6 w
×qâ ØÛÚjåÃ× �®Úßã¡ÕÖ�×��®â 6�ÔqÕ�Ü-Ôqâ 6�Ôqâ¸Ü

3 ó å�ã¡Ú {a, b, c} ⊂ {1, 2, 3, 4} þ ÚÂÿwã�Õ�ãÈØGåèÔ�� ó æwÔqÕ�ÚjØÛÚhØS×Bâ × /ÃØÛÚjåÈã 6��Vã¡åèÔBâ 6�Ôæ¸ÔBÕ�ÚhØSÔBà$×BÕ�ØSã�â¸ÚßÔBÚhØS×Bâ −→
G þ /¡×BàÛà�× ! ØÛâ��ÈÚÂÿwã /¡× �®Õ�Õ �®à�ã�å Rfp þ Rsp þ Rnsv

ÔBâ 6
Rec(u, v, w, a, b, c) �

�������! �, � ¯I¥�µw�l¦®¥����l�§����©NÁl��¢w��¨§���I¯I¥¤±ÃÅr���¡�l¢¸�°¯G®��¨�¥�µ¸�q¥
a = 1

²
b = 2

�q¢�
c = 3

«�Ó1µw��¿w¨§�V��©��©kÓ1µw����¨§��¶ ðÈÅk�l¨ 
®�:À^±&¯�¢¸®¦¸�¡¥�¯���¢p��¢�¥§µw�>¢^¦w¶ ÀL��¨��q©k����¨�¥�¯G�¡�X��«�Þg¥��¡������¨���±èµw���Gw��©Â��¨
K3

²
�°����¡¥
G
µ¸���l�3�q¥:�I�X���°¥r©Â�l¦w¨�����¨°¥§¯�������²w�q¢¸È®��¢w�q¥§��ÀV±

z
¥§µw��¿¸��¨°¥§¢w��¨1����¨°¥§�¡ëÃ��©�¥§µw����®Ál�

{u, v}
«�"�¹®¯G�¤¥§¯I¢wÁl¦w¯G�°µ"�q¢w��¥�µw��¨��l��¨�¥��¡ë���©�¥�µ¸�\Ál¨§��¿wµ
« 9k�l¢¸�°¯G®��¨�¥§µw�¹�°�Xòl¦¸��¢¸������©�¥�µw�>¢w��¯IÁlµ^À��l¨§���©

u
��¨�®��¨��XÃ���r¯�¢Ã¥§µw��¿w�G�q¢¸��¨r��¶ ÀL��ww¯I¢wÁ�²®Á��l¯I¢wÁ�©Â¨§��¶

w
¥��

v
«�����¢w��¥���À^±

y
¥�µ¸��Ý�¨§�°¥�����¨�¥���ë��©�¥�µ¸¯�������òV¦w��¢¸�¡��À���¯I¢wÁè�q�G���È�Ã¢w��¯�Á�µ^ÀL��¨3�q©

z
«��p� 
^¢w�BÅ�¥§µ¸�B¥

y 6= v
�°¯�¢¸�¡�

u
�q¢¸

z
µ��������q¥�����l�¤¥�¥¤År�¹�¡�l¶\¶>�l¢È¢¸��¯�Á�µ^À��l¨§��« ��¢È¥�µw����¥�µw��¨:µ¸��¢¸È¢w�q¥§��¥�µ¸�q¥�¥�µw���l��¨�¥���ë

y
¶¹��±@ÀL����òV¦¸���~¥��

w
«�Þg©�¥�µ¸�\��±^���I�

(u, v, z) ä ¨§����¿
« (u, z, y) ç ¯��3�È�°��¿¸�q¨��B¥§¯I¢wÁ 3
Æß�¡±®�¡����²<®��¢¸�q¥��\À^±

Gl ä ¨§����¿
« Gr ç¥§µw��¥�¨§¯G�q¢wÁl¦w���q¥�¯���¢È¯I¢è¯I¥§��¯�¢V¥���¨�¯���¨X«�Ó1µw��¥�¨§¯���¢wÁ�¦¸���q¥�¯���¢ÈÅ�µw¯���µÈ¯G��¯I¢È¥§µw���¡ë^¥���¨�¯���¨1��©NÀL�q¥§µè��±®�¡�����¯G�
Ge ä ����� �N¯�Á�¦w¨§��ð ç «:Þß¢ Ge

¥�µw������¨�¥�¯G�¡�X�
u
�q¢¸

v ä ¨§����¿
« u
�q¢¸

z ç µ¸���l����¢w��±P¥¤Åk�Ã����¶>¶>��¢¢¸��¯�Á�µ^À��l¨§��²
z
�q¢�

w ä ¨��X�°¿
« v
�q¢¸

y ç «�´^�P¯I¢ Ge

¥�µ¸��¿¸��¨°¥§¢w��¨�����¨°¥§�¡ëè�q©
{u, v}

¯G���°¥�¯����
z
«��"�����¢¸�°¥�¨§¦¸�¡¥

Gm

©Â¨��l¶
Ge

À^± ®�����¡¥§¯I¢¸Á�¥�µw¨§�����X®Á��X��²
{v, z}

²
{u, z}

�q¢¸
{y, z}

²q��¢¸�¥�µw��¢\¶>��¨�Ál¯I¢wÁ
u
�q¢�

v
¯�¢V¥�� ¥�µw������¶>�:����¨°¥§�¡ë

u′
«$Þß¢ �N¯IÁl¦w¨§� �År�����q¢Ã������¥§µ¸�B¥���¯I¢¸���

u
�q¢¸

z
µ¸�l�£¤¦¸�°¥

v
�q¢¸

y
��������¶>¶>��¢-¢w��¯�Á�µ^ÀL��¨��3¥�µw�¹Ál¨§��¿wµ

Gm

¯�� �èÅk���I��®��Ý¸¢w�X"¥�¨§¯���¢wÁ�¦w�G�B¥§¯I�l¢
²
Å�¯I¥�µw�l¦®¥�¶ ¦¸�Ä¥§¯I¿w����X®Á��X��«$Ó1µw¯G�7Ál¨§��¿wµ>µ¸����¥�µw������¨°¥§¯������
u′
²
v
�q¢¸

w
�l¢@¯Ä¥����l¦®¥���¨7ÀL��¦w¢¸¸�q¨§±\��¢¸>µ¸���7�I�X���7����¨°¥§¯������¥§µ¸�q¢

Ge

«Ó1µ¸��Ál¨§��¿wµ¸�
Gl

²
Gr

��¢¸
Gm

µ¸���^¯�¢wÁÃ�����§���l��¨�¥�¯G�¡�X�:¥§µ¸�q¢
G
²~Åk�\���q¢"�q¿w¿¸�I±È¥�µ¸��¯�¢¸®¦¸�¡¥�¯���¢µ^±^¿L�q¥�µ¸����¯���«dÞß¢\¥§µw�:¢w��ëV¥�¿��q¨��qÁ�¨��q¿¸µ År���¡ë^¥���¢¸

Gm / ��¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢>��¢¸\¿¸�q¨�¥�¯G�q�®�l¨�¯���¢V¥��B¥�¯���¢�¥�� Ge��¢¸è¯�¢è¥�µw���G���°¥�¿¸��¨§��Á�¨��q¿wµPÅk���°µw�BÅ�µw�BÅ�¥��@¶>��¨�Ál�
Gl

²
Gr

��¢¸
Ge / �:¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢¸�:�q¢�è¿¸�q¨�¥�¯G�q��l¨�¯���¢V¥��B¥�¯���¢���«

�
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��� �
Ge �

u

v w

z
y

G e

v w

y

G

z’

u’

m

���������
	 � � ��� 	�������� � �
Ge

��� �
Gm �

� ��� )
Gm �

�
Ge �

³r±:¥�µ¸��¯I¢�®¦¸��¥§¯I�l¢�µ^±V¿L�q¥§µw����¯G��²�¥�µw��Ál¨§��¿wµ
Gm

µ¸�l�
�1¿¸��¨°¥§¯����B��¨§¯I��¢l¥��B¥§¯I�l¢
−−−→
Gm

�q¢¸"�
4
Æh¿��q¨�¥�¯I¥�¯���¢

(Ei
m)

1≤i≤4

�q©r¯Ä¥�����®Ál����²<©Â�����I�BÅ�¯�¢wÁÃ¥�µw�\©Â��¦¸¨�¨�¦w�����
Rfp

²
Rsp

²
Rnsv��¢¸

Rec(u
′, v, w, 1, 2, 3)

«è�p�Ãw��¢w��¥��@À^±
z′
¥�µ¸�@¿¸�q¨�¥�¢¸��¨ �l��¨�¥���ëp�q©1¥§µw�@��wÁ��

{u′, v}
¯I¢-¥§µw�Ál¨§��¿wµ

Gm

« �:��¥���¥�µ¸�q¥�¯I¢
Ge

²^¥�µw���l��¨�¥��¡ë
z′
¯��1��¢w��¯�Á�µ^ÀL��¨1�q©

z
��¢¸@¢¸�q¥:� ¢¸��¯�Á�µ^À��l¨k��©

u
²^���G�°�¥§µw�@�¡±®���I�

(u, v, z′)
Åk�l¦w��"�¡�l¢V¥§�q¯�¢

z
²d����¢V¥�¨���w¯��¡¥�¯�¢wÁ

z / ��®�¡Ý¸¢¸¯Ä¥§¯I�l¢
«¹�p�@����¢¸�°¥�¨§¦¸�¡¥��è¿��q¨�¥�¯G�q��l¨�¯���¢V¥��B¥�¯���¢ −−→
Ge

�q©
Ge

²¸�q¢�È�
4
Æh¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢

(Ei
e)1≤i≤4

�q©$¯Ä¥�����®Ál���k¥�µ��B¥�©Â�������BÅa¥�µ¸��©Â��¦w¨�¨§¦w�����
Rfp

²
Rsp

²
Rnsv

��¢¸
Rec(u, v, w, 1, 2, 3)

²®¿¸¨��®�¡����®¯�¢wÁ¹���r©Â�l�I���BÅ:� ì
•
é��I�r¥§µw�P�X®Á��X� ®¯ 2<��¨§��¢V¥ ©Â¨§��¶

{u, z}
²
{v, z}

��¢¸
{y, z}

��¨��@�l¨�¯���¢V¥§�� �l��¯�¢ −−−→
Gm

�q¢¸ÀL������¢¸Á�¥§�>¥�µw���§�q¶>����¦wÀ¸���¡¥��q©N¥�µw��¿��q¨�¥�¯I¥�¯���¢
«�´^�
Ei

m ⊆ Ei
e

©Â��¨:���I�
i
«

•
Ó1µ¸����®Ál�

{u, z}
¯G��¦w¢¸��¨§¯I��¢l¥§��È�q¢¸PÀL������¢wÁV�r¥��

E1
e

«
•
Ó1µ¸����®Ál�

{v, z}
¯��1�l¨�¯���¢V¥��X@©Â¨§��¶

v
¥��

z
�q¢�ÃÀL������¢wÁV�r¥��

E2
e

«
•
´®¯I¢¸����¥�µ¸������¨°¥§�¡ë

y
¯G�:®¯G�°¥�¯�¢¸��¥:©Â¨§��¶

z′
²L�q¢¸è�����¡�l¨§®¯�¢wÁ\¥��>¥§µw��¨§¦w���

Rec(u
′, v, w, 1, 2, 3)¯�¢

Gm

²<¥§µw���X®Á��
{u, y}

¯G�3��¨§¯I��¢l¥§��è©Â¨§��¶
u
¥��

y
�q¢��ÀL������¢wÁV�:¥§�

E1
m

«\´^�¸²
y
¯G�3�Ã©Â�^�q¥�l��¨�¥���ëÃ¯I¢

Gm[E1
m]
« �:�BÅ�²¸�l������¨�®¯I¢¸Á�¥��>¥§µw��¨§¦w�I�

Rnsv

²
y
¯G�:�>�°¿w¯�¢w���l��¨�¥��¡ë@¯�¢

Gm[Ei
m]©Â�l¨7�B¥k�I�X���°¥�¥¤Åk���B�q��¦w�X�

i ∈ {2, 3, 4}
«d´^��¯I¥7¯G��¥§µw�����l�°�r©Â�l¨7���B�q��¦w�

i 6= 2
²����¡¥r����±�Å�¯I¥�µ¸��¦®¥���l�§����©�Á���¢¸��¨��q��¯Ä¥¤±&¥§µ¸�B¥\¯Ä¥�¯���¥�µw�È�������>©Â��¨

i = 3
« �:��¥��¹¥§µ¸�B¥�Å�µw��¢

y = w
²$��¯�¢¸�¡�

Gm©Â�l�I���BÅ�¥�µw��¨�¦w���
Rec(u

′, v, w, 1, 2, 3)
¯I¥�¯G�:�l��¥�¦��q���I±P¥�µw����������©Â��¨

i = 3
«1Ó1µ¸����®Ál�

{y, z}¯G���l¨�¯���¢V¥��X¹©Â¨§��¶
y
¥��

z
�q¢¸ÈÀL������¢wÁV�r¥��

E3
e

«
¬:��¶¹�q¨ 
>¥�µ¸�q¥:�q���<¥�µw���l��¨�¥�¯G�¡���r��©

Ge

²®��ë®����¿®¥1©Â�l¨
u
²
v
²
z
�q¢¸

y
²®µ¸������¥�µw��¯I¨�¯�¢¸��¯�®��¢V¥:��®Ál����l¨�¯���¢V¥§��>�q¢¸>¿��q¨�¥�¯I¥�¯���¢w�X�¯�¢>¥�µ¸������¶>��År��± �l��¯�¢

Gm

«�´^��²l�q���w¥§µw����������¨°¥§¯�������¨§����¿L����¥�¥§µw�:¨§¦w�����
Rfp

²
Rnsv

�q¢¸
Rec(u, v, w, 1, 2, 3)

«rÞß¢��N¯IÁl¦w¨����>År��¢w��¥���¥§µ¸�B¥
u
�q¢¸

v
µ¸������¥§µw��¯�¨�¯�¢¸��¯�®��¢V¥�X®Á��X�7�l���¡ë®¿L����¥§��>À^±

Rec(u, v, w, 1, 2, 3)
��¢¸\¥�µw��±\����¢¸����òV¦w��¢V¥���±��q�G����©Â�����I�BÅ

Rfp

�q¢�
Rnsv

«Ó1µ¸���l��¨�¥��¡ë
z
¯���¢w�q¥3¯I¢E¥�µw�\��¦w¥���¨3ÀL��¦w¢¸¸�q¨§±È��¢¸&µ¸�l���l¢w� ¯�¢¸�¡�l¶>¯I¢wÁP��®Ál� ¯�¢

E2
e

�q¢¸E��¢w��¯I¢
E3

e

²V¥¤År����¿w¯I¢¸���X®Á��X�7¯�¢
E1

e

�q¢�¹¥�µ¸��¨§���°¥r��©
¯Ä¥��1¯I¢��¡¯G®��¢V¥1��®Ál���r�q¨§��¯�¢
E1

e

�q¢¸Ã��¨§¯I��¢V¥���¹¥���¥§µw���¥�µw��¨7��¢¸~«�´^��¯I¥�©Â�����I�BÅ:��¥�µw�X�°��¥§µw¨§���:¨§¦w������«$´^¯�¢¸���
y
¯G�7����¿w¯�¢w�:�l��¨�¥��¡ë\¯I¢

Gm[E3
m]
�q¢�>Åk�$£¤¦¸�°¥

�
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	 � � ������� � ����� � � 		�
����� ����� ��� �
4
� � ����� ��� ��������

Ge �

�lwè¯I¥3�q¢&¯�¢¸��¯�®��¢V¥���wÁ�����¨§¯���¢V¥��XÈ©Â¨��l¶
y
¥��¹¥§µw����¥�µw��¨���¢�&�q¢¸èÀL������¢wÁl¯I¢¸Á¹¥��

E3
e

²L¯Ä¥�©Â�����I�BÅ:�
Rfp

�q¢¸
Rnsv

«�Þß¢È¥�µ¸����������¥�µ¸�q¥
y = w

¯I¥��q�G�°��©Â�������BÅ:�
Rec(u, v, w, 1, 2, 3)

«�"�\¢w�BÅê®�X�q�$Å�¯Ä¥§µ
Rsp

«�Ó1µw���l��¨�¥�¯G�¡�X��µ����V¯�¢wÁÃ¥�µw��¯I¨�¯�¢¸�¡¯G®��¢V¥���wÁ�������¨§¯���¢V¥��X��q¢¸p¿¸��¨°¥§¯ÄÆ¥§¯I�l¢w��è¯�¢&¥§µw� �§�q¶>��År��±È����¯�¢
Gm

µ¸�������q¥:¶\�V�¤¥�¥¤Åk�¹¯�¢¸�¡¯G®��¢l¥��°¿¸¯I¢w� ��®Ál����¯�¢è¥�µw������¶\�
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²�¥§µw�¿��q¨�¥�¢w��¨�����¨�¥���ëE�q©

{u′, v}
¯�¢

Gm

«Ã´^¯�¢¸���>¥�µw�¹�l��¨�¥��¡ë
u
Å�¯I����¨§��¿w¨§������¢V¥3¥�µw�¹�l��¨�¥��¡ë

u′
��©

Gm

²©Â�l¨��q���
z / �r¢w��¯�Á�µ^ÀL��¨��k�°¥�¨§¯��¡¥���±¹À���¥¤Åk����¢ y

�q¢¸
v
Åk�����¡¥���¢w�3�q©d¥�µw��¿L��¯�¢V¥���¨�� ä �l¢w��Å�µw¯���µP¯��1¢¸�q¥¿L��¯�¢V¥�¯�¢wÁ

v ç ¥§� u
«NÓ1µw��¢>¯�¢

u / �N��¯��°¥��q©L¢w��¯�Á�µ^ÀL��¨���År���¡¦®¥$¥�µ¸��¿¸�q¨�¥$�°¥�¨§¯G��¥���±�ÀL�¡¥¤År����¢ y
��¢¸

v
�q¢¸År��¨§��¿w�G�����3¯I¥�À^±@¥§µw��¿¸��¨°¥:��©

z / �1��¯G�¤¥:��©N¢w��¯IÁlµ^À��l¨§���°¥�¨§¯��¡¥���±ÃÀL�¡¥¤År����¢ y
�q¢¸

v
« �w�l¨1¥�µw� ����¨�¥���ë

y ä ¨§����¿
« v ç Åk�>�¡¦®¥�¯�¢p¯I¥§����¯G�¤¥��q©r¢w��¯�Á�µ^ÀL��¨���¥�µw�>¿¸��¨°¥�Á��l¯I¢wÁP©Â¨§��¶ z
¯I¢��¡��¦¸®��p¥§�

u
��ë®���I¦�®��

ä ¨��X�°¿�«�©Â¨§��¶ u
�¡ëw���I¦¸w�� ¥��

z
¯�¢¸���I¦¸w�� ç « ���BÅ�²BÅ�¯Ä¥§µ z′

À���¯I¢¸Á�¥§µw�1¢w��Å ¿¸�q¨�¥�¢w��¨$����¨�¥���ë��q©
{u, v}År�����q¢���¿w¿w��±P¨§����¦w¨§��¯�������±@¥§µw�����IÁl��¨§¯Ä¥§µw¶ ¥§�

Gm

¯I¢E��¨�®��¨�¥§�@µ¸���l� �¹¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢��q¢¸&�Ã¿¸�q¨�¥�¯G�q��l¨�¯���¢V¥��B¥�¯���¢>¥§µ¸�B¥k©Â�����I�BÅ ¥§µw��¨§¦w�����
Rfp

²
Rsp

²
Rnsv

��¢¸
Rec(u, v, w, 1, 2, 3)

«�Ó1µw��¢ÃÅk���¡ë^¥���¢¸¥§µw¯G�k¨§����¦w�I¥7¥§�
Ge

���¡¥�¥�¯�¢wÁ�¥�µ¸�q¥k¥§µw���X®Á��X�
{v, z}

��¢¸
{u, z}

¯�¢
G
�q¨§��¨§����¿��X��¥§¯I�l����±>��©Â�^�q¥k�X®Á����©

E2

�q¢¸è�>�°¿¸¯I¢w���X®Á�����©
E1

«"�w�l¨1¥�µw���X®Á��
{y, z}

²®�����¡�l¨§®¯�¢wÁ�¥��\¥�µ¸���B�q��¦w���q©
i1
�q¢¸

i2
©Â��¨¥§µw� �l��¨�¥���ë

y
²¸År� ���¡¥:¥§µ¸�B¥3¯Ä¥�¯G���¹©Â�V��¥���wÁ�����©

E3

��¨
E4

²L�I��¥��§��±
E3

«:Ó1µw��¢&År� ���q¢&�°��¥�¥§µ¸�B¥¥§µw������¨°¥§�¡ë
z
¯G���>�°¿¸¯I¢w���X®Á���¯�¢

E1

�q¢¸
E4

« �:�BÅ�Åk��Å1�q¢V¥1¥��¹�q¿w¿¸�I±¹¥§µw���q��Á��l¨�¯I¥�µ¸¶ ¥��
Gl

�°�¥§µ¸�B¥3Åk� ©Â�����I�BÅ�¥§µw� ¨§¦w���
Rec(z, u, v, 4, 1, 2)

²¸���¹¥§µw¯���¥�¯�¶>�
z
²
u
�q¢�

v
µ¸���l��¥�µw��¢w��¯�Á�µ^ÀL��¨��I¯G�¤¥����¨§¨��X�°¿L��¢�®¯I¢¸Á�¥��

Gl

�q¢�¹Åk�3�°��¥r�l¢w����©
¥�µ¸��¿L��¯�¢l¥§��¨��7��©
z / �k¢w��¯�Á�µ^ÀL��¨���¥§� z ä ¥�µw�3¿L��¯�¢l¥§��¨r¥�µ��B¥w�V�X�r¢w�q¥1¿��l¯I¢V¥1¥��

u
²VÀ¸¦®¥k¥§µ¸�B¥�¶¹��±>¿��l¯I¢V¥

v ç «�Ó1µw��¢PÅk������¢@¨§���¡¦¸¨§��¯I�l����±¹�q¿w¿w��±>¥�µ¸�3���IÁl��¨§¯Ä¥§µw¶��¢¸è®�\¥�µw���§�q¶>�3©Â��¨1¥§µw��Á�¨��q¿¸µ
Gr

©Â�������BÅ�¯I¢wÁ
Rec(z, u, y, 4, 1, 3)

«� ¯I¥�µ¸��¦®¥ ����¢¸��¯�w��¨§¯I¢wÁÈ¥§µw�¹¨��X�¡¦¸��¨��°¯����>�����I�G�3¥�µw¯G�����IÁl��¨§¯Ä¥§µw¶ô®�^���
O(degG(z))

�l¿���¨§�q¥�¯���¢¸��«´®¯I¢¸���:¥§µw���l��¨�¥��¡ë
z
¯G��¢w� ¶\�l¨��:��¢¹¯I¢¸¢w��¨r����¨°¥§�¡ë ä ������¨°¥§�¡ë\¢w�q¥r¯I¢>¥§µw���l¦®¥���¨7ÀL��¦w¢¸¸�q¨§± ç ¯I¢ Gm

²
Gl

�l¨
Gr

²w¥�µ¸���¡�l¶>¿w�I��ë®¯Ä¥¤±P�q©$¥�µw��Å�µw����� ���IÁl��¨§¯Ä¥§µw¶Ç¯G�:ÀL��¦w¢�®��èÀ^±
O(

∑
deg(v))

²<Å�µw��¨§��¥�µ¸���¦w¶ ¯G�r�B����¨k�q���L¥�µw�3¯�¢w¢w��¨1�l��¨�¥�¯G�¡����«$Þß¢Ã¿w�G�q¢��q¨rÁ�¨��q¿wµ¸�7¥�µ¸¯��1��¦w¶ ¯��1ÀL��¦¸¢¸®��ÃÀ^±
O(n)

Å�µw��¨§�
n¯G�1¥§µw��¢^¦w¶ ÀL��¨���©d����¨°¥§¯������1��©�¥�µ¸��Á�¨��q¿wµ
«

� � � � �¡Ò¡Ñ ��ÌdÒ¡Î Ë -
é�¢*ã 6��Vã ó ×BÕ 6lã¡Õ�ã 6���Õ�Ô§æ¸ÿÃ¯��3�@¿¸��¯I¨ (G, f)

²~Å�µw��¨§�
G = (V, E)

¯G���ÃÁ�¨��q¿wµ���¢¸
f
¯��3�@À¸¯ £¤�X��¥�¯����©Â¦¸¢¸��¥§¯I�l¢
²

f : E → {1, 2, . . . , |E|}
«�Ó1µw�È¶>��¿w¿w¯�¢wÁ

f
¯G�\���q������ ��¢�ã 6��Vã�×BÕ76�ã�Õ�ØÛâ��P�q©

G
«�é

�¹×Bâ<×BÚß×Bâ<ã æwÔqÚÛÿ × /ÃàIã¡â �qÚÂÿ��>¯�¢
(G, f)

¯G������¯�¶\¿¸�I�@¿��B¥�µ
Pk : v0, v1, . . . , vk

¯I¢
G
��¦¸��µ�¥§µ¸�B¥

f({vi, vi+1}) < f({vi+1, vi+2})
©Â��¨

i = 0, 1, . . . , k − 2
«3Ód�@ÀL��¦w¢�&¥�µ¸� ����¢wÁ�¥�µE��©�¶>��¢w��¥���¢¸�¿��B¥�µ���²wÅr��ÀL��¦w¢¸P¥§µw���I��¢wÁq¥§µè�q©$¶\�l¢w�q¥§��¢w�3¥§¨�¯G�q�G��²w¥�µw�X�°��ÀL��¯�¢wÁ¹¿¸�q¥�µ¸�1¢w��¥:¢w�������§����¨�¯���±Ã�°¯�¶>¿w����«î ¯�����¢ ��Ál¨§��¿wµ

G
®��¢¸�q¥��7ÀV±

α′(G)
¥§µw�7¶>¯�¢w¯I¶�¦w¶��q©®¥§µw�7¶¹�Bë®¯�¶ ¦w¶�����¢wÁ�¥�µ���©¸��¶>��¢w��¥���¢¸��¥�¨§¯�����B�l��¨$�q���l�X®Á��r��¨�®��¨�¯�¢wÁl���q©

G
«NÞß¢Ãº ½B¾^¥§µw���q¦®¥§µw��¨��d��µw�BÅ-¥§µ¸�B¥N©Â��¨��:¿��q¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢ ��©

E = ∪l
i=1Ei

²BÅk�
µ������

α′(G) ≤
∑l

i=1
α′(G(V, Ei))

«"�w�l¨��q¢^±�¥§¨����
T
��¢¸>�q¢^±����B¥���¨�¿¸¯I������¨

C
Åk��µ¸���l�

α′(T ) ≤ 3��¢¸
α′(C) ≤ 2

«�Ó1µw¯G��¯�¶>¿w�I¯����
¥�µ¸�q¥
α′(G) ≤ 3×a(G)

�q¢�3¥�µ¸�q¥
α′(G) ≤ 2×ca(G)

« î ¯I�l��¢�¥§µ¸�B¥¿¸����¢¸�q¨�Á�¨��q¿¸µ¸��µ���������¨�ÀL��¨§¯G�¡¯I¥¤±è�q¥�¶\�V�¤¥3¥�µ¸¨�����²~©Â�l¨���¢^±&¿w����¢¸�q¨3Á�¨��q¿¸µ
G
²
α′(G)

¯��3ÀL��¦w¢¸w��

�



A B

c

c

c

1

3

m

c2

���������
	 � � ��� 	 ��� � � �
	 �
	���� � � � 	 �

À^±
3 × 3 = 9

«:¬��®®¯I¥°¥¤± / �3�¡�l¢B£¤���¡¥�¦w¨§� ��À��l¦®¥:¥�µ¸�����q¥���¨�¿w¯�������¨��q¨§À��l¨�¯G�¡¯I¥¤±Ã��©�¿w����¢¸�q¨�Á�¨��q¿wµ���År�l�¨��q¯G����&¯�¢ º ½B¾$¥��P¯I¶>¿w¨§�B����¥§µw¯G��ÀL��¦¸¢¸&¥§�
2 × 4 = 8

«3Ó1µ¸��¨§� ¯G�3�°¥�¯����N�PÁl��¿
²L��¯�¢¸�¡��Åk� 
V¢¸�BÅý¢w�¿¸����¢¸�q¨�Ál¨§��¿wµ¸�rµ¸���^¯I¢¸Á\�\¶>��¢w��¥��l¢w��¿¸�B¥§µÈ��©d����¢wÁ�¥�µ&�B¥������l�¤¥ ��©Â��¨:���I�~�X®Á����l¨§®��¨�¯�¢wÁV��«
� ø � ø���� �®��� ú ü ×BÕ Ô3æ<àIÔBâ<ÔBÕ ��Õ�Ô�æwÿ

G þ α′(G) ≤ 8 ��"��¥�¨§¯I�Xè¥��È®����¨��X������¥�µw¯G�3À��l¦w¢¸&À^±è¿¸�q¨�¥�¯I¥�¯���¢¸¯I¢wÁ@¥�µw�\�°��¥3��©���®Ál���:��©�¿w�G�q¢¸��¨�Á�¨��q¿¸µ¸��¯�¢l¥§�P�©Â�l¨��X�¤¥7��¢¸\¥¤År��©Â�l¨��X�¤¥����q©
���B¥���¨�¿¸¯I������¨§��«�Ó1µw¯G�7����¦w�G\µ¸������®�X�¡¨§���l�°�X ¥§µw�:¦w¿¸¿���¨�À��l¦w¢¸\¥§� �°������¢À¸¦®¥1¥�µw��Á�¨��q¿¸µÃ®��¿¸¯��¡¥���P¯�¢ �N¯IÁl¦w¨§�3½\®�^���r¢w��¥1�l®¶>¯Ä¥��°¦���µÃ¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢@©Â��¨
m
��¦��@�¡¯���¢V¥���±¹����¨�Ál��«

é:¢�ØÛâ�Úgã�Õ�å�ã�Ù¡ÚhØS×BâpÕ�ãgæ<Õ�ã¡å¡ã�â¸ÚßÔBÚhØS×Bâ
f
�q©$�>Á�¨��q¿wµ

G
¯G�:��¢è�l����¯�Á�¢w��¶\��¢V¥r��©$���¡¥��1¥��>¥§µw������¨°¥§¯���������>¥�µ��B¥��l��¨�¥�¯G�¡�X���q¨§�����£°�l�¡��¢V¥:¯I©7�q¢¸è�l¢w��±Ã¯I©N¥§µw������¨§¨��X�°¿L��¢�®¯I¢¸Á\���¡¥��:¯�¢l¥§��¨��°�X��¥X«rÓ1µw�ÃØÛâ¸Úßã¡Õ #BÔBàâ �	�>Ö�ã�Õ

i(G)
¯���¥�µw�>¶>¯�¢w¯I¶�¦w¶

i
��¦¸��µ&¥�µ��B¥

G
µ¸���3�q¢p¯I¢V¥���¨§�����¡¥�¯���¢�¨§��¿¸¨��X�°��¢l¥��B¥§¯I�l¢&¯I¢pÅ�µw¯���µ�²�X����µ>�°��¥7¯G����¦w¢w¯���¢>�q©~�B¥�¶>�l�°¥

i
¯�¢V¥���¨��B�q�G�$��¢�¥�µ¸�:¨��X�q�®��¯I¢¸��«�Ó1µw��Á�¨��q¿¸µ¸�NÅ�¯Ä¥§µ¹¯I¢V¥���¨��B���®¢V¦¸¶ ÀL��¨�l¢w�@�q¨§�\¥�µw�&ØÛâ�Úgã�Õ #BÔBà ��Õ�Ô�æwÿVå�«è´®��µw��¯�¢w��¨�¶¹�q¢-�q¢�p�"���°¥@º �B¾7¿w¨§�B���X&¥§µ¸�B¥ ¿¸����¢¸�q¨�Á�¨��q¿¸µ¸��µ¸�����¯�¢V¥���¨��B�q��¢^¦w¶ ÀL��¨r�B¥7¶>�l�°¥7¥§µw¨§����«$éa¶>�l¨��:¨§���°¥�¨§¯G��¥�¯�����¯�¢V¥���¨§�����¡¥�¯���¢>¶>�^w���L¯��7��À®¥��q¯�¢w��>À^±\¦¸�°¯�¢wÁ���¡¥��r¥�µ¸�q¥:�¡��¢��°¯G�¤¥1�q©$�q¢P¯I¢V¥���¨��B���<©Â¨��l¶ ������µP�q©

t
¿¸��¨§���I�����L�I¯�¢w�X��«7´^¦���µÈ��¨���¿w¨§������¢V¥§�q¥�¯���¢@��©

G
¯G��

t ó ÚjÕ�ÔlÙ �ÃÕ�ãßæLÕ§ã�å�ã�â¸ÚßÔBÚhØS×Bâ¸²<�q¢�È¥�µw�@ÚhÕ�ÔlÙ �Pâ �	�>Ö�ã�Õ t(G)
¯��:¥�µw��¶>¯I¢w¯�¶ ¦¸¶

t
��¦¸��µè¥�µ��B¥

G
µ¸�l�:�

t
Æh¥�¨�����
\¨§��¿w¨§������¢V¥§�q¥�¯���¢
«Né:¢@�XòV¦w¯I�B���I��¢l¥1®�¡Ý�¢w¯Ä¥§¯I�l¢@�q©~¥§µw�:¥§¨§�l��
�¢^¦w¶�À���¨7��©

G
¯G�7¥�µw��¶\¯�¢w¯�¶ ¦w¶¢^¦w¶�À���¨ ��©1¯�¢V¥���¨��B�q�kÁ�¨��q¿wµ���Å�µw�l���¹¦w¢w¯���¢�¯G�

G
«E´®¯I¢¸���P���B¥���¨�¿¸¯I������¨§����¨��¹¯�¢V¥���¨§�B�q�kÁ�¨��q¿wµ¸��²�År�µ������3¥�µw��©Â�l�I���BÅ�¯�¢wÁ�¨§����¦w�I¥�«

� ø � ø���� �®��� � ü ×BÕ Ô3æ<àIÔBâ<ÔBÕ ��Õ�Ô�æwÿ
G þ t(G) ≤ 4 �¬:���¡��¢V¥���±&¯I¢ º �B¾N¥�µ¸�\��¦®¥�µw�l¨§��¿w¨§�B����È¥§µ¸�B¥3¥�µ¸¯��3ÀL��¦w¢¸�¯���¥�¯�Á�µV¥3�¡ë®µw¯�Àw¯Ä¥§¯I¢¸ÁÈ�ÃÀw¯I¿��q¨�¥�¯I¥�� ¿¸����¢¸�q¨Ál¨§��¿wµ¸�rÅ�¯I¥�µÈ¥�¨�����
@¢^¦w¶�À���¨:�B¥:�����l�¤¥�ð¸«

	 
êÎ�ËÈÑ �¡Ð.-�Ò�Î�Ë
Ó1µ¸�����&¨��X�°¦w�I¥§�>¨��q¯G���È¢¸��Å òl¦¸���°¥�¯���¢¸��«aÞ¤�¹¯I¥@¿��V����¯�Àw�I�&Å�¯I¥�µ ����¯I¶>¯�����¨@�q¨§Á�¦w¶>��¢l¥>¥§����À®¥��q¯�¢*���¯�¢w����¨°Æh¥�¯�¶>� �q��Á��l¨�¯I¥�µw¶�¿¸�q¨�¥�¯I¥�¯���¢¸¯I¢wÁ@¥�µw����®Ál���:��©��@¿w�G�q¢¸��¨:Á�¨��q¿¸µÈ¯�¢V¥��ÃÝ¸����©Â�l¨��X�¤¥��:��©��°¥§��¨§����"���q�G�°��Åk�l¢¸®��¨k��¢@µ¸�BÅ ¥�¯�Á�µV¥k¯G�r��¦w¨r¨��X�°¦¸�Ä¥X« 9k�l¦w��ÃÅk��¿¸�q¨�¥�¯I¥�¯���¢@¥�µw�3��®Ál���7�q©�¿w�G�q¢��q¨7Ál¨§��¿wµ¸�¯�¢-�@¶>��¨§� ¨§���°¥�¨§¯��¡¥�¯�����År��±� �¸��¨��¡ëw�q¶>¿w��� ¯�¢V¥��P¥�µw¨§����©Â��¨§���°¥§���q©r���B¥§��¨§¿w¯��I�G�q¨�����¢¸��l¢w��©Â�l¨��X�¤¥��©N�°¥§��¨§��«dÞß¢pº �q¾~¥�µw���q¦w¥�µw�l¨§�rÁ�¯����3��Ý�¨§�°¥r¨§����¦w�I¥�²V¥�µ¸��±Ã��µw�BÅa����¶>��¿¸����¢¸�q¨rÁ�¨��q¿wµ���¥§µ¸�B¥�µ¸���l��¢w��X®Á���¿¸��¨°¥§¯Ä¥§¯I�l¢P¯�¢V¥��>©Â�l¦w¨1©Â��¨§���°¥§�1��©dÀw¯G�¤¥��q¨���²^¥§¨������1��©N®¯G�q¶>�¡¥§��¨:�q¥:¶\�V�¤¥1¥§µw¨�����«
� Ñ��¹ËÈÎ�� �
)�Ï
� � )�Ë�Ì -
Ó1µ¸�:�q¦®¥§µw��¨�År��¦¸����I¯ 
��1¥§��¥�µ¸��¢ 
 �E�q¨�� ���B±�² ��¯������G����³r��¢¸¯���µw�l¢\��¢¸>é:¢¸w¨��:¬:�l�°¿��q¦¸ ©Â��¨�¥§µw��¯�¨�l����¯G�¤¥��q¢¸����«

���



� )�� )1Í )�ËPÑ�)-
º í ¾ ��«k³r��¨§�®®¯�¢
² ��¢a���¡±®���I¯G�&�¡�l�I�l¨�¯�¢wÁl�>��©�¿w����¢¸�q¨ÃÁ�¨��q¿wµ¸��² ��¯G����¨���¥�� �E�B¥�µ�«r»  ä°í � � � ç» ílí Æ¤»$� �¸«º¼»�¾ -$« ��« 9r�q¶>��¨§��¢ ä �X~« ç ² -�¨§��Àw����¶¹�k©Â¨��l¶ ¥�µ¸��´®������¢V¥�����¢V¥�µP³r¨§¯Ä¥§¯���µ 9k�l¶ Àw¯�¢¸�q¥���¨§¯G�q�09k��¢®Æ©Â��¨§��¢¸����² ��¯G����¨���¥�� ���B¥§µ
«�²®¥��¹�q¿¸¿��X�q¨X«
º �B¾ � « î �l¢������I�l������¢¸ -$« �3��µ¸��¶è² ��¢Ã����¶>����¨�ÀL��¨§¯G�¡¯I¥�¯�����¯�¢@¿w�G�q¢¸��¨7Ál¨§��¿wµ¸��² -�¨§�®�¡���X®¯�¢wÁl��q©$Þ 9 î Ó / � w«º ðq¾¹é�« î ±lï�¨°©Sïl�~�q¢¸ ��« ³3«��p�X�¤¥X²��&¦w�I¥�¯I¥�¨�����
�¯�¢V¥���¨��B�q��Á�¨��q¿wµ¸��²$9k��¢wÁl¨�« ��¦w¶>��¨X« í � � ä¤í � �  ç ²í � �BÆ í�í �¸«º��¾@´<« .�«<ñ���
^¯�¶>¯j²��¸« �&¯Ä¥���µw��¶ �q¢� �:«L´®��µ¸¶\��¯���µ¸���h²L´V¥��q¨���¨�ÀL��¨§¯G�¡¯I¥¤±@�q©�Á�¨��q¿¸µ¸��² ��¯G����¨���¥��

���B¥§µ
« í ð � ä¤í � � � ç ² � �qÆ �l½w«º �B¾��¸« �:«�ñ:�l¿L��¨���©Û¥>��¢¸ ¬�« �:«�ÓN�q¨j£°�q¢
² � �¹��¯I��¢V¥\¿w�G�q¢��q¨§¯Ä¥¤±"¥��X�¤¥§¯I¢¸Á¸²	��«Né������®�q« 9k��¶>¿w¦w¥�«
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