4-coloration des graphes planaires et orientations

Le Théoreme des 4 couleurs affirme que toute carte peut étre coloriée avec 4 couleurs, de facon
a ce que des régions voisines aient des couleurs différentes. Il a fallu plus d’un sieécle pour montrer
ce résultat et les seuls preuves connues font appel & un programme de vérification. Dis autrement,
aucun étre humain n’a vérifié a la main chaque étape de ces preuves.

D’autre part, le critere de Alon-Tarsi [2] (AT dans ce qui suit) donne un outil de certification si un
graphe donné est k-coloriable. Pour une orientation G' d’un graphe G, notons EE (8) (resp. EO(@))
le nombre de sous-graphes dirigés Eulériens de 8 avec un nombre pair (resp. impair) d’arétes. On
dit que G vérifie le critere AT si EE(G) # EO(G).

Theorem 1 (Alon et Tarsi, [2]) Soit G un graphe. Si G admet une orientation 8 telle que le
degré mazimum sortant est au plus k et telle que EE(@) # EO(B), alors G est (k + 1)-colorable.

En particulier, un graphe vérifie AT pour la 4-colorabilité s’il admet une orientation Ef telle que
ses sommets ont au plus 3 arcs sortants, et telle que EE(a) # EO(B)

Il existe des graphes planaires 4-connexes qui ne satisfont pas AT. Le but de ce stage sera de
tester une hypothese mathématique en lien avec le Théoreme des 4 couleurs :

Est-il vrai que tout graphe planaire 5-conneze vérifie le critére de Alon-Tarsi pour la 4-colorabilité ?

Si cette hypothése est vraie, cela impliquerait le Théoréme des 4 couleurs!

Le stage comprend une partie programmation (implémentation de fonctions pour générer des
orientations, et pour compter leurs sous-graphes Eulériens) et une partie recherche ou les étudiants
chercheront & identifier les caractéristiques des orientations vérifiant le critere AT. Un autre moyen
de vérifier si un graphe G satisfait le critere AT est d’utiliser des outils algébriques tels que le
Combinatorial Nullstellensatz [1]. Il serait intéressant de déterminer quelle est la méthode la plus
rapide pour décider si un graphe vérifie le critere AT.

L’étudiant pourra également explorer le critéere de Matiyasevich [4], lui aussi en lien avec les
orientations du graphe sous-jacent. Contrairement au critere AT, celui de Matiyasevich caractérise
la k-colorabilité du graphe. Enfin, si le temps le permet, il serait intéressant d’explorer d’autres
classes de graphes peu denses.

Il serait préférable que le rendu soit réalisé en utilisant le logiciel SageMath [5]. En effet, ce logiciel
inclus une bibliotheque d’algorithmes de graphes, ainsi que des outils de calculs sur les polynomes.
Un autre avantage réside dans le fait que le générateur de graphes planaires plantri y est déja
intégré. Néanmoins, le choix de langage de programmation est laissé libre.
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N’hésitez pas a nous contacter pour des questions ou tout simplement pour plus de détails!
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