HMIN331m - Calcul formel, codes et cryptographie (2020 — 2021) B. Grenet

TD 5 : PGcp rapide

Exercice 1. Restes choisis
Soit A et B deux polynomes de degrés n et < n respectivement, et / < n un entier. On cherche a calculer
R;, U; et V; tels que AU; + BV, = R; et R; est le premier reste de degré < ¢ dans l'algorithme d’Euclide.

1. Comment faire si on utilise I'algorithme d’Euclide étendu ? Quelle est la complexité ?
On veut maintenant faire le méme calcul, plus rapidement, en utilisant l'algorithme DEMIPGCD.

2. Onsuppose d’abord que ¢ > n/2. Montrer que R;, U; et V; peuvent s’obtenir via le calcul du demi-pGcp
de Aquo X* et B quo X? pour un t bien choisi.
3. On suppose maintenant que ¢ < n/2. On calcule la matrice D de demi-pGcp de A et B.

i. Quevaut D(4)?
ii. Comment peut-on obtenir R;, U; et V; a partirde A, Bet D ?

4. Kcrire formellement I'algorithme complet et analyser sa complexité.

Exercice 2. Preuve du lemme de correction
Soit (R;);>0 la suite des restes associée a Ry et Ry, et n; = deg(R;) pour tout ¢. On suppose qu'’il existe
deux entiers t,d > 0 tels que ¢t + 2d > ng > ny >t + d. On note R} = Ry quo X! et Rf = Ry quo X' et
(R})i>0 la suite des restes associée a I et R{. On note j l'indice tel que deg(R}) > d > deg(R}, ;).

On veut montrer par récurrence que pour 0 < ¢ < j,

deg(Rf) =n; —t et

R; = R/ X'+ R; avec v
’ deg(R; ) <t+mng—mn;_1

avec la convention n_; = ny.
1. Montrer que le résultat est correct pour i = 0 et i = 1.
On fixe 0 < i < j — 1, et on suppose le résultat correct jusqu’au rang ¢ + 1.
2. On note Q; le quotient dans la division euclidienne de R} par R}, ;.
i. Montrer que R; = R}, Q; X" + R} , X"+ R; .
ii. En déduire que R; = Ri11Qf — R, Q} + R}, X"+ R, .
3. Onpose R, = Ry — Q7R ;.
i. Montrer que deg(R; Q7)) <t+ng —niy1.
ii. En déduire que deg(R; ;) <t+mng —njy1-

4. i. Montrer que t + ng — nj41 < Njy1.
ii. En déduire que R; 4> = R}, X" + R, et que le quotient de R; par R, est Q}.
5. Montrer que deg(R},,) = ni2 — t et conclure la récurrence.

6. En déduire que si D* = DEMIPGCD(RY, R}), alors D*( g‘; )= (R}fil ).
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