HAI906I — Calcul formel avancé et applications (2021 — 2022) B. Grenet

TD 7 : Décodage en liste

Exercice 1. Algorithme de Rabin
On cherche a calculer les racines d'un polynéme F' € F,[X] de degré n, ou ¢ est impair.

1. Montrer que X9 —1 =[] cpx (X — ).
2. Montrer qu’étant donné F, on peut calculer un polynéme F = L. F(a):O(X — «), en temps

O(M(n)(logn +logq)) ott M est le degré de F. Autrement dit, F' a les mémes racines que F, mais n'a
pas de racines multiples ou de facteurs irréductibles de degré plus éleve.

On suppose maintenant qu’on a un polynéme F' de degré n qui posséde exactement n racines distinctes,
qu’on cherche a calculer.

3. Montrer que X9 ' — 1= (X4 - 1)(X?+1)oud= (¢ —1)/2.

4. On calcule le pGep entre I et X% — 1. Quelle est la complexité ? Qu’est-ce que le résultat peut nous
apprendre ?

5. On effectue maintenant le calcul du pGep entre F et (X + )¢ — 1, pour un certain v € F,. Donner la
complexité.

6. On va montrer que si v est aléatoire, le PGeD est ni 1 ni F avec probabilité au moins 1. Soit o # 3 € F,.

i. Quelles valeurs peuvent prendre o et 8%, ot d = (¢ — 1)/2.
ii. On suppose que a? # 3¢. Montrer que Pr [(a 4+ )% = (8 + )] < 4, siy est tiré uniformément
dans F,.
iii. Conclure.

7. i. En déduire un algorithme récursif de recherche de racines dans F,.
ii. Montrer que I'espérance de la hauteur de I'arbre récursif est O(logn).
iii. Conclure sur la complexité de I'algorithme.

Exercice 2. Algorithme de Guruswami et Sudan
On s’intéresse dans cet exercice a I'algorithme de V. Guruswami et M. Sudan pour le décodage en liste des
codes de Reed-Solomon, qui permet de corriger une fraction 1 — v/R d’erreurs, ol R est le ratio du code.
Cet algorithme suit le méme schéma général que 'algorithme de décodage en liste vu en cours qui peut
corriger une fraction 1 — v/2R d’erreurs. Dans toute la suite, K désigne un corps fini.

Définition Soit Q(X,Y) = Y¢_ 20k, ex « X*Y! € K[X, Y. Sa dérivée de Hasse d’ordre (i, j) est

dp
QXY =3 <’:) <f) e XYt

k=i t=j

Un couple (o, 3) € K2 est une racine de multiplicité r si Q7] («, ) = 0 pour tout (i, ) tel que i + j < r.
1. @) Soit Q € K[X,Y] et (, ) € K*. Notons Q(X + ., Y + 8) = 3, ; b; ;X'Y7. Montrer que pour
tOUt i’ j; bL,] = Q[IJ] (O(, B)
(b) Endéduire que si (o, 8) est une racine de multiplicité r de Q et si P € K[X] vérifie P(«) = 3, alors
« est une racine de multiplicité » de Q(X, P(X)) (au sens usuel, i.e. (X —«)" divise Q(X, P(X))).
2. Soit D, t et r des entiers tels que ¢ > D /r. Supposons que Q € K[X,Y] estde (1,k — 1)-degré! D, et
(a1,91), - - -, (o, yt) des racines de multiplicité r de Q. Soit P € K[X] de degré < k tel que P(«o;) = y;
pour 1 < ¢ < ¢. Montrer que Y — P(X) divise Q.

1. Rappel : le (1,k — 1)-degré de X*Y7J esti 4+ (k — 1)j.



3. Soit (a1,¥1), .- -, (an,yn) € K2. Montrer que si D vérifie 'inégalité

gngjf)) n<r;1>’

alors il existe un polynome @ € K[X,Y] de (1, k — 1)-degré au plus D tel que chaque couple («;, y;)
soit une racine de multiplicité » de Q. Indication. Penser a Ualgébre linéaire.

4. (a) Montrer que I'inégalité de la question 3. est satisfaite si D = {\ /(k — Dnr(r+ 1)J.
(b) On pose r = 2(k — 1)n. Montrer que si ¢ est un entier strictement supérieur a /(k — 1)n, alors

t > D/r. Indication. On admettra? linégalité 1 + |/m] > \/m + 1/2 valable pour tout m € N.
5. Déduire des questions précédentes qu'il existe un algorithme polynomial de décodage en liste pour
les codes de Reed-Solomon de parameétres k et n, capable de corriger [n — /(k — 1)n — 1] erreurs.

2. Il est autorisé de la démontrer !
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