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Présentation

Fixons & un corps effectif de caractéristique 0 ou suffisamment grande.
Fixons f=X"+>"  (—1)"f; X"~ "€ k[X] séparable de degré n.

Notons as, ..., a,, Ses racines.

Relations symétriques :
o Définition : P € k[ Xy, ..., X, tels que Yo € &, P(ao(1), s Xo(n)) = 0;
e Elles forment un idéal Z C k[ X}, ..., X,,] engendré par les (E;(X1, ..., Xy) — fi)i=1,...n-

L'algébre de décomposition universelle est A :=k[X1, ..., X,,]/Z, son degré est §:=nl.
Pour tout P € A, notons son polynéme charactéristique

Xp a(T):= ] (T —Plao@), s o)) €KIT].
cEG,



Etat de I'art : calcul d’une résolvante absolue

Résolvante de Lagrange absolue :

LP(T):: H (T—P(ag(l),...,ag(n)))Ek[T].
c€S,,//Stab P

On a la relation 3r € N*, Xp=(Lp)".

Méthodes symboliques pour le calcul de résolvantes absolues :
e par les résultants cf. [LAGRANGE], [SOICHER, 1981], [GIUSTI et al., 1988], [LEHOBEY,1997];
e par les fonctions symétriques cf. [LAGRANGE], [VALIBOUZE, 1988], [CAPERSON, MCKAY, 1994];
e par les bases standards cf. [GIUSTI et al., 1988], [ARNAUDIES, VALIBOUZE, 1993];

e par des invariants cf. [BERWICK, 1929], [FOULKES, 1931].

~ Pas d'étude de complexité. Algorithmes non optimaux en €2(52).



Etat de I'art : calcul dans I'algébre de décomposition universelle

Représentation triangulaire Représentation a une variable
Modules de Cauchy MC,; € k[ X1, ..., X|] Polynéme minimal () d'une forme linéaire
pour 1 <i< n. primitive A. Paramétrisations (Si(T"))1<i<n.

A, =Fk[X1]/(MCy)

: A = K[T1/(Q)
Aj:k[Xl,...,Xj]/(MCl,...,MCj) X?,'—>Sz(T)
5 A—T
A=A,=k[X1,..., Xpn]/(MCy,..., MC,)
Colt du calcul de la représentation :
0(6) par la formule récursive : O(6¢) par I'algorithme de base de Grobner F4

cf. [FAUGERE, 1999].

O(62) par I'algorithme de résolution géométrique
MC;(Xq, ..., X;) — MC;(Xq, ..., X;

MCjy1= (MC(X X),_X,+1( - +1)) cf. [G1usTI, LECERF, SALVY, 2001]

cf. [HEINTZ et al., 2000]




Etat de I'art : calcul dans I'algébre de décomposition universelle

Représentation triangulaire

Représentation a une variable

Modules de Cauchy MC,; € k[ X1, ..., X|]
pour 1 <2< n.

A1 =E[X1]/(MCy)
A;=k[Xy, ..., X;]/(Mcl, .., MC;)

A=A, =kX1,..., X/ (MCy, ..., MCy)

Polynéme minimal () d'une forme linéaire
primitive A. Paramétrisations (Si(T"))1<i<n.

A ~ k[T]/(Q)
A—T

Colit des opérations de base :

- multiplication

O(6) [BOSTAN et al., 2009],
MAIS non implémenté, grande constante

- division (si possible)
pas d'algorithme quasi-optimal

O(9), simple et efficace

O(9), simple et efficace

+ calcul facile de forme normale, trace ...



Résultats

Théoréme. Pour tout P € A, le polynéme charactéristique Xp € k[T'| peut étre calculé en

On2M(8)) = O(5)

opérations arithmétiques dans k.

Théoréme. Supposons donnée une forme linéaire primitive A. Alors une représentation a une variable 3= (A, Q, S1,...,S,) € k[ X1, ...,
Xo] x k[T]" 1 on

A=k[Xy,..., X,[/T ~ K[T]/Q(T)
A(Xl, ,Xn) < T

se calcule en complexité arithmétique (’)(n3 M((S)) =0 (5)

Remarque 1. L'article [COLIN, GIUSTI, en cours| nous permet de rendre le choix de A déterministe non-uniforme.



Applications

e Calcul du polynéme charactéristique Xp

~+ Calcul symbolique de résolvantes de Lagrange absolues en complexité (’5((5)

e Calcul d'une représentation A~ k[T]/Q(T") a une variable
~ Algorithmes pour les opérations arithmétiques en O (§) opérations dans k.
~+ Algorithmes efficaces pour le calcul de trace, polynéme minimum...
~~ Corps de décomposition dynamique, cf. [DELLA DORA et al., 1985]

~+ Calcul d'une représentation de I'idéal galoisien alterné, cf. [VALIBOUZE, 2010]



Algorithme 1 - PolynomeCharacteristique

Entrée :
e un polynéme f € k[T];
e un polynéme P € k[ X7, ..., X,;] réduit;

e pour tout 1 <i<n, une représentation a une variable ;= (A;, Q;, Si 1, ...

7Si,n) de AiCZAﬂk[Xl,

Vie{l,..,n},INiq1€k, Apr1=Ai+Xip1 Xiq1

Sortie :

e Le polyndme charactéristique

Xp(T):= [ (T~ Plaoy s Gogm)-

ceG,

, X;| tel que



Algorithme PolynomeCharacteristique - Principe

Basé sur |'approche par résultants du calcul de résolvantes :
o Rpi1:=T —P(Xy,....X,) €k[X1, ..., Xn, T]
e Vie{l,..,n}, R;:=Resx, ,(MC;i1,R;+1)€k[X1,..., X;,T]
o Xp=Ryck[T].

¢+1(

Mathématiquement,

Resx; i AfT)[Xiga] X Ag[T][Xiq] — Ag[T].

Algorithmiquement,

Resx, ,:  (k[Zi]/Q)IT][Xiv1] x (K[Zi]/ Qi) [T)[Xiv1] — (k[Zi]/ Qi) [T].

Lemme. Chaque calcul de résultant coite O(8) opérations arithmétiques dans k.



Algorithme PolynomeCharacteristique - Changement de représentation

Rappel :
e R;=Resx, ,(MCit1,Riy1)
o Rit1€A;11[T]
AG[T][X i 1] ¥ AG[T][ X 1] — AG[T]

e Resx, ,:

Changement de représentation :

Aitq — Ai[Xi 1]/ (MCi41)
{ {
desc;: k[Ziy1]/(Qit1) — k[Zi, Xit1]/(Qi(Z:), Qi ix1) -

Zit1 — Zi+Aiv1Xit1

Lemme. Le calcul de desc;(R;, 1) se fait en complexité O (9).

Proposition. L’algorithme PolynomeCharacteristique a une complexité arithmétique quasi-optimale (5(5)
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Algorithme 2 - EtapeRepresentation

Entrée :
e un polynéme f € k[T7;

e une forme linéaire primitive A; de A ;;

e pour tout 1 <i< j— 1, une représentation a une variable ;= (A;, Qi, Si 1, ...

,Sin) de A; tel que

Vie{l,..,j—1}, 3 €k, A=A+ A1 Xiga

Sortie :

e une représentation a une variable B; = (A;, Q;,5; 1,...,5j,n) de Aj.
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Algorithme EtapeRepresentation - Calcul d’une représentation a une variable

Lien entre polynome charactéristique et représentation a une variable :
e polynéme minimal : Q;(T) = X (T);

e paramétrisations :

Lemme. Si K :=k[T, ..., T,] et A:=T, X1+ + Ty X, € K[ X1, ..., Xp]. Ainsi Xy € k[T, Ty, ..., Ty] et

OXn | OXn _
X; T + aT =0 dans A.

En pratique, on utilise les nombres tangents K :=k[e|/(¢?) pour calculer les dérivées.

Proposition. Etant donné un élément primitif A € A, le coiit du calcul d’une représentation & une variable de A est O(nC) ou C est
le codt d'un polynéme charactéristique.
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Algorithme EtapeRepresentation - Formule récursive

Définition. Soient f, g € k[T| qui s'écrivent f =][,_,  (T'=oi), g=1[;_, , (I'—p;) dans k. Alors on définit f © g € k[T
(resp. [ ® g€ k[T]) par

fog= [  (T'—(ai+8));
1<i<n,1<j<m
(resp.) f®g:= H (T — (c- Bj)).

1<i<n,1<j<m

/
/
/
/

Proposition. (Formule récursive) Nous avons la relation

_ a0, (1) S (f@ (T — )‘j))-

Xp,n,(T) —
Y 1—[5211 XAj—1+>\in;Aj—1(T)

Proposition. L’algorithme EtapeRepresentation a une complexité quasi-optimale (5(6)
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Algorithme 3 - Representation

Entrée :
e un polynéme f € k[T;
e une forme linéaire primitive A:= X1+ X2 Xo+ -+ A, X,, de A;

Sortie :

e une représentation a une variable B; = (A;, Q;, Si 1, ..., Si n) de A.

Algorithme :
o Représentation 1 = (X4, f(T),T) de Ay;
o for i=2..n do
B; «— EtapeRepresentation(f, X1+ Ao Xo+ -+ X X;, PBi—1)

o return ‘P,

~ Complexité O(0)
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Conclusion

Résultats théoriques :
e algorithme efficace pour les calculs dans |'algébre de décomposition universelle;
e algorithme efficace pour le calcul de polynéme charactéristique;

e amélioration de complexité pour le calcul symbolique de résolvantes absolues.

En pratique :
e Code MAGMA en cours;

e algorithme différent pour la représentation a une variable de A.
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Merci pour votre attention ;-)
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