Complexité de suites
a valeurs dans un ensemble fini :
quelques exemples

PIERRE ARNOUX

1. Qu’est-ce que la complexité d’une suite ?

Nous considérons ici des suites a valeurs dans un ensemble fini A, appelé alpha-
bet. On en rencontre dans des situations diverses : bien entendu, dans tout ce qui
releve du codage de information (texte, son...), mais aussi en biologie (génome),
et en physique (étude de I’évolution d’un systeme au cours du temps, quand on ne
peut faire que des mesures discretes). Une méthode assez générale pour obtenir de
telles suites est de prendre un systeme dynamique 7' : X — X, et une fonction de
codage f : X — A (ou, ce qui revient au méme, une partition finie de X indicée par
A); on considere alors les suites de terme général f(T"(x)), codage symbolique de
I’orbite du point = sous ’action de T'. On peut considérer suivant les cas des suites
infinies (indicées par N) ou bi-infinies (indicées par Z); nous nous restreindrons ici
au cas des suites infinies.

On s’intéresse particulierement a évaluer le caractere plus ou moins aléatoire
d’une telle suite; sil’on connait n symboles de la suite, que peut-on dire des suivants ?
Une méthode possible consiste a compter le nombres de combinaisons possibles de
n symboles consécutifs. C'est ce que 'on appelle la complezxité de la suite; donnons
d’abord quelques définitions :

On appelle mot sur 'alphabet A une suite finie W = w; ... w, a valeurs dans A;
on notera |W| = n la longueur du mot, et |W|, le nombre d’occurences de la lettre
a dans W. On dit qu'un mot W est facteur de la suite u = (u,,)nen s'il existe un
entier k tel que W = up ... upyn_1.

DEFINITION. —  On appelle complexité de la suite u la fonction p qui, a tout
entier n, associe le nombre de facteurs de longueur n de u.

Il est clair que, si I'alphabet A est de cardinal k, p(n) est borné par £"; il est
facile de montrer que, puisqu’un mot de longueur n+m peut se décomposer en deux
mots de longueur respective n et m, on a p(n + m) < p(n)p(m). On en déduit que
log(p(n))/n admet une limite finie quand n tend vers I'infini; ¢’est ce qu’on appelle
Uentropie de la suite. Une suite d’entropie log k contient tous les mots possibles;
une suite d’entropie strictement positive peut étre considérée comme tres aléatoire.

19



20 P. ArRNOUX

Dans cet exposé, nous allons montrer comment, dans certains cas, on peut cal-
culer explicitement la complexité d’une suite en considérant un systeme dynamique.
Nous nous intéresserons a des suites peu aléatoires, d’entropie nulle.

Si la complexité d’une suite est majorée par une exponentielle, peut-on donner
des minorations? on a un lemme évident :

LEMME. — la complexité est une fonction croisssante.

En effet, tout facteur de longueur n de u est le début d’au moins un facteur de
longueur n + 1, et deux facteurs distincts sont les débuts de deux facteurs distincts,
il y a donc au moins autant de facteurs de longueur n+1 que de facteurs de longueur
n.

On ne peut pas faire mieux en général : les suites les moins aléatoires sont les
suites périodiques, et pour une telle suite, le nombre de mots de longueur n est borné
par la période de la suite ; la complexité est alors constante a partir d’un certain rang.
Plus généralement, rappelons qu’une suite est dite ultimement périodique si elle est
périodique a partir d’un certain rang. On a en fait une caractérisation complete des
suites de complexité bornée :

LEMME. —  Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(¢) La suite u est ultimement périodique.

(i¢) La complexité est bornée

(122) 4l existe un entier n tel que p(n) = p(n 4+ 1).

Démonstration. — Si la suite est périodique de période ¢ a partir du rang ny,
on a toujours p(n) < ng + ¢, donc ¢ implique @7 ; il est clair que ¢ implique iz, il
suffit donc de montrer que 222 implique .

Mais s’il y a autant de facteurs de longueur n et n+1, chaque facteur de longueur
n est le début d’un et d’un seul facteur de longueur n + 1; autrement dit, quand on
connait n lettres, on connait la suivante. De plus, comme il n’y a qu’un nombre fini
de facteurs, on retrouve en au plus p(n) fois un facteur déja vu, et la suite est alors
périodique a partir de I'apparition de ce facteur. O

On en déduit qu’a contrario, la complexité d'une suite non ultimement périodique
est strictement croissante; comme p(1) vaut au moins 2, sinon il n’y aurait qu’un
symbole et la suite serait constante, la complexité d’un suite non ultimement pé-
riodique vérifie p(n) > n + 1.

DEFINITION. —  On dit qu’une suite est sturmienne si elle est non ultimement
périodique et de complexité minimale p(n) =n + 1.

Remarquons que, puisque p(1) = 2, une suite sturmienne est définie sur un
alphabet a 2 lettres, que 'on peut nommer 0 et 1. Les suites sturmiennes sont en
quelque sorte les plus ordonnées des suites non périodiques; elles ont été étudiées
par de nombreux auteurs, nous citerons [HM], [He], [CH].
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2. L’exemple le plus simple : les suites sturmiennes

Les suites sturmiennes possedent de nombreuses caractérisations, combinatoires,
dynamiques, arithmétiques, voire géométriques, que ’on peut résumer dans le théo-
reme suivant :

THEOREME. —  Pour une suite non ultimement périodique sur l'alphabet a deux
lettres {0, 1}, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) (complexité) La suite est de complexité minimale : p(n) =n+ 1.

(i1) (€quilibre) Les nombres de 0 contenus dans deux facteurs de méme longueur
différent au plus de 1 : si U et V sont deux facteurs de u tels que |U| = |V, alors
[Ulo — [V]o < 1.

(1i7) (engendrement par substitutions) Il existe deux suites a, et b, d’entiers
strictement positifs, vérifiant a, > b,, et une lettre a = 0 ou 1 telles que, pour
tout n, la suite u débule par le mot S o' SP2052 5% 05 ... SP2nai?(a), ou S est
Uapplication qui, a un mot, associe ce mot privé de sa premiére lettre et oo (resp.
o1) est Uapplication (substitution, ou encore morphisme du monoide libre) qui a un
mot associe le mot obtenu en remplagant O par 0 et 1 par 10 (resp. 0 par 01 et 1
par 1)

(tv) (arithmétique) Il existe deux nombres «, 3 dans Uintervalle [0,1[, avec «
irrationnel, tels que la suite u,, soit définie par u, = [(n + 1)a + 8] — [na + 5] ou
un, = [(n+ a4+ ] — [na+ 3], ou [x] désigne le plus grand entier inférieur ou égal
a x (partie entiére de x), et [x] le plus petil entier supérieur ou égal a x.

(v) (rotation) Il existe deux réels o et 3 dans [0,1[, avec o irrationnel tels que
la suite u soit donnée par le codage de Uorbite de 3 pour le systeme dynamique

R, :[0,1[—= [0,1] 2+ 2+ «a mod 1

par rapport a la partition [0,1 — af, [I — ol (ou par le codage obtenu en prenant les
intervalles ouverts a gauche et fermés a droite)

Remarque. —  Les propriétés v et v sont susceptibles d’une interprétation sim-
ple : si I'on trace dans le plan, quadrillé par les horizontales et les verticales a
coordonnées entieres, la droite y = ax + 3, et que 'on compte le nombre d’horizon-
tales que cette droite coupe entre 2 verticales successives (ce nombre vaut 0 ou 1 si
a < 1), on obtient la suite u (cf. Figure 1); sous cette forme, le sens de la propriété
d’équilibre est assez clair.

Il peut étre plus naturel de regarder le codage obtenu en notant H chaque fois
que la droite considérée coupe une horizontale, et 'V a chaque fois qu’elle coupe une
verticale. Ce codage s’obtient a partir du précédent en remplacant O par V et 1 par
HV; on peut montrer que la suite obtenue est encore sturmienne, comme image
d’une suite sturmienne par une “bonne” substitution.

On peut aussi montrer que cette suite est directement associée a la rotation
d’angle /(1 4+ «); le raisonnement qui suit peut paraitre peu naturel, mais il fait
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Figure 1

jouer le méme role aux deux coordonnées et il est donc plus facile a généraliser,
comme nous le verrons plus loin.

Notons L, la ligne brisée (“escalier”) qui joint les points de la forme (k,n — k)
et les points de la forme (k,n 4+ 1 — k), pour k € Z, par des segments horizontaux et
verticaux ; une droite de pente o coupe une fois et une seule chaque ligne brisée L,
et le codage est déterminé par le fait qu’elle coupe L, en un segment horizontal ou
vertical. Notons D la droite x+y = 0, et cherchons le codage associé a la droite issue
d’un point p de D; pour trouver le n-ieme terme de la suite, on projette L, sur D
parallelement & la direction (1, @), ce qui donne un pavage périodique de D en deux
types d’intervalles, de longueurs respectives 1/(1 + «) et /(1 + «) (si ’on prend le
vecteur (—1,1) comme base) ; le type d’'intervalle auquel appartient p donne le terme
cherché de la suite. Si I'on décale le point p de (—1,1), on retrouve le méme codage ;
on peut donc quotienter D par un groupe de translation pour se ramener & un cercle
partitionné en deux intervalles, et le dessin montre que la partition obtenue a partir
de L, 11 se déduit de la partition obtenue de L, par une rotation de a/(1+ «), d’ou
le résultat cherché (voir la figure 2).

Une autre facon d’obtenir cette suite est de jouer au billard sur le carré, en
partant dans la direction (1, «) et en notant H (resp. V) chaque fois que I’on touche
un coté horizontal (resp. vertical). O

Preuve du théoreme. — La preuve complete est assez longue; nous ne pouvons
ici donner que des indications. On trouvera une preuve complete, sous forme de
probleme, dans I’épreuve optionnelle d’informatique de 'agrégation de mathéma-
tiques 1994.

Les propriétés ¢ et 1z sont combinatoires, et la preuve de leur équivalence est
aussi purement combinatoire (et non triviale!).

Les propriétés 1v et v sont évidemment équivalentes : tv n’est rien d’autre que 1’é-
criture explicite du codage donné par v. On peut remarquer en particulier qu’utiliser
la fonction [z] (resp. [#]) pour iv revient a prendre les intervalles fermés a gauche
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Figure 2

(resp. a droite) dans v; en fait, les suites obtenues par I'un ou 'autre codage sont
les mémes sauf pour un nombre dénombrables de valeurs de 3 (de la forme p — na)
ou elles different en deux positions.

Il est facile de montrer que toute suite obtenue par codage d’'une rotation est
de complexité minimale, et nous le prouverons a la fin de cette section. C’est la
réciproque qui est difficile, et c’est ici qu’intervient la propriété w2z, qui est la plus
compliquée a interpréter.

Ce qui est simple a montrer, c’est que toute suite sturmienne peut se réécrire par
oo ou oy; en effet, puisque p(2) = 3, il n’y a que trois facteurs de longueur 2; or,
puisque la suite n’est pas périodique, elle n’est pas constante, donc les deux lettres
0 et 1 apparaissent une infinité de fois, donc les deux mots 01 et 10 aussi; donc I'un
des deux facteurs 00 et 11 n’apparait pas. Supposons que ce soit 11; alors, tout 1
est suivi par 0, et 'on peut recoder la suite en utilisant 0 et 10; autrement dit, il
existe une unique suite v telle que u = o¢(v). Il suffirait alors que v soit sturmienne
pour pouvoir itérer, et obtenir v comme issue d’une suite infinie de recodage.

Il y a malheureusement un probleme technique : en général, ce n’est pas la suite
v qui est sturmienne, mais la suite Sv, c’est-a-dire v privée de son premier terme;
en effet, si u commence par un 0, on ne peut savoir directement si celui ci doit étre
considéré, pour le recodage, comme le mot 0 ou comme la deuxieme lettre du mot
10. On peut cependant montrer que ’on peut toujours écrire u sous la forme oo(v)
ou Sog(v), ot v est une suite sturmienne; c’est ici qu'intervient 'application S de
décalage.

Puisque toute suite de codage pour une rotation est sturmienne, elle peut se
recoder de cette fagon, et on peut alors interpréter la suite (a,) : ce n’est autre
que le développement en fraction continue du nombre «; la suite b, est associée, de
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facon plus complexe, au nombre 3. Il est alors assez simple de prouver que toute
suite sturmienne est une suite de rotation, puisqu’il suffit alors de prendre les suites
(an) et (b,) données par la propriété iiz, de construire les réels v et 3, et de montrer
que le codage associé donne bien la suite cherchée. La propriété 2:¢ donne en fait
une interprétation combinatoire du développement en fraction continue du nombre
«; dans la cas ou ce développement est périodique, la suite peut prendre une forme
tres simple.

En particulier, si ’on pose a,, = 1, b, = 0, a = 0 ou 1, on obtient les deux codages
possibles pour 'orbite, par la rotation d’angle (v/5 —1)/2, du point (3 —+/5)/2. On
les trouve donc en partant d’une des deux lettres, en remplacant O (resp. 1) par
01 (resp. 101) et en itérant. On peut montrer que l'orbite de (v/5 — 1)/2 pour la
méme rotation est, elle, donnée en itérant la substitution dite de Fibonacci, 1 — 10,
0 — 1; le mot infini obtenu, dit mot de Fibonacci, est la suite sturmienne la plus
facile a exhiber. O

Il reste a montrer que la suite donnée par le codage de 'orbite d’une rotation est
sturmienne; nous allons en donner deux preuves. Pour montrer que la suite [(n +
)a+ 3] —[na+ 3] est sturmienne, on peut utiliser la propriété d’équilibre : le nombre
de 1 compris entre uy et ugy,—1 est égal par construction a [(k+n)a+ f] — [ka+ 3],
et il est clair que, pour n fixé, ce nombre ne peut prendre au plus que deux valeurs
distinctes suivant n. On peut aussi étudier directement la complexité, et la preuve
qui suit est plus susceptible de généralisation.

Fixons quelques notations. Pour « irrationnel fixé, on note R, la rotation d’an-
gle « sur le cercle identifié a 'intervalle [0, 1]; on note P la partition en les deux
intervalles Iy = [0,1 — af et [y = [1 — «, 1[. L’application f de codage est donnée
par f(x) = 0 (resp. 1) si € Iy (resp. I1), et on cherche la complexité de la suite
u(B) = (F(RLH) e

Mais un facteur de u(/) qui apparait en position k est un facteur initial de
u(b+ ka) : plutdt que de chercher tous les facteurs de § de longueur n, avec 3 fixé,
on peut chercher le facteur initial de toutes les suites u(x).

La premiere lettre de u(x) est déterminée par la position de x par rapport a le
partition P; la deuxieme lettre est déterminée par la position de R,z par rapport
& P, ou encore par la position de x par rapport a R;'P. En effet on a uy(z) =
0 si et seulement si R,z € Iy, ou @ € R;'Ip. Pour connaitre le facteur initial
de u(z), il faut placer x par rapport aux partition P, RZ®P,..., R;\T=P, et il
y a donc autant de facteurs initiaux possibles que d’ensembles dans l'intersection
PARI®PA--- ANR;VF¥P de ces partitions.

Un calcul immédiat montre que la partition R;*P est constituée des deux in-
tervalles [—ka,1 — (k4 1)af et [1 — (k+ 1)af,1 — ka[ (attention, tous ces calculs
se font modulo 1! voir figure 3); U'intersection des n premiers itérés inverses de la
partition P est donc donnée par n 4+ 1 points, et la partition obtenue a donc n + 1
éléments. On a bien prouvé qu’il y a n + 1 facteurs initiaux de longueur n possibles,
donc au plus n + 1 facteurs possibles pour u(/). Compte tenu du fait que la suite
u( /) n’est pas ultimement périodique, elle est de complexité n + 1. On pourrait en
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1 — 3« 1 -2«

Figure 3

fait, en utilisant le fait que 'orbite d’un point pour une rotation irrationnelle sur
le cercle est dense, montrer directement que tous les facteurs initiaux possibles sont

des facteurs de u(/3).

3. Suites engendrées par des systemes dynamiques

On peut en fait généraliser la démonstration précédente. Considérons, comme
dans 'introduction, un systeme dynamique 7' : X — X, une partition P indicée par
A, et la fonction f de codage associée. Notons u(x) = (f(1T"x))en la suite donnée
par le codage de l'orbite de x; comme ci-dessus, il est clair qu'un facteur de u(x)
qui apparait en position k est facteur initial de u(7T*(x).

Par ailleurs, la lettre d’ordre k de u(x) donne la position de x par rapport a
la partition 7' 7%P, et comme ci-dessus, il y a donc autant de facteurs initiaux de
longueur n que d’atomes dans U'intersection P AT YP A --- AT"1P: on a donc :

PROPOSITION. —  Soit u(x) la suite donnée par le codage de lorbite de x pour
le systeme T : X — X par rapport a la partition P ; la complexité d’ordre n de u
est majorée par le nombre d’atomes de la partition PANT VP A+« NT"HP,

Il est en général impossible d’aller plus loin, pour deux raisons : d’une part,
lorbite de @ peut éviter de larges régions de X (par exemple, si I'orbite de x est
périodique), et les mots initiaux correspondants n’apparaitront pas comme facteurs
de u(x); d’autre part, la région associée a un mot initial peut étre tres petite, voire
réduite a un nombre fini de points, et dans ce cas le mot correspondant n’apparaitra
pas dans la plupart des orbites.

Dans la cas d’un systeme dynamique topologique, on peut donner des conditions
qui évitent ces phénomenes, et 'on a :

PROPOSITION. —  Soit X un espace métrique compact, et T un homéomor-
phisme de X. Soit P = {Pa., a € A} une partition de X qui vérifie la condition
suivante :



26 P. ArRNOUX

(x) Pour toute suite finie ag,ay, ..., an_1, ensemble Pou T~ Py, N---NT~"H1 P,
est vide ou d’intérieur non vide.

Alors, st x est un point d’orbite dense pour T, la complexité de la suite u(x) est
égale au nombre d’atomes des partitions P AT YP A - ATHLP

Démonstration. — En effet, tout mot initial correspond a un ensemble qui
contient un ouvert; par densité de l'orbite de x, ce mot initial est un facteur de
u(z). O

Il y a un cas ou 'on vérifie facilement la condition sur x : on dit qu’un systeme
dynamique topologique est minimal s’il n’admet pas de sous-ensemble fermé in-
variant, ou, de maniere équivalente, si toute orbite est dense; dans ce cas, on a le
théoreme suivant :

THEOREME. — Soit T : X — X un systéme dynamique minimal, et soit P
une partition de X wverifiant la condition (*) de la proposition précédente; alors,
pour tout point x, la complexité de la suite u(x) est €gale au nombre d’atomes des
partitions PATYP A - - AT7"VP » en particulier, toutes les suites de codages ont
la méme complexité (et en fait, les mémes facteurs).

La suite de I'exposé est consacrée a quelques applications de ce lemme. On va,
pour quelques types de suites, exhiber un systeme dynamique associé, montrer qu’il
est minimal, et calculer, par des méthodes géométriques, le nombre d’atomes de la
partition associée.

4. Un exemple : les différences secondes de la suite [n?q]

On a vu qu’une suite sturmienne peut étre obtenu comme suite des différences
de termes consécutifs de la suite a valeurs entieres [na 4+ 3]. On peut essayer de
généraliser en considérant la suite w définie par w, = [na], avec « irrationnel. Pour
obtenir une suite a valeurs dans un alphabet fini, il faut cette fois prendre la suite
u des différences secondes, donnée par u,, = w19 — 2w,11 + wWy.

Cette suite n’est bien sur plus associée a une rotation, mais on peut aussi I’obtenir
comme suite de codage d’un systeme dynamique. Plus précisément, nous allons
donner une tranformation 7' du tore T? et une fonction f sur T?, ne prenant qu’un
nombre fini de valeurs, et telles que 'on ait u, = f(77"(0,0)).

Il est facile de trouver f et 7' en écrivant n?a comme une suite récurrente; en
effet, si 'on considere 'application affine A définie par A(z,y) = (v +y+a,y+2a),
on vérifie immédiatement que A™(0,0) = (2,,y,) = (n”a,na). On peut alors écrire
u, en fonction de x, et y,, puisqu’on a par définition :

Uy = Wpys — 2wn+1 + wy,
= [Tnyo] = 2[znp] + 2]
=[x, + 2y, +4a] — 2]z, + v, + o] + [2,)]

n—1
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On peut donc écrire u, = f(xn,yn), avec f(x,y) = [v+2y+4a] -2z +y+a]+[z];
on vérifie immédiatement que f est Z2-périodique, donc peut étre considéré comme
une application définie sur le tore T? = R?/Z?, et que de méme A, étant associée a
une matrice de S1(2,Z), passe au quotient en une transformation affine 7' de T?.

On sait que 1', qui est ce qu’on appelle un produit croisé au-dessus d’une rotation,
est minimal des que « est irrationnel; cela découle de travaux de Furstenberg. En
fait, on ne montre pas que toute orbite est dense, mais une propriété bien plus forte :
toute orbite est équirépartie sur le tore T? (cf [F], ou [CFS], p. 100-104).

On est donc en position d’appliquer le théoreme précédent; il reste a montrer
que P satisfait la propriété (*), et a calculer le nombre d’atomes.

Mais d’apres ’écriture de f, les intérieurs des atomes de la partition P sont les
cellules de la décomposition cellulaire de T? engendrée par les trois cercles x = 0,
r+y+a=0eta+2y+4a =0 (cf. figure 4); un calcul simple montre que
la partition 77"P est engendrée de méme par les cercles H, = T~*H, d’équation
v+ ky+k*a=0,pourn <k <n+2.

z=0 z=1

T

\:1;—|—2y—|—40422

r+2y+da=1
r+2y+4a=0
r+y+a=0

Figure 4 : Les 4 atomes de P

Ces cellules sont des polygones avec un nombre fini de ¢6té ; pour que la condition
(*) ne soit pas satisfaite, il faudrait qu’il y ait une coincidence de sommets entre
certaines de ces cellules, et qu’au moins 3 des cercles Hx aient une intersection non
vide, ce qui est impossible par irrationalité de a.

On peut alors calculer effectivement la complexité ; nous avons une décomposition
cellulaire du tore, donnée par un nombre fini de cercles, dont nous voulons connaitre
le nombre F, de faces. Puisque toute aréte a deux sommets, et que tout sommet,
appartenant a deux cercles, délimite 4 arétes, les nombres 5, de sommets et A,
d’arétes vérifient A, = 25,,. Compte tenu de la relation d’Euler sur le tore, S — A +
F =0, on en déduit qu’il y a autant de faces que de sommets.On se ramene donc
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a calculer le nombre de points d’intersections de H; et Hj, ou encore, en faisant
agir TV, de Hy et H;_;, qui vaut |k — j|. En faisant la somme sur tous les couples
d’hyperplans, on obtient :

= Y (ko= DY

0<j<k<n+1

D’ou le résultat :

THEOREME. — la complexité de la suite u des différences secondes de [n*a] est
donnée par :

(n+ 1)(n +2)(n +3)
6

p(n) =

En particulier, comme pour les suites sturmiennes, la complexité ne dépend pas
de la valeur de a.

Remarque. — FEn toute rigueur, nous avons compté, non pas le nombre d’ato-
mes de lintersection P A T 1P A -+« A T7""P, mais le nombre de composantes
connexes de ces atomes; il faudrait donc, ce qui peut étre fait moyennant un peu
de travail supplémentaire, montrer que ces atomes sont connexes; voir [AMM] pour
plus de détails.

Ces arguments se généralisent a des suites obtenues a partir de polynomes de
degré quelconque; rappelons que, si w est une suite a valeurs réelles, la suite v = Aw
des différences est définie par : v, = w,y1 — w,. Le résultat énoncé ci-dessus est un
cas particulier du théoreme suivant :

THEOREME. —  Soit Q un polynome de degré d a coefficients réels dont le coef-
ficient dominant est irrationel ; la suite (Ad([Q(n)])) — prend qu’un nombre fini

de valeurs, et sa complexité, qui ne dépend que de d, est donnée par la formule :

1

p(n) = S Vikg, ... k)
V(0,1,...,d—1) 0< s <ks <orehg<rtd1
ot V(ka, ..., k1) = [Ticicj<alk; — ki) est le déterminant de Vandermonde associé a

(kg k).

Il est remarquable que la complexité trouvée ne dépende que du degré du poly-
nome.

5. Un autre exemple : les suites de billard cubique

Au lieu de généraliser la définition arithmétique des suites sturmiennes, on peut
regarder la définition géométrique : billard carré, ou droite dans le plan; nous con-
sidérerons donc le billard cubique, c’est-a-dire le systeme formé par un point mobile
dans un cube, sans forces extérieures, avec réflexions élastiques sur les parois.
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On code chacune des trajectoires par la suite des faces du cube qu’elle rencontre
(on note 0, 1 et 2 les trois types de faces, on ne fait pas de différence entre les
faces paralleles). A toute trajectoire est ainsi associée un mot infini sur I"alphabet
{0,1,2}. On a le résultat suivant :

THEOREME. —  La complexité d’une trajectoire de pente (o, 3,7), ou a, 3 et ~
sont rationellement indépendants, est égale a n* +n 4 1.

On trouvera une démonstration détaillée dans [AMST]; nous donnons ci-dessous
les grandes lignes de la preuve. On supposera, pour simplifier les calculs, que «, 3,~
sont trois réels rationellement indépendants dans leur ensemble qui satisfont : o +
fty=1

La premiere étape est de remarquer que, de facon analogue aux suites stur-
miennes, il est équivalent d’étudier le billard cubique ou d’étudier une droite de
pente irrationnelle dans R? et ses intersections avec les plans ¢ = n,y = n,z = n
pour tout entier n.

On procede alors de facon analogue a 1’étude faite pour la droite de pente irra-
tionnelle dans le plan : Sil’on appelle hauteur du point (a, b, ¢) le nombre a+b+¢, on
appelle ¥, la “surface plissée” qui joint les sommets de hauteur n,n +1,n + 2 (voir
figure 5). La droite considérée coupe chaque surface plissée une fois et une seule,
dans un de ses trois types de faces. Si l'on projette la surface plissée sur le plan
diagonal = +y+ 2z = 0, on obtient un pavage périodique de ce plan; un calcul simple
montre que 1’on passe du pavage projeté de ¥, au pavage projeté de X, 11 par une
translation de vecteur (1 — a, —f3, —v), projection sur le plan diagonal du vecteur
(1,0,0) (on pourrait projeter un autre des trois vecteurs de base, car les différences
entre ces trois projections appartiennent au groupe de translation du pavage); en
quotientant par le groupe du pavage, on se ramene donc a étudier une translation du
tore T2, codée par rapport a une partition en trois quadrilateres. Il est bien connu
(théoreme de Kronecker) qu’une translation irrationnelle du tore est minimale.

Il faut alors, comme précédemment, montrer que la partition considérée satisfait
a la condition (*), ce qui vient de I’hypothese d’irrationalité, puis montrer que les
atomes de l'intersection des partitions itérées sont connexes, et on se ramene a un
probleme de comptage.

La partition intersectée d’ordre n vient d’une triangulation du tore avec S, somp-
mets, A, arétes et I, faces, qui satisfait la formule d’Euler S,, — A, + F,, = 0. La par-
tition d’ordre 1, qui est la projection d’un cube en perspective, a 3 sommets, 6 arétes
et 3 faces, qui correspondent aux trois lettres du codage. On passe de la partition
d’ordre n a la partition d’ordre n + 1 en rajoutant 3 segments et un point (projec-
tion d’un cube de hauteur plus grande que les précédents); mais ces trois segments
recoupent les arétes déja existantes. On montre que les segments ajoutés a I’étape n
recoupent les segments ajoutés a I’étape ¢ en 2 points si ¢ < n — 1, et en 0 points si
i =n—1 (plus exactement, dans ce cas ils recoupent ces segments en leur extrémité,
ce qui ne rajoute pas de nouveau sommet). On a donc S, 11 = S, +2n + 1, et donc
S, = n?+ 2. On montre de méme que A, = A, +4n + 3, donc A, = 2n* +n + 3,
d’ou 'on déduit le résultat cherché.



30 P. ArRNOUX

Figure 5

6. Suites de billard : la conjecture de Tamura

Une fois que l'on a réussi a calculer la complexité du billard carré et du bil-
lard cubique, il est bien stur tentant, comme on 1’a fait pour les parties entieres de
polynomes, de généraliser en dimension quelconque.

DEFINITION. —  Nous noterons p(n,s) le nombre de facteurs de longueur n
dans une suite engendrée par le billard dans le cube de dimension s + 1

Le cas s = 1 correspond au billard carré, c’est-a-dire aux suites sturmiennes,
s = 2 est le billard cubique de la section précédente, s = 0 est un cas dégénéré,
billard sur un segment, correspondant a une suite constante de complexité 1.

Il est & noter que nous ne savons pas si P(n,s) est bien défini dans le cas géné-
ral : la définition que nous avons donnée suppose implicitement que la complexité
d’une suite de billard cubique irrationnel ne dépend que de la dimension, et pas de
la direction initiale, ce qui n’a pas de raison d’étre vrai a priori.

Cependant, il est facile de vérifier que p(n, s) est bien défini pour n < 3, et que
I'on a p(0,s) =1 (cas du mot vide), p(1,s) = s + 1 (nombre de lettres, c’est-a-dire
d’hyperfaces du cube de dimension s + 1), et p(2,s) = s> + s+ 1 (car tous les mots
1j, avec 1 # ], sont possibles, mais un seul des mots 1i est possible. D’autre part, J.I.
Tamura a calculé numériquement la complexité pour un certain nombre d’exemples
de dimension supérieure a 3.

Si l'on résume les résultats connus, on trouve le tableau de la page suivante, ou
les chiffres en italique résultent de simulations numériques
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n\s 0 1 2 3 4 5 S
0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5 6 s+1
2 1 3 7 13 21 31 s24+s+1
3 1 4 13 3/ 73 136
4 1 5 21 78 209
5 1 6 31 136

n 1 n+1 nP+n+1

Au vu de ces résultats, J.I. Tamura a conjecturé que la fonction p(n, s) est définie
et symétrique : p(n,s) = p(s,n).

On peut pousser la conjecture plus loin : il est clair que 'on a p(n,s) < (s+1)",
car c’est le nombre de mots de longueur n que 'on peut former avec s + 1 lettres;
au vu des résultats obtenus, il est donc naturel de supposer que, pour n fixé, p(n, s)
est une polynéme unitaire de degré n en s.

Mais on peut alors calculer de proche en proche chaque ligne, puisque, par symé-
trie, les n premieres lignes délerminent les n premieres colonnes, et que I’on connait
donc n valeurs du polynéme unitaire de degré n 4+ 1 associé a la ligne suivante, ce
qui le détermine completement ; le calcul peut étre fait explicitement,et conduit a la
conjecture suivante :

CONJECTURE. —  La fonction p(n,s) est donnée par :

inf(n,s) nls!

(n—a)lil(s —1)!

Cette conjecture est en parfait accord avec les simulations numériques, et a été

p(n,s) =

N\

vérifiée dans un grand nombre de cas particuliers ; elle n’est cependant pas démontrée
des que n et s sont plus grands que 2 : les calculs de comptage qui généralisent ceux
de la section précédente deviennent alors inextricable. On n’a par ailleurs a ’heure
actuelle aucune preuve que cette fonction soit définie dans le cas général ; en fait,
meéme dans les cas n = 1 ou n = 2, la démonstration la plus simple consiste a calculer
explicitement p(n, s) et a montrer que le résultat ne dépend pas de la direction. I
existe dans ce cas des preuves directes, sans calculer la valeur mais en montrant
directement que le nombre de mots ne varie pas quand on change la direction, mais
elles sont plus compliquées.

On n’a également aucune idée, méme heuristique, de la raison pour laquelle cette
fonction serait symétrique en n et s.

7. Quelques autres résultats

Citons pour terminer quelques autres cas ou l’on sait calculer explicitement la
complexité :
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Une autre généralisation du billard carré est le billard dans un polygone rationnel
(c’est-a-dire dont les angles sont des multiples rationnels de 7); dans ce cas, P.
Hubert a montré (cf. [Hu]) que, si, dans un polygone a ¢ cotés, les angles sont de la
forme k7w /v, ko /v, ... ky7 /1, ou les entiers ky, ks, ..., k,, 7 sont premiers entre eux
dans leur ensemble, alors la suite obtenue en codant une trajectoire non périodique
par les cotés qu’elle rencontre est de complexité p(n) = n(q — 2)r + 2r; si 'on veut
appliquer la formule au carré, il faut faire attention que ce codage distingue les cotés
paralleles, contrairement a celui que nous avons étudié plus haut, d’ou le résultat
4n+4 qu’on obtient ici. On ne sait pas par contre quelle est la complexité du billard
dans un polygone irrationnel, et encore moins ce qui se passe pour un polyedre autre
que le cube ou un cylindre sur un polygone rationnel.

On peut également s’intéresser aux généralisations de la propriété u2:,c’est-a-dire
aux suites engendrées par substitution; dans ce cas, B. Mossé (cf. [Mo]) a montré
que la suite p(n+1) — p(n) est bornée, donc que p(n) est sous-linéaire, et a donné un
algorithme effectif de calcul de p(n); mais la complexité n’a pas en général de forme
simple, méme pour une suite substitutive tres simple telle que la suite de Morse,
obtenue en partant de 1, en remplacant 1 par 10 et 0 par 01 et en itérant. Pour
d’autres résultats sur ce sujet, on peut aussi consulter [Al].
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