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�� Qu�est�ce que la complexit�e d�une suite


Nous consid�erons ici des suites �a valeurs dans un ensemble �ni A� appel�e alpha�
bet� On en rencontre dans des situations diverses � bien entendu� dans tout ce qui
rel�eve du codage de l
information �texte� son����� mais aussi en biologie �g�enome��
et en physique ��etude de l
�evolution d
un syst�eme au cours du temps� quand on ne

peut faire que des mesures discr�etes�� Une m�ethode assez g�en�erale pour obtenir de
telles suites est de prendre un syst�eme dynamique T � X � X� et une fonction de
codage f � X � A �ou� ce qui revient au m�eme� une partition �nie de X indic�ee par
A� " on consid�ere alors les suites de terme g�en�eral f�T n�x��� codage symbolique de

l
orbite du point x sous l
action de T � On peut consid�erer suivant les cas des suites
in�nies �indic�ees par N� ou bi�in�nies �indic�ees par Z� " nous nous restreindrons ici
au cas des suites in�nies�
On s
int�eresse particuli�erement �a �evaluer le caract�ere plus ou moins al�eatoire

d
une telle suite " si l
on conna��t n symboles de la suite� que peut�on dire des suivants �
Une m�ethode possible consiste �a compter le nombres de combinaisons possibles de
n symboles cons�ecutifs� C
est ce que l
on appelle la complexit�e de la suite " donnons

d
abord quelques d�e�nitions �
On appelle mot sur l
alphabet A une suite �nie W  w� � � � wn �a valeurs dans A "

on notera jW j  n la longueur du mot� et jW ja le nombre d
occurences de la lettre
a dans W � On dit qu
un mot W est facteur de la suite u  �un�n�N s
il existe un

entier k tel que W  uk � � � uk�n���

D�efinition� � On appelle complexit�e de la suite u la fonction p qui� �a tout
entier n� associe le nombre de facteurs de longueur n de u�

Il est clair que� si l
alphabet A est de cardinal k� p�n� est born�e par kn " il est
facile de montrer que� puisqu
un mot de longueur n!m peut se d�ecomposer en deux
mots de longueur respective n et m� on a p�n !m� � p�n�p�m�� On en d�eduit que

log�p�n���n admet une limite �nie quand n tend vers l
in�ni " c
est ce qu
on appelle
l�entropie de la suite� Une suite d
entropie log k contient tous les mots possibles "
une suite d
entropie strictement positive peut �etre consid�er�ee comme tr�es al�eatoire�

��
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Dans cet expos�e� nous allons montrer comment� dans certains cas� on peut cal�
culer explicitement la complexit�e d
une suite en consid�erant un syst�eme dynamique�

Nous nous int�eresserons �a des suites peu al�eatoires� d
entropie nulle�
Si la complexit�e d
une suite est major�ee par une exponentielle� peut�on donner

des minorations � on a un lemme �evident �

Lemme� � la complexit�e est une fonction croisssante�

En e�et� tout facteur de longueur n de u est le d�ebut d
au moins un facteur de

longueur n!�� et deux facteurs distincts sont les d�ebuts de deux facteurs distincts�
il y a donc au moins autant de facteurs de longueur n!� que de facteurs de longueur
n�

On ne peut pas faire mieux en g�en�eral � les suites les moins al�eatoires sont les
suites p�eriodiques� et pour une telle suite� le nombre de mots de longueur n est born�e

par la p�eriode de la suite " la complexit�e est alors constante �a partir d
un certain rang�
Plus g�en�eralement� rappelons qu
une suite est dite ultimement p�eriodique si elle est
p�eriodique �a partir d
un certain rang� On a en fait une caract�erisation compl�ete des
suites de complexit�e born�ee �

Lemme� � Les trois propri�et�es suivantes sont �equivalentes 


�i� La suite u est ultimement p�eriodique�
�ii� La complexit�e est born�ee

�iii� il existe un entier n tel que p�n�  p�n ! ���

D�emonstration� � Si la suite est p�eriodique de p�eriode t �a partir du rang n��
on a toujours p�n� � n� ! t� donc i implique ii " il est clair que ii implique iii� il

su#t donc de montrer que iii implique i�
Mais s
il y a autant de facteurs de longueur n et n!�� chaque facteur de longueur

n est le d�ebut d
un et d
un seul facteur de longueur n!� " autrement dit� quand on
conna��t n lettres� on conna��t la suivante� De plus� comme il n
y a qu
un nombre �ni
de facteurs� on retrouve en au plus p�n� fois un facteur d�ej�a vu� et la suite est alors

p�eriodique �a partir de l
apparition de ce facteur� �
On en d�eduit qu
a contrario� la complexit�e d
une suite non ultimement p�eriodique

est strictement croissante " comme p��� vaut au moins �� sinon il n
y aurait qu
un
symbole et la suite serait constante� la complexit�e d
un suite non ultimement p�e�
riodique v�eri�e p�n� 
 n! ��

D�efinition� � On dit qu�une suite est sturmienne si elle est non ultimement

p�eriodique et de complexit�e minimale p�n�  n ! ��

Remarquons que� puisque p���  �� une suite sturmienne est d�e�nie sur un

alphabet �a � lettres� que l
on peut nommer � et �� Les suites sturmiennes sont en
quelque sorte les plus ordonn�ees des suites non p�eriodiques " elles ont �et�e �etudi�ees
par de nombreux auteurs� nous citerons �HM�� �He�� �CH��
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�� L�exemple le plus simple � les suites sturmiennes

Les suites sturmiennes poss�edent de nombreuses caract�erisations� combinatoires�
dynamiques� arithm�etiques� voire g�eom�etriques� que l
on peut r�esumer dans le th�eo�

r�eme suivant �

Th�eor�eme� � Pour une suite non ultimement p�eriodique sur l�alphabet �a deux
lettres f���g� les propri�et�es suivantes sont �equivalentes 


�i� 	complexit�e
 La suite est de complexit�e minimale 
 p�n�  n! ��

�ii� 	�equilibre
 Les nombres de � contenus dans deux facteurs de m�eme longueur
di��erent au plus de � 
 si U et V sont deux facteurs de u tels que jU j  jV j� alors
jU j� � jV j� � ��
�iii� 	engendrement par substitutions
 Il existe deux suites an et bn d�entiers

strictement positifs� v�eri�ant an 
 bn� et une lettre a  � ou � telles que� pour

tout n� la suite u d�ebute par le mot Sb��a���� Sb��a�� S
b��a�� � � � Sb�n�a�n� �a�� o�u S est

l�application qui� �a un mot� associe ce mot priv�e de sa premi�ere lettre et �� 	resp�
��
 est l�application 	substitution� ou encore morphisme du mono��de libre
 qui �a un
mot associe le mot obtenu en rempla�cant � par � et � par �� 	resp� � par �� et �

par �


�iv� 	arithm�etique
 Il existe deux nombres �� � dans l�intervalle ��� ��� avec �

irrationnel� tels que la suite un soit d�e�nie par un  ��n ! ��� ! ��� �n� ! �� ou
un  d�n!���!�e�dn�!�e� o�u �x� d�esigne le plus grand entier inf�erieur ou �egal
�a x 	partie enti�ere de x
� et dxe le plus petit entier sup�erieur ou �egal �a x�

�v� 	rotation
 Il existe deux r�eels � et � dans ��� ��� avec � irrationnel�tels que
la suite u soit donn�ee par le codage de l�orbite de � pour le syst�eme dynamique

R� � ��� ��� ��� �� x �� x! � mod �

par rapport �a la partition ��� ����� ������ 	ou par le codage obtenu en prenant les

intervalles ouverts �a gauche et ferm�es �a droite


Remarque� � Les propri�et�es iv et v sont susceptibles d
une interpr�etation sim�

ple � si l
on trace dans le plan� quadrill�e par les horizontales et les verticales �a
coordonn�ees enti�eres� la droite y  �x! �� et que l
on compte le nombre d
horizon�
tales que cette droite coupe entre � verticales successives �ce nombre vaut � ou � si
� � ��� on obtient la suite u �cf� Figure �� " sous cette forme� le sens de la propri�et�e

d
�equilibre est assez clair�

Il peut �etre plus naturel de regarder le codage obtenu en notant H chaque fois
que la droite consid�er�ee coupe une horizontale� et V �a chaque fois qu
elle coupe une

verticale� Ce codage s
obtient �a partir du pr�ec�edent en rempla+cant � par V et � par
HV " on peut montrer que la suite obtenue est encore sturmienne� comme image
d
une suite sturmienne par une �bonne� substitution�

On peut aussi montrer que cette suite est directement associ�ee �a la rotation
d
angle ���� ! �� " le raisonnement qui suit peut para��tre peu naturel� mais il fait
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jouer le m�eme r�ole aux deux coordonn�ees et il est donc plus facile �a g�en�eraliser�
comme nous le verrons plus loin�

Notons Ln la ligne bris�ee ��escalier�� qui joint les points de la forme �k� n � k�
et les points de la forme �k� n!�� k�� pour k � Z� par des segments horizontaux et
verticaux " une droite de pente � coupe une fois et une seule chaque ligne bris�ee Ln�

et le codage est d�etermin�e par le fait qu
elle coupe Ln en un segment horizontal ou
vertical� Notons D la droite x!y  �� et cherchons le codage associ�e �a la droite issue
d
un point p de D " pour trouver le n�i�eme terme de la suite� on projette Ln sur D
parall�element �a la direction ��� ��� ce qui donne un pavage p�eriodique de D en deux

types d
intervalles� de longueurs respectives ���� ! �� et ���� ! �� �si l
on prend le
vecteur ���� �� comme base� " le type d
intervalle auquel appartient p donne le terme
cherch�e de la suite� Si l
on d�ecale le point p de ���� ��� on retrouve le m�eme codage "
on peut donc quotienter D par un groupe de translation pour se ramener �a un cercle

partitionn�e en deux intervalles� et le dessin montre que la partition obtenue �a partir
de Ln�� se d�eduit de la partition obtenue de Ln par une rotation de ����!��� d
o�u
le r�esultat cherch�e �voir la �gure ���
Une autre fa+con d
obtenir cette suite est de jouer au billard sur le carr�e� en

partant dans la direction ��� �� et en notant H �resp� V� chaque fois que l
on touche
un c�ot�e horizontal �resp� vertical�� �

Preuve du th�eor�eme� � La preuve compl�ete est assez longue " nous ne pouvons
ici donner que des indications� On trouvera une preuve compl�ete� sous forme de
probl�eme� dans l
�epreuve optionnelle d
informatique de l
agr�egation de math�ema�

tiques �����
Les propri�et�es i et ii sont combinatoires� et la preuve de leur �equivalence est

aussi purement combinatoire �et non triviale ,��

Les propri�et�es iv et v sont �evidemment �equivalentes � iv n
est rien d
autre que l
�e�
criture explicite du codage donn�e par v� On peut remarquer en particulier qu
utiliser
la fonction �x� �resp� dxe� pour iv revient �a prendre les intervalles ferm�es �a gauche
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�resp� �a droite� dans v " en fait� les suites obtenues par l
un ou l
autre codage sont
les m�emes sauf pour un nombre d�enombrables de valeurs de � �de la forme p� n��
o�u elles di��erent en deux positions�

Il est facile de montrer que toute suite obtenue par codage d
une rotation est
de complexit�e minimale� et nous le prouverons �a la �n de cette section� C
est la
r�eciproque qui est di#cile� et c
est ici qu
intervient la propri�et�e iii� qui est la plus

compliqu�ee �a interpr�eter�

Ce qui est simple �a montrer� c
est que toute suite sturmienne peut se r�e�ecrire par
�� ou �� " en e�et� puisque p���  �� il n
y a que trois facteurs de longueur � " or�

puisque la suite n
est pas p�eriodique� elle n
est pas constante� donc les deux lettres
� et � apparaissent une in�nit�e de fois� donc les deux mots �� et �� aussi " donc l
un
des deux facteurs �� et �� n
appara��t pas� Supposons que ce soit �� " alors� tout �
est suivi par �� et l
on peut recoder la suite en utilisant � et �� " autrement dit� il

existe une unique suite v telle que u  ���v�� Il su#rait alors que v soit sturmienne
pour pouvoir it�erer� et obtenir u comme issue d
une suite in�nie de recodage�

Il y a malheureusement un probl�eme technique � en g�en�eral� ce n
est pas la suite

v qui est sturmienne� mais la suite Sv� c
est��a�dire v priv�ee de son premier terme "
en e�et� si u commence par un �� on ne peut savoir directement si celui ci doit �etre
consid�er�e� pour le recodage� comme le mot � ou comme la deuxi�eme lettre du mot
��� On peut cependant montrer que l
on peut toujours �ecrire u sous la forme ���v�

ou S���v�� o�u v est une suite sturmienne " c
est ici qu
intervient l
application S de
d�ecalage�

Puisque toute suite de codage pour une rotation est sturmienne� elle peut se
recoder de cette fa+con� et on peut alors interpr�eter la suite �an� � ce n
est autre
que le d�eveloppement en fraction continue du nombre � " la suite bn est associ�ee� de
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fa+con plus complexe� au nombre �� Il est alors assez simple de prouver que toute
suite sturmienne est une suite de rotation� puisqu
il su#t alors de prendre les suites

�an� et �bn� donn�ees par la propri�et�e iii� de construire les r�eels � et �� et de montrer
que le codage associ�e donne bien la suite cherch�ee� La propri�et�e iii donne en fait
une interpr�etation combinatoire du d�eveloppement en fraction continue du nombre
� " dans la cas o�u ce d�eveloppement est p�eriodique� la suite peut prendre une forme

tr�es simple�

En particulier� si l
on pose an  �� bn  �� a  � ou �� on obtient les deux codages
possibles pour l
orbite� par la rotation d
angle �

p
�� ����� du point ���p����� On

les trouve donc en partant d
une des deux lettres� en rempla+cant � �resp� �� par

�� �resp� ���� et en it�erant� On peut montrer que l
orbite de �
p
� � ���� pour la

m�eme rotation est� elle� donn�ee en it�erant la substitution dite de Fibonacci� � �� ���
� �� � " le mot in�ni obtenu� dit mot de Fibonacci� est la suite sturmienne la plus
facile �a exhiber� �

Il reste �a montrer que la suite donn�ee par le codage de l
orbite d
une rotation est
sturmienne " nous allons en donner deux preuves� Pour montrer que la suite ��n !
���!����n�!�� est sturmienne� on peut utiliser la propri�et�e d
�equilibre � le nombre
de � compris entre uk et uk�n�� est �egal par construction �a ��k!n��!��� �k�!���
et il est clair que� pour n �x�e� ce nombre ne peut prendre au plus que deux valeurs
distinctes suivant n� On peut aussi �etudier directement la complexit�e� et la preuve
qui suit est plus susceptible de g�en�eralisation�

Fixons quelques notations� Pour � irrationnel �x�e� on note R� la rotation d
an�
gle � sur le cercle identi��e �a l
intervalle ��� �� " on note P la partition en les deux
intervalles I�  ��� � � �� et I�  �� � �� ��� L
application f de codage est donn�ee
par f�x�  � �resp� �� si x � I� �resp� I��� et on cherche la complexit�e de la suite

u���  �f�Rn
����n�N�

Mais un facteur de u��� qui appara��t en position k est un facteur initial de
u�b! k�� � plut�ot que de chercher tous les facteurs de � de longueur n� avec � �x�e�
on peut chercher le facteur initial de toutes les suites u�x��

La premi�ere lettre de u�x� est d�etermin�ee par la position de x par rapport �a le
partition P " la deuxi�eme lettre est d�etermin�ee par la position de R�x par rapport
�a P� ou encore par la position de x par rapport �a R��

� P� En e�et on a u��x�  
� si et seulement si R�x � I�� ou x � R��

� I�� Pour conna��tre le facteur initial

de u�x�� il faut placer x par rapport aux partition P�R��
� P� � � � �R�n��

� P� et il
y a donc autant de facteurs initiaux possibles que d
ensembles dans l
intersection
P �R��

� P � � � � � R�n��
� P de ces partitions�

Un calcul imm�ediat montre que la partition R�k
� P est constitu�ee des deux in�

tervalles ��k�� � � �k ! ���� et �� � �k ! ����� � � k�� �attention� tous ces calculs
se font modulo � , voir �gure �� " l
intersection des n premiers it�er�es inverses de la
partition P est donc donn�ee par n! � points� et la partition obtenue a donc n ! �
�el�ements� On a bien prouv�e qu
il y a n!� facteurs initiaux de longueur n possibles�
donc au plus n ! � facteurs possibles pour u���� Compte tenu du fait que la suite
u��� n
est pas ultimement p�eriodique� elle est de complexit�e n! �� On pourrait en
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fait� en utilisant le fait que l
orbite d
un point pour une rotation irrationnelle sur

le cercle est dense� montrer directement que tous les facteurs initiaux possibles sont
des facteurs de u����


� Suites engendr�ees par des syst�emes dynamiques

On peut en fait g�en�eraliser la d�emonstration pr�ec�edente� Consid�erons� comme
dans l
introduction� un syst�eme dynamique T � X � X� une partition P indic�ee par
A� et la fonction f de codage associ�ee� Notons u�x�  �f�T nx��n�N la suite donn�ee
par le codage de l
orbite de x " comme ci�dessus� il est clair qu
un facteur de u�x�

qui appara��t en position k est facteur initial de u�T k�x��
Par ailleurs� la lettre d
ordre k de u�x� donne la position de x par rapport �a

la partition T�kP� et comme ci�dessus� il y a donc autant de facteurs initiaux de
longueur n que d
atomes dans l
intersection P � T��P � � � � � T�n��P " on a donc �

Proposition� � Soit u�x� la suite donn�ee par le codage de l�orbite de x pour

le syst�eme T � X � X par rapport �a la partition P � la complexit�e d�ordre n de u

est major�ee par le nombre d�atomes de la partition P � T��P � � � � � T�n��P�

Il est en g�en�eral impossible d
aller plus loin� pour deux raisons � d
une part�
l
orbite de x peut �eviter de larges r�egions de X �par exemple� si l
orbite de x est
p�eriodique�� et les mots initiaux correspondants n
appara��tront pas comme facteurs

de u�x� " d
autre part� la r�egion associ�ee �a un mot initial peut �etre tr�es petite� voire
r�eduite �a un nombre �ni de points� et dans ce cas le mot correspondant n
appara��tra
pas dans la plupart des orbites�
Dans la cas d
un syst�eme dynamique topologique� on peut donner des conditions

qui �evitent ces ph�enom�enes� et l
on a �

Proposition� � Soit X un espace m�etrique compact� et T un hom�eomor�
phisme de X� Soit P  fPa� a � Ag une partition de X qui v�eri�e la condition
suivante 
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�
� Pour toute suite �nie a��a�� � � � �an��� l�ensemble Pa��T��Pa��� � ��T�n��Pan��
est vide ou d�int�erieur non vide�

Alors� si x est un point d�orbite dense pour T � la complexit�e de la suite u�x� est
�egale au nombre d�atomes des partitions P � T��P � � � � � T�n��P

D�emonstration� � En e�et� tout mot initial correspond �a un ensemble qui

contient un ouvert " par densit�e de l
orbite de x� ce mot initial est un facteur de
u�x�� �

Il y a un cas o�u l
on v�eri�e facilement la condition sur x � on dit qu
un syst�eme

dynamique topologique est minimal s
il n
admet pas de sous�ensemble ferm�e in�
variant� ou� de mani�ere �equivalente� si toute orbite est dense " dans ce cas� on a le
th�eor�eme suivant �

Th�eor�eme� � Soit T � X � X un syst�eme dynamique minimal� et soit P
une partition de X veri�ant la condition 	�
 de la proposition pr�ec�edente � alors�
pour tout point x� la complexit�e de la suite u�x� est �egale au nombre d�atomes des
partitions P � T��P � � � � � T�n��P � en particulier� toutes les suites de codages ont
la m�eme complexit�e 	et en fait� les m�emes facteurs
�

La suite de l
expos�e est consacr�ee �a quelques applications de ce lemme� On va�
pour quelques types de suites� exhiber un syst�eme dynamique associ�e� montrer qu
il
est minimal� et calculer� par des m�ethodes g�eom�etriques� le nombre d
atomes de la
partition associ�ee�

�� Un exemple � les di��erences secondes de la suite �n���

On a vu qu
une suite sturmienne peut �etre obtenu comme suite des di��erences
de termes cons�ecutifs de la suite �a valeurs enti�eres �n� ! ��� On peut essayer de
g�en�eraliser en consid�erant la suite w d�e�nie par wn  �n���� avec � irrationnel� Pour

obtenir une suite �a valeurs dans un alphabet �ni� il faut cette fois prendre la suite
u des di��erences secondes� donn�ee par un  wn�� � �wn�� ! wn�
Cette suite n
est bien s�ur plus associ�ee �a une rotation� mais on peut aussi l
obtenir

comme suite de codage d
un syst�eme dynamique� Plus pr�ecis�ement� nous allons

donner une tranformation T du tore T� et une fonction f sur T�� ne prenant qu
un
nombre �ni de valeurs� et telles que l
on ait un  f�T n��� ����
Il est facile de trouver f et T en �ecrivant n�� comme une suite r�ecurrente " en

e�et� si l
on consid�ere l
application a#ne A d�e�nie par A�x� y�  �x!y!�� y!����

on v�eri�e imm�ediatement que An��� ��  �xn� yn�  �n��� n��� On peut alors �ecrire
un en fonction de xn et yn� puisqu
on a par d�e�nition �

un  wn�� � �wn�� ! wn

 �xn���� ��xn��� ! �xn�

 �xn ! �yn ! ��� � ��xn ! yn ! �� ! �xn�
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On peut donc �ecrire un  f�xn� yn�� avec f�x� y�  �x!�y!������x!y!��!�x� "
on v�eri�e imm�ediatement que f est Z��p�eriodique� donc peut �etre consid�er�e comme

une application d�e�nie sur le tore T�  R��Z�� et que de m�eme A� �etant associ�ee �a
une matrice de SL���Z�� passe au quotient en une transformation a#ne T de T��

On sait que T � qui est ce qu
on appelle un produit crois�e au�dessus d
une rotation�

est minimal d�es que � est irrationnel " cela d�ecoule de travaux de Furstenberg� En
fait� on ne montre pas que toute orbite est dense� mais une propri�et�e bien plus forte �
toute orbite est �equir�epartie sur le tore T� �cf �F�� ou �CFS�� p� ���������

On est donc en position d
appliquer le th�eor�eme pr�ec�edent " il reste �a montrer
que P satisfait la propri�et�e �-�� et �a calculer le nombre d
atomes�
Mais d
apr�es l
�ecriture de f � les int�erieurs des atomes de la partition P sont les

cellules de la d�ecomposition cellulaire de T� engendr�ee par les trois cercles x  ��
x ! y ! �  � et x ! �y ! ��  � �cf� �gure �� " un calcul simple montre que

la partition T�nP est engendr�ee de m�eme par les cercles Hk  T�kH� d
�equation
x! ky ! k��  �� pour n � k � n ! ��

x! y ! �  �

x! �y ! ��  �

x! �y ! ��  �

x! �y ! ��  �

x  �x  �

Figure � � Les � atomes de P

Ces cellules sont des polygones avec un nombre �ni de c�ot�e " pour que la condition

�-� ne soit pas satisfaite� il faudrait qu
il y ait une co&�ncidence de sommets entre
certaines de ces cellules� et qu
au moins � des cercles HK aient une intersection non
vide� ce qui est impossible par irrationalit�e de ��

On peut alors calculer e�ectivement la complexit�e " nous avons une d�ecomposition
cellulaire du tore� donn�ee par un nombre �ni de cercles� dont nous voulons conna��tre
le nombre Fn de faces� Puisque toute ar�ete a deux sommets� et que tout sommet�

appartenant �a deux cercles� d�elimite � ar�etes� les nombres Sn de sommets et An

d
ar�etes v�eri�ent An  �Sn� Compte tenu de la relation d
Euler sur le tore� S�A!
F  �� on en d�eduit qu
il y a autant de faces que de sommets�On se ram�ene donc
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�a calculer le nombre de points d
intersections de Hj et Hk� ou encore� en faisant
agir T j� de H� et Hk�j � qui vaut jk � jj� En faisant la somme sur tous les couples
d
hyperplans� on obtient �

p�n�  
X

��j�k�n��

�k � j�  
�n! ���n ! ���n! ��

�

D
o�u le r�esultat �

Th�eor�eme� � la complexit�e de la suite u des di��erences secondes de �n��� est

donn�ee par 


p�n�  
�n! ���n ! ���n! ��

�

En particulier� comme pour les suites sturmiennes� la complexit�e ne d�epend pas
de la valeur de ��

Remarque� � En toute rigueur� nous avons compt�e� non pas le nombre d
ato�

mes de l
intersection P � T��P � � � � � T�n��P� mais le nombre de composantes
connexes de ces atomes " il faudrait donc� ce qui peut �etre fait moyennant un peu
de travail suppl�ementaire� montrer que ces atomes sont connexes " voir �AMM� pour
plus de d�etails�

Ces arguments se g�en�eralisent �a des suites obtenues �a partir de polyn�omes de
degr�e quelconque " rappelons que� si w est une suite �a valeurs r�eelles� la suite v  .w

des di��erences est d�e�nie par � vn  wn�� � wn� Le r�esultat �enonc�e ci�dessus est un
cas particulier du th�eor�eme suivant �

Th�eor�eme� � Soit Q un polyn�ome de degr�e d �a coe�cients r�eels dont le coef�
�cient dominant est irrationel � la suite

�
.d��Q�n���

�
n�N

ne prend qu�un nombre �ni

de valeurs� et sa complexit�e� qui ne d�epend que de d� est donn�ee par la formule 


p�n�  
�

V ��� �� � � � � d� ��
X

��k��k������kd�n�d��

V �kd� � � � � k��

o�u V �kd� � � � � k��  
Q

��i�j�d�kj � ki� est le d�eterminant de Vandermonde associ�e �a
�kd� � � � � k���

Il est remarquable que la complexit�e trouv�ee ne d�epende que du degr�e du poly�

n�ome�

�� Un autre exemple � les suites de billard cubique

Au lieu de g�en�eraliser la d�e�nition arithm�etique des suites sturmiennes� on peut

regarder la d�e�nition g�eom�etrique � billard carr�e� ou droite dans le plan " nous con�
sid�ererons donc le billard cubique� c
est��a�dire le syst�eme form�e par un point mobile
dans un cube� sans forces ext�erieures� avec r�e�exions �elastiques sur les parois�
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On code chacune des trajectoires par la suite des faces du cube qu
elle rencontre
�on note �� � et � les trois types de faces� on ne fait pas de di��erence entre les

faces parall�eles�� A toute trajectoire est ainsi associ�ee un mot in�ni sur l
alphabet
f�����g� On a le r�esultat suivant �

Th�eor�eme� � La complexit�e d�une trajectoire de pente ��� �� ��� ou �� � et �
sont rationellement ind�ependants� est �egale �a n� ! n! ��

On trouvera une d�emonstration d�etaill�ee dans �AMST� " nous donnons ci�dessous

les grandes lignes de la preuve� On supposera� pour simpli�er les calculs� que �� �� �
sont trois r�eels rationellement ind�ependants dans leur ensemble qui satisfont � � !
� ! �  ��

La premi�ere �etape est de remarquer que� de fa+con analogue aux suites stur�
miennes� il est �equivalent d
�etudier le billard cubique ou d
�etudier une droite de
pente irrationnelle dans R� et ses intersections avec les plans x  n� y  n� z  n

pour tout entier n�

On proc�ede alors de fa+con analogue �a l
�etude faite pour la droite de pente irra�
tionnelle dans le plan � Si l
on appelle hauteur du point �a� b� c� le nombre a!b!c� on
appelle /n la �surface pliss�ee� qui joint les sommets de hauteur n� n!�� n!� �voir
�gure ��� La droite consid�er�ee coupe chaque surface pliss�ee une fois et une seule�

dans un de ses trois types de faces� Si l
on projette la surface pliss�ee sur le plan
diagonal x!y! z  �� on obtient un pavage p�eriodique de ce plan " un calcul simple
montre que l
on passe du pavage projet�e de /n au pavage projet�e de /n�� par une
translation de vecteur �� � ��������� projection sur le plan diagonal du vecteur
��� �� �� �on pourrait projeter un autre des trois vecteurs de base� car les di��erences
entre ces trois projections appartiennent au groupe de translation du pavage� " en
quotientant par le groupe du pavage� on se ram�ene donc �a �etudier une translation du

tore T�� cod�ee par rapport �a une partition en trois quadrilat�eres� Il est bien connu
�th�eor�eme de Kronecker� qu
une translation irrationnelle du tore est minimale�
Il faut alors� comme pr�ec�edemment� montrer que la partition consid�er�ee satisfait

�a la condition �-�� ce qui vient de l
hypoth�ese d
irrationalit�e� puis montrer que les

atomes de l
intersection des partitions it�er�ees sont connexes� et on se ram�ene �a un
probl�eme de comptage�
La partition intersect�ee d
ordre n vient d
une triangulation du tore avec Sn somp�

mets�An ar�etes et Fn faces� qui satisfait la formule d
Euler Sn�An!Fn  �� La par�

tition d
ordre �� qui est la projection d
un cube en perspective� a � sommets� � ar�etes
et � faces� qui correspondent aux trois lettres du codage� On passe de la partition
d
ordre n �a la partition d
ordre n! � en rajoutant � segments et un point �projec�
tion d
un cube de hauteur plus grande que les pr�ec�edents� " mais ces trois segments

recoupent les ar�etes d�ej�a existantes� On montre que les segments ajout�es �a l
�etape n
recoupent les segments ajout�es �a l
�etape i en � points si i � n� �� et en � points si
i  n�� �plus exactement� dans ce cas ils recoupent ces segments en leur extr�emit�e�
ce qui ne rajoute pas de nouveau sommet�� On a donc Sn��  Sn ! �n! �� et donc
Sn  n� ! �� On montre de m�eme que An��  An !�n! �� donc An  �n� ! n! ��
d
o�u l
on d�eduit le r�esultat cherch�e�
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Figure �

�� Suites de billard � la conjecture de Tamura

Une fois que l
on a r�eussi �a calculer la complexit�e du billard carr�e et du bil�

lard cubique� il est bien s�ur tentant� comme on l
a fait pour les parties enti�eres de
polyn�omes� de g�en�eraliser en dimension quelconque�

D�efinition� � Nous noterons p�n� s� le nombre de facteurs de longueur n

dans une suite engendr�ee par le billard dans le cube de dimension s! �

Le cas s  � correspond au billard carr�e� c
est��a�dire aux suites sturmiennes�
s  � est le billard cubique de la section pr�ec�edente� s  � est un cas d�eg�en�er�e�
billard sur un segment� correspondant �a une suite constante de complexit�e ��

Il est �a noter que nous ne savons pas si P �n� s� est bien d�e�ni dans le cas g�en�e�
ral � la d�e�nition que nous avons donn�ee suppose implicitement que la complexit�e
d
une suite de billard cubique irrationnel ne d�epend que de la dimension� et pas de

la direction initiale� ce qui n
a pas de raison d
�etre vrai a priori�

Cependant� il est facile de v�eri�er que p�n� s� est bien d�e�ni pour n � �� et que
l
on a p��� s�  � �cas du mot vide�� p��� s�  s ! � �nombre de lettres� c
est��a�dire
d
hyperfaces du cube de dimension s! ��� et p��� s�  s� ! s! � �car tous les mots
ij� avec i � j� sont possibles� mais un seul des mots ii est possible� D
autre part� J�I�

Tamura a calcul�e num�eriquement la complexit�e pour un certain nombre d
exemples
de dimension sup�erieure �a ��

Si l
on r�esume les r�esultats connus� on trouve le tableau de la page suivante� o�u
les chi�res en italique r�esultent de simulations num�eriques



Complexit�e de suites
 quelques exemples ��

nns � � � � � � � � � s

� � � � � � � �
� � � � � � � s! �
� � � 
 �� �� �� s� ! s! �
� � � �� �� �� ���

� � � �� �� ���
� � � �� ���
� � �
n � n! � n� ! n! �

Au vu de ces r�esultats� J�I� Tamura a conjectur�e que la fonction p�n� s� est d�e�nie

et sym�etrique � p�n� s�  p�s� n��
On peut pousser la conjecture plus loin � il est clair que l
on a p�n� s� � �s!��n�

car c
est le nombre de mots de longueur n que l
on peut former avec s ! � lettres "

au vu des r�esultats obtenus� il est donc naturel de supposer que� pour n �x�e� p�n� s�
est une polyn�ome unitaire de degr�e n en s�
Mais on peut alors calculer de proche en proche chaque ligne� puisque� par sym�e�

trie� les n premi�eres lignes d�eterminent les n premi�eres colonnes� et que l
on conna��t
donc n valeurs du polyn�ome unitaire de degr�e n ! � associ�e �a la ligne suivante� ce
qui le d�etermine compl�etement " le calcul peut �etre fait explicitement�et conduit �a la
conjecture suivante �

Conjecture� � La fonction p�n� s� est donn�ee par 


p�n� s�  
inf�n�s�X
i	�

n,s,

�n� i�,i,�s� i�,

Cette conjecture est en parfait accord avec les simulations num�eriques� et a �et�e

v�eri��ee dans un grand nombre de cas particuliers " elle n
est cependant pas d�emontr�ee
d�es que n et s sont plus grands que � � les calculs de comptage qui g�en�eralisent ceux
de la section pr�ec�edente deviennent alors inextricable� On n
a par ailleurs �a l
heure
actuelle aucune preuve que cette fonction soit d�e�nie dans le cas g�en�eral " en fait�

m�eme dans les cas n  � ou n  �� la d�emonstration la plus simple consiste �a calculer
explicitement p�n� s� et �a montrer que le r�esultat ne d�epend pas de la direction� Il
existe dans ce cas des preuves directes� sans calculer la valeur mais en montrant
directement que le nombre de mots ne varie pas quand on change la direction� mais

elles sont plus compliqu�ees�
On n
a �egalement aucune id�ee� m�eme heuristique� de la raison pour laquelle cette

fonction serait sym�etrique en n et s�

�� Quelques autres r�esultats

Citons pour terminer quelques autres cas o�u l
on sait calculer explicitement la
complexit�e �



�� P� Arnoux

Une autre g�en�eralisation du billard carr�e est le billard dans un polygone rationnel
�c
est��a�dire dont les angles sont des multiples rationnels de �� " dans ce cas� P�

Hubert a montr�e �cf� �Hu�� que� si� dans un polygone �a q c�ot�es� les angles sont de la
forme k���r� k���r� � � � � kq��r� o�u les entiers k�� k�� � � � � kq� r sont premiers entre eux
dans leur ensemble� alors la suite obtenue en codant une trajectoire non p�eriodique
par les c�ot�es qu
elle rencontre est de complexit�e p�n�  n�q � ��r ! �r " si l
on veut
appliquer la formule au carr�e� il faut faire attention que ce codage distingue les c�ot�es
parall�eles� contrairement �a celui que nous avons �etudi�e plus haut� d
o�u le r�esultat
�n!� qu
on obtient ici� On ne sait pas par contre quelle est la complexit�e du billard
dans un polygone irrationnel� et encore moins ce qui se passe pour un poly�edre autre

que le cube ou un cylindre sur un polygone rationnel�
On peut �egalement s
int�eresser aux g�en�eralisations de la propri�et�e iii�c
est��a�dire

aux suites engendr�ees par substitution " dans ce cas� B� Moss�e �cf� �Mo�� a montr�e
que la suite p�n!���p�n� est born�ee� donc que p�n� est sous�lin�eaire� et a donn�e un

algorithme e�ectif de calcul de p�n� " mais la complexit�e n
a pas en g�en�eral de forme
simple� m�eme pour une suite substitutive tr�es simple telle que la suite de Morse�
obtenue en partant de �� en rempla+cant � par �� et � par �� et en it�erant� Pour

d
autres r�esultats sur ce sujet� on peut aussi consulter �Al��
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