Systemes déductifs

DEA D'INFORMATIQUE
UNIVERSITE BORDEAUX 1

Systemes déductifs (Retoré) Plan Début Fin Préc. Suiv. <=



Plan

1 Liens avec d’autres domaines de l'informatique ............... 3
2 La déduction naturelle de base (conjonction, implication) ....... 4
3 Déduction naturelle pour le secondordre . .................... 14
4 Des systemes intuitionnistes . . ..ot i i e 23
5 Calculdesséquentsclassique .........covviiiiiinninnennn. 25
6 Logiquelinéaire .........ccciiiiii i e e 35

Systemes déductifs (Retoré) Plan Début Fin Préc. Suiv. <=



1. Liens avec d’autres domaines de I'informatique

Programmation fonctionnelle typée

Programmation logique

Modeles du parallélisme

Traitement des langues
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2. La déduction naturelle de base
(conjonction, implication)

Propriétés essentielles :

normalisation forte (propriété de la sous formule)

décidabilité du calcul propositionnel

confluence
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2.1. Une présentation graphique (quasi arborescente)

2.1.1. Le connecteur A

A B ANB
— Nel
ANB A

2.1.2. Le connecteur —
(O,...,n occurrences de I'hypothese libre A)
X... A [As. . [4a...Y

B
A— B

o —

AAB

Ne2

A A—B
B

_)e
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2.2. Une présentation plus précise

2.2.1. Reégles structurelles (contexte)

INA,B,AFC I'EC AATEC
—_—Tr — Aff —— Contr
I''BAAFC AIl'EC AlHC

2.2.2. Leconnecteur —

Al'+B 'FA AFA—B
—_— —e
'HA— B I'AFB
2.2.3. Le connecteur A
'rA AFRB I'HrAAB I'FAAB

Ni — Al —— A2

I''A+-AAB TFA I'+B
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2.3. Lien avec le lambda calcul typé

2.3.1. Reégles structurelles

§:F,a:A,b:B,J:AFt:C gl'Et:C a:Aa AgTFt:C
= Tr = A Contr
g Tb:Ba:AdAFt:C a:A,gTFt:C a:A,g:T'Ftld = al:C
2.3.2. Le connecteur —
a:A,gTHi:B GgTFuA d:A+t:A— B
—; - —
gI'tXat:A— B g d:A+tu:B
2.3.3. Le connecteur A
GTrFuA d:Avv:B GTFt:AAB GTHt:ANB
= A - ; Ael = 5 Ne2
g:Id:AtF (uw):ANB gI'Ent:A gI'Fn°t:B
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2.4. Normalisation (ou réduction)

2.4.1. Schémas de normalisation Redex:
Introduction d’'un connecteur immédiatement suivie d’'une
élimination de ce méme connecteur.

0 v
. b ; T (647)
ANB
Nel
WLLLLLLLLLLLL se réduit en JWLLLLLLLLLLLL
: ) 5A

A
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) B N (()\CLA.’}/B)A_’B (5A)B
A A—B
B o
VLLLLLLLLLLLLL se réduit en LLLLLLLLLLLLLL
) -0
X.. A, A .. A Y (vB[zA = 64]))B
Y
B
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2.4.2. Normalisation faible  Toute démonstration peut étre transformée en
une démonstration sans redex. (EXO )

Degré d'une formule:
d(p) 0 p: variable propositionnelle

d(A — B) = max(d(A),d(B))+1
d(ANB) = max(d(A),d(B))+1

Degré d'un redex: degré de la formule introduite puis éliminée.
Degré d'un terme: (degré max d’'un redex, nbre de redex de degré max)

On réduit un redex de degré max M qui n’en contient pas d’autre (le plus haut
possible dans I'arbre).

Les seuls redex qui peuvent apparaitre sont de degré < d(A) < M.

La mesure décroit.
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2.4.3. Normalisation forte par réductibilité
t € REDr: «t estréductible de type 7' »

Définition inductive de la réductibilité

si T atomique: t € RE Dy ssi t fortement normalisable

SiT=A— Bt € REDs_pSSiVu€ RED, (t u) € REDp

SiT=AAB:t€ REDyxgSSi (7't € RED, et m°t € REDg)
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Propiétés de la réductibilité (simultanément, par induction sur le type T')
e CR1sit € REDr alors t est fortement normalisable
e CR2site REDrett~t' alorst' € REDy

e CR3 si t est une variable ou une élimination
et si ¢t ne se réduit qu’en des termes de RE Dy

alorst € REDy
En particulier une variable ou une élimination est un terme réductible

Lemme de substitution (par induction sur le terme ¢) Soit ¢ un terme non forcément

réductible de variables libres z1, ... ,z,;
soient ugy, . . . ,u, des termes réductibles de mémes types que z1,...,z,;
alors t[z := 1] est réductible.

Du lemme on déduit que tout terme est réductible — en remplacant les z; par
eux-mémes — et donc que tout terme est fortement normalisable par CR1.
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2.5. Autres propriétés

2.5.1. Propriété de la sous formule Toute formule d’'une déduction naturelle
normale est une sous formule d’'une hypothése ou de la conclusion. (EXO )
EXO
Propriété a montrer par induction structurelle :
si 9 normale alors

1. toute formule de § est sous formule d’une hypotheése ou de la conclusion

2. si ¢ se finit par une régle d’élimination, sa conclusion est sous formule d’'une
hypothése

2.5.2. Confluence La réduction est localement confluente et confluente.
Tout démonstration (et donc tout A-terme simplement typé) a une forme nor-
male unique.
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3. Deéduction naturelle pour le second ordre

Ce systeme a les mémes propriétés: confluence, normalisation forte.
On définit les types ou formules a partir de variables de types X; ainsi:

une variable de type est un type

siT et U sontdestypes T — U estuntype (T'AU aussi, mais on n’en parlera
pas, il est définissable au second ordre)

si T est un type et X une varaible de type I1.X.T est un type
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3.1. Regles, termes et schémas de réduction

Régles structurelles et logigues: les mémes que précédemment.

3.1.1. Regles de quantification

T
: gIrrt:B
B - .
——— II;(pas de X dans une hyp. libre) gI'FAXE:B
IIX.B
L
: GgT+t:B
A, GTFH{T}:B[X :=T]
B[X :=T]

La restriction est nécessaire: montrer que sans elle V.X.X est démontrable.
EXO
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3.1.2. Schéma de réduction

(IX.B) (T}

WLLLLLLLLLLL se réduit en WLLLLELLLLLL

T[X :=T]
X =T tHX = T)P=T]
B[X :=T]

Systemes déductifs (Retoré) Début Fin Préc. Suiv. <«



3.2. Définition de types de données dans le systeme F
Le 1 est définissable par I11X.X.
gI'Ft:AX.X
I
gI'Ft:T
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A N B est définissable par IIX.((A — (B — X)) — X)
ecA—-(B—-X)FeA—- (B—X) gIl'FaA
e:A— (B—X),gTF(ca):B— X T JAFb:B
e:A— B— X gTd:AF ((e a)b):X
GTd:AF e((ea)h):(A— B—X)— X
T d:AFAX. (Ae.((e a)b):IIX.(A— B — X) — X)

€

)

a:Ala:A
b:B,a:AlF a:A ¢
.(j’:Fl—t:HX.((AH(BHX))HX)H a:Al—)\b.a:BﬁA—>
GUHEH{A}:(A— (B— A) A  Fla.(\ba):A— (B— A)
g T F((t{A}) (Aarb.a)):A

ff

i

e
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Le type entier est défini par N = IIX.(X — (X — X) — X))
0= AX zX\fX=Xy
3= AXMFAfATE(f(f(f 7))

EXO Donner la démonstration (ou le terme correctement typ€) correspondant
a la fonction successeur.

Le type liste de A est définipar A list =11X.X - (A —- X - X) - X

[3: 03] = AX Az AfAXX((f 3)((fO)((f 3))))
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3.3. Fonctions représentables (non traité)

Fonctions représentables sont les fonctions récursives dont la totalité est dé-
montrable dans I'arithmétique de Peano du 2nd ordre.
Exemple de fonction totale non représentable: la fonctionde normalisation F'

m F de N dans N définie par: si n est le code de Godel d’'un terme ¢, alors
F(n) = m avec m code de la forme normale de ¢, et sinon, F'(n) = 0.

® #(n) = m ou m est le code de Godel de I'entier de Church n
m b(n) = m sim estle code de Godel de I'entier de Church 7, etb(m) = 0 sinon

m A(m,n) = p si m,n,p sont les codes de Godel des termes m*n*p* et si

*

p* = (m*n")
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D(n) = b(N(A(n,#(n)))) + 1

D est récursive totale, montrons qu’il n’y a pas de terme de type N — N qui
représente D.

Si D est représentée par le terme t de code n, alors N(A(n,#(n)) est le code
de Godel de la forme normale ¢ 7 c’est-a-dire ¢ appliqué a I'entier de Church 7.

Mais (tn) se réduit en I'entier de Church D(n) donc N(A(n,#(n))) = #(D(n))
etb(N(A(n,#(n)))) = D(n) soit D(n) = D(n + 1), contradiction.

Toutes les fonctions de codage et I'application sont représentables, c’est donc
N qui ne l'est pas.
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3.4. Ressemblance / différence avec CaML

e plus de types / par ex. arbre a branchement entiers
IX.(X - (N —-X)—X) - X))

(puisque N =I1X.(X — ((X — X) — X)) on a un quantificateur en position
négative, ce qui n’est pas permis par CaML)

e Mmais toutes les fonctions terminent (pas d’opérateur de point fixe, de let rec)
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4. Des systemes intuitionnistes

La loi de Pierce P = ((X — Y) — X) — X n’est pas déemontrable dans les
systemes vus jusqu’ici.

En logique classique elle I'est: si X est vrai, P est vraie, et si X est faux,
X — Y estvrai, (X —Y) —Y) estfaux et P est aussi vraie.

Par contre on ne peut démontrer X sous I'hypothése (X — Y) — X) en
déduction naturelle.

De méme, si on s’autorise une constante 1 avec la régle d’élimination (pas de
regle d’introduction pour L!)

gl'Ht:L
g '+ L[t]:C
et qu’'on définit - A par A — 1 on ne peut démontrer
AV —A,
—\—|A — A,

(=B — —=A) — (A — B) (contraposée)...
Montrer que par contre on a A — ——A en logique intuitionniste. EXO
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D’un point de vue informatique, en logique intuitionniste on a la correspon-
dance

formule type
démonstration programme
normalisation évaluation

D’un point de vue intuitif, il s’agit plus d’une logique de la connaissance que
de la vérité:

"Il a raison ou il n'a pas raison”

n'apporte aucune connaissance mais est vrai.
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5. Calcul des ségquents classique

Un systéme qui exprime mieux la logique classique et les lois de De Morgan:

.—|—|AEA

° —\(A/\B)E—\A\/—\B

[} ﬁ(A\/B)E—!A/\_'B

Plusieurs hypothéses, plusieurs conclusions, et la négation échange hypo-
theses et conclusions (donc pas de calcul de termes).
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5.1. Regles

5.1.1. Regles structurelles (contexte)

T ABAFO

B —— TTG
I B, AAF©

'-oe
AT'F©

Affa

AATFO

Contrg
AT+ 0O

OF AAT

OFT,A,BA

—_————— TTR
OFT,B.AA

OFT
OFAT

Affr

Contrg
OF AT
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5.1.2. Axiome
AF A

5.1.3. Coupure
A0 AI'HO

I 0,0

cuT
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5.1.4. Regles logiques (connecteurs)

T A0
~ATFO

I'+ADBO

- Vg
I'-Av B,©

ABTF @O

— A¢
AABTFO

AT+ B,O
'HA— B,©

-G

Négation

Disjonction

Conjonction

Implication

ATFO BT RO

ATl'F©O

T--40

AVBII'FO,0

r-Ae I'+Bo

I''"-AABOO

Va

AR

BTFO T'FAQ

A—BII't6,0
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5.2. Propriétés du calcul des séquents

5.2.1. Complétude Un séquent A4,,...,A, - By,...,B, est déemontrable si et
seulement si la formule (A; A --- AN A,) — (B V---V B,) est vraie pour toute
interprétation. (Il est aisé de voir que dans la variante proposée ci-apres, les
regles sont réversibles: pour une interprétation donnée, le séquent est conclusion
est valide si et seulement si les séquents prémisses le sont.)
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5.2.2. Elimination des coupures La regle de coupure est redondante: toute
séquent démontrable peut étre démontré sans utiliser la régle de coupure. Il s’agit
de normalisation faible .

Idée de la démonstration:

e lorsque la formule qui disparait vient d’étre introduite de part et d’autre, on
peut remplacer la coupure par une ou deux coupures plus petites. EXO

e étant données deux démonstrations de I' - A et [" - A’ dont les coupures
sopnt de degré < d et une formule C' de degré d, on peut faire une démons-
trationde I')I" — C = A — C,A’ dont toute les coupures sont de degré < d

e ensuite on procede par induction sur la hauteur de la démonstration

5.2.3. Propriété de la sous-formule On en déduit: toute séquent est démon-
trable par des séquents qui ne contiennent que des sous-formules des formules
du séquent demontré, le calcul propositionnel est décidable (la regle de coupure
est la seule dont les prémisses contiennent une formule qui ne soit pas sous-
formule du séquent conclusion).
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5.3. Une variante pour la complétude

e Pas de regles structurelles.
e AXiomes: p,...F p,... (une lettre en commun)

e Dans toutes les régles binaires, les contextes sont identiques:

Al'FO BI'FO I'-A© TI'+kBOo BI'-e I'+A®©

\/G /\R
AVvBIF© I'-AAB© A—BI'FO

Pour une valuation donnée, la conclusion est valide si et seulement si les pré-
misses le sont.

EXO équivalence avec le calcul précédent sans coupure
EXO décidabilité
EXO complétude
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5.3.1. Exemple: Recherche de démonstration pour un séquent démontrable
a.p,p,s = qit.t 7.q:pp;s - qit

g g
¢.p,(mq).p,s - tt 7,q,0,(—q),p,s - t
Ag Ng
q.p,(—q),(pNs) Ftt r,q.0,(—q),(pAs)Ft
H
g
4.p,(—q),(t = r),(pAs)Ft
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5.3.2. Exemple bis: recherche de démonstration pour un séguent non dé-

montrable

Fp,q r

—

(p)Fq ° () sk

_>g

(P —q) () =) F

_)g

(=) = q) = ((=r) = 5))

Systemes déductifs (Retoré) Début Fin Préc. Suiv.



5.4. Calcul des séquents intuitionniste

Une restriction sur la structure des séquents (et non sur les régles): au plus
une formule a droite.

Parmi les régles structurelles, seules les regles gauches restent, et la coupure
devient la composition:

A AAFC
Al C

curT

Pour les connecteurs A et — on obtient:

ABTI'FC _ . 'HA T"EB

E—— AV Conjonction AR

AANBTIFC I''I"FAAB

Al'FB o BI+-C T'HA
—a Implication

'-A— B A—BII'+C

Ce calcul est équivalent a la déduction naturelle, les régles gauches peuvent
étre simulées en déduction naturelle. EXO
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6. Logique linéaire
6.1. Logique linéaire intuitionniste multiplicative

On aimerait que I'implication modélise un changement d’état:

AA— BFB
Etat A
Transition permettant de passer de 'état A a I'état B
Etat final B.

Les logiques vues jusqu’ici ne conviennent pas, puisque
AA— BFAAB

A est toujours vrai apres avoir effectué la transition!

Comme dans le passage de la logique classique a la logique intuitionniste,
ce n'est pas les regles logique gu'il faut modifier mais les regles structurelles.
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0,ABI'EC

— F, échange
©,BAT'-C

I pas d’autre regle structurelle !

azxiome r-x XxX1nrrc
cut
AFA rrec
ABTI'FC ) ) r-A 1I'+B
A, conjonction Ay
AANBTITFC I'I"+FAAB
BI'-C T'FA ) L AI'F B
—o, implication —— 04
I"A—oBI'FC 'HA—oB
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6.2. La modalité !

Il faut aussi pouvoir utiliser ad libitum une transition.

Pour cela on dispose d’'une modalité notée « ! »

lA: « laressource A est disponible autant qu’on le souhaite »

' a

XIXTEC I'=cC r-co

‘9

IXTFC

IT" désigne une suite de formules toutes précédées de la modalité « ! ».

XTFC? TEic
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6.3. Représentation des réseaux de Petri

Les places sont représentées par des variables propositionnelles.

Décrivons un marguage par une conjonction:
ANAANBACNANC 2jetonsen A, 1en B,2enC

Décrivons une transition par une implication linéaire:
(ANAAB)—o (CACADA E) est une transition qui prend deux jetons en A
et un en B, et qui produit deux jetons en C', unen D etun en E.

Dans un réseau de Petri dont les transitions sont ¢4, ...,t,, on peut accéder
d’'un marquage M a un marquage M’ ssi on peut démontrer en logique linéaire
intuitionniste

My, .. M, = M
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6.4. Représentation de la logique intuitionniste

On peut coder en logique linéaire les formules de la logique intuitionniste
(restreinte a I'implication) ainsi:

e p” = p si p est une variable propositionnelle

o (A— B)* = (I(A*)) —o B*

On alors (EXO):

Hy,...,H, F C est démontrable en logique intuitionniste
ssi
l\HY ... \H# - C# est démontrable en logique linéaire intuitionniste
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6.5. Logique linéaire classique

La logique linéaire intuitionniste admet une version classique,
avec une négation involutive.

Une disjonction est associée a la conjonction,
et une modalité ? correspond a !.

Elle satisfait alors les lois de de Morgan.

Comme pour la logique classique es régles manipulent des séquents avec
plusieurs formules a gauche et a droite.

Elles sont obtenues par symétries: la regle droite (resp. gauche) de la dis-
jonction correspond a la regle gauche (resp. droite) de la conjonction, les regles
droites (resp. gauches) de ? correspondent aux regles gauches (resp. droites) de
I, et la négation tranforme une hypothése en conclusion ou vice-versa.
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6.6. Calcul de Lambek

Si de la logique linéaire intuitonniste on omet la modalité !, et qu’on supprime
la regle d’échange, on obtient le calcul de Lambek.
On a alors deux implications, suivant que I'hypothése annulée est a droite ou
a gauche de la suite de formules:
A4 AAANFB

AFA cut
AT A+ B
TAFC IBI'FC AFA
—— o o—p,
'Co- A IBo- AAT'FC
ATFC AFA T.BI'FC
—— 9 —Op,
'-A—oC NAA—oBI'EC
T ABIFC A4 T'FB
Ay A
TAABI FC IT'FAAB
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Le calcul de Lambek peut-&tre utilisé comme une grammaire,
si on se donne une varaible propositionnelle distinguée S.

Lex: fonction de I'ensemble des terminaux dans I'ensemble des ensembles
finis de formules écrites avec les connecteurs « —o », « o— », « A ».
(Lex(a) est un ensemble fini de formules, pour tout terminal )

Etant donnée une telle fonction Lex le langage £(Lex) est défini par:

ajag - - a, € L(Lex)
Ssi
Vidt; € Lex(a;) tel que t4, ... t, - S soit démontrable dans le calcul de Lambek

On décrit ainsi les langages hors-contextes (ou algébriques) . ..
... cf. le cours traitement symbolique des langues.
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