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&< � $�� �
�� 
$ 	�=������ 	 >�� ������
� 	� �� ����� 
���$���� ��� 	�� ��	$��� ?���� < 
���$���� ���
��	�� ��	$��@ <

� < A ��� � B�� 
 >������
� 	�� �� ����� ����$�� ��� 
���$���� ��� 	�� ��	$���
{(1, 2, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0),

(0, 0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 0, 0)} C� < A ��� � B�� 
 >������
� 	�� �� ����� ����$�� ��� 
���$���� ��� ��	�� ��	$��
{(1, 1, 3, 1), (1, 2, 1, 1),

(1, 0, 0, 1)} CD < 
 ������ B�� ��
{P1, P2, . . . , Pr}

��� �� ������
� 	� �� ����� 
���$���� ��� ��	�� ��	$��� ��
P��� �� �� ���� ��
 B��

P =
∑r

j=1
cjPj

��
P =

∑r
j=1

djPj

$
���
cj = dj , i = 1, . . . , r

<
E < 
 ������ B� >�� ������
� 	� �� ����� {P1, , P2, . . . , Pn}

��� 
���$���� ��� 	�� ��	$�� �� ��
���
�� ��� �� �� 	� ��� �� ����� ��� ��  �����$���� 
���$��� 	� ����� <

� < 
 ������ B� >�� ������
� 	 >$� � ����
m + 1

�� ����� 	� 	�� ������
m

���� 
���$���� ��� 	�� ���	$��� <
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&< �� ������
� 	� �� ����� 	� 	�� ������
m {P1, P2, . . . , Pn}

��� 
���$���� ��� ��	�� ��	$�� �� �

�O ���� 	��  ����$����

α1, α2, . . . , αn

��� ������ �P$
�� Q R��� ��
 B��
α1P1+α2P2+. . .+αnPn =

0
?���� < #�

α1P1 + α2P2 + . . . + αnPn = 0
$
���

α1 = α2 = . . . = αn

@ <
� < �
 ��S � 	� ����	��

α1 = −1, α2 = 1, α3 = 0, α4 = 2
<

� < ���� 	����� �����	��
α1(1, 1, 3, 1) + α2(1, 2, 1, 1) + α3(1, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0) T $���� �� �������

α1 = α2 = α3 = 0
��� 
$ ���
� ��
����� < A� 	�� T 
 >������
� 	�� �� ���U �� ��� 
���$���� ���

��	�� ��	$�� <
D < A� ������$V$�� 
�� 	��O ���������$����� T �� ������

0 =
∑r

j=1
(cj − dj)Pj

< �
 ��S � 	� � ����
αj = cj − dj

��
n = r

� ��� ��������� 
$ 	�=������ 	 >�� �� ���� 
���$���� ��� ��	�� ��	$�� <
A� �W�� T �$ �$�� B��

P1, P2, . . . , Pr

��� 
���$���� ��� ��	�� ��	$�� T �
 �� �� B��
αj = 0, cj =

dj , i = 1, . . . , r
<

E < #�
Pi = α1P1 + . . . + αi−1Pi−1 + αi+1Pi+1 + . . . + αnPn T 	$�� 
$B��

� B��
B��� �� ���� 
��

 � �S  ����� αk

� ������ X��� ��
� T $
��� α1P1+. . .+αi−1Pi−1+(−1)Pi+αi+1Pi+1+. . .+αnPn = 0�� $���� 
 >������
� ��� 
���$���� ��� ��	�� ��	$�� < �������� ��� T �� 
 >������
� 	�� �� ����� ���

���$���� ��� ��	�� ��	$�� T ����

αj


� ���� ���  � �S  ��� ��� ��
 < Y 
���
Pj = 0P1 + 0P2 + . . . +

0Pj−1 + (
αj

−αj
)Pj+1 + . . . + ( αn

−αj
)Pn

<  >��� Q 	���
Pj

��� ���  �����$���� 
���$��� 	� ����� <

&

� < �
 ���  
$�� B�� �� U >$� �� ���$ � 	� 	�� ������
m

$�� m + 1
$
��� �
 �O ���� �� �� ���� B�� ���

 �����$����� 
���$��� 	�� $����� < �$� �O���
� 	$��
IR2 T �� U >$� ����� �� ����� T �� �� ���� ���


����$��� ��� 	�� ��	$�� 	�� $����� <
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&< � $�� �
�� 
$ 	�=������ 	 >���  �����$����  ����O� <� < A ��� � B�� 
� � ����
A

	�  ���	������
(1, 1, 1)

��� ���  �����$����  ����O� 	�� � �����
(2, 2, 0),

(0, 0, 3), (0, 0, 0) C� < � ����� ���� �� 
� � ���� 	�  ���	������
(0, 7)

��� ���  �����$����  ����O� 	� 
 >������
� 	��
� �����

{(3, 6), (−6, 9), (2, 1), (−1, 1)} CD < � ����� ���� P�$���B��� ��� �� 
� � ���� 	�  ���	������
(1, 2)

��� ���  �����$����  ����O� 	��
� �����

(1, 1)
��

(2,−1) C
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&< A�$�� 	�����
p

� �����
x1, . . . , xp

	�
IRn

��
p

�������
λ1, . . . , λp

��� ��P$���� 	� �����
1?∑p

i=1
λi = 1

@ T �� 	��$ B��
y = λ1x1 + . . . + λpxp

��� ���  �����$����  ����O� 	�
x1, . . . , xp

<
� < �
 ��S � 	� �����	�� 
� �V���� � ����$��

α1(2, 2, 0) + α2(0, 0, 3) + α3(0, 0, 0) = (1, 1, 1)
$�� 

α1 + α2 + α3 = 1
< �$ ����
����� 	� �V���� � 	����

α1 = 1/2, α2 = 1/3, α3 = 1/6
<

� < ���� �������� 
� �V���� � ����$�� Q �����	��
(0, 7) = α1(3, 6)+α2(−6, 9)+α3(2, 1)+α4(−1, 1)$�� ∑

4

i=1
αi = 1

< �$ ����
����� 	�  � �V���� � 	����
α1 = 2/3 + 1/2α4, α2 = 1/3 −

(5/16)α4, α3 = (−19/16)α4

$�� α4

$�����$��� < ��  ���O 	�
α4 = 0

	����
α1 = 2/3, α2 =

1/3, α3 = 0
< Y ���� 
� � ����

(0, 7)
��� ���  �����$����  ����O� 	� �V���� � <

D < �$ ��� ���� ��� ��� T  $� 
� � ���� 	�  ���	�����
(1, 2)

� >��� �$� ��� 
� ��P� ��� ��
�$�� 
�� $�����
� ����� <
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'()*+,+) � . 	8*� ) 715035*3 )1 
8*� ) +5080,�:)
�$��  �� �O�� � � ���� 	���R � ����� 
�� ���P�$���� ����$��� ���� ���� � ��$�	$�	 �� 	�����

�P$
�� ��� 
$ ���� � � $��� ��

� �
&<















max z = x1 + x2

x1 + 5x2 ≤ 5
2x1 + x2 ≤ 4
xi ≥ 0, i = 1, . . . , 2

�



� <














max z = 80x1 + 60x2

0.2x1 + 0.32x2 ≤ 0.25
x1 + x2 = 1
xi ≥ 0, i = 1, . . . , 2

� < � �� ���� 
� ���P�$��� ��� �	��� 	$�� 
�  $� �� 
$ ��� ���� ��U � ��� ��� 
$ � ���� ��$���� <
D <























max z = 5x1 + 2x2

6x1 + x2 ≥ 6
4x1 + 3x2 ≥ 12
x1 + +2x2 ≥ 4
xi ≥ 0, i = 1, . . . , 2

FGHHIJK LG M INI HJ LJI �

&< ���� $U ������ 	�� �$��$�
�� 	 >� $��� x3

��
x4

	$�� 
� �V���� � �� 	$�� 
$ ��� ���� ��U � ��� T���� �������� �














max z = x1 + x2 + 0x3 + 0x4

x1 + 5x2 + x3 = 5
2x1 + x2 + x4 = 4
xi ≥ 0, i = 1, . . . , 4

��$B�� �B�$����  �����$�� ��� �$��$�
� 	 >� $�� T $� ��� $���� �$��$�
�� � >��� �� ���$��� <#��� ���� � � $��� ��

� T ���� ��������
X = [x1, x2, x3, x4]

t, C = [1, 1, 0, 0]t
��

A =

[

1 5 1 0
2 1 0 1

]

, B =

[

5
4

]

, X0 =

[

x3

x4

]

.

� < � $�� 
� ��� 	�  �������� 
$ ���� ���� ���P$
��� �� �P$
��� T ���� $U ������ ��� �$��$�
� 	 >� $��
x3

Q P$� �� 	� 
 >���P$
��� < #$ �$�� B�� 
$ 	��O��� �  ����$���� T  ���� �B�$���� � >�  ������� �$�
	� �$��$�
� 	 >� $�� T ���� $U ������ ��� �$��$�
� $���= ��

� x4

Q P$� �� 	� 
 >���P$
��� < ��� 	��O
�$��$�
�� ���� �� 
�� 	$�� 
$ ��� ���� ��U � ��� T 
$ �$��$�
� 	 >� $�� $�� � ���  ��S  ���� R��� ��

$ �$��$�
� $���= ��

� $�� ��  � �S  ���� �� ���� P�$�	 ������ ��P$��� < � ��� �� ����� 	�� 
�
���P�$��� ����$�� �















max z = 80x1 + 60x2 + 0x3 − Mx4

0.2x1 + 0.32x2 + x3 = 0.25
x1 + x2 + x4 = 1
xi ≥ 0, i = 1, . . . , 4

#��� ���� � � $��� ��

� T ���� ��������
X = [x1, x2, x3, x4]

t, C = [80, 60, 0,−M ]t
��

A =

[

0.2 0.32 1 0
1 1 0 1

]

, B =

[

0.25
1

]

, X0 =

[

x3

x4

]

.

�

� < � � ���
  �$�P�� ��� ��� 
�  ��� 	�  ��S  ���� $���  �� Q 
$ �$��$�
� $���= ��

� � �
 	������
+M$� 
��� 	�

−M
<

D < ���� $U ������ 	�� �$��$�
�� 	� ����
�� Q P$� �� 	��  ����$����� T �� ���� �� 
���� 	$�� 
$
��� ���� ��U � ���  �$B�� �����

� �$��$�
� $�� � ���  � �S  ���� R��� < ���� �������� 
� ���� ���
���P�$��� <























max z = 5x1 + 2x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5

6x1 + x2 − x3 = 6
4x1 + 3x2 − x4 = 12
x1 + +2x2 − x5 = 4
xi ≥ 0, i = 1, . . . , 5

#$ �$�� B� >$� ���  ����$���� ��  ������� 	�� �$��$�
�� 	 >� $��� T ���� $U ������ ����� �$��$�
��
$���= ��
� x6, x7

��
x8

���� � ����� ��� Q P$� �� 	�� �B�$����� < ���� �� 
���� �P$
�� ���  ���$��$�
�� 	$�� 
$ ��� ���� ��U � ��� $��  ����  ��S  ���� �� ���� P�$�	 ������
−M

< � ���
$������� $���� $� ���P�$��� ����$�� �























max z = 5x1 + 2x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 − Mx6 − Mx7 − Mx8

6x1 + x2 − x3 + x6 = 6
4x1 + 3x2 − x4 + x7 = 12
x1 + +2x2 − x5 + x8 = 4
xi ≥ 0, i = 1, . . . , 8

#��� ���� � � $��� ��

� T ���� ��������
X = [x1, x2, x3, x4]

t, C = [80, 60, 0,−M ]t
��

A =





6 1 −1 0 0 1 0 0
4 3 0 −1 0 0 1 0
1 2 0 0 −1 0 0 1



 , B =





6
12
4



 , X0 =

















x3

x4

x5

x6

x7

x8

















.
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 ������ B��  �$B�� � ���� �O��X� � 	�
S

?��
S

	���P�� 
 >������
� 	�� ��
������ ��$
��$�
�� 	 >��
���P�$��� 
���$��� � �� ���� ���� � ��$�	$�	 T  >��� Q 	��� B��

S
��� 
 >������
� 	�� �� ����� X

��

B��

AX = B
��

X ≥ 0
@ $	� �� $� � ����

n−m
���
�� ��

�� ��  >��� ��� ��
����� �$��B�� ��$
��$�
� <

FGHHIJK LG M INI HJ LJI �

" #���
X = [x1, x2, . . . , xn]T

�� ����� �O��X� � 	�
S

< #$�� � ���� 	� P����$
��� T ���� � ������
$������ B�� 
��

x−
�$��$�
�� ���� ��	�O�� ��
 B��

x1, x2, . . . , xr, r ≤ n
���� � ������ <

D



#$ �$��
X ∈ S T ���� $����

AX = B T $�� � ���  ����B��� � xj = 0, j > r
< #��� ���� � 	�

�� ���� T ���� ��������

r
∑

j=1

xjAj = B
?&@

���� $

��� 	$�� �� ���� ��� ����� � ������ B�� 
�� �� ����� ���
�B��� 	$�� 
 >�B�$���� & ����

���$���� ��� ��	�� ��	$�� < #��� ����� 
�  ����$��� < Y 
��� �
 �O ���� 	��  ����$����

α1, α2, . . . , αr��� ��

�� ��

� B��
r

∑

j=1

αjAj = B
?�@

#���
θ

�� ������ � ������ T $U ������ �� ����$� ����  ���� B�$����� $�O 	��O �B�$����� & �� � <
�� �������

r
∑

j=1

(xj + θαj)Aj = B
�� r

∑

j=1

(xj − θαj)Aj = B
?�@

#�
θ

���  ������ $���R � ���� $=� B��
xj + θαj

��
xj − θαj

������ 	�� B�$������ � �������� � ���
���� 
��

j = 1, 2, . . . , r
$
��� �
 � >������ 	 >$���� � B��

X1 = [x1 + θα1, x2 + θα2, . . . , xr + θαr, 0, 0, . . . , 0]T
?D @

X2 = [x1 − θα1, x2 − θα2, . . . , xr − θαr, 0, 0, . . . , 0]T
?E@

���� 	�� �
�� ���� 	����� �� 	�
S

< 
 $�� $
���
X = 1

2
X1 + 1

2
X2 T  � B�� ��� ��� ����� 
� T �$ �$��

B��
X

��� �� � ���� �O��X� � 	� �
S

< Y ���� T {A1, A2, . . . , Ar}
	��� 
���$���� ��� ��	�� ��	$�� <

#$ �$�� B�� 
�� �� ����� $	� ������ ��� 	�� ������
m T �
 � >������ 	 >$���� 
$ B������� � 	�


 >�O�� � � & B� >�
 �� � ��� $���� �$� �
�� 	�
m

	�  �� �� ����� B�� ���� 
���$���� ��� ��	�� ��	$��
�� $  ��	 $�� 
� �$�� B��

r ≤ m
< 
 $�� ����� 
�� ���
�� 	�

X
�$��� 	� 
$ �$
��� ��� Q R���

	�� X
	��� $���� $� � ����

n − m
���
�� ��

�� <

" � $�� 
�  $� ��
r = m T 
$ ������ ��� �	���� ��$�
� B��

X
��� ��� ��
����� �$��B�� ��$
��$�
� <

" #�
r < m T ���� � ������ ���U ���� ?���� ��@ �	����=��

m − r
���
�� ��

�� 	�

X  ������ ��	$��
$�O

A��� �����  ������ Q
A1, A2, . . . , Ar

� ��� �$��� �� ������
� ��	�� ��	$�� < A� ��� ���
����

X
��� ��� ��
����� �$��B�� <
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 ������ B�� ����� ��
����� �$��B�� �� �� ����� �O��X� � 	�
S

<
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E

#���
X

��� ��
����� �$��B�� ��$
��$�
� < Y 
���
X ∈ S

�� $� � ����
n − m

	��  ���= ����	�
X

���� ��

�� < #$�� � ���� 	� P����$
��� T ���� � ������ $������ B�� 
��
x−

�$�$��
�� ���� ���	�O�� ��
 B�� 
��  �����$���� � �������� 	�
X

$��$�$������ �� ���� ��� T $����
X

� ��� � >� ���� X =
[x1, x2, x3, . . . , xs, 0, 0, . . . , 0]T

$�� xj > 0, j = 1, . . . , s, s ≤ m
< �$�  ����B���� T 
 >�P$
��� AX = B� ��� �� ��� ���� ���� 
$ ���� �

s
∑

j=1

xjAj = B

#$ �$�� B��
X

��� ��� ��
����� �$��B�� $
��� 	 >$���� 
 >�O�� � � ��� �	��� 
 >������
�
{A1, A2, . . . , As}��� 
���$���� ��� ��	�� ��	$�� <

#��� ����� 
�  ����$��� T  >��� Q 	��� B��
X

� >��� �$� �� � ���� �O��X� � 	�
S T $
��� X

� ��� � >� ����
 ��� �  �����$����  ����O� 	� 	��O � ����� �O��X� �� 	�

S
�
X = β1X1 + β2X2

$�� X1 6= X2

<
#$ �$�� B�� 
��  ���= ����� 	�� �� �����

X1

��
X2

���� ��� ��P$���� �� B�� 
�� �$
����
βi, i = 1, 2���� ���� ��� ��� � �������� T �
 � >������ B� >$� � ����

n − s
���
�� 	�

X1

��
X2

���� ��

�� < ��� T
X1 = [c1, c2, c3, . . . , cs, 0, 0, . . . , 0]T

��
X1 = [d1, d2, d3, . . . , ds, 0, 0, . . . , 0]T

��� �� ����� X1

��
X2

���� ��� �� ��� 	�� ��
������ �$��B��� ��$
��$�
�� T �� 	�� AX1 = B
��

AX2 = B
�� �� 
�� � ���$�� ���� 
$ ���� � 	� �� ����� T �� �������

s
∑

j=1

cjAj = B
�� s

∑

j=1

djAj = B

<
A� ���
��$�� 
� ����
�$� 	� 
 >�O�� � � & B������� D T ���� � ������  �� 
��� B��

cj = dj

�� 	�� 
X1 = X2

< �����  ����$	� ���� ���
�B�� 
� �� ����
X

��� �� ��$
��� �� � ���� �O��X� � <

�LM JGHHIJK LG M INI HJ LJI �

'()*+,+) � . � 21)*� ,051,80 3) �84:1,807 �57,�:)7 *254,75� 4)7
������ ��� ��
����� �$��B�� � ��� 
�� ���P�$���� 
���$���� 	����� 	$�� 
 >�O�� � � � <

FGHHIJK LG M INI HJ LJI �

&< ��� ��
����� �$��B�� ��$
��$�
� ��� 
$ ����$��� �
x3 = 5, x4 = 4, x1 = x2 = 0 T� < ��� ��
����� �$��B�� ��$
��$�
� ��� 
$ ����$��� �
x3 = 0.25, x4 = 1, x1 = x2 = 0 T� < ��� ��
����� �$��B�� ��$
��$�
� ��� 
$ ����$��� �
x6 = 6, x7 = 12, x8 = 4, x1 = x2 = x3 =

x4 = x5 = 0 T
�LM JGHHIJK LG M INI HJ LJI �

'()*+,+) � . ��50�)� )01 3) �57)
�$��  �� �O�� � � T ���� $

��� ��� ��	�� Q 
$ B������� ����$��� ��#��� B��

�  ��	����� �� �� ����B��
 ��B��

v ∈ IR
� �����
 ����
$ �� 
 >�� 	�� �� ����� 	 >��� �$�� � ��� B�� 
 >������
� �����

�� ���

 ��� ���� �P$
�� ��� ��� �$�� 	�
IRn C �

�



&< #��� 
$ �$��  $����B�� 	�
IR3 T

e1 =





1
0
0



 , e2 =





0
1
0



 , e3 =





0
0
1



 .

�� 
� �� ����

v =





7
0
2



 .

AO���� �� 
� �� ���� v
	$�� 
$ �$��  $����B�� <

� < ����  ����	����� 
$ �$�� ���� � �$� 
�� �� ����� e1, e2, v
< AO���� �� 
� �� ����

x = (4, 10, 6)	$��  ���� �����

� �$�� <
� < � ����$
����� 
� ����
�$� ��� �	��� < #��� �� ������
� 	� �� ����� 	� �$��

a1, . . . , an

�� ��
�� ���� v 6= 0 ∈ IRn

< �� �� ����
v

� ��� 	�� � >�O���� ��  ����  �����$���� 
���$��� 	��
�� ����� 	� �$�� �

v =
∑n

i=1
αiai

< � ���
$���� Q ������� 
 >�� 	�� �� ����� 	� �$�� T 	�����
ak�$�

v
<

?$@ ������ 
� �����
 ������
� 	�
n

�� ����� <?� @ #��� B��

�  ��	����� 
 >������
� ��� �	��� ���� � ��� �$�� C? @ ���
 ��� 
$  ��	����� ��� 
$ �$
��� 	�
αk

$=� B�� 
��
n
���� ��� ��� �$�� C?	 @ #���

x
�� �� ���� B��
 ��B�� $��$����$�� Q

IRn
< AO���� �� 
� �� ����

v
��

x
	$�� 
$ �$��

a1, . . . , an

< 
 $�����$� �O���� ��
x

	$�� 
$ �����

� �$�� <

FGHHIJK LG M INI HJ LJI �

&< � � �� ����
v

� >�O���� � 	$�� 
$ �$��  $����B��
v = 7e1 + 0e2 + 2e3

< Y ����
α1 = 7, α2 = 0

��
α3 = 2

<
� < AO���� ��� 	$�� �� ���� ��� ����� 
� �� ���� x

	$�� 
$ �$��  $����B��
e1, e2, e3

< ���� ��������
x = 4e1 + 10e2 + 6e3

$�� γ1 = 4, γ2 = 1
��

γ3 = 6
< ���� �O���� ��

x
	$�� 
$ �����

� �$�� T �����
��� 
 >�O��������

x =

n
∑

i=1

(γi −
αi

αk

γk)ai +
γk

αk

v

�� ������ $
��� �

x = (4 −
7

2
e1) + (10 −

0

2
)e2 +

6

2
v

= −17e1 + 10e2 + 3v

� ��  ���	������ 	�
x

	$��  ����� �����

� �$�� ����
x = (−17, 10, 3)

<

�

� < � $�������� � $�����$�� 	� �$��� P����$
� <
?$@ �� �����
 ������
� 	� �� ����� ���

a1, a2, . . . , ak−1, v, ak+1, . . . , an

<
?� @ ���� B�� 
 >������
� 	� �� ����� ���� ��� �$�� 	�

IRn T ��O� � 	������ X��� 
���$���� ���
��	�� ��	$��� < �$�� �����  $� T v

�� 	��� �$� X���  �����$���� 
���$��� 	�� �� �����
a1, a2, . . . , ak−1, ak+1, . . . , an

< � �
v

���  �����$���� 
���$���� 	�  �� n − 1
�� ����� ��

�� ���
�� ��� ��
αk = 0

< �$�  ����B���� 
��
n

�� ���� ���� $��  � �����
 ������
� ����

���$���� ��� ��	�� ��	$��� �� �� ���
�� ��� ��

αk 6= 0
< �� �
�� T���� �� ���� x

B��
 ��B��
$��$����$�� Q

IRn
	��� � ������ � >�O���� ��  ���� ���  �����$���� 
���$��� 	�� �� �����

a1, . . . , ak−1, ak+1, . . . , an T  � B�� � >��� � ����� 
� B�� ��
αk 6= k  ���� 
 >��	�B�� 
� 	����
��� �� ��� ����$�� <

? @ � $�� 
$ �$��
a1, a2, . . . , ak, . . . , an, v

��
x

� >� ������ ���� � ����� ��� �

v = α1a1 + α2a2 + . . . + αkak + . . . + αnan

x = γ1a1 + γ2a2 + . . . + γkak + . . . + γnan

#�
αk 6= 0 T ak

� ��� X��� �O���� �  ����  �����$���� 
���$��� 	�
a1, a2, . . . , ak−1, v, ak+1, . . . , an

<

ak =
v − α1a1 − α2a2 − . . . − αk−1ak−1 − αk+1 − . . . αnan

αk

Y���� T

ak =
1

αk

−
n

∑

i=1,i6=k

αi

αk

ai

�$�  ����B���� T ����$�� 
�� ���� �� 	� 
$ �����

� �$�� T x
� >� ���

x = γ1a1 + γ2a2 + . . . + γk(
1

αk

−
∑

i=1,i6=k

αi

αk

ai) + . . . + γnan

=

n
∑

i=1,i6=k

(γi

αi

αk

γk)ai +
γk

αk

v

x =

n
∑

i=1

(γi

αi

αk

γk)ai +
γk

αk

v

�$ 	������� ���
� $���� �������� 	� �$�� B�� 
�  ��S  ���� 	�
ak

��� ��
 T γk − αk

αk
γk = 0

<
�$�  ����B���� T x

� >� ���  ��� �  �����$���� 
���$��� 	�
a1, . . . , ak−1, v, ak+1, . . . , an

<

�LM JGHHIJK LG M INI HJ LJI �
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�����	�� 
 H�I�� � � ����$�� �$� 
$ � ����	� 	� ����
�I� �
JK �� L$��$�� ������ �� �$��  �

� 	�� �$��$�
�� 	��� 
��  � �M  ����� ��� 
��
�� N�$�	 	$�� 
$ L�� ������O � ��L P
� K �� L$��$�� ������ �� �$��  �

� 	�� �$��$�
�� 	��� 
 H$�N� ���$���� 	� �$
��� Q R �$���� 	�

0� ��� ����$ 	 H$�N� ����� 
� �
�� 
$ L�� ���� ��O � ��L K

(PL1)















max z(x1, x2, x3, x4) = 5x1 + 6x2 + 9x3 + 8x4

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 ≤ 5
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 ≤ 3
x1, x2, x3, x4 ≥ 0

�$�� 
�� 	��I  $� ���� ��� �����S 
�� �$��$�
�� �� �$�� T���� K ���� �$��U Q 
$ ��
����� �$��V��
�� 
$ �$
��� 	�

z
K

WXYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z ;

JK ���� �����	������ 
�� �$��$�
�� 	 H� $�� x5, x6

x5 = 5 − x1 − 2x2 − 3x3 − x4

x6 = 3 − x1 − x2 − 2x3 − 3x4

z = 5x1 + 6x2 + 9x3 + 8x4

Base = {x5, x6}
��

Hbase = {x1, x2, x3, x4}
Q 
$ ��
����� �$��V�� ��� 	����� �$�

SB =
(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (0, 0, 0, 0, 5, 3)

��
z = 0

K � H$���� 
�  ������ ������ � � � ��� L$��� ������
��� �$��$�
� �� �$�� Q  H��� ��� 	`� ��	 
$ �$��$�
�

x3

V�� ����� �� �$�� K a$ �$��$�
� ����$���
���

x6

K a� �����$� 	� �����$��� ��� 
� ����$�� �

x5 = 5 − x1 − 2x2 − 9/2 + 3/2(x1 + x2 + 3x4) − x4

x5 = (1/2) + (1/2)x1 − (1/2)x2 + (7/2)x4 + (3/2)x6

x3 = (3/2) − (1/2)(x1 + x2 + 3x4 + x6)

z = 27/2 + (1/2)x1 + (3/2)x2 − (11/2)x4 − (9/2)x6

J

Base = {x5, x3}
��

Hbase = {x1, x2, x6, x4}
Q 
$ ��
����� �$��V�� ��� 	����� �$�

SB =
(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (0, 0, 3/2, 0, 1/2, 0)

��
z = 27/2

K
#� ��  ������ �� ��� 
$ �$��$�
� ����$��� 	� �
�� N�$�	  � �M  ���� Q �
 �`N�� 	�

x2

K a$ �$��$�
�
����$��� ��� $
���

x5

K

x2 = 1 + x1 + 7x4 − 2x5 + 3x6

x3 = 1 − x1 − 5x4 + x5 − 2x6

z = 15 + 2x1 + 5x4 − 3x5

Base = {x2, x3}
��

Hbase = {x1, x5, x6, x4}
Q 
$ ��
����� �$��V�� ��� 	����� �$�

SB =
(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (0, 1, 3/2, 0, 0, 0)

��
z = 15

K
#� ��  ������ �� ��� 
$ �$��$�
� ����$��� 	� �
�� N�$�	  � �M  ���� Q �
 � H$N�� 	�

x4

K a $ �$��$�
�
����$��� ��� $
���

x3

K

x2 = 2.4 − 0.4x1 − 1.4x3 − 0.6x5 + 0.2x6

x4 = 0.2 − 0.2x1 − 0.2x3 + 0.2x5 − 0.4x6

z = 16 + x1 − x3 − 2x5 − 2x6

Base = {x2, x4}
��

Hbase = {x1, x5, x6, x3}
Q 
$ ��
����� �$��V�� ��� 	����� �$�

SB =
(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (0, 2.4, 0, 0.2, 0, 0)

��
z = 16

K
���� 
$ �$��$�
�

x1

����� �� �$�� ��
x4

�� ����

x2 = 2 − x3 + 2x4 − x5 + x6

x1 = 1 − x3 − 5x4 + x5 − 2x6

z = 17 − 2x1 − 5x4 − x5 − 4x6

Base = {x2, x1}
��

Hbase = {x4, x5, x6, x3}
Q 
$ ��
����� �$��V�� ��� 	����� �$�

SB =
(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (2, 1.0, 0, 0, 0, 0)

��
z = 17

K
� K �����$N���� � $�����$�� Q R 
 H$�	� 	� �$�
�$�  ��	������ Q 
�� V�$��� � ����� �
���� � ��� 
�  ���I

	� 
$ �$��$�
� ����$��� K
�$��$�
� ����$���

x1 x2 x3 x4$  ������� ��� � $I���� 	� 
$ �$��$�
�
3 5/2 3/2 1$ �������� ���  ������ ��	$�� 	�

z 15 15 27/2 8a�  ������ $ ���
  ��	��� R  �����
x1

��
x2

K �$����� �$� �I� ��
� ������
x1

P  H��� $
��� 
$
�$��$�
�

x6

V�� ���� P 
� �����$� 	� �����$��� ��� �

x1 = 3 − x2 − 2x3 − 3x4 − x6

x5 = 2 − x2 − x3 + 2x4 + x6

z = 15 + x2 − x3 − 7x4 − 5x6

�



#��
� 
$ �$��$�
�
x2

���  $�	�	$�� R ������ Q 
$ �$��$�
�
x5

���� P 
$ �$�� ��� $
���  �������� 	�
{x1, x2}

�� 	�� 
$ �$�� ����� $
� Q 	����� ����  ��	����� K ���� ��� $�V���� V�� Q $�� 
$ ���� ����
���$��N�� ��� 
�  ���I 	� 
$ �$��$�
� ����$��� Q 
� ������ 	 H��$� �� ��� 	� V�$��� $
��� V� H$�� 
$ ��� �	� Q  � ������ � H��� ��
�� V�� 	� 	��I K #��  �  $� �$��� �
��� Q 
$ �� ��	� ���$��N�� ���
�
�� $�$��$N���� K

�]^ [XYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z ;
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�����	����� 
� ���N�$��� ����$�� �

(PL2)















max z(x1, x2) = 8x1 + 2x2

4x1 + x2 ≤ 32
4x1 + 3x2 ≤ 48
x1, x2 ≥ 0

JK ������ 
$ ��
����� N�$���V�� $���  �� R
PL2� K ������ 
$ ��
����� �� ���
��$�� 
$ � ����	� 	�� �$�
�$�I

WXYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z �

JK a�� �$
���� 	�
f

$�I ������� 	� 
$ ��N��� ��$
��$�
� ����
"

A = (0, 16), f(0, 16) = 32
Q

"
B = (6, 8), f(6, 8) = 64

Q
"

C = (8, 0), f(8, 0) = 64
Q

"
D = (0, 0), f(0, 0) = 0

Q
a $ �$
��� � $I�� $
� ��� 	�

64
�� �

� ��� $������ �� 	��I ������� Q

B
��

C
K a$ L�� ���� f

����	
 ���� �$
��� �� ���� � ���� 	� ��N� ��� O ��N�$��

B
��

C
K a H�V�$���� 	� 
$ 	����� �$��$�� �$�  ��	��I ������ ���

x2 = −4x1 + 32
K � �� ���� � ���� 	�  ���� 	�����  ������ ����� 
�� � �����

B
��

C
��� ��
����� ����� $
� K � ���� 
� � ����

x1 = 7
��

x2

����
��  ��  ��	������ �� 
�� $
f(7, 4) = 64

� K ���
�V���� � $�����$�� 
 H$
N������ � 	� ����
�I� R  �� �I���
� K �� ������� 
�� �$�
�$�I �� �
 ����L� ����$��� �
a� �� ���� � 	������ �� $O ���$�� 	�� �$��$�
�� 	 H� $��� �

(PL2)















max z(x1, x2) = 8x1 + 2x2

4x1 + x2 + x3 = 32
4x1 + 3x2 + x4 = 48
x1, x2, x3, x4 ≥ 0

�]^ [XYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z �

56789:97 	 < �?@AB:?C C?C 
?8C�7

�

c 8 2 0 0

cJ �$��$�
�� 	� �$��
x1 x2 x3 x4

0 xJ
1 = x3 32 4 1 1 0

0 xJ
2 = x4 48 4 3 0 1

z(x) 0 −8 −2 0 0

��� � J " � ��� ��� �$�
�$� 	� ����
�I� Q
k = 1

��
r = 1

c 8 2 0 0

cJ �$��$�
�� 	� �$��
x1 x2 x3 x4

8 xJ
1 = x1 8 1 1/4 1/4 0

0 xJ
2 = x4 16 2 2 −1 1

z(x) 64 0 2 0 0

��� � � " #� ��	 �$�
�$� 	� ����
�I�

������ �� �I���
� 	� ����
�� � 	� ���N�$�� $���� 
���$��� Q � ��� ���� L��� � ��$�	$�	 Q ���
� ���� K

WXYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z 	

�����	����� 
� ����
�� � �

(PL)















max z(x1, x2) = x1 + x2

x1 − x2 ≤ 1
2x1 − 3x2 ≤ 2
x1, x2 ≥ 0

����� ��
����� 	 �
$ L��� �
x1 = 0, x2 = t ≥ 0

��� ��$
��$�
� �� � ���  �� �$
����
z = t

K �����
t� H��� �$� � ���� Q 
� ����
�� � � H��� �$� � ���� K

�]^ [XYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z 	

56789:97 � < �?@AB:?C C?C 
?8C�7
������ �� �I���
� 	� ����
�� � 	� ���N�$�� $���� 
���$��� Q � ��� ���� L��� � ��$�	$�	 Q ��L$��$�
� K

WXYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z �

�����	����� 
� ����
�� � �

�



c 1 9 1 0 0

cJ �$��$�
�� 	� �$��
x1 x2 x3 x4 x5

0 xJ
1 = x4 9 1 2 3 1 0

0 xJ
2 = x5 15 3 2 2 0 1

z(x) 0 −1 −9 −1 0 0

��� � � " � ��� ��� �$�
�$� 	� ����
�I�
k = 2

��
r = 1

(PL)















max z(x1, x2) = x1 + x2

−2x1 + 3x2 ≤ −4
x1 − x2 ≤ 1
x1, x2 ≥ 0

#��� ����� 
$ �� ��	�  ����$���� �$���L$��� Q �� $ $
���
−x1 + x2 ≥ −1

	 H��
−3x1 + 3x2 ≥ −3

P
 ��� �

−3 > −4
Q 
$ ���� ����  ����$���� −2x1 +3x2 ≤ −4

� H��� �$� �$���L$��� K a� ����
�� � ��� 	�� ��L$��$�
� K

�]^ [XYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z �

56789:97 � < �?@AB:?C BF
 @7FA 
 :>
�����	����� 
� ����
�� � �

(PL)















max z(x1, x2, x3) = x1 + 9x2 + x3

x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 9
3x1 + 2x2 + 2x3 ≤ 15
x1, x2 ≥ 0

������ �$ ��
����� �� ���
��$�� 
$ � ����	� 	�� �$�
�$�I K

WXYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z �

���� � ������  � ���N�$��� ���� L��� � ��$�	$�	 �� $O ���$�� 
�� �$��$�
�� 	 H� $��� x4

��
x5	$�� 
�� 	��I ���� ����� �V�$����� #��� L��� � � $��� ��

� Q ���� ��������

X = [x1, x2, x3, x4]
t, C =

[1, 1, 0, 0]t
��

A =

[

1 2 3 1 0
3 2 2 0 1

]

, B =

[

9
15

]

, X0 =

[

x3

x4

]

.

�� $ 
$ ��
����� ����� $
� K

�]^ [XYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z �

56789:97 � < �?@AB:?C 
F>:�A7 :C :B:F @7 C?C B8:� :F @7

�

c 1 9 1 0 0

cJ �$��$�
�� 	� �$��
x1 x2 x3 x4 x5

9 xJ
1 = x2 9/2 1/2 1 3/2 1/2 0

0 xJ
2 = x5 6 2 0 −1 −1 1

z(x) 81/2 7/2 0 25/2 9/2 0

��� � � " #� ��	 �$�
�$� 	� ����
�I�

c −80 + M −60 + M 0 0

cJ �$��$�
�� 	� �$��
x1 x2 x3 x4

0 xJ
1 = x3 0.25 0.2 0.32 1 0

0 xJ
2 = x4 1 1 1 0 1

−M z(x) −M −M + 80 −M + 60 0 0

��� � � " � ��� ��� �$�
�$� 	� ����
�I� K � � k = 2
��

r = 1

�����	����� 
� ����
�� � �

(PL)















min z(x1, x2) = 80x1 + 60x2

0.2x1 + 0.32x2 ≤ 0.25
x1 + x2 = 1
x1, x2 ≥ 0

������ �$ ��
����� �� ���
��$�� 
$ � ����	� 	�� �$�
�$�I K

WXYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z �

" �� 	��� �����	���� ��� �$��$�
� 	 H� $�� x3

	$�� 
$ ���� ���� �V�$���� �� ��� �$��$�
� $����  ��

�
x4

	$�� 
$ �� ��	 �V�$���� K �� ������� 	�� 
� �� ���� � ����$�� �� �� �� ����$�� 
�
max

$�

��� 	�

min
�

(PL)















max z(x1, x2) = −80x1 − 60x2 − Mx4

0.2x1 + 0.32x2 + x3 = 0.25
x1 + x2 + x4 = 1
x1, x2 ≥ 0

�� V� H�� ���� L$���  H��� ��
����  H��� 
�
x4

	� 
$ L�� ���� ��O � ��L � $���� �� $ 	 H$���� 
$
	��I ��� � �V�$���� 	�

(PL) −x1 − x2 + 1 = x4

�� 	�� max(x1, x2) = −80x1 − 60x2 −
M(−x1 − x2 + 1) = (−80 + M)x1 + (−60 + M)x2 − M

K
�� ������� $���� 
� �$�
�$� ����$�� T���� 
� ���� ��� �$�
�$� 	� ����
�I�U �
� � 	$�� 
$ L�� ���� ��O � ��L $� 	��$�� Q

max z(x1, x2) = (−80 + M)x1 + (−60 + M)x2 −M
��

max z(x1, x2) = −71.67 + M − M
K

�� ����$��
min = −max

�� $����� R  � V� H�� ���
$��
min z(x1, x2) = 71.67

K �� ���
R K
" �� 	��� �����	���� ��� �$��$�
� 	 H� $�� x3

	$�� 
$ ���� ���� �V�$���� �� ��� �$��$�
� $����  ��

�
x4

	$�� 
$ �� ��	 �V�$���� K �� ������� 	�� 
� ������ � ����$�� �

�



c −80 + M −60 + M 0 0

cJ
�$��$�
�� 	� �$��

x1 x2 x3 x4

M − 60 xJ
1 = x2 0, 78125 0.625 1 3, 125 0

0 xJ
2 = x4 0, 21875 0, 375 0 −3, 125 1

−M z(x) −46, 875 + 0, 78125M 42, 5 − 0, 375M 0 −187, 5 + 3, 125M 0

��� � � " #� ��	 �$�
�$� 	� ����
�I� K � � k = 1
��

r = 2
K

c −80 + M −60 + M 0 0

cJ
�$��$�
�� 	� �$��

x1 x2 x3 x4

M − 60 xJ
1 = x2 0.4167 0 1 6, 208 −1, 66

M − 80 xJ
2 = x1 0.5833 1 0 −8.3333 2, 666

−M z(x) −71.67 + M 0 0 −541, 6666 + 6, 2071M −15, 9375 + 0, 14M

��� � � " ������� �$�
�$� 	� ����
�I�

(PL)















min z(x1, x2) = 80x1 + 60x2 + Mx4

0.2x1 + 0.32x2 + x3 = 0.25
x1 + x2 + x4 = 1
x1, x2 ≥ 0

�]^ [XYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z �

56789:97 � < � @�?8:B�� 7 GA >:�� @767
��  ����	��� 
� ���N�$��� 
���$��� ����$�� �

(PL)































min z(x1, x2) = 2x1 + 3x2

x1 ≥ 4
x2 ≥ 3
x1 + 2x2 ≤ 13
x1 + x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

JK 
 �����  � ���N�$��� ���� L��� � ��$�	$�	 �� ��� 	� 
$ ����
����� �$� 
 H$
N������ � 	� ����
�I� K
�� ������$�� V�� ���� �� 	��� ����S �$� 	 H��� ��
����� 	� 	��$�� V�� ���� $	� ����� 
� T��
��$
��$�
�U Q R V��

� 	�� $� �� �����$
� 	����S����� $���� �� ���� � ��� $� �� �� 
$ ����
����� 	�
 � � Ka K �

c 80 60 0 M

cJ
�$��$�
�� 	� �$��

x1 x2 x3 x4

0 xJ
1 = x3 0 0.2 0.32 1 0

0 xJ
2 = x4 1 1 1 0 1

z(x) M M − 80 M − 60 0 0

��� � � " � ��� ��� �$�
�$� 	� ����
�I�

�

c 80 60 0 M

cJ �$��$�
�� 	� �$��
x1 x2 x3 x4

0 xJ
1 = x3 0.05 0.0 0.12 1 0

80 xJ
2 = x1 1 1 1 0 0

z(x) 80 0 20 0 0

��� � � " #� ��	 �$�
�$� 	� ����
�I�

c 80 60 0 M

cJ �$��$�
�� 	� �$��
x1 x2 x3 x4

60 xJ
1 = x2 0.4167 0 1 8.3333 0

80 xJ
2 = x1 0.5833 1 0 −8.3333 0

z(x) 71.67 0 0 −166.7 0

��� � J� " ������� �$�
�$� 	� ����
�I�

� K � ������ $
��� 
� �$�
�$� ����$
 	� ����
�I� K
� K �$� V��
  �$�N�� ��� 	� �$��$�
� Q �� � ��� �� �$� ���� R �� � Ka K � ��� 
�V��
 
 H���N��� ���

$	� ����� 
� K ���
������
 �

WXYYZ[\ ]X ^ Z_Z Y[ ][Z �

JK #� �� ����
$ �  �$V�� ���N$
��� 	� 
$ L��� �  $����V�� �$ ��� ��N$
��� K ����� L��� � ��$�	$�	
� H������� �� $O ���$�� ��� �$��$�
� 	 H� $�� V�� ���������� 
 H� $�� �$� �$�� ��� R 
$ �$
��� 	�
����
 
$V��

� ��� � ������� K ��� �$��$�
�� 	 H� $�� ���� � �������� K � $�� 
$ L��� � ��$�	$��	 Q 
��
�$��$�
�� 	 H� $�� ��� ���  ����������� ��

� V�$�� R 
$ L�� ���� ��O � ���� K

(PL)































min z(x1, x2) = 2x1 + 3x2

x1 − x3 = 4
x2 − x4 = 3
x1 + 2x2 + x5 = 13
x1 + x2 + x6 = 20
xi ≥ 0

$�� x3

��
x4

	�� �$��$�
�� 	� ����
�� ��
x5

��
x6

	�� �$��$�
�� 	 H� $�� K
� K ���� ������ V� H�
 � H�I ���� �$� 	 ��$�� ����$
� ���	���� � ��� 
$ 	����� ��$���� 	� 
$ ��
�����

�$� 
$ � ����	� 	� ����
�I� Q �� ���� ������ 
�� �$��$�
�� 	 H� $�� �� �$� � �������� K a$ �$�� V��
���$�� L��� �� �$�  �� �$��$�
�� 	 H� $�� � H��� �$� $	� ����� 
� K
���� $

��� ���
���� �� ��� �	�  ������$�� R �����	���� 	�� �$��$�
�� $���� ��

�� Q � ��� �������
��� �$�� ����$
� $	� ����� 
� K
���� ������� ��� ��
����� ��$
��$�
� �
 ��M �$ 	� L$��� ������ 	� 
$ �$�� 
�� �$��$�
�� $���� �
 ��

�� K����  �
$ Q 	��I � ����	�� � ������ ���� ���
����� �
" a$ � ����	� �� 	��I ��$���
" a$ � ����	� 	� � ��$
����

�



c −2 −3 0 0 0 0 −M −M

cJ �$��$�
�� 	� �$��
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

0 xJ
1 = x7 4 1 0 −1 0 0 0 1 0

0 xJ
2 = x8 3 0 1 0 −1 0 0 0 1

0 xJ
3 = x5 13 1 1 0 0 1 0 0 0

0 xJ
4 = x6 20 1 2 0 0 0 1 0 0

z(x) 7M 2 − M −M M M 0 0 0 0

��� � JJ " � ��� ��� �$�
�$� 	� ����
�I�

c −2 −3 0 0 0 0 −M −M

cJ �$��$�
�� 	� �$��
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

2 xJ
1 = x1 4 1 0 −1 0 0 0 1 0

0 xJ
2 = x8 3 0 1 0 −1 0 0 0 1

0 xJ
3 = x5 9 0 1 1 0 1 0 −1 0

0 xJ
4 = x6 16 0 2 1 0 0 1 −1 0

z(x) 3M + 8 0 3 − M 2 M 0 0 −2 + M 0

��� � J� " #� ��	 �$�
�$� 	� ����
�I�

����  �� 	��I � ����	�� 
$ �$�� �� ���$
� 	� 	��$�� ���  ������� 	� ������ 
�� �$��$�
�� $���� �
 ��

�� K �a L$�� Q �� �$��$�� 	�  ���� �$�� Q ������� ��� �$�� ����$
� ��  ������$�� �
�� $� ���
�$��$�
� $���� ��

� ��  �
$ �� 	����
$�� 
 H$
N������ � 	� ����
�I� K ��

��� � ������ ���� �$��
�����  �
$ ��N���� V�� 	��  ����$����� ����  ����$	� ������ K ���� ���
������� 
$ � ����	� 	��
� ��$
���� K
a� ���N�$��� 
���$��� � H� ��� �� �����	���$�� 	$�� 
$ L�� ���� ��O � ���� 
�� �$��$�
� �$���� ��

��� ��$
����� �$� ��  � �M  ���� Q M

���� N�$�	 Q 	��$�� 
�� $����� �$
���� 	��  ��M  ����� 	� 
$
L�� ���� ��O � ���� ��  � M

��� � �����L K
�� ������� 	�� �� �����	���$�� 	��I �����

�� �$��$�
�� $����  ��

�� 	$�� 
�� 	��I ���� �����
�V�$����� �

(PL)































max−z(x1, x2) = −2x1 − 3x2 − Mx5 − Mx6

x1 − x3 + x7 = 4
x2 − x4 + x8 = 3
x1 + 2x2 + x5 = 13
x1 + x2 + x6 = 20
xi ≥ 0

�$� $��
� $���� 	� ���� ���  ������ 	� �$��S�N 
$ �$��$�
� ����$��� 	$�� 
$ �$�� ���  �

� $�$��

� �
�� L���  � �M  ���� � �����L T�� � $I�� ��$���� U K � �  H��� x1

K ��

� ����$�� 	� 
$ �$�� ���  �

�$�$�� 
� �
�� � ��� �$�� ��� Q
bi/aij

� � x7

K �� ��	�� � �$� ������������ R 
`�	� 	�  ���� 
�N�� 
��
$����� 
�N��� 	� �$�
�$� �  ������  �

� 	�� ���� �� � $�N��$�I 	� L$��� R $���
�� 
��  ���� �����	� 
$  �
���� 	� �$�� 	� �$�
�$� �� 	� 
$ L�� ���� � ���� �V�� K
�� ������$�� 
$ 
�N�� 	� ����� 	� 
$ 
�N��  ������ ��	$�� R

x5

��
x6

K �� ������$�� 
$ 
�N�� 	�
����� ��
��� 
��� �$�

(2 − M)
	� 
$ 
�N�� 	� 
$ L�� ���� � ���� �V�� K �� �������

�

c −2 −3 0 0 0 0 −M −M

cJ �$��$�
�� 	� �$��
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

2 xJ
1 = x1 4 1 0 −1 0 0 0 1 0

3 xJ
2 = x2 3 0 1 0 −1 0 0 0 1

0 xJ
3 = x5 6 0 0 1 1 1 0 −1 −1

0 xJ
4 = x6 10 0 0 0 2 0 1 −1 −2

z(x) 17 0 0 2 3 0 0 −2 + M M − 3

��� � J� " ������� �$�
�$� 	� ����
�I�

�$� $��
� $���� 	� ���� ���  ������ 	� �$��S�N 
$ �$��$�
� ����$�� �� �$�� ���  �

� $�$�� 
�
� 
�� L���  � �M  ���� � �����L T�� � $I �� ��$���� U K � � x2

K ��

� ����$��� 	� 
$ �$�� ���  �

� $�$��

� ����� 
� �
�� � ���� Q � �  H��� x8

K
� ��� $���� � $�����$�� ��� �$�� ����$
� � ��� � ��� ���$�� 	�  �������� 
� ��� ����� 	����� ��$����� �$�� �$��$�
� $���� ��

� K ��

�� � � H� ��� {x1, x2, x5, x6}

K ���� 
��  � �M  ����� 	� 
$ L�� ����� ���� �V�� ���� � �����L �� ��
� ���� ������ 	�� R 
 H������� Q
z = 17, x1 = 4, x2 = 3, x5 =

6, x7 = 10
K

� K � �������� 
� ���N�$��� 
���$��� ���� �$ L��� �  $����V�� �

(PL)































min z(x1, x2) = 2x1 + 3x2

x1 ≥ 4
x2 ≥ 3
x1 + 2x2 ≤ 13
x1 + x2 ≤ 20
x1, x2 ≥ 0

�� ��� ��$�� 
�  �$�N�� ��� 	� �$��$�
� ����$�� �

(PL)

{

Y1 = x1 − 4
Y2 = x2 − 3

(PL)

{

x1 = Y1 + 4
x2 = Y2 + 3

���  �  �$�N�� ��� 	� �$��$�
� Q �� �������

(PL)















min z(Y1, Y2) = 2(Y1 + 4) + 3(Y2 + 3)
Y1 + 4 + 2(Y2 + 3) ≤ 13
Y1 + 4 + Y2 + 3 ≤ 20
Y1, Y2 ≥ 0

�� $ 	�� 

(PL)















min z(Y1, Y2) = 2Y1 + 3Y2 + 17
Y1 + 2Y2 + Y3 = 3
Y1 + Y2 + Y4 = 13
Yi,≥ 0

���� ������ 	�O R R 
 H������� K ��� �� �����$�� $�I �$�$��
��
x1

��
x2

�� ������
x− 1 = 4

Q
x2 = 3

��
z(x) = 17

K

J�



c 2 3 0 0

cJ �$��$�
�� 	� �$��
Y1 Y2 Y3 Y4

0 xJ
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 ��� 	����� ��� 
% 	������� 
�F�� 
�� 	��N 	�������� !�
����� !������ ��	%��
%�N �%��%�
�� 	� ����
�� H

� H $� ���� ���
���� �����	�� 	���!��� ��� !� ���F�%�� � ���� 	������� �����	����
12

�����

��
�%��%�
�� � ��N �%�%��
�� 	� ����
�� �� ��N �%��%�
�� %���O!��

�� �� ���
���� 
% � ����	� � 	��N
��%��� H ��� %����!�� �
�� ] �	�!����� ���!����� 	 P���
���� 
� 	�%
 �

�



c 10 6 8 0 0 M M

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7

M xJ
1

= w6 2 1 1 2 −1 0 1 0
M xJ

2
= w7 1 5 3 2 0 −1 0 1

z(x) 0 −6 −4 −4 1 1 0 0

��� � � # � ��� ��� �%�
�%� 	� ����
�N� � ��� 
� 	�%


c 10 6 8 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

w1 w2 w3 w4 w5

0 xJ
1

= w5 1 −4 −5 0 −1 1
8 xJ

2
= w3 1 1/2 1/2 1 −1/2 0

z(x) −8 6 2 0 4 0

��� � � # ������� �%�
�%� 	� ����
�N� � ��� 
� 	�%


(PL2bis)















































max z(w1, w2, w3, w4, w5, w6) = 7w1 + 20w2 + 14w3 + 20w4 + 10w5 + 5w6

w1 + w2 ≤ 1
w2 + w3 ≤ 1
w3 + w4 ≤ 1
w4 + w5 ≤ 1
w5 + w6 ≤ 1
w1 + w6 ≤ 1
wi ≥ 0

�� ������� 	��! 
� ���� ��� �%�
�%� L���� �M H
Z� �� ���� � ��� � �� ���� \��� � ��%�	%�	 �� �����	���%�� ��N �����

�� �%��%�
�� 	 P�!%�� K �� ����
%��
�I���� 
% � ����	� 	� ��� �
�N� F����%�� �
������� �%�
�%� K 
� �%�
�%� � 	���� 
% ��
�����
����%� 
� 	� 	�%
 K �� 
% ��
����� 	� ���� %
 ��� 	���� �%� 
�� 	������� !�
����� 	� �%�
�%� � H
�� ������

x∗

1
= 2, x∗

2
= 18, x∗

3
= 0, x∗

4
= 20, x∗

5
= 0, x∗

6
= 5

%��! z∗ = 45
H

c 7 20 14 20 10 5 0 0 0 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 w10 w11 w12

0 xJ
1

= w7 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 xJ
2

= w8 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 xJ
3

= w9 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 xJ
4

= w10 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0

0 xJ
5

= w11 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0

0 xJ
6

= w12 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1

z(x) 0 −7 −20 −14 −20 −10 −5 0 0 0 0 0 0

��� � � # � ��� ��� �%�
�%� 	� ����
�N� � ��� 
� 	�%
 %��� !�� �
PL2

�

c 7 20 14 20 10 5 0 0 0 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9 w10 w11 w12

7 xJ
1

= w1 0 1 0 −1 0 0 0 1 −1 0 0 0 0

20 xJ
2

= w2 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 xJ
3

= w9 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 1 −1 0 0

20 xJ
4

= w4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0

0 xJ
5

= w11 0 0 0 −1 0 1 0 1 −1 0 0 1 −1

5 xJ
6

= w6 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1

z(x) 45 0 0 4 0 10 0 2 18 0 20 0 5

��� � � # ������� �%�
�%� 	� ����
�N� � ��� 
� 	�%
 %��� !�� �
PL2

c 2 −3 1 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

x1 x2 x3 x4 x5 x6

0 xJ
1

= x4 7/3 0 5 0 1 −2/3 −1/3
2 xJ

2
= x1 1/3 1 1 0 0 1/3 −1/3

1 xJ
3

= x3 8/3 0 −2 1 0 −1/3 4/3

z(x) 10/3 0 3 0 0 1/3 2/3

��� � � # ������� �%�
�%� 	� ����
�N� � ���
PL3

�WX URSSTUV WR X TYT SU WUT :

45678986 � ; �@AE��6 C6 �6@� 9� 9E9>=
$��� 
� ���F�%�� � 
���%��� !� 	������ �

(PL3)























max z(x1, x2, x3) = 2x1 − 3x2 + x3

3x1 + 6x2 + x3 ≤ 6
4x1 + 2x2 + x3 ≤ 4
x1 − x2 + x3 ≤ 3
x1, x2, x3 ≥ 0

GH Z� �����	�� �%� 
% � ����	� 	�� �%�
�%�N H
� H ����� 
� ���F�%�� � 	�%
 � I��

�� ���� 
�� 	�� !�
��� 	� �% ����
����� � ����� 
� ���� ��� �%�
�%�

L�%�� � ��������� �
�� 
��� 
% ����
����� M H
� H Z� �%�
�%� ����� %
 	� ���� %
 ��� 
� ����%�� �

������ 
�� �%
���� 	�
w1, w2, w3, . . . ,

	� 
 P����� %
 	� 	�%
 H �� �� 	�� %�	� �%� 
� �%�
�%�
����� %
 	� 	�%
 H

� H Z� !��� !���� 	�
x3

�%��� 	�
1
�

(1 + λ)
%��! −1 < λ

H � �!%
!�
�� 
�� !���� ��	���� �� 	��!����

��� ��F�� H ��� 	������ 
 P������� 
���I��

1 < λ < 3/2
�

QRSSTUV WR X TYT SU WUT �

�



c 2 −3 1 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

x1 x2 x3 x4 x5 x6

0 xJ
1

= x4 6 3 6 1 1 0 0
0 xJ

2
= x5 4 4 2 1 0 1 0

0 xJ
3

= x6 3 1 −1 1 0 0 1

z(x) 0 0 −2 3 −1 0 0

��� � � # � ��� ��� �%�
�%� 	� ��� �
�N� � ���
PL3

c 2 −3 1 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

x1 x2 x3 x4 x5 x6

0 xJ
1

= x4 3 0 9/2 1/4 1 −3/4 0
2 xJ

2
= x1 1 1 1/2 1/4 0 1/4 0

0 xJ
3

= x6 2 0 −3/2 3/4 0 −1/4 1

z(x) 2 0 4 −1/2 0 1/2 0

��� � � # ���N��� � �%�
�%� 	� ��� �
�N� � ���
PL3

GH

(PL3)























max z(x1, x2, x3) = 2x1 − 3x2 + x3

3x1 + 6x2 + x3 + x4 = 6
4x1 + 2x2 + x3 + x5 = 4
x1 − x2 + x3 + x6 = 3
x1, x2, x3 ≥ 0

�� ������� �
� H ���!� 
� 	�%
 �

(PL3bis)























min z(w1, w2, w3) = 6w1 + 4w2 + 3w3

3w1 + 4w2 + w3 ≥ 2
6w1 + 2w2 − w3 ≥ −3
w1 + w2 + w3 ≥ 1
w1, w2, w3 ≥ 0

Z�� 	�� !�
��� 	� �% ����
����� �������� 	� \%�� I� P�
 � P�N ���� �%� 	� �%�� ����%
� 	� 	��%��
	�� ����%����� ���	����� H �� �� �� 
� ��F�� 	�� !����%����� ���

(≥)

�� �%��%�
�� 	 P�!%�� I� P�
 �%

\%

��� %��� !��� � ��� ������� 
� \��� � ��%�	%�	 ������ ��F%����� H � 

�� �� � ������ 	�� !\��� ��

c 2 −3 1 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

x1 x2 x3 x4 x5 x6

0 xJ
1

= x4 7/3 0 5 0 1 −2/3 −1/3
2 xJ

2
= x1 1/3 1 1 0 0 1/3 −1/3

1 xJ
3

= x3 8/3 0 −2 1 0 −1/3 4/3

z(x) 10/3 0 3 0 0 1/3 2/3

��� � G� # ������� �%�
�%� 	� ����
�N� � ���
PL3

�

c 6 4 3 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

w1 w2 w3 w4 w5 w6

4 xJ
1

= w2 1/3 2/3 1 0 −1/3 0 1/3
3 xJ

2
= w3 2/3 1/3 0 1 1/3 0 −4/3

0 xJ
3

= w5 3 −5 0 0 −1 1 2

z(x) 10/3 7/3 0 0 1/3 0 8/3

��� � GG # ������� �%�
�%� 	� ����
�N� � ���
PL3

c 2 −3 1 + λ 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

x1 x2 x3 x4 x5 x6

0 xJ
1

= x4 7/3 0 5 0 1 −2/3 −1/3
2 xJ

2
= x1 1/3 1 1 0 0 1/3 −1/3

1 + λ xJ
3

= x3 8/3 0 −2 1 0 −1/3 4/3

z(x) 10/3 − 8λ/3 0 3− 2λ 0 0 −1/3(λ− 1) 2/3(1 + 2λ)

��� � G� # ������� �%�
�%� 	� ����
�N� � ���
PL3

%��! 
� �%�%� ����
λ

��� �%�� %	� ����� 
� �� ��%
��%�
� H �
 \%�� �����	���� 	�� �%��%�
�� %���O!��

�� �� �����	�� !�
����
�� � 	�� %�F� ���� ���� �%� 
% � ����	� �� 	��N ��%��� ���� �%� 
% � ����	� 	�� � ��%
���� H

� H ���!� 
� �%�
�%� 	� 	�%
 � 
 P������� �
������� ��	%�!�� ����� 
�� �%��%�
�� ���� %
�� �� 	�%
��
� H ���� %
�� � H 	�%
�� � H� ���� %
� � H� H ���� %
� � H� H 	�%
�� � H� H 	�%
��

x1 w4 x1 1/3

x2 w5 w5 3

x3 w6 x3 8/3

x4 w1 x4 7/3

x5 w2 w2 1/3

x6 w3 w3 2/3
������� ��	%�!� ����� 
�� �
�� ���� 	� �%�
�%� �

x4x2 = −w5w1, x4x5 = −w2w1, x4x6 =
−w6w1, x1x2 = −w5w4, x1x5 = −w2w4, x1x6 = −w3w4, x3x2 = −w5w6, x3x5 = −w2w6, x3x6 =
−w3w6

H Z� �%�
�%� O�%
 	� 	�%

� H $����� �
��� 	� �%�%� ���� H � �������� 
� 	������ �%�
�%� 	�� ���
�N� �� %	%����� 
� %��! 
�

�����%� �%�%� ����
λ

H
� �F%�	��� ��
�� 
� ��F�� 	�

λ

�� � �	�O!%����� � ����� 
�� �

1/2 1 3/2

3− 2λ + + + −

−1/3(λ − 1) + + − −

2/3(1 + 2λ) − + + +$������
���
x6 ←

$�
�����
x5 → x2 →

x3 →
��!�%�F��

x1 ← x1 ←
�� ���!��� ��� �����

� ����%���� 	� ����
�N� �� �� �������
�����

� 	��!������ �� \��!���� 	� �%�%� ����

λ
�

�



c 2 −3 1 + λ 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

x1 x2 x3 x4 x5 x6

0 xJ
1

= x4 3 2 7 0 1 0 −1
0 xJ

2
= x5 1 3 3 0 0 1 −1

1 + λ xJ
3

= x3 3 1 −1 1 0 0 1

z(x) 3− 3λ λ− 1 2− λ 0 0 0 1 + λ

��� � G� # �����%� �%�
�%� 	� ����
�N� � ���
PL3

%��! 
� �%�%� ����
λ

−1 1 2

λ− 1 − − + +

2− λ + + + −

λ + 1 − + + +$������
��� $�
�����
��!�%�F��

Z% ��
����� ������� ��� 
% � J� � H

�WX URSSTUV WR X TYT SU WUT �

45678986 � ; �6@� 9� 9E9>= � 9�
�� ��	������
 ���� \%���I��� ����� � �
%�F�� K M1 M2

��
M3 !�������� 	� ����� ���	���� 	� �%��

P1 P2

��
P3

H Z% !���� ������� 	�� � �
%�F�� 	���� �� ������ %���������� ��� 
% ����%��� �

M1 M2 M3

P1 5 10 2.5

P2 10 10 5

P3 1 10 1

Z�� ���	�� ���� ���� ��
� I�� 
% I�%����� 	� � �
%�F�
M3

���
��� ��� 	���
� 	� !�

� 	�
M1

H �
!�%I�� \%���!%���� 
% I�%����� � %N�� %
� ���
��%�
� 	�� ���	����

P1, P2

��
P3

��� ���� �!����� ��� 	� �
240

������ � ���
P1, 400

������ � ���
P2

��
180

������ � ���
P3

H Z% I�%����� 	� � �
%�F�
M1

���	����
	��� J��� %� � ����� 	�

6
������ �� !�

� 	�

M2

	�
2

������ H Z� ���O� ����%��� � ���
M1

��� 	�
20������ � ����%���� !�
� � � ���

M2

���
18

������ �� !�
� �
M3

	�
5

������ H �� 	�� %�	�
GH ����� %���� 	�O�� %��! ���!����� 
�� �%��%�
�� ���
����� K \����
�� 
� ����
�� � ���� 
% \��� �

	 P�� ���F�%�� � 
���%��� I�� � %N�� ��� 
� ���O� ��	�����
 H �� 	�����% 	�� ��	 
� ���F�%�� �

���%��� ���� 
% \��� � !%����I�� ���� ���� 
% \��� � ��%�	%�	 H �
 ��� � ����� 
� 	� ����
�O�� 
�
����
�� � 	� 
% ��!���!�� 	� 
% �%�� ����%
� �� ���
��%�� �� !�%�F�� ��� 	� �%��%�
� %�������� H
� ��!���� !� !�%�F�� ��� 	� �%��%�
�� �� 	����� %
��� 
� ���F�%�� � 
���%��� %���� ����
�O� ����
\��� � ��%�	%�	 H

� H � ��
���� 
% � ����	� 	�� �%�
�%�N � ��� 	����
�� 
 P%
F������ � 	� ����
�N� %O� 	� �����	�� !�
����
�� � H �� 	�����%
L%M 
% ��
����� �����%
� 	� �%�� �� 
% ]����O %��
L� M 
�� �%
���� 	�� �%��%�
�� 	� �%�� �� 
% �%
��� ����� %
� 	� 
% \��!���� �!���� �I��

z
H ������


�� ��%� �� 	� 	����
�� ��� 	� 
�
F������ � ������ 	������ H

�

� H ������ ��� ���������%���� F�%���I�� 	� ��
��	�� 	�� !����%����� �� � ����%�� 
% ��
�����
����� %
� H

� H ������ 
� ���F�%�� � 
���%��� 	�%
 H
L%M ���

�� ���� 
�� 	�� !�
��� � ��� �% ����
����� �

L� M ������ � �%���� 	� 
% ��
����� ����� %
� 	� ���� %
 K 
� �%�
�%� ����� %
 	� 	�%
 H
� H Z� ���O� ���%��� 	� ���	���

M1

��� ��] �� � 	�� �%��%����� H ��

�� !� � ������ J��� %����N�� ���
�%� ��� 
�� 	� 
% \��� �

20(1+ λ)
H ��� 	������ 
% ��
����� ����� %
� K 	� ���� %
 K �� 
� !��� !����

λ
�%���

[−1−−∞[
L%M ������ 
� �����%� �%�
�%� 	� ����
�N� �� \��!���� 	�

λ
H

L� M � ��!���� 	�� ���
������ 	� 
% ��
����� ����� %
� �� \��!���� 	�
λ

H � ����� ���� 
�� !%� �� 	�
�����

�� ����%���� 	 P����� ��%����� ���� ��!���%���� L�� �� 	�� %�	� �%� 	� 
�� �� �!����M H

QRSSTUV WR X TYT SU WUT �

GH ���� \����
��� 
� ����
�� � ���� \��� � 	 P�� ���F�%�� � 
���%��� �
#

x1

��� 
% � %��� 	� � �
%�F� 	� ��� �
M1#

x2

��� 
% � %��� 	� � �
%�F� 	� ��� �
M2#

x3

��� 
% � %��� 	� � �
%�F� 	� ��� �
M3Z� ����
�� � � �� ���� �% \��� � !%����I�� �

(PL4)




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







































max z(x1, x2, x3) = 20x1 + 18x2 + 5x3

5x1 + 10x2 + 2.5x3 ≤ 240
10x1 + 10x2 + 5x3 ≤ 400
x1 + 10x2 + x3 ≤ 180
2x1 − x3 = 0
x1 ≥ 6
x2 ≥ 2
x3 ≥ 0

$%!�%�� I��
2x1 − x3 = 0

�� �������

(PL4′)







































max z(x1, x2) = 30x1 + 18x2

10x1 + 10x2 ≤ 240
20x1 + 10x2 ≤ 400
3x1 + 10x2 ≤ 180
x1 ≥ 6
x2 ≥ 2
x3 ≥ 0

�� � ��� ����
�O�� 
 P�N�������� 	� !� ���F�%�� � 
���%��� �� � ��%��
X1 = x1−6

��
X2 = x1−2�� �� ��� ���%�� 	%�� 
�� !����%����� �� �������

�



L� M

c 30 18 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

X1 X2 X3 X4 X5

0 xJ
1

= X4 160 10 10 1 0 0
0 xJ

2
= X5 260 20 10 0 1 0

0 xJ
3

= X6 142 3 10 0 0 1

z(x) 216 −30 −18 0 0 0

��� � G� # � ��� ��� �%�
�%� 	� ����
�N� � ���
PL4′′

c 30 18 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

X1 X2 X3 X4 X5

0 xJ
1

= X4 30 0 5 1 −0.5 0
30 xJ

2
= X1 13 1 5 0 0.05 0

0 xJ
3

= X6 103 0 8.5 0 −0.15 1

z(x) 606 0 −3 0 −1.5 0

��� � G� # $�!��	 �%�
�%� 	� ��� �
�N� � ���
PL4′′

(PL4′′)























max z(X1,X2) = 30X1 + 18X2 + 216
10X1 + 10X2 ≤ 240
20X1 + 10X2 ≤ 400
3X1 + 10X2 ≤ 142
X1,X2 ≥ 0

� H ���!� � %�����%�� 
% \��� � ��%�	%�	 �

(PL4′′)























max z(X1,X2) = 30X1 + 18X2 + 216
10X1 + 10X2 + X3 = 240
20X1 + 10X2 + X4 = 400
3X1 + 10X2 + X5 = 142
X1,X2 ≥ 0

L%M Z% ��
����� �%��I�� �����%
� ��� �!� ���	���� ��� \��� �� �%� 
�� �%��%�
�� 	 P�!%�� H
���� 
�� !��� !����� 	� 
% \��!���� �!���� �I��� ���� ��F%��\� �� ��
� ���� ���� �� �

 P������� H

Z = 624,X1 = 10,X2 = 6,X3 = 0,X4 = 0,X5 = 52
�� 	��! �� �����%�� %�N

���� ����� �%��%�
�� �
Z = 624, x1 = 16, x2 = 8, x3 = 32, x4 = 0, x5 = 0, x6,= 52

c 30 18 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

X1 X2 X3 X4 X5

18 xJ
1

= X2 6 0 1 0.2 −0.1 0
30 xJ

2
= X1 10 1 0 −0.1 0.1 0

0 xJ
3

= X6 52 0 0 −1.7 0.7 1

z(x) 606 0 −3 0 −1.5 0

��� � G� # ������� �%�
�%� 	� ��� �
�N� � ���
PL4′′

�

c 160 260 142 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

w1 w2 w3 w4 w5

160 xJ
1

= w1 0.6 1 0 1.7 0.1 −0.2
1.2 xJ

2
= w2 1.2 0 1 −0.7 −0.1 0.1

w(x) 624 0 0 52 10 6

��� � G� # $�
����� ����� %
� 	� 	�%

PL4′′bis

L%M

c 30(1 + (2/3)λ) 18 0 0 0

cJ
�%��%�
�� 	� �%��

X1 X2 X3 X4 X5

18 xJ
1

= X2 6 0 1 0.2 −0.1 0
30(1 + (2/3)λ) xJ

2
= X1 10 1 0 −0.1 0.1 0

0 xJ
3

= X6 52 0 0 −1.7 0.7 1

z(x) 216 + 120λ 0 −3 0.6− 2λ 2λ + 1.2 0

��� � G� # ������� �%�
�%� 	� ����
�N� � ���
PL4′′

� H � \%���
� H L%M � �%���� 	� ���� %
 ��	��� ���� �������� �

(PL4′′bis)















min z(w1, w2, , w3, w4, w5) = 160w1 + 260w2 + 142w3

10w1 + 20w2 + 3w3 ≥ 30
10w1 + 10w2 + 10w3 ≥ 18
wi ≥ 0

Z% 	�� !�
�� 	� ����
����� ��� 
% ��!������ 	� ������� ��� �%�� ����%
� 	� 	��%�� H �� �� ��
!�

� !� � P��� �%� ���	���� !%� 
�� �%��%�
�� 	 P�!%�� �����	����� ���� ��F%����� �� 
% �%��
!������ ��	%��� � P��� �%� %	� ����� 
� H �Z \%�� �����	���� 	�� �%��%�
�� %���O!��
�
� � �������� H

L� M ���� %���� 
% !������ ��	%�!�
# �%��%�
� ����!��%
� ���� %
�

=
�%��%�
� ��!��	%��� 	�%
��

# �%��%�
� ��!��	%���� ���� %
�
=

�%�%��
�� ����!��%
�� 	�%
��
$�
����� 	� ���� %
 ��	���

Z = 624,X1 = 10,X2 = 6,X3 = 0,X4 = 0,X5 = 52
�� 	��! 
%

��
����� ����� %
� 	� 	�%
 ���
w = 624, w1 = 0.6, w2 = 1.2, w3 = 0, w4 = 0, w5 = 0

H
� H �� ������� � ��� 
% \��!���� ��] �!���� �

max = 30(1 + (2/3)λ)X1 + 18X2 + 216 + 120λ
H

L� M � ��!������

−1 −0.6 0.3

0.6 − 2λ + + −

2λ + 1.2 − + +$������
���
X5 ←

$�
�����
X2 →

X4 →
��!�%�F��

X3 ←

� H �%�
−1 < λ < −0.6

X1 = 2.571, X2 = 13.428,X3 = 0, X4 = 74.285,X5 = 0
��

Z = 534.857 + 171.429λ
H

� � 	��! x1 = 8.571, x2 = 15.428, x3 = 17.142
��

Z = 534.857 + 171.429λ

G�



�� H �%�
−0.6 < λ < 0.3

X1 = 10, X2 = 6,X3 = 0, X4 = 0,X5 = 52
��

Z = 624 + 320λ
H � � 	��! x1 =

16, x2 = 8, x3 = 32
��

Z = 624 + 320λ
H

��� H �%�
−0.6 < λ < 0.3

X1 = 13, X2 = 0,X3 = 30, X4 = 0,X5 = 103
��

Z = 606 + 380λ
H � � 	��!

x1 = 19, x2 = 2, x3 = 38
��

Z = 606 + 380λ
H
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���� "����	����� 
� ���@�&  � 
���&��� �� �� ���� ������� ����&�� �

PL1 =







2x1 + 5x2 ≤ 11
x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 10x1 + x2

���� &��� "���� 
� ���@�&  � 
���&��� A�� �&
���� ���

��B PL1 C
�� 
& ��
����� ��� 
& ����&���

x∗

1 = 5.5, x∗

2 = 0
&��" z∗ = 55

� D� ����
� � �� ���&�� �� 	��E ����!����
� �� �

PL2 =















2x1 + 5x2 ≤ 11
x1 ≤ 5

x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 10x1 + x2

��

PL3 =















2x1 + 5x2 ≤ 11
x1 ≥ 6

x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 10x1 + x2

D�� ��
������ ���� 
�� ����&���� � ��� 
�� 	��E ���@�&  �� �
$

x∗

1 = 5, x∗

2 = 0, 2
&��" z∗ = 50, 2

� ���
PL2

�
$ F�"��� ��
����� �F ����

C

� ����
� �

PL2

&��� "�� &� ���@�&  � PL2

�� 	�"� � ��� �� ����!����
� ��

PL4 =























2x1 + 5x2 ≤ 11
x1 ≤ 5
x2 ≤ 0

x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 10x1 + x2

��

G

PL5 =























2x1 + 5x2 ≤ 11
x1 ≤ 5
x2 ≥ 1

x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 10x1 + x2

D�� ��
������ ���� 
�� ����&���� � ��� 
�� 	��E ���@�&  �� �
$

x∗

1 = 5, x∗

2 = 0
&��" z∗ = 50

� ���
PL4

�
$

x∗

1 = 3, x∗

2 = 1
&��" z∗ = 31

� ���
PL5

�
� ����� 
 �&���� 	 ���&
�&���� �� 	� ���&�&���� &���"�� � 
& ����
����� 	� ����
� �

PL1

�

������� �� 	 �
� �� ��� .

1

2

3

4

5

x1 ≥ 6

x2 ≤ 0

x2 ≥ 1x1 ≤ 5

z∗ = 55

z∗ = 50.2

z∗ = 31

z∗ = 50

� &� 	� ��
�����

(5.5, 0)

(5, 0.2)

(3, 1)

(5, 0)

�
� � G $ F���� 	 ���&
�&���� �� 	� ���&�&���� � ��� �� ����
� � 	����

D& ��
����� ��� 	����� �&� 
& �@��� G
D� ���@�&  � ���@���
 ��� 	���@�� �&� 
� "��"
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PL2

&��� "�� &� "��"
�
2
�� &���� 	� ����� � D�� �����

�� "����&����� ���� �&� ������ ��� 
�� 
���� ����� 	��E "��"
�� ��""������ �D�� "��"
�� �&����� ��	������ ���� ��� ��
����� ��� ��&
��&�
� A" ���� 
� "&� 	� ��  �� 3

B ���� ���
��
����� �
�� � ����� ��� 
& ��
����� "���&��� A" ���� 
� "&� 	� ��  �� 5

B �

��	 ������� �� 	 �
� �� ��� .
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PLO =















2x1 + x2 ≤ 6
2x1 + 3x2 ≤ 9
x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 3x1 + 4x2

G� � ����	�� 
� ���@�&  � 
���&��� �� �� ���� ������� "�!	����� �&� 
&  ����	� 	 ���&
�&���� ��	� ���&�&���� ��
 ��� 
� ��� ��� ��&�"�� ��� �� ���& ��� 
& �&��&�
�
x2

�
� � � ����	�� 
� ���@�&  � 
���&��� �� �� ���� ������� "�!	����� �&� 
&  ����	� 	 ���&
�&���� ��	� ���&�&���� ��
 ��� 
� ��� ��� ��&�"�� ��� �� ���& ��� 
& �&��&�
�

x1

�
� � � ����� 
& ��@���"&���� @�� ������� 	� ��� ��� ��&�"�� ��� ��� 
& �&��&�
� x2

� ���
� ���� 
��
����"�� �� ��� �� "���� ��� 
 ��� �������� 
��� 	� 
 ����������&���� @�� ������� �

������� �� 	 �
� �� ��� �

G� D& ��
����� @�&������ 	� 
&  ����	� 	 ���&
�&���� �� 	� ���&�&���� ��� 	����� �&� 
& �@���
� � �� ��@
�@�&�� 
� "��� 	�� �&��&�
�� �� ������� "�  � ��
����� 	� ���@�&  � PLO x∗

1 =
2.25, x∗

2 = 1.5
&��" z∗ = 12.75

� D� ��� ��� ��&�"�� ��� x2 ≤ 1
��

x2 ≥ 2 "��	��� &�E 	��E���@�&  �� 
���&���� �� �� ���� ������� ����&��� �

PLO1 =























2x1 + x2 ≤ 6
2x1 + 3x2 ≤ 9

x2 ≤ 1
x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 3x1 + 4x2��

PLO2 =























2x1 + x2 ≤ 6
2x1 + 3x2 ≤ 9

x2 ≥ 2
x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 3x1 + 4x2

D& ��� ���� &����E � &���� 	� ���@�&  �
PLO1

���� 	���� 
�� �&
����
x∗

1 = 2.5, x∗

2 = 1&��" z∗ = 11.5
�� 
& ��� ���� &����E � &���� 	� ���@�&  �

PLO2

���� 	���� 
�� �&
����
x∗

1 = 1.5, x∗

2 = 2
&��" z∗ = 12.5

� D� ��� "�&�� ��&�"�� ��� �� �&�� ��� 
& �&��&�
�
x1

��� 
�
���@�&  �

PLO2

�
� ��� �������� 
�� 	��E �����&�E ���@�&  �� 
���&���� �� �� ���� �������

PLO3 =































2x1 + x2 ≤ 6
2x1 + 3x2 ≤ 9

x2 ≥ 2
x1 ≤ 1

x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 3x1 + 4x2

�

��

PLO4 =































2x1 + x2 ≤ 6
2x1 + 3x2 ≤ 9

x2 ≥ 2
x2 ≥ 2

x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 3x1 + 4x2

�D � �� & �&� 	� ��
����� &� ���@�&  � PLO4

A"&� ���
&���� 	�� "����&&�����B C
�&�	�� ��� 
&

��
����� 	� ���@�&  �
PLO3

	����
x∗

1 = 1, x∗

2 = 7/3
&��" z∗ = 12.33

� � ��� "���������
� ��&�"�� ��� ��� 
& ���@�&  � PLO3

�� ��� �&�& ���
PLO1 "

&� 
& �&
��� 	� 
& ���"������ � �"���� ��� 
& �
�� @�&�	� C
�� ���� �������� 
�� 	��E �����&�E ���@�&  �� ����&��� �

PLO5 =







































2x1 + x2 ≤ 6
2x1 + 3x2 ≤ 9

x2 ≥ 2
x1 ≤ 1
x2 ≤ 2

x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 3x1 + 4x2

��

PLO6 =







































2x1 + x2 ≤ 6
2x1 + 3x2 ≤ 9

x2 ≥ 2
x2 ≥ 2
x2 ≥ 3

x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 3x1 + 4x2

D& ��
����� 	� ���@�&  �
PLO5

���
x∗

1 = 1, x∗

2 = 2
&��" z∗ = 11

� %&"�&�� ���
z∗
��� ���

��
����� ������� &
��� 
& �&
���
z∗ = 11

	������ 
& � ���� �� ��������
C
&���� ����� ���@�&  � &�&��

��� �&
��� 	� 
& ���"���� �� � �"���� �� �������� �
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���& �
� ���� � D& ��� ���� &����E� &����
� ��� 
� ���@�&  �

PLO6

	����
x∗

1 = 0, x∗

2 = 3
&��" z∗ = 12

	������ 
& �����

� � ���� �� 
&
�&
��� 	����� �&� 
& ��
����� 	� ���@�&  �

PLO5

��� �
� ���� � �
 � �� & �
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� � D& ��
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� x2
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1

2

3

4

5
6

7

8

9

x2 = 0

x2 = 1

x2 ≤ 1

x2 ≥ 2

x1 ≤ 1

x1 ≥ 2

x2 ≤ 2

x2 ≥ 3

z∗ = 12.75

z∗ = 11.5

z∗ = 12.5
z∗ = 12.33

z∗ = 12

z∗ = 11

z∗ = 10

z∗ = 9

� &� 	� ��
�����

(2.25, 1.5)

(2.5, 1)

(1.5, 2) (1, 7/3)

(1, 2)

(2, 1)

(0, 3)

(3, 0)
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PLO1
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PLO2
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PLO1
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PLO2
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ȳu

��&
�&����
=
�������&
�&����

=
� ����

��&
�&����
=
� ������&
�&���� �E&"��

��&
�&����
>
� ����

7 + 9 = 16

�
� � G� $ F���� ��&


"���������� &�"��� ��
����� ��&
��&�
� A
�� "����&����� 	� ����
� � �� ���� �&� ������ ���� �"!����B �� 	��� 
 ���&
&����� ��� ����"�� ���  ���� � ���� ��� 
& � ���� A" ���� � 	��� ����"�� ������ ������� 	&�� 
� "&� 	 ����  ��� ��&���� �� ����"�� ��� �� �������� 	&�� 
� "&� 	 ����  &E� �!�&���� B 
 
�� ��  ��� 	 ���&
&����� �@&
� � 
& � ���� ���&�� 	��" 	���
��� �� C � "
� ���� 
������


 ���&
�&���� ��� �E&"�� �

��	 ������� �� 	 �
� �� ��� �

()*+,-,* � / �<+ 8*= ,6<>*= 7* �636+�

PL =















2x1 + 5x2 ≤ 17
3x1 + 2x2 ≤ 10
x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 2x1 + x2

G�



c 8 2 0 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4

0 xJ
1 = x3 17 2 5 1 0

0 xJ
2 = x4 10 3 2 0 1

z(x) 0 −2 −1 0 0

��� � G $ � �� ��� �&�
�&� 	� �� �
�E�
k = 1

��
r = 2

c 2 1 0 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4

0 xJ
1 = x3 31/3 0 11/3 1 −2/3

2 xJ
2 = x1 10/3 1 2/3 0 1/3

z(x) 20/3 0 1/3 0 2/3
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� &
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& ��
����� ���� &
��� ���
� � ���� &

��� �����	���� 
& ��� ���� "��� � � ���� ������� i = 2
�

� ��� &���� &
���

x1 + 2/3x2 + 1/3x4 = 10/3

2/3x2 + 1/3x4 ≤ 1/3
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C
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� � 	���� �&� 
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 ����

�&� ������ 
& 	������� ���&���� � ���� �����	������ 	&�� 
& 	������� ���&���� ��� �&��&�
� 	�
����
��

x5

��
y
��� �&��&�
� &���� "��

� � ���� �������� &���� 
 ����&���� −y = −1/3 + 2/3x2 +

1/3x4 + x5

�� �� ���
�&�� 
&  ����	� � 	��E ��&��� ���� &���� 
� �&�
�&� ����&�� �
���� &���� ������ �� 
& 	������� "�
���� "&� ���� �������� z = 0

�� ���� 
�� "���� ��	�������� � ������� �� ��
� �

c 0 2/3 0 1/3 1 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 y

0 xJ
1 = x3 31/3 0 11/3 1 −2/3 0 0

2/3 xJ
2 = x1 10/3 1 2/3 0 1/3 0 0

−1/3 xJ
3 = y 1/3 0 2/3 0 1/3 1 1

−1/3 z(x) −1/3 0 −2/3 0 −1/3 1 0

��� � � $ � �� ��� �&�
�&� 	� �� �
�E� 	� 
&  ����	� � 	��E ��&���
k = 2

��
r = 3

G�

c 0 2/3 0 1/3 1

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5

0 xJ
1 = x3 17/2 0 0 1 −1/2 −11/6

2/3 xJ
2 = x1 3 1 0 0 0 1/3

−1/3 xJ
3 = x2 1/2 0 1 0 1/2 −1/2

−1/3 z(x) 1/3 0 0 1/2 1/6 ?

��� � � $ %�"��	 �� 	������ �&�
�&� 	� �� �
�E� 	� 
&  ����	� � 	��E ��&���

c 2 1 0 0 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5

0 xJ
1 = x3 17/2 0 0 1 −1/2 −11/6

2/3 xJ
2 = x1 3 1 0 0 0 1/3

−1/3 xJ
3 = x2 1/2 0 1 0 1/2 −1/2

z(x) 13/2 0 0 1/2 1/6 ?
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� "��� � � ���� ������� i = 3A"&� x2

�� �� �������B
C
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i = 1
B �

���� &���� &
���

x2 + 1/2x4 − 1/2x5 = 1/2

x4 + x5 ≤ 1

���� �����	������ ��� �&��&�
� 	� ����
��
x6

�� ��� �&��&�
� &����"��

� y
�� ���� �����	������


 ����&����
1 = y + x4 + x5 − x6
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�� �����&� "� �� "����� � ��� ������� 
� �&�
�&� ����� �������� 
� �&�
�&� ����&�� �

 &�����&�� ��� 
& 	��E �� � ��� ��� �������� &�E "� ���"���� ���@��&�E C

���� �������� 
�
�&�
�&� ����&�� �

��	 ������� �� 	 �
� �� ��� �

()*+,-,* � / � 8�6+-2�3* 7* ,6<>* 7* �636+�
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����� 	� ����
� � ����&�� �

c 0 0 0 1 1 −1 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 x6 y

0 xJ
1 = x3 17/2 0 0 1 −1/2 −11/6 0 0

2/3 xJ
2 = x1 3 1 0 0 0 1/3 0 0

−1/3 xJ
3 = x2 1/2 0 1 0 1/2 −1/2 0 0

0 xJ
4 = y 1 0 0 0 1 1 −1 1

−1 z(x) ? 0 1/2 0 0 −5/4 1 0

��� � � $ %�"��	 �&�
�&� 	� �� �
�E� &��" 	� 
&  ����	� � 	��E ��&�� ��
k = 4

��
r = 3
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c 0 0 0 1 1 −1 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 x6 y

0 xJ
1 = x3 69/8 0 8/5 1 0 0 −8/5 ?

? xJ
2 = x1 3 1 9/15 0 0 0 4/5 ?

−1/3 xJ
3 = x4 1 0 1/2 0 1 0 4/5 ?

0 xJ
4 = x5 0 0 −8/5 0 0 1 −4/5 4/5

−1 z(x) ? 0 3/2 0 0 0 0 1
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&  ����	� � 	��E ��&���

c 0 0 0 1 1 −1

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 x6

0 xJ
1 = x3 69/8 0 8/5 1 0 0 −8/5

2 xJ
2 = x1 3 1 9/15 0 0 0 4/5

0 xJ
3 = x4 1 0 1/2 0 1 0 4/5

0 xJ
4 = x5 0 0 −8/5 0 0 1 −4/5

−1 z(x) 6 0 3/2 0 0 0 0

��� � � $ �&�
�&� 	� �� �
�E� &��" 
�� "� ��� "����� ���@��&�E

PL =















2x1 + x2 ≤ 6
2x1 + 3x2 ≤ 9
x1, x2 ∈ IN
max(Z) = 3x1 + 4x2
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C
���� �&������� 
�� "��� �� � ���� ������� i = 2

x2 − 1/2x3 + 1/2x4 = 3/2

x3 + x4 ≥ 1

���� �����	������  &�����&�� ��� �&��&�
� 	� ����
��
x5

�� ��� �&��&�
� &����"��

� y
�� ����

c 3 4 0 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4

0 xJ
1 = x3 6 2 1 1 0

0 xJ
2 = x4 9 2 3 0 1

z(x) 0 −3 −4 0 0

��� � � $ � �� ��� �&�
�&� 	� �� �
�E�
k = 2

��
r = 2
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c 3 4 0 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4

0 xJ
1 = x3 3 4/3 0 1 −1/3

4 xJ
2 = x2 3 2/3 1 0 1/3

z(x) 12 −1/3 0 0 4/3

��� � G� $ %�"��	 �&�
�&� 	� �� �
�E� k = 1
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r = 1

c 3 4 0 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4

3 xJ
1 = x1 9/4 1 0 3/4 −1/4

4 xJ
2 = x2 3/2 0 1 −1/2 1/2

z(x) 51/4 0 0 1/4 5/4
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 �&���� −y = −1 + x3 + x4 − x5
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C
���� �&������� 
�� "��� �� � ���� ������� i = 1

x1 − x4 + 3/4x5 = 3/2

−4x4 + 3x5 ≥ 2

���� �����	������  &�����&�� ��� �&��&�
� 	� ����
��
x6

�� ��� �&��&�
� &����"��

� y
�� ����

��� "�	��� � 
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 �&���� −y = −1−4x3+3x5−x6

� � ��� ��������
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� ������� &�E "��� "����� ���@��&�E �$ 
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C
���� �&������� 
�� "��� �� � ���� ������� i = 1

x1 + x6/4 = 15/12

x6/4 ≥ 1

���� �����	������  &�����&�� ��� �&��&�
� 	� ����
��
x7

�� ��� �&��&�
� &����"��

� y
�� ����

��� "�	��� � 
&  ����	� 	�� 	��E ��&��� &��" 
 �&� ��� −y = −4 − +x6 − x7

� ���� ��������
&���� 
� �&�
�&� ����&�� �

c 0 0 1 1 −1 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 y

0 xJ
1 = x1 9/4 1 0 3/4 −1/4 0 0

2/3 xJ
2 = x2 3/2 0 1 −1/2 1/2 0 0

0 xJ
3 = y 1 0 0 1 1 −1 1

−1 z(x) −1 0 0 −1 −1 1 0

��� � G� $ � �� ��� �&�
�&� 	� �� �
�E� 	� 
&  ����	� � 	��E ��&���
k = 3

��
r = 3
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c 0 0 1 1 −1

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5

0 xJ
1 = x1 3/2 1 0 0 −1 0.75

0 xJ
2 = x2 2 0 1 0 1/ −1/2

3 xJ
3 = x3 1 0 0 1 1 −1

−1 z(x) −1 0 0 −1 −1 1

��� � G� $ ������� �&�
�&� 	� �� �
�E� 	� 
&  ����	� � 	��E ��&���

c 3 4 0 0 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5

0 xJ
1 = x1 3/2 1 0 0 −1 0.75

0 xJ
2 = x2 2 0 1 0 1/ −1/2

3 xJ
3 = x3 1 0 0 1 1 −1

−1 z(x) 12, 75 0 0 −1 −1 1

��� � G� $ �&�
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�E� 	� 
&  ����	� � 	��E ��&���

c 0 0 0 1 1 −1 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 x6 y

0 xJ
1 = x1 3/2 1 0 0 −1 3/4 0 0

0 xJ
2 = x2 2 0 1 0 1 −1/2 0 0

−4 xJ
3 = x3 1 0 0 1 1 −1 0 0

0 xJ
4 = y 2 0 0 0 −4 3 −1 1

−4 z(x) −4 0 0 0 4 −3 1 0

��� � G� $ � �� ��� �&�
�&� 	� �� �
�E� &��" 	� 
&  ����	� � 	��E ��&��� &��" k = 5
��

r = 4

c 0 0 0 1 1 −1 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 x6 y

0 xJ
1 = x1 1 1 0 0 0 0 1/4 −1/4

0 xJ
2 = x2 7/3 0 1 0 1/3 0 −1/6 1/6

−4 xJ
3 = x3 4/3 0 0 1 −7/3 0 −1/3 1/3

0 xJ
4 = x5 2/3 0 0 0 −4/3 1 −1/3 1/3

−4 z(x) 0 0 0 0 0 0 0 1/3
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�&� 	� �� �
�E� &��" 	� 
&  ����	� � 	��E ��&��� &��" k = 5
��

r = 4

c 3 4 0 0 0 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 x6

3 xJ
1 = x1 1 1 0 0 0 0 1/4

4 xJ
2 = x2 7/3 0 1 0 1/3 0 −1/6

−4 xJ
3 = x3 4/3 0 0 1 −7/3 0 −1/3

0 xJ
4 = x5 2/3 0 0 0 −4/3 1 −1/3

z(x) 12 0 0 0 1 0 1/2

��� � G� $ %�"��	 �&�
�&� 	� �� �
�E� &��" 	� 
&  ����	� � 	��E ��&��� &��" k = 5
��

r = 4
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c 0 0 0 0 0 1 −1 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 y

3 xJ
1 = x1 1 1 0 0 0 0 1/4 0 0

4 xJ
2 = x2 7/3 0 1 0 1/3 0 −1/6 0 0

−4 xJ
3 = x3 4/3 0 0 1 −7/3 0 −1/3 0 0

0 xJ
4 = x5 2/3 0 0 0 −4/3 1 −1/3 0 0

0 xJ
4 = y 4 0 0 0 0 0 1 −1 1

z(x) 37/3 0 0 0 1 0 1/2 ? ?

��� � G� $ � �� ��� �&�
�&� 	� �� �
�E� &��" 	� 
&  ����	� � 	��E ��&��� &��" k = 6
��

r = 5

c 0 0 0 0 0 1 −1 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 y

3 xJ
1 = x1 0 1 0 0 0 0 0 0 ?

4 xJ
2 = x2 3 0 1 0 1/3 0 0 −1/6 ?

−4 xJ
3 = x3 5/3 0 0 1 −7/3 0 0 −1/3 ?

0 xJ
4 = x5 2/3 0 0 0 −4/3 1 0 −1/3 ?

0 xJ
4 = x6 1 0 0 0 0 0 1 −1 1

z(x) 37/3 0 0 0 1 0 1/2 ? ?
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c 3 4 0 0 0 0 0

cJ �&��&�
�� 	� �&��
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

3 xJ
1 = x1 0 1 0 0 0 0 0 0

4 xJ
2 = x2 3 0 1 0 1/3 0 0 −1/6

−4 xJ
3 = x3 5/3 0 0 1 −7/3 0 0 −1/3

0 xJ
4 = x5 2/3 0 0 0 −4/3 1 0 −1/3

0 xJ
4 = x6 1 0 0 0 0 0 1 −1

z(x) 37/3 0 0 0 1 0 1/2 ?
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Ax = b
x ≥ 0

max(Z) = cx

&��" A
���  &���"� (m × n)
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P = {x|Ax = b, x ≥ 0}

��� 	�� "���	������ �������� � ��� ���� b������ �
A"B � ��� ���� �&�� B, B−1

��� ������� A���� ��� ��� �� ���� �������B �
� � %�

A
��� ���  &���"� ���&
� ��� ��� �	�
&��� C

���!"� ��� 
� ����
� � "�!	����� &	 �� �����
����� ���� &
� ������� �
� � ���� &

���  ������ ��� 
& �������� ��� ��"��� ��&�� �� 
� ����
� � ��� 	���� ���� ��� �
"&������� &��" 	�� "����&����� 	 ����@&
��� � %��� 
� ����
� � ����&�� �







Ax ≤ b
0 ≤ x d

max(Z) = cx
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�� "���� � ������ 
 �&�" (i, j), ij, j ∈ {A,B,C,D}
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
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












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xAB + xAC = 1
−xAB + xBC + xBD = 1
−xAC − xBC + xCD = 1

−xBD − xCD = 1
xij ∈ IN

minZ(xij ; i, j ∈ {A,B,C,D} = 3xAB + xAC + 5xBD + 2xCD
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
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xAB xAC xBC xBD xCD
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A = (aij)
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m × n
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aij = 1
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i
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j c �����
aij = 0
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v1

v2
v3

v4

e1

e2

e3

e4

def g ' # $�%�
�

'a ������ 
% � %���!� 	h�!�	��!� ]%�^��� ��� � ���_ 	� i �%��� 	���� �%� 
% ` i ��� '
� a [� ����
�� � 	� ������� �� ��%�
� � %b���� 	%�� 
� i �%��� !� 	����� � ��� �� j����
�� !��� �
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







v1 v2 v3 v4

e1 1 1 0 0
e2 0 1 1 0
e3 0 1 0 1
e4 0 0 1 1









� a [� ����
�� � 	� ������� �� ��%�
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���%��� �
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maxx1 + x2 + x3 + x4

x1 + x2 ≤ 1
x2 + x3 ≤ 1
x2 + x4 ≤ 1
x3 + x4 ≤ 1
xi ∈ {0, 1}

1 = (1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

n

)
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x1aaa
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��
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f = (f1, . . . , fn)

%��! fj
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 \%�! ej c ��
 ���

fj = 1
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fj = 0
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%��%������ ]���� a � \%��%������ �%�_ � �� �
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s
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t
a
� a ��� ��i � �`� ∑m

j=1 aijfj = 1
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�� a ��� ��i � �`� ∑m
j=1 aijfj = −1
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j=1 aijfj = 0
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G = (N,A)
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(ACPM)







min z =
∑n

i,j cijxij
∑

(i,j)∈A xij = n − 1,
∑

(i,j)∈A(S) xij ≤ |S| − 1,
� ��� � \�� � ���� ���
 ������
�

S
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xij ∈ {0, 1}
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xij
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%
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aij =







+1
�� 
 \%�! ej

�%�� 	� ���� ��
i

−1
�� 
 \%�! ej

%����� ��
i

0
�����




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A =









e1 e2 e3 e4 e5

s +1 +1 0 0 0
t 0 0 0 −1 −1
a −1 0 +1 +1 0
b 0 −1 −1 0 +1









� a ∑m
j=1 aijfj = 1

��i � �`� ��� 
� ��� ��� ���� 	�
s
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]!�!� ��� ��%� � ��� ���� %�!� ����%�� 	�
s
_ a

�� a ∑m
j=1 aijfj = −1
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t
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� ���� ��
t
a
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i

�� 
�� %�!� ����%�� 	� !� ���� �� a
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
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0
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



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





min z =
∑n

i,j=1,i6=j

∑m
k,l=1,k 6=l cijdklxikxjl

∑n
i=1 xik = 1, k = 1, 2, . . . ,m

∑m
k=1 xik ≤ 1, i = 1, . . . , n

xij ∈ {0, 1}
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�� 	 \��� ����� ��� �� ���� 	���� a [� ����
�� � ��� %�� �
�
����
�� � 	 \%� �!�%���� ��%	�%����� a
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cij

a
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�� �� ��� 	%�� �� i �%��� ���
!����� �
� a � %�� �
�� 
% 	�`������ 	 \�� !��!��� �%� �
������ a ���

�� !��������!�� ��� 
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