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Université de Montpellier II 2011/2012Master Durée: 1.5hAlgorithme distribuéTD � Séan
e n�0Exer
i
e 1 � Horloges de Lamport et de MartellNous 
onsidérons les horloges de Lamport dé�nies de la manière suivante :Une horloge est une fon
tion θ dé�nie à partir des événements vers un ensemble ordonnétel que a ≺ b ⇒ θ(a) < θ(b). L'horloge de Lamport θL a�e
te à 
haque événement a lalongueur k de la plus longue 
haîne de 
ausalité b1 ≺ . . . ≺ bk = a.Un algorithme distribué permet de 
al
uler θL et sera basé sur les 
ara
téristiques sui-vantes :� Si a est un événement interne ou l'envoi de messages, soit k la valeur de l'horloge del'événement pré
édent (k = 0 si il n'y a pas de événement pré
édent) θL(a) = k + 1 ;� Si a est l'événement de ré
eption, k la valeur de l'horloge de l'événement pré
édent(k = 0 si il n'y a pas de événement pré
édent), et b la valeur de l'horloge de l'événement
a, alors θL(a) = max{k, θL(b)}+ 1.

PSfrag repla
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p4 Fig. 1 � Sur les horloges de Lamport1. Donner l'algorithme qui permet de 
al
uler les horloges logiques.2. Donner les valeurs des horloges pour la �gure 1. Avons-nous un ordre total ?3. Que devons rajouter à la dé�nition pré
édente pour 
réer un ordre total ?4. Montrer que si e e′ alors H(e) ≺ H(e′). Utiliser par ré
urren
e sur la longueur n dela suite d'évènement reliant e à e′5. Considérons maintenant la notion de ve
torielle proposé par Mattern.1

� Chaque site i gère un ve
teur d'entiers de n éléments (une horloge HVi ave
 n lenombre de sites ;� Chaque message m envoyé est estampillé (daté) (EVm) par la date de son évènement :� Si un événement est lo
ale, alors HVi[i]← HLi[i] + 1 ;� Si l'événement est l'envoi d'un message m alors
{

HVi[i]← HLi[i] + 1

EVm ← HVi� Si l'événement est la ré
eption du message m alors
{

HVi[i]← HLi[i] + 1

HLi[i]← max(HLi[j], ELm[j], j 6= i(a) Donner l'évolution des horloges ve
torielles pour le graphe de la �gure 2.
PSfrag repla
ements

p1

p2

p3 Fig. 2 � Sur les horloges ve
torielles(b) Montrer que la valeur de la ième 
omposante de EVe 
orrespond au nombre d'évè-nements du site Si appartenant au passé de e

∀i, EVe[i] = card({e′ : e′ ∈ Si ∧ e′  e})(
) Compléter la relation d'ordre suivante :
EVe � EVe′ ssi(d) Montrer que e e′ ssi EVe � EVe′.(e) Montrer que e || e′ ssi EVe || EVe′ où e || e′ désigne deux événements e et e′ sont
on
urrents.(f) Cet ordre permet-il la délivran
e 
ausale ?Corre
tion exer
i
e 1
2



1. L'algorithme est le suivant :En 
as d'un événement interne
θp := θp + 1;En 
as d'un événement d'envoi de message
θp := θp + 1;Envoyer(< message, θP >) ;En 
as d'un événement de re
eption de message (< message, θ >)
θp := max{θp, θ)}+ 1 ;2. La solution est donnée par la �gure 3. L'ordre des événements n'est pas un ordre stri
t :plusieurs événements peuvent porter la même valeur.
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Fig. 3 � Solution3. l'horloge logique du site qui envoie le message. On a la relation d'ordre suivante
HL(e) de e sur le site i est un 
ouple (hi, i) :

(hi, i) < (hj , j)⇔ (hi < hj ou (hi = hj et i < j))4. Par ré
urren
e :� si n = 0 alors e = e′ et HL(e) � HL(e′)� Si n > 1 soit e = e0, e1, . . . , en = e′ une suite d'évènement tel que ∀i ∈ [0, . . . , n −

1], ei → ei+1.Par ré
urren
e on a e en−1 et HL(e) ≺ HL(en−1). Sa
hant que en−1 → en, on a� soit en−1, en appartiennent au même site HL(en−1) ≺ HL(en) ;� Soit il existe une message m tel que send(m) = en−1 ; par dé�nition on a HL(en−1) ≺

HL(en)� Par transivité de � on a HL(e) ≺ HL(en)3

5. Sur l'appro
he ve
torielle(a) La solution est donnée par la �gure 4.

PSfrag repla
ements

p1

p2

p3

(0, 0, 0)

(0, 0, 0)

(0, 0, 0)

(0, 1, 0)

(0, 1, 0)
(0, 2, 0)

(0, 2, 0)

(0, 3, 0)

(2, 1, 0)

(3, 1, 0)

(3, 1, 0)

(0, 2, 1) (3, 2, 2)

(1, 0, 0)

Fig. 4 � Solution pour les horloges ve
torielles pour la �gure 2(b) Soit e′ ∈ PASSE(e) un évènement du site Si : EVe′[i] ≤ EVe[i] où PASSE(e) dé-signe un ensemble des événements antérieurs à e dasn l'ordre 
ausal (e appartientà 
et ensemble).Considérons e′ tel que EVe′[i] = EVe[i]. card(PASSE(e′)∩{e′′ appartenant à Si} =

EVe′ [i] − 1. Futur(e′) ∩ Passe(e) = ∅ sinon EVe′[i] 6= EVe[i] où Futur(e) : en-semble des événements postérieurs à e dans l'ordre 
ausal (e appartient à 
etensemble).(
)
EVe � EVe′ ssi ∀i, EVe[i] ≤ EVe′[i](d) Si e e′ alors� Passe(e) ⊆ Passe(e′)� ∀i, EVe ≤ EVe′� EVe ⊆ EVe′(e) e || e′ alors : soit Si et Sj les sites appartenant à e et e′� si j = i alors, e et e′ ne peuvent pas être 
on
urrents� don
 j 6= i� Soit x(e, j) le plus grand élément du Passej(e)� on a x(e, j)→ e′ (
ar si e′  x(e, j), alors e′ ∈ Passe(e))� don
 Passej(e) = Passej(x(e, j)) ⊂ Passej(e

′)� Par 
onséquent : EVe[i] < EVe′[i](f) Non il su�t de 
onsidérer le graphe donné par la �gure ??Fin 
orre
tion exer
i
e 14
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i
e 2 � La di�usionNous 
onsidérons le problème de la di�usion d'un sommet r0 vers tous les autres.Si i = r0 alors Envoyer(< message, v >) ave
 v ∈ voisinr0
;Lors de la ré
eption (< message, v >) de i ;Envoyer(< message, v >) ave
 v ∈ voisinj\{i} ;1. Quel est l'in
onvénient de l'algorithme pré
édent ?2. Proposer une solution pour éviter la non terminaison.3. Donner une borne inférieure en fon
tion de n pour tout algorithme de di�usion.4. De même en fon
tion de m.5. Donner la borne supérieure de votre algorithme.Corre
tion exer
i
e 21. L'in
onvénient porte sur la non terminaison garantie2. Voi
i le nouvel algorihtme :Si i = r0 alors Envoyer(< message, v >) ave
 v ∈ voisinr0

;Lors de la ré
eption (< message, v >) de i ;Si First := true alors Envoyer(< message, v >) ave
 v ∈ voisinj\{i} ; First :=

false ;3. Il faut que les n− 1 autres sommets soient avertis.5

4. Il faut passer par au moins toute les arêtes. Supposons le 
ontraire, il existe don
une arête [x, y] non traversé par le message M . Soit G1 (resp. G2) le graphe issue de
G dans lequel nous avons rajouté un sommet z1 (resp. z2) entre x1 et y1 sur l'arête
[x1, y1] (resp. x2 ; Y2 et [x2, y2]). On relie les deux 
opies par z1 et z2. En appliquantl'algorithme sur G′ une des 
opies ne sera pas inondée, 
ontradi
tion ave
 le prin
ipeque tous les sommets sont tou
hés.Plus simple rajouter un sommet z entre x et y, et sa
hant que l'arête [x, y] n'est paspar
ouru alor sle sommet z ne peut être atteint.5. La borne supérieure est 2m− (n− 1). En e�et, les arêtes sont trasversés deux fois sauf
elles dont le père envoie. Sa
hant que nous avons qu'un seul père et que le plus petitgraphe 
onnexe est un arbre don
 le résultat s'impose.Fin 
orre
tion exer
i
e 2Exer
i
e 3 � Asservissement mutuel d'horloges logiques pour deux sitesLe problème est le suivant : on veut 
ontraindre les deux pro
essus de telle façon qu'àtout instant 
ha
un d'eux ne puisse pas émettre plus de δ requêtes d'avan
e par rapport àl'autre. Vue l'asso
iation des valeurs d'horloges aux requêtes, le problème 
onsiste à maintenirinvariante la relation suivante : |hi − hj| ≤ δ.Cette relation est vraie : hi = hj = 0.Les messages relatifs à 
es é
hanges vont être véhi
ulés par des lignes que nous supposonsdotées du 
omportement suivant : les messages peuvent être dupliqués, déséquen
és et perdus.Pour 
ela on introduit à tout instant dans 
haque pro
essus Pi une variable lo
ale maxiqui lui indique à tout instant la valeur jusqu'à laquelle il peut faire 
roître son horloge hi sansque 
ela n'invalide l'invariant ; la 
ondition asso
iée à l'appel à dater est don
 hi < maxi.Conditions initiales�Lors de l'appel à daterSi hi < maxi

hi := hi + 1Envoyer(< hi >) à Pj1. Donner la pro
édure de ré
eption.2. Montrer que nous avons bien |hi − hj| ≤ δ tout le long du pro
essus.3. Nous supposons que les messages peuvent être perdus et dupliquées mais ne peuvent6



être déséquen
és. Simpli�er le 
ode de la ré
eption d'un message.4. Comment peut-on limiter la 
roissante des horloges ? Soit x la valeur envoyée du site
hi à un instant donné. Donner un en
adrement de x par rapport δ et hi. Donnermaintenant l'algorithme qui prend en 
ompte le non dérive des horloges.Corre
tion exer
i
e 31. La pro
édure de ré
eption est la suivante :Lors de la ré
eption de (x) de Pj

maxi := max(maxi, x + δ)2. Il est fa
ile de prouver 
et algorithme de 
ontr�le. Le prédi
at |h1 − h2| ≤ δ est vraiintialement ; il s'agit de montrer, par indu
tion que toutes les opérations asso
iéesaux événements qui peuvent survenir le laissent vrai. Par 
onstru
tion la séquen
e desvaleurs émises par Pi et 
onsidérées par Pj dans la mise à jour de maxj est 
roissante,soient xi et xj les dernières de 
es valeurs. Nous avons :
xi ≤ hi ≤ maxi et xj ≤ hj ≤ maxjOn en déduit que hi − hj ≤ maxi−xj et hj − hi ≤ maxj −xiOr les mises à jour de maxi sont elles que :
maxi = xj + δ et don
 le prédi
at est véri�ée3. La pro
édure de ré
eption simpli�ée :Lors de la ré
eption de (x) de Pj

maxi := x + δ4. Pour éviter la dérive des horloges nous pouvons introduire un modulo (modulo 2δ+1).On a x−δ ≤ hi ≤ x+δ. En e�et, on a hi−x ≤ δ et hi ≥ x−δ 
ar hj ≥ x et hj−hi ≤ δ.Ce qui peut être reformulée : lorsque Pi reçoit une valeur x 
elle-
i s'é
arte d'au plusde δ de hi et ne peut don
 être que l'une des 2δ + 1 valeurs di�érentes d'un intervalledé�ni par hi et δ : hi − δ ≤ x ≤ hi + δ.Le domaine de dé�nition d'une valeur x de message étant parfaitement dé�ni en fo
n-tion de δ et hi (puisqu'il n'y a pas de déséquen
ement) lorsque 
e message est rçu par
Pi, il est possible de ne 
ommuniquer quedesvaleurs modulo k ave
 k ≥ 2δ+1. Lorsque
Pi reçoit une telle valeur x il doit alors démoduler pour mettre à jour sa variable maxien 
al
ulant le nmbre m tel que hi − δ ≤ km + x ≤ hi + δ.7

Contraintes initiales 
onstant k = 2δ + 1, var m : 0 . . .∞Lors de l'appel à daterSi hi < maxi

hi := hi + 1Envoyer(< hi mod k >) à PjLors de la ré
eption de (x) de PjSoit m la valeur telle que hi − δ ≤ km + x ≤ x + δ

maxi := km + x + δil su�t don
 log2(2δ+1) bits su�sent pour représenter n'importe quelle valeur véhi
uléepar les messages de 
ontr�le. Les lignes sont moins 
hargées. Le transfert se fait sur lessites. Fin 
orre
tion exer
i
e 3

8



Université de Montpellier II 2010/2011Maitrise GMI\Informatique Durée: 4.5hAlgorithme distribuéTD � Séan
e n�1Cette série d'exer
i
es est 
onsa
rée au problème de l'éle
tion. A un moment donné, lors d'uneexé
ution ou après une panne (réparée) les sites ont tous une valeur (deux à deux distin
tes). Lebut de l'élé
tion est de déterminer le site qui a la plus grande valeur. Ce site est le gagnant. A la�n de l'éle
tion, 
haque site doit 
onnaître 
e gagnant. Nous supposerons dans un premier tempsque le réseau est un 
y
le ou un 
ir
uit. Nous supposerons que les identi�
ateurs (adresse) des sitestransitent ave
 les messages (
hamp sour
e du message) et que les liens sont FIFO. Au début del'algorithme, 
haque site i a une valeur (lo
ale) vali qui va servir de base à l'éle
tion (sans perte degénéralité on peut 
onfondre 
ette valeur ave
 l'identi�
ateur du site). Chaque valeur est unique. Lebut d'un algorithme d'éle
tion est de faire en sorte qu'au bout d'un temps �ni, tous les sites soientd'a

ord sur le site élu.Exer
i
e 1 � Anneau La solution la plus simple au problème de l'éle
tion dans un 
y
le unidi-re
tionnel est dé
rite de manière informelle et in
omplète par :� Au début, 
haque site i maintient une variable maxi initialisée à vali puis il envoie sa valeur
vali vers son voisin.� Chaque fois qu'un site i reçoit une valeur V il fait maxi := max{maxi, V } et fait suivre Vvers son autre voisin.1. Si un seul (ou plusieurs) site initie l'éle
tion, 
omment tous les autres sites peuvent parti
iperà l'éle
tion ? (problème du réveil).2. Quelle est la 
ondition à rajouter pour que l'algorithme se termine ? (problème de la termi-naison). Qui sait qui a gagné l'éle
tion, 
omment pro
lamer le résultat ? (problème de la prisede dé
ision).3. Combien de messages transitent durant 
et algorithme ?4. E
rire l'algorithme.5. Donner une exé
ution sur le graphe donné par la �gure 1.6. Est-
e que 
et algorithme reste valide en mode asyn
hrone ?7. Que se passe-t-il si on envoit le max ?Corre
tion exer
i
e 11. Pour le réveil des sites on 
ombine un réveil spontané et un réveil qui a lieu lors de la ré
eptiond'un message lié au proto
ole de l'éle
tion. Dans 
e dernier 
as, les sites initialisent maxi etfont tourner l'algorithme.2. On suppose que les valeurs sont deux à deux di�érentes. Lorsqu'un site i reçoit sa propre valeurde son voisin, 
'est le signe qu'il a reçu toutes les valeurs. Il peut alors arrêter de retransmettre.1

Le site i 
onnaît alors le site ayant la valeur maximale (gardée dans maxi). Tous les autressites vont �nir par être aussi dans 
et état. Il est alors inutile de pro
lamer le résultat.3. Supposons que nous ayons n sites. Chaque site envoie son message qui fait le tour du 
y
le etpar
ours don
 n ar
s. Cela fait don
 n2 messages é
hangés en tout.4. Non l'algorithme ne fon
tionne pas en mode asyn
hrone. Pour qu'il mar
he il faut mettre un
ompteur sur 
haque site qui 
orrespond au nombre de site dans l'anneau. Et tantque je n'aipas reçu n messages et le pro
essus n'est pas terminé.5. Voi
i l'algorithme :En 
as de réveil spontané
participanti := V rai;
maxi := valiEnvoyer(< ELECTION, vali >) ;Lors de la ré
eption d'un message < ELECTION,V >
maxi := max{maxi, V }Si vali = V alorsArret(su

ès) sinon Envoyer(< ELECTION,V >) ;6. Si on envoit le max l'algo n'est pas trivial.Fin 
orre
tion exer
i
e 1Exer
i
e 2 � Anneau, Algorithme de Chang-RobertsNous proposons maintenant un autre algorithme pour l'éle
tion dans un 
y
le unidire
tionnel.Chaque site i maintient un booléen participanti qui est initialisé à Faux. Le 
ode pour le site i estle suivant.En 
as de réveil spontané

participanti := V rai;Envoyer(< ELECTION, vali >) ;Lors de la ré
eption d'un message < ELECTION,V >Si (V > vali) alors
participanti := V rai;Envoyer(< ELECTION,V >) ;Si (V < vali) et (non participanti) alors
participanti := V rai;Envoyer(< ELECTION, vali >) ;Si (V = vali) alors Envoyer(< ELU, vali >) ;Lors de la ré
eption d'un message < ELU, V >Le gagnant est le site V ;

participanti := Faux ; 2



si (vali 6= V ) alors Envoyer(< ELU, V >) ;1. Proposez une exé
ution dans la 
on�guration de la �gure 1. Qui déte
te le gagnant et 
ommentest-il propagé ?2. Est-
e que 
et algorithme fon
tionne en mode asyn
hrone ?3. Supposons que tous les sites se réveillent simultanément. Evaluez la 
omplexité en nombrede messages é
hangés dans les 
on�gurations parti
ulières suivantes en mode asyn
hrone etsyn
hrone :� Les valeurs sont ordonnées 
roissantes dans le sens du 
y
le.� Les valeurs sont ordonnées dé
roissantes dans le sens du 
y
le.4. Nous allons étudier la 
omplexité en moyenne.(a) Montrer qu'un site a
tif possédant la jième plus grande identité par
ours ne moyenne
n/j liens.(b) Ave
 x initiateurs, donner la formule.(
) Con
lure que la 
omplexité en O(n log n).
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Fig. 1 � Une 
on�guration dans C8.Corre
tion exer
i
e 21. I
i le réveil est fait soit spontanément soit par la ré
eption d'un message du proto
ole. Pendantl'algorithme, un site re
evant une valeur V ne va la faire suivre que si elle est supérieure à lasienne propre. Il y a don
 un mé
anisme de �ltrage des valeurs. Ce qui réduit la 
omplexitéen nombre de messages par rapport à l'exer
i
e . Qui déte
te le gagnant ? C'est le gagnant luimême ! ! S'il reçoit sa propre valeur 
'est que 
elle 
i n'a jamais été arrêtée (�ltrée) ; 
'est don
la plus grande. Il informe don
 les autres grâ
e au deuxième message.2. Oui i
i
 
et algorithme fon
tionne en mode asyn
hrone.3. En mode syn
hrone : Dans le premier 
as, les messages seront stoppés très rapidement ;
n − 1 valeurs seront stoppées après une seule 
ommuni
ation (
ar elles vont sur un site quia une valeur plus grande). Seule la plus grosse valeur fait tout le tour du 
y
le. Ainsi, sans3


ompter la pro
lamation du résultat on a n− 1 + n = 2n − 1 messages é
hangés.Dans le se
ond 
as, le message 
ontenant la valeur i ème valeur sera renvoyée i fois. Ainsi lenombre total de messages é
hangés sera de ∑i=n
i=1 i = n(n+1)

2 . En mode asyn
hrone : 2n sile plus grand est le seul à se réveiller (
as 
roissant) et 3n− 1 dans le 
as dé
roissant si le site
n − 1 se réveille. Notons que nous 
omptons la pro
lamation de l'éle
tion.4. Etudions maintenant la 
omplexité en moyenne(a) Ce résultat est obtenu simplement et en toute généralité en 
onsidérant 0 < a ≤ npro
essus initiateurs dé
len
hant indépendamment mais pas (né
essairement) simultané-ment l'exé
ution de l'algorithme. Puisque les permutations des identités des pro
essussont ordonnées de manière équiprobable sur l'anneau, le jeton envoyé par un pro
essusa
tif possédant la jième plus grande identité par
ourt en moyenne n/j liens sur l'anneauavant d'être éteint par un pro
essus d'identité supérieure.(b) Par 
onséquent, ave
 a intitiateurs indépendants, l'éle
tion est réalisé en utilisant unnombre moyen de jetons exa
tement égale à ∑a

j=1 n/j = nHa,(
) et si tous les pro
essus sont initiateurs (a = n), on retrouve le résultat pré
édent :
O(nHn) = O(n log n).PSfrag repla
ements

pi

p1

p2

p3

pn−1

s Le sens de 
ir
ulation des messagesest le sens des aiguilles d'une montre
Fig. 2 � Arragements des identités sur un anneau.Fin 
orre
tion exer
i
e 2Exer
i
e 3 � Anneau bi-dire
tionel,Algorithme de Hirs
hberg et Sin
lair (80) Nousallons maintenant travailler sur des 
y
les bi-dire
tionnels (on peut envoyer des messages dans lesdeux sens sur le 
y
le). L'algorithme proposé mar
he par phase et est basé sur le �ltrage. Les sitespeuvent être dans deux états actif ou perdant. Lorsqu'un site reçoit un message 
ontenant unevaleur plus grande que la sienne il devient perdant. Sinon il reste actif .A la phase i, (i = 0, 1, . . . ) les sites en
ore a
tifs envoient leur valeur à une distan
e de 2i d'eux.Lorsqu'un site actif reçoit un tel message il devient perdant si la valeur reçue est supérieure à lasienne sinon il passe à la phase suivante.Nous allons supposer i
i que le réseau est syn
hrone par phase. C'est-à-dire que les sites en
orea
tifs au début de la phase i 
ommen
ent tous en même temps à exé
uter les opérations de 
ettephase.1. Donner un exemple d'exé
ution sur la graphe de la �gure 14



2. Après la phase i, quelle est la distan
e minimale entre deux sites actifs ?3. Combien y a t'il de phases ? En déduire le nombre de messages é
hangés pendant l'algorithme.4. Qui 
onnaît le gagnant ?5. Donner l'algorithme.6. Quel est l'in
onvénient sur le nombre de messages ?Corre
tion exer
i
e 31. Au début de la phase i, la distan
e entre deux sites a
tifs est au moins de 2i−1 + 1. En e�et,un site reste a
tif après la phase i − 1 s'il a pu éliminer tous les sites à distan
e 2i−1. Onremarquera qu'au début de la phase i il existe au plus un site actif à distan
e 2i à droite (età gau
he) d'un site a
tif (
elui 
i est à distan
e au moins 2i−1 + 1 et au plus 2i). Ainsi, audébut de la phase i, il reste au maximum n
2i−1+1

sites a
tifs. Pendant la phase i il y a don
 aumaximum 2.2i. n
2i−1+1

messages qui transitent sur le réseau.2. Le nombre de phases est de log2 n (au delà on �bou
le�). Ainsi il y a moins de ∑log
2

n
i=1 2.2i. n

2i−1+1
≤

4n log2 n é
hanges de messages pendant l'algorithme et 
e
i quelque soit la répartition des va-leurs sur le 
y
le.3. Le gagnant est 
elui qui reçoit sa propre valeur à la phase log2 n et qui ne reçoit pas d'autresvaleurs plus grandes. Il peut alors pro
lamer qu'il est le gagnant.NB : la 
omplexité a été améliorée par rapport aux exer
i
es et mais dans le 
adre d'un 
y
lebi-dire
tionnel (plus puissant don
).4. Voi
i l'algorithme :Phase iTant que (Etat == actif)Envoyer(< V ali, 2
i >) ;

i = i + 1 ;Re
eption Message(< V, TTL >)Si (Etat == actif) et (TTL <> 1) alorsFaire transiter le messageSinonSi V > vali alors etat = passifSinon Si V = vali alors Elu ;TTL :time to liveun autre algorithme :Reveil par signal etat=a
tif
i = 0Tant que (etat = actif)Envoyer (election, vali, 2

i)ATTendre (re
eption messages)5

Ré
eption du message (election, V,D) sur jsi etat = actifsi V > V aljAlors etat = perdant ;Si (V = V alj)
etat = gagnantSi etat = perdantSi D − 1 > 0Envoyer (election, V,D − 1)5. L'in
onvénient de 
et algorithme 
'est que 
ertains sites passifs re
evront, en tant que desti-nataire, des messages qui ne servent à rien. Il vaut mieux envoyer à un site en
ore a
tif (voirl'exer
i
e suivant). Fin 
orre
tion exer
i
e 3Exer
i
e 4 � L'algorithme de Franklin L'algorithme proposé dans 
et exer
i
e est un ra�ne-ment du pré
édent.. Le 
ode pour un site i est :Lors du réveil du site i

etati := actif ;Tant que (etati = actif) faireEnvoyer(vali) à droite ;Envoyer(vali) à gau
he ;Attendre un message (Vd) venant de la droite ;Attendre un message (Vg) venant de la gau
he ;
V := max{Vd, Vg} ;Si (V ≥ vali) alors etati := passif ;Si (vali = V ) alors
gagnanti = i ;Prévenir les autres sitesSinon faire suivre tous les messages.1. En quoi 
et algorithme est-il di�érent du pré
édent ? Peut on rempla
er ≥ par > ?2. Combien de messages sont générés ?Corre
tion exer
i
e 4Cette version permet de restreindre l'envoie des messages jusqu'au pro
hain a
tif au lieu de l'envoyersur une distan
e donnée a priori.On ne peut pas supprimer ≤, dans le 
as 
ontraire on bou
lerait. Du
oup les messages ne 
ontiennent plus le 
ompteur de sauts et ils ne par
ourent plus des distan
esinutiles. En e�et, dans l'exer
i
e pré
édent il y a envoie des messages à une distan
e 2i pour unsite a
tif. On remarque que 
et algorithme mar
he, de manière impli
ite, par phase. A 
haquephase au moins la moitié des sites deviennent passifs ; Il faut don
 au plus log2 n phases avant la6



pro
lamation des résultats. Pendant 
haque phase 
haque lien est traversé une fois dans 
haque sens.Ce qui 
onduit à 2n messages par phase. D'où une 
omplexité totale d'au plus 2n log2 n messages.La terminaison est garantie lorsque le site gagnant reçoit sa propre valeur. On peut sortir du Tantque à 
e moment là. Pour dé
ider du vainqueur, il faut sortir de la bou
le Tant que.Fin 
orre
tion exer
i
e 4Exer
i
e 5 � Anneau Retour sur les 
y
les unidire
tionnels. On propose l'algorithme suivantpour le site i.Réveil spontané du site i ou ré
eption d'un message pour la première foisEnvoyer(< 1, vali >) ;
etati := actif ;
maxi = vali ;Lors de la ré
eption du message < 1, V >Si (etati = actif) alorsSi (V 6= maxi) alorsEnvoyer(< 2, V >) ;

voisini := V ;Sinon maxi est élu, prévenir les autres ;Sinon Envoyer(< 1, V >) ;Lors de la ré
eption du message < 2, V >Si (etati = actif) alorsSi (voisini > V ) et (voisini > maxi) alors
maxi := voisini ;Envoyer(< 1,maxi >) ;Sinon etati := passif ;Sinon Envoyer(< 2, V >) ;1. A quoi servent les variables lo
ales maxi, voisini et les deux messages ? Par qui peut êtrepro
lamé le résultat ?2. Quelle est la 
omplexité en nombre de messages é
hangés ?3. Appliquer l'algorithme sur le 
y
le donné par la �gure 1.Corre
tion exer
i
e 5IL est importrant de noter que le gagnant peut-être passif Dans les algorithmes pour les 
y
lesbi-dire
tionnels, on pouvait savoir si on était un site ayant un maximum lo
al. Si oui on 
ontinuaitsinon on était perdant. I
i on ne peut pas 
onnaître la valeur du suivant dans le 
y
le. Dans 
enouvel algorithme, un site i reste actif si son prédé
esseur (a
tif) est un maximum lo
al(sinon il devient passif) ; 
'est à dire si i (lui même) et i − 2 (le prédé
esseur de son prédé
esseur)7

ont 
ha
un des valeurs plus petites que 
elle de i− 1 (prédé
esseur de i). Pour 
ela il faut don
 que
i reçoive la valeur de i−1 mais aussi 
elle de i−2, d'où les deux messages. Les deux variables maxiet voisini servent don
 à enregistrer 
es valeurs.Lorsqu'un site reçoit une valeur qu'il avait déjà reçu (et enregistré dans la variable maxi) l'algorithmeest terminé. Il 
onnaît don
 le gagnant et peut le pro
lamer.Question 2. I
i en
ore il y a log2 n phases naturelles. Or, durant 
haque phase 
haque lien est traversépar au plus deux messages (messages 1 et 2) d'où une 
omplexité inférieure à 2n log2 n messages.NB : on obtient don
 aussi une 
omplexité en O(n log n) même dans le 
as d'un 
y
le unidire
tionnel(en �émulant� en quelque sorte les algorithmes pour les 
y
les bi-dire
tionnels).Il est important de noter que le site qui déte
te le vainqueur n'est pas for
ément le vainqueurà la di�éren
e des premier algorithme.Fin 
orre
tion exer
i
e 5Exer
i
e 6 � Ele
tion dans un arbre.On suppose que l'on a un réseau d'ordinateurs 
onne
tés en arbre (voir exemple �gure 3). Chaque
anal est 'FIFO'. Les sommets (ou sites) ne 
ommuniquent dire
tement qu'ave
 leurs voisins im-médiats. Chaque sommet a un identi�
ateur unique.1. E
rire un algorithme réparti qui :� �Réveille� tous les sommets à partir d'au moins un initiateur.� Cal
ule la plus petite étiquette de l'arbre (le gagnant étant le sommet qui possède 
etteétiquette). Pour 
ela :� Faire un par
ours des feuilles vers l'intérieur de l'arbre en 
al
ulant la plus petite étiquetteau fur et à mesure.� Propager le résultat de l'éle
tion de voisin en voisin. Si un sommet reçoit son étiquette,il se dé
lare vainqueur, sinon perdant.Pour 
ela vous pourrez utiliser les variables suivantes :Un site p a les variables lo
ales suivantes :

reveillep booléen initialisé à Faux,
voisins_reveillesp entier initialisé à 0,
recp tableau de |voisinsp| booléens initialisés à Faux,
valp la valeur pour l'éle
tion, vp, initialisée à la valeur valp,
etatp ∈ {neutre, gagnant, perdant}, initialisé à neutre.Vous devez 
ommenter votre algorithme.2. Proposez une exé
ution possible sur l'arbre de la �gure 3.3. Quelle est la 
omplexité en nombre de messages é
hangés ?4. Pourquoi 
ommen
er par les feuilles ?5. Que faire si l'on perd l'hypothèse de l'identi�
ateur unique ?Corre
tion exer
i
e 68



8

7

5 4 3 2 6

1

Fig. 3 � Un réseau en arbre.Question 1. On supposera que l'arbre 
ontient n sommets. Un site p a les variables lo
ales suivantes :
reveillep booléen initialisé à Faux,
voisins_reveillesp entier initialisé à 0,
recp tableau de |voisinsp| booléens initialisés à Faux,
valp la valeur pour l'éle
tion, vp, initialisée à la valeur valp,
etatp ∈ {neutre, gagnant, perdant}, initialisé à neutre.Si (p est initiateur) alors

reveillep := V rai ;Pour tout (q ∈ voisinsp) faireEnvoyer(< REV EIL >) à q ;Lors de la ré
eption d'un message pour la première fois(*** PHASE DE REVEIL : ***)Tant que (voisins_reveillesp < |voisinsp|) faireAttendre Re
evoir message(< REV EIL >) ;
voisins_reveillesp := voisins_reveillesp + 1 ;Si (non reveillep) alors

reveillep := V rai ;Pour tout (q ∈ voisinsp) faireEnvoyer(< REV EIL >) à q ;(*** PHASE DE CALCUL : ***)
vp := valp;Tant que (|{q : non recp[q]}| > 1) faireAttendre(Re
evoir(< TOKEN, r >) de q) ;

recp[q] := V rai ;
vp := min{vp, r} ;Envoyer(< TOKEN, vp >) à q0 tel que recp[q0] = Faux ;Attendre Re
evoir(< TOKEN, r >) de q0 ;

vp := min{vp, r} ;Si (vp = valp) alors etatp := gagnant ;Sinon etatp := perdant ;Pour tout (q ∈ voisinsp, q 6= q0) faireEnvoyer(< TOKEN, vp >) à q ;L'algorithme 
onsiste à réveiller tous les sommets à partir d'un (ou plusieurs) initiateur. Ensuite,9

à 
ause du premier Tant que (de la phase de 
al
ul), les feuilles envoient leur valeur. Un sommetinterne de l'arbre envoie sa valeur au seul sommet qui ne lui a rien envoyé (
'est la 
ondition stri
te).A 
haque étape, la valeur minimale est 
al
ulée. La dernière partie 
onsiste à propager la valeurminimale dans tous le réseau.Question 2.Nombre de messages é
hangés. Pendant la phase de réveil : deux messages < REV EIL >et deux messages < TOKEN > sont envoyés sur 
haque lien. En tout don
 4 messages par lien.D'où 4n − 4 messages en tout. Fin 
orre
tion exer
i
e 6Exer
i
e 7 � Borne inférieure pour un réseau quel
onqueNous 
onsidérons un graphe quel
onque. Nous 
her
hons à déterminer une borne inférieure pourtout algorithme d'éle
tion basé sur la 
omparaison des identités. A votre avis quelle est 
ette borne ?Aide : Aidez-vous des résultats obtenu sur l'anneau.Corre
tion exer
i
e 7Nous avons le résultat suivant : Pour n'importe quel algorithme basé sur la 
omparaison desindentités pour n'importe quel réseau possède (dans le pire des 
as et dans le 
as moyen) une
omplexité d'au moins de Ω(|E| + n log n).En e�et, la borne Ω(n log n) est une borne inférieure 
ar les réseaux quel
onques in
luent lesanneaux pour lesquels Ω(n log n) est une borne inférieure. Pour voir que |E| messages est égalementune borne inférieure, même dans le 
as des meilleurs 
omplexité, supposons qu'il existe un algorithmed'éle
tion A possède une 
omplexité sur un réseau G pour lequel né
essite moins de |E| messagesé
hangés. Construisons un réseau G′ en 
onne
tant deux 
opies de G en rajoutant une arête, entre
es deux 
opies, à partir d'un sommet rajouté sur une arête non visité par l'algorithme A (nousavons que 
ette arête existe 
ar le l'algorithme utilise moins de |E| messages). Les identités dans
haque partie du réseau admettent le ordre relatif que dans G. La 
omplexité du problème d'éle
tiondans G peut être simulé dans les deux partie de G′, entrainant une éle
tion dasn 
haque partie de
G′.

G4

PSfrag repla
ements
p p1

p2

G

G1

G2Fig. 4 � A 
al
ul ave
 deux leadersFin 
orre
tion exer
i
e 710



Exer
i
e 8 � Un algorithme asyn
hrone dans un réseau 
omplet : algorithme de Hum-bletDasn le but de développer des algorihtmes e�
a
e dans le 
as d'un graphe 
omplet, nous allonsutiliser la te
hnique d'a
quisition de territoire.Dans la pro
édure d'a
quisition 
haque 
andidat essaye de 
apturé un voisin à 
haque itération ;en utilisant un message du type capture 
ontenant sont identité et le nombre de sommets déjà
apturé ave
 la variable stage(x). Si la tentative est un su

ès, le voisin attaqué devient 
apturé, etle sommet 
andidat entre dans une nouvelle itération sinon le 
andidat devient passif. Un sommet
apturé retient l'identité, et la valeur de la variable stage(x) et le lien de son maître (l'identité de
elui qui l'a 
apturé).1. Remplisser les spé
i�
ations suivantes :Nous supposons qu'un 
andidat x envoie un message du type capture à y :(a) Si y est 
andidat :i. Si stage(x) > stage(y), alors 
on
lure sur l'attaque.ii. Si stage(x) = stage(y), donner les états possibles pour x et y.iii. Si stage(x) < stage(y), alors 
on
lure sur les états de x et de y(b) Si y est passif, 
on
lure sur le résultat de l'attaque de x sur y.(
) Si y est déjà 
apturé alors x doit défaire le maître de y, noté z avant de 
apturer y. Dans
e 
adre y envoie un message du type Warning à z ave
 l'identité de x et stage(x).i. Si z est 
andidat. Donner les di�érents 
as de �gures.ii. Dans le 
as 
ontraire donner tous les 
as de �gures.(d) Si l'attaque est un su

ès, 
on
lure sur les états de x et y sur la valeur de stage(x).2. Donner l'algorithme maintenant.3. Applique l'algorithme de Humblet sur le graphe donné par la �gure 5.
PSfrag repla
ements

1

2

3

4

5Fig. 5 � Graphe 
omplet à 5 sommets4. Montrer que l'algorithme répond positivement au problème de l'éle
tion.5. Que se passe-t-'il quand un sommet a 
apturé au moins n/2 + 1 sommets ?6. Combien de sommets peuvent être 
andidat à l'itération i ? Déterminer la taille maximumd'un territoire à l'itération i ? Les teritoires sont-ils disjoints ?7. Combien de messages au maximum sont né
essaires lorsque un sommet pro
ède à une demande
apture ?8. Combien de stages sont né
essaires pour la terminaison de l'algorithme ?11

9. Con
lure sur la 
omplexité en nombre de messages.10. Donner la 
omplexité en temps.Corre
tion exer
i
e 81. Remplisser les spé
i�
ations suivantes :Nous supposons qu'un 
andidat x envoie un message du type capture à y :(a) Si y est 
andidat :i. Si stage(x) > stage(y), alors l'attaque est un su

ès.ii. Si stage(x) = stage(y), alros l'attaque est un su

ès si id(x) < id(y), sinon x devientpassif.iii. Si stage(x) < stage(y), alors x devient passif.(b) Si y est passif, alors l'attaque est un su

ès.(
) Si y est déjà 
apturé alors x doit défaire le maître de y, noté z avant de 
apturer y. Dans
e 
adre y envoie un message du type Warning à z ave
 l'identité de x et stage(x).i. Si z est 
andidat. Si stage(z) est plus grand que stage(x), ou stage(x) = stage(z)et id(z) < id(x), alors l'attque sur y est un é
he
. z noti�e à x son é
he
 via y.ii. Dans les autres 
as (z est déjà passif ou 
apturé, z est 
andidat ave
 un territoureplus faible que x, ou même stage mais ave
 une identité plus importante que x,l'attaque sur y est un su

ès. z noti�e à x via y et si z était 
andidat alors il devientpassif.(d) Si l'attaque est un su

ès, , y est 
apturé par x, x in
rémente stage(x) et pro
ède à unenouvelle itération.Il est important de noter que 
haque tentative de 
apture pour un sommet 
andidat 
outeexa
tement deux messages (un pour le message capture et l'autre pour sa noti�
ation) si levoisin est également 
andidat ou passif. Dasn le 
as 
ontraire si le sommet a déjà été 
apturé,deux autres messages additionnels seront é
hangés.Nous pouvons optimiser l'utilisation du nombre de messages en bloquant les messages en ypour z n'ayant au
un 
han
e de 
apturer z. Ainsi le sommet y transmettra un message du typewarning à z et attent le retour de z, tout en sto
kant les messages venant d'autres sommets
t ayant un stage plus grand et/ou une identité plus petite. Si l'attaque est un su

ès pour xalors y 
hange de maître et envoie les messages de la �le d'attente à x. Ave
 
e 
hangement,il y a une ex
luion mutuelle sur les territoires pour deux sommets 
andidats.2. Voi
i l'algorithmeETAT : endormi En 
as de réveil spontané
stagei = 1 ; value :=id(x)
V oisinsi := N(x)
next = head(voisinsi) ;envoyer(
apture,stagei,valuei) à nextetat :=
andidate 12



ETAT : endormi En 
as de ré
eption de (
apture,stagex, valeurx) de xenvoyer(a

eption,stagex,valeurx) à x
stagei = 1;maitrei := x
stagedumatre := stagex + 1ETAT : 
andidat En 
as de ré
eption de (
apture,stagex, valeurx) de xSi stagex < stagei ou (stagex = stagei et valeurx > valeuri) alors envoyer(é
he
,stagei)à x Sinon envoyer(a

eption,stagex,valeurx) à x
maitrei := x
stagedumatre := stagex + 1etat :=
apturéETAT : 
andidat En 
as de ré
eption de (a

eptation,stagex, valeurx) de x
stagei++ Si stagei ≥ 1+n/2 alors envoyer(terminaison) à voisini Sinon next =
Head(voisini) envoyer(
apture,stagei,valuei) à nextETAT : 
andidat En 
as de ré
eption de (é
he
,stagex) de xétat=passifETAT : 
andidat En 
as de ré
eption de (alerte,stagex, valeurx) de ySi stagex < stagei ou (stagex = stagei et valeurx > valeuri) alors envoyer(non,stagei)à y Sinon envoyer(oui,valeurx) à yetat :=passifETAT : passif En 
as de ré
eption de (
apture,stagex, valeurx) de xSi stagex < stagei ou (stagex = stagei et valeurx > valeuri) alors envoyer(é
he
,stagei)à x Sinon envoyer(a

eption,stagex,valeurx) à x
maitrei := x
stagedumatre := stagex + 1etat :=
apturéETAT : passif En 
as de ré
eption de (alerte,stagex, valeurx) de ySi stagex < stagei ou (stagex = stagei et valeurx > valeuri) alors envoyer(non,stagei)à y Sinon envoyer(oui,valeurx) à yetat :=passifETAT : 
apturé En 
as de ré
eption de (
apture,stagex, valeurx) de xSi stagex < stagemaitreenvoyer(é
he
,stagemaitre) à x Sinon attaquanti = xenvoyer(alerte,stagex, valeurx) à maitreienfile(voisini − maitrei)etat :=
apturéETAT : 
apturéEn 
as de ré
eption de (non,stagey) de x13

Open(voisini)envoyer(é
he
,stagex) à attaquantSinonETAT : 
apturéEn 
as de ré
eption de (oui,stagey) de x
stagemaitre = stagex + 1envoyer(é
he
,stagex) à attaquant
Open(voisini)envoyer(a

eptation,stagex,valeurx) à attaquantETAT : 
apturéEn 
as de ré
eption de (alerte,stagey,valeury) de xSi stagey < stagemaitre alorsenvoyer(non,stagemaitre) à xSinonenvoyer(oui,stagex,valeurx) à x3. L'appli
ation4. A la �n de l'algorithme, il nous reste un seul sommet en li
e (il su�t de supposer que deuxsites sont élus, et 
e
i est impossible), don
 
'est l'élu. Il est important de noter que l'élu n'estpas for
ément 
elui qui a la plus petite identité.5. L'algorithme se termine 
ar au
un autres sommets ne peud avoir un territoire supérieur à
elui qui a un territoire de taille n/2 + 1. Nous avons prouver la terminaison.6. Les territoires de tailles i sont disjoints, ainsi ils ne peuvent pas être plus grand que ni ≤ n/ià l'itération i.7. Il existe 4 messages au maximum.8. Il y a n/2 + 1 itérations.9. En rajoutant n − 1 messages pour avertir les voisinns, nous trouvons :

n − 1 +

n/2+1∑

i=1

4ni ≤ n + 1 +

n/2∑

i=1

4n = 4nHn/2 + n + 110. La 
omplexité en temps est O(n).Fin 
orre
tion exer
i
e 8Exer
i
e 9 � Algorithme de Chan-Chin pour l'éle
tion syn
hrone dans un graphe
ompletLe réseau est i
i supposé totalement syn
hrone : une horloge globale est a

essible à tout pro-
essus du réseau dont 
ha
une des a
tions est syn
hronisée 
y
le par 
y
le ; un message envoyé autems t est don
 assuré d'une ré
eption au temps t + 1/ Les pro
essus peuvent devenir a
tifs etdé
len
her l'exé
ution de l'algorithme d'éle
tion à tout instant, soit spontanément, soit à la suitede la ré
eption d'un message.Chaque pro
essus possède trois variables lo
ales id, etat, phase :14



� id : identité 
ourante du détenteur du pro
essus 
onsidéré et à l'initialisation id = idi dupro
essus Pi.� un pro
essus a
tif admet deux états : candidat ou detenu. Un 
andidat est son propre déten-teur et 
her
he à détenir les autres pour être élu ; dans le 
as 
ontraire être detenu signi�eque nous ne poursuivons pas le pro
essus d'éle
tion. Un site peut 
hanger plusieurs fois dedétenteur mais appartient à un seul détenteur.L'algorithme est fondé sur le prin
ipe suivant : l'unique pro
essus qui �nit par détenir tous lesautres est le pro
essus élu. phase est initialisé à 0 et est in
rémentée d'une unité à 
haque 
y
le pairde l'horloge globale ; la variable phase mesure le nombre total de pro
essus dont le détenteur est lemême que pour le pro
essus 
ourant 
onsidéré. Deux 
atégories de messages peuvent être é
hangés,les messages (phase, id) et les messages purge.A 
haque in
rémentation de pahse, au début de tout 
y
le pair d'horloge, un 
andidat tentede doubler le nombre de ses détenus en envoyant son message (phase, id) le long 2phase−1 lignesde 
ommuni
ations non en
ore marquées. Ces lignes sont alors marquées pour 
e pro
essus. Un
andidat ne peut 
ontinuer 
omme tel au 
y
le pair suivant que s'il n'a reçu au
un message (purgeentre-temps, sinon il devient détenu. En 
as de su

ès i.e. au
un message purge reçu, le 
andidat�nira par être le suel détenteur de 2phase pro
essus.Au début de 
haque 
y
le impair, 
haque pro
essus P 
onsidère son 
ouple maximal (du pointde vue lexi
ographique) (phase∗, id∗) déjà reçu. En réponse à tout autre message du typ (phase, id),il renvoie un message purge. Si le 
ouple maximal reçu (phase∗, id∗) est inférieur au 
ouple 
ourant
(phase, id) du pro
essus P 
onsidéré, 
e dernier envoie aussi un message purge. Sinon, le pro
essusd'origine du 
ouple maximal (phase∗, id∗) devient détenteur du pro
essus P : le 
ouple (pahse, id)de P devient le 
ouple maximal (phase∗, id∗), P devient ou reste détenu et un message purge estenvoyé au pré
édent détenteur de P . En d'autres termes, tout pro
essus devenant ou restant détenune 
onserve qu'un seul et unique détenteur.Un pro
essus arrête la pro
édure d'éle
tion lorsqu'il dé
ouvre que son détenteur détient ausiitous les autres pro
essus du réseau. L'éle
tion est don
 terminé.1. Donner l'algorithme.2. Donner l'exé
ution de l'algorithme sur la graphe de la �gure 5.3. Donner la 
omplexité dans le pire des 
as en nombre de messages.4. Donner la 
omplexité en temps de l'algorithme.5. Cal
ulons maintenant la 
omplexité en moyenne en messages :(a) Soit α le nombre de pro
essus qui est détenu de manière disjointe par 
haque 
andidatau début de la phase j et β le nombre de messages envoyés par 
haque en début de phase

j. Le nombre moyen de 
andidat en début de phase j + 1 sera au plus de 1 + n
αβ(b) Donner le nombre moyen de 
andidats au début de la phase 1. Au début de la phase 2,et en début de phase j + 1 ? Montrer que la borne supérieure est 7n.(
) Con
lure sur l'optimalité en moyenne.Corre
tion exer
i
e 915

1.2.3. Cal
ulons maintenant la 
omplexité en moyenne :(a) le nombre moyen de 
andidats en début de phase 1 est au plus n. Pour le début de la phase
2 il est au plus n/2. Grâ
e à l'égalité α = β = 2j−1 et d'après la question pré
édente, ily a au plus 1 + n/(22j−2) 
andidats en début de phase j + 1 (j = 2, . . . , ⌈log n⌉ − 1). Lenombre de messages (phase, id) envoyés par 
haque 
andidat à 
haque in
rémentation dephase est 2phase−1 ; don
 en phase j + 1, 
haque envoie 2j ùessages (phase, id). Commepour 
haque message (phase, id), il y a au plus message purge, le nombre moyen demessages est majoré par

= 2n + 22.n/2 +

⌈log n⌉−1∑

j=2

(1 +
n

22j−2
)2j+1 (1)

= 4n +

⌈log n⌉∑

j=3

2j +

⌈log n⌉−2∑

j=1

n

2j
) ≤ 7n (2)(b)(
) La borne inférieure de la 
omplexité en messages de l'éle
tion sur un réseau 
ompletest 
lairement en ω(n) : l'algorithme de Chan-Chin est don
 optimal en moyenne de
omplexité en message θ(n).Fin 
orre
tion exer
i
e 9Exer
i
e 10 � Anneau unidire
tionnel, algorithme de Peterson/Dolev-Klawe-RodehL'algorithme de Chang-Roberts admet une 
omplexité de 0(nlogn) en nombre d'é
hange demessages en moyenne, mais pas dans le pire des 
as. Un algorithme ave
 une 
omplexité dans lepire des 
as ave
 0(nlogn) a été proposé par Franklin, mais 
et algorithme né
essite que les 
anauxsoient bi-dire
tionnels. Peterson et Dolev/Klawe/Rodeh ont proposé de manière indépendante unalgorithme similaire utilisant seulement 0(nlogn) messages dans le pire des 
as pour les anneaux.L'algorithme 
al
ule dans un premier temps la plus petite identité et la fait 
onnaître à tous lespro
essus, et le pro
essus ayant l'identité la plus petite valeur devient le leader et les autres non.Initiallement 
haque identité est a
tive, mais à 
haque tour des identités deviennent passives. Dansun tour une identité a
tive 
ompare sa propre valeur ave
 
es deux voisins ayant une identité a
tivedans le sens des aiguilles d'une montre (resp. dans le sens inverse). Si nous avons un minimumlo
al, l'identié survit au tour, sinon l'identité devient passive. Sa
hant que toutes les identités sontdi�érentes, la pro
haine identié ayant le minimum lo
al n'est plus un minimum lo
al, 
e qui impliqueau moins la moitié des identités de survivent pas. En 
onséquen
e, après log n tours, il ne resteplus qu'une seule identité, et 
'est le gagnant. L'algorithme pour les anneaux unidire
tionnel etdonné par l'algorithme 1. Le pro
essus p est a
tif dans un tour, et admet l'identité cp au début dutour. Sinon, p est passif et relai simplement tous les messages qu'ils reçoient. Un pro
essus en
orea
tif envoie son identité 
ourante au pro
hain pro
essus a
tif, et obtient l'identité 
ourante d'unpré
édent pro
essus en
ore a
tif en utilisant le message < one, . >. L'identité reçu est sto
ker (dans16



la variable acnp) et pour les identités survivantes après le tour admette l'identité 
ourante de p aupro
hain tour. Pour déterminer si l'identité acnp existe au tour, elle devra être 
omparé ave
 cip etave
 l'identité obtenu par le message < two, . >. Le pro
esse p envoie le message < two, acnp > poure�e
tuer une possible dé
ision au pro
hain pro
esse a
tif. Une ex
eption apparaît quand acnp = cip,et dans 
e 
as l'identité reste a
tive et annon
era à tous les autres pro
essus en utilisant le message
< smal, acnp >.1. Donner les états initiaux des variables dé�nit pré
édemment.2. Compléter les parties manquantes.3. Donner une exé
ution sur le graphe donné par la �gure 1.4. Expliquer pourquoi les liens doivent être FIFO.5. Montrer que dans le pire des 
as la 
omplexité de 
et algorithm est en O(nlogn).(a) Montrer que si une bou
le i 
ommen
e ave
 k > 1 sites a
tifs, et 
haque site possède un

cip di�érent, alors au moins un et au plus k/2 sites survivent dans la bou
le. A la �n d'untour de bou
le toutes les identités 
ourantes des sites a
tifs sont di�érentes et 
ontientla plus petite identité.(b) Con
lure.(
) Montrer que si l'algorithme 
ommen
e ave
 un site a
tif p, ave
 l'identi�ant 
ourant cip,l'algorithme termine quand winp = acnp for 
haque q.(d) Quel est la 
ondition d'arrêt.(e) Donner le nombre maximum de tour dans la bou
le.Corre
tion exer
i
e 101. cip = p, acnp = udef,winp = udef, statep ∈ {active, passive, leader, lost} et statep = active ;2. Voi
i l'algorithme 
omplété.3. Il est 
lair que si les 
anaux ne sont pas �fos, l'algorithme n'est pas valable.4. On va démontrer que la 
omplexité est en 0(nlogn).(a) Par les é
hanges de messages < one, q >, entre les sites passifs, 
haque site a
tif ob-tien l'identité 
ourante de son premier voisin a
tif, 
e qui di�érent dans tous les 
as desa propre identité. Par 
onséquen
e, 
haque site a
tif 
ontinue dans la bou
le ave
 lesé
hanges de messages < two, q >, par lesquel 
haque site a
tif obtiennent égalementl'identité 
ourante du se
ond voisin a
tif. Chaque site a
tif possède une valeur di�érentede acn, impliquant les sites survivants de la bou
le ont une valeur d'identité di�érentesà la �n de 
elle-
i. Au moins la plus petite identité au début du tour survit, ainsi il y aau moins un survivant. La pro
haine identité du minimum lo
al n'est pas un minimumlo
al, impliquant que le nombre de survivants est au plus k/2.(b) La proposition pré
édente implique qu'un tour ave
 ≤ ⌊logn⌋ qui 
ommen
e ave
 exa
-tement une identité a
tive 
'est à dire la plus petite des tous les initiateurs.17

Algorithm 1 Algorithm de Peterson/Dolev-klawe-Rodehvar : cip, acnp, winp, statepif p est initiateur then.....else.....end ifwhile winp = udef doif statep = active then......
acnp := q ;if acnp = cip then{*(acnp est le minimum)*}send < smal, acnp > ;

winp = acnpre
eive < smal, q >else{*acnp admet l'identi�ant 
ourant de son voisin*}send < two, acnp > ;re
eive < two, q > ;if acnp < cip & acnp < q then
cip := acnpelse
statep := passive ;end ifend ifelse{*statep = passive*}............{*m est soit du type < two, q > ou soit < smal, q >*}if m est un message du type < smal, q > then

winp := qend ifend ifend whileif p = winp then
statep := leaderelse
statep := lostend if 18



Algorithm 2 Algorithm de Peterson/Dolev-klawe-Rodehvar : cip, acnp, winp, statepif p est initiateur then
statep := activeelse
statep := passive ;end ifwhile winp = udef doif statep = active thenEnvoie < one, cip > ;re
eive < one, q > ;

acnp := q ;if acnp = cip then{*(acnp est le minimum)*}send < smal, acnp > ;
winp = acnpre
eive < smal, q >else{*acnp admet l'identi�ant 
ourant de son voisin*}send < two, acnp > ;re
eive < two, q > ;if acnp < cip & acnp < q then

cip := acnpelse
statep := passive ;end ifend ifelse{*statep = passive*}re
eive < one, q > ;send < one, q > ;re
eive m ;send m ;{*m est soit du type < two, q > ou soit < smal, q >*}if m est un message du type < smal, q > then

winp := qend ifend ifend whileif p = winp then
statep := leaderelse
statep := lostend if 19

(
) Le message < one, cip > de p est relayer par tous les sites et �nallement reçu par p.Le site p obtien don
 acnp = cip et envoie un message < smal, acnp > sur l'anneau,impliquant la sortie des pro
ess q de la bou
le prin
ipale ave
 winp = acnp.(d) L'algorithme termine quand tous les sites sont d'a

ord sur l'identité du leader (dans lavariable winq) ; tous les sites perdants sont dans l'état perdant et le vainqueur dans l'étatleader.(e) Au maximum il y a au plus ⌊logn⌋+ 1 dans lequel 2n sont é
hanger 
e qui prouvent quela 
omplexité 2n log n + O(n)Fin 
orre
tion exer
i
e 10

20



Université de Montpellier II 2011/2012Master Durée: 7.5hAlgorithme distribuéTD � Séan
e n�2Exer
i
e 1 � L'algorithme de Ri
art-AgrawalaDans l'algorithme suivant, 
haque site désirant la ressour
e va demander la permission àtous les autres. On départage les 
on�its en étiquetant 
haque demande par l'heure (logique)à laquelle on a fait 
ette demande. Les demandes les plus an
iennes sont les plus prioritaires.Pro
édure a
quisition
demandeuri := vrai ;
horlogei := horlogei + 1; heure_demandei := horlogei;

rep_attenduesi := n− 1 ;Pour tout (xi ∈ V − {i}) faireEnvoyer(< REQUEST, heure_demandei >) à xi ;Attendre(rep_attenduesi = 0) ;Pro
édure libération...Pro
édure re
eption de request...Lors de la ré
eption de < REPONSE > de j

rep_attenduesi := rep_attenduesi − 1 ;1. Donner le r�le des variables heure_demandei, rep_attenduesi, demandeuri et differei.2. Donner la pro
édure de libération et de re
eption.3. Donner la 
omplexité en nombre de messages.4. Montrer que l'algorithme de Ri
art-Agrawala respe
te le prin
ipe de sûreté 
'est à direque il existe au plus un site en se
tion 
ritique.5. Montrer que l'algorithme de Ri
art-Agrawala respe
te le prin
ipe de viva
ité 
'est àdire que qu'un site pourra toujours rentré en se
tion 
ritique.6. Donner l'intervalle de temps de non utilisation de la se
tion 
ritique sa
hant que lesmessages ont un temps de transit borné par T .1

PSfrag repla
ements

t1
t2

i

j

hi = α

hj = β

requete(α + 1, i)

requete(β + 1, j)

permission(j)

permission(j)

requete(α + 1, i)

Fig. 1 � E�ets du déséquen
ement7. Avons-nous utilisé pour la démonstration que les 
anaux sont �fos ou non ? Une ques-tion se pose : Quelle in
iden
e peut avoir le 
ara
tère non �fos des 
anaux sur le
omportement de l'algorithme ? Pour répondre à 
ela nous allons nous limiter à 2 sites
i et j qui obéissent au 
omportement suivant :Bou
ler sur A
quérir ;

< utilisationdelasectioncritique >

librer ;Fin de bou
leet nous supposons que hi = α et hj = β ave
 (α, i) < (β, j). Une exé
ution possible estdé
rite par la �gure 1 (la zone ha
hurée indique que le site 
orrespondant est en se
tion
ritique). Dans 
e s
énario les deux sites ont initialement fait des requêtes estampilléesrespe
tivement (α+1, i) et (β+1, j) en t1. A la re
eption de la requête, le site j renvoiesa permission qui double la requête qu'il avait envoyée pré
édemment. A la ré
eptiondu message permission, le site i rentre en se
tion 
ritique, puis en sort et invoque ànouveau acquerir.(a) Quel est la valeur de l'horloge hi à 
et instant t2 (que vaut x ? Quel 
onséquen
e ?(b) Que se passe-t-'il 
on
ernant l'horloge de i quand le site i reçoit la requête de j ?(
) Un site peut-il rentrer un nombre de fois arbitraire en se
tion 
ritique alors qu'unautre site en a fait la demande ? Ce nombre peut-il être non borné ?(d) Donner une exé
ution dans le 
as où les 
anaux seraient �fos.(e) Comment obtenir, ave
 des 
anaux non �fos, un ordre de satisfa
tion des de-mandes analogues à 
elui que l'on obtiendrait ave
 des 
anaux �fos sans utiliserdes messages supplémentaires ? 2



8. Quel est le défaut de 
et algorithme 
on
ernant les demandes de permissions.9. On suppose maintenant que le temps de transfert est 
onnu. Soit δ le majorant sur lestemps de transfert entre deux sites.(a) Modi�er l'algorithme de Ri
art-Agrawala pour prendre en 
ompte 
ette nouvellehypothèse.(b) Evaluer le nombre de messages par utilisation de la se
tion 
ritique.10. On a fait l'hypothèse impli
ite d'un maillage 
omplet pour les 
ommuni
ations 
'est-à-dire d'un 
anal bidire
tionnel entre tout 
ouple de sites. Comment adapter l'algorithmesi le maillage entre les sites est un anneau unidire
tionnel ? Montrer que le nombre demessages pour une utilisation de la se
tion 
ritique est n(n+1)
2

. Proposer une idée a�nque le nombre de messages soit n pour une utilisation de la se
tion 
ritique.11. La valeur des horloges peut 
roître indé�niment. Donner l'intervalle de temps entredeux demandes pour un même site i. Soit hi l'horloge d'un site i. Quelle est la valeur del'intervalle des horloges des autres sites ? Quel est la longueur de l'intervalle. Commentéviter la dérive des horloges ?Corre
tion exer
i
e 11. Chaque site i maintient les variables lo
ales suivantes. heure_demandei représentel'heure à laquelle i a fait sa dernière demande. rep_attenduesi est un entier qui 
omptele nombre de réponses attendues par i suite à sa demande.
demandeuri booléen qui est vrai si et seulement si i est demandeur de la ressour
e ;initialisé à faux.
differei tableau de n 
ases de booléens. differei[j] = vrai si et seulement si i a di�érésa réponse à la demande de j ; initialisé à faux.2. Pro
édure libération

demandeuri := faux ;Pour tout (xi ∈ V − {i}) faireSi (differei[xi]) alorsEnvoyer(< REPONSE >) à xi ;
differei[xi] := faux ;et Lors de la ré
eption de < REQUEST, h > de j

horlogei := max{horlogei, h} ;(2) Si (non demandeuri ou (heure_demandei, i) > (h, j)) alors3

Envoyer(< REPONSE >) à j ;Sinon differei[j] := vrai ;on fait le max pour resyn
hroniser les horloges, 
e
i garantit que toutes les requêtesfutures du site i auront des dates supérieures à h. l'in
rémentation pour a
quérir et (2)garantit une progression 
orre
te du temps logique.3. La 
omplexité est 2(n− 1) messages par demande.NB : la variable horlogei est gérée impli
itement i
i grâ
e au sous-proto
ole présentépré
édemment.4. Il s'agit de montrer qu'il y a, à tout instant, au plus un site en se
tion 
ritique. Pourdémontrer 
ela raisonnons par l'absurde en supposant qu'il y a deux sites i et j si-multanément en se
tion 
ritique. Si tel est le 
as d'une part i a envoyé à j un mes-sage requte(h, i) et a reçu permission(j) et d'autre part j a envoyé à i un message
requte(k, j) et a reçu permission(i). Pour en arriver là trois 
as sont a priori possibles.(a) le site i a envoyé sa requête à j et 
elui-
i l'a reçu avant de faire la sienne.Dans 
e 
as, à la re
eption du message de requête, le site j est dans l'état dehors :il renvoie sa permission à i et l'on a alors hj ≥ h. Lorsque le site j exé
ute acquriret envoie sa requête on a : k = lastj = hj + 1 et don
 k > h. A la re
eption dumessage requte(k, j) le site i se trouvera don
 prioritaire et ne renverra don
 passa réponse. Cette situation n'a don
 pas pu 
onduire à violer l'ex
lusion mutuelle.(b) le se
ond 
as a priori possible est obtenu en intervertissant les r�les de i et j.(
) Le troisième 
as est 
elui où deux sites ont déjà envoyé leurs requêtes quand ilsen reçoivent.Dans 
e 
as 
ha
un des sites est, à la re
eption de la requête, dansl'état demandeur et, 
omme l'on a soit (h, i) < (k, j) soit le 
ontraire, un seul desdeux booléens priorit peut prendre la valeur vrai ; Un seul des deux sites renverradon
 sa permission.Au
une n'est trois situations a priori possibles ne peut don
 mettre en défaut la pro-priété de sûreté.5. Les demandes de se
tion 
ritique sont totalement ordonnées par leurs estampilles ;
onsidérons 
elle qui, à un instant donné, est dotée de la plus petite soit (h, i). Lorsqueles messages de requêtes 
orrespondant à 
ette demande arrivent sur les autres sites,
eux-
i ne peuvent être prioritaires et renvoient don
 leurs permissions attendues etentrera alors en se
tion 
ritique. Comme une fois la se
tion 
ritique utilisée, la demande
orrespondante sort du système, que toutes les utilisations sont par hypothèse de durée�nie et que les estampilles sont totalement ordonnées, toute demande �nira par avoirla plus petite estampille et don
 par être honorée.4



6. En 
e qui 
on
erne le temps, le but est d'utiliser au maximum la se
tion 
ritique. On vadon
 
ompter le durée durant laquelle la se
tion 
ritique n'est pas utilisée bien qu'ellesoit demandée. On suppose pour 
ela que les messages ont un temps de transit bornépar T . Le pire des 
as se produit lorsque un site désire utiliser la se
tion 
ritique et que
elle-
i est libre. Ce site envoie don
 des requêtes et reçoit les permissions par retour de
ourrier : soit 2T . Si par 
ontre le se
tion 
ritique est utilisée, les messages de requêtestransitent durant 
ette période ainsi qu'un 
ertain nombre de permissions : au mieuxun site reçoit toutes les permissions sauf 
elle de l'utilisateurs de la se
tion 
ritique ;lorsque 
elui-
i la libère il lui renvoie sa permission : dans 
e 
as la période de nonutilisation est égale à T .7. Sur le problème des 
anaux �fos et non �fos.

PSfrag repla
ements

t1
t2

i

j

hi = αhi = α

hj = β

requete(α + 1, i)

requete(β + 1, j)

permission(j)

permission(j)

requete(x, i)

Fig. 2 � E�ets du déséquen
ement(a) La valeur de l'horloge du site i au moment où il redemande à réentré en se
tion
ritique vaut toujours α 
ar au
une requête n'a été reçue par i. La se
onde requêtedu site i transporte don
 la même estampille que pré
édemment en t2 le site jrenverra sa permission, et ainsi de suite..(b) Ce
i peut se produire tant que la requête de j estampillé (β + 1, j) n'est pasparvenue au site i ; lorsqu'elle lui parviendra 
elui-
i mettra a jour hi = max{α, β+

1} et dès lors les requêtes ultérieures de i auront des estampilles supérieures à
(β + 1, j).(
) En d'autres termes si les 
anaux ne sont pas �fos, il est possible qu'un site rentreen se
tion 
ritique un nombre arbitraire de fois alors qu'un autre site a e�e
tuéune demande. (Toutefois 
e nombre est �ni 
ar les messages de requêtes �nissentpar arriver). 5

(d) Si dans l'exemple, les 
anaux étaient �fos les messages permission(j) ne pour-raient doubler le message requete(β + 1, j). Ce message serait le premier reçupar i qui, lors de 
ette re
eption, re
alerait son horloge hi à β + 1 ; et la se
onderequêtes du site i, la requête du site j serait satisfaite puisque :
(α + 1, i) < (β + 1, j) < (β + 2, i).(e) Pour 
ela il faut, sur tout le 
anal, faire transporter par les messages qui peuventdoubler les requêtes, une date plus grande ou égale à 
elle de la dernière requêteenvoyée sur 
e 
anal. Il faut estampiller les messages permissions envoyés de i vers

j ave
 le 
ouple (max(lasti, hi), i), et re
aler les horloges logiques à la re
eptionde tout message requete ou permission.8. le défaut est qu'un site voulant aller plusieurs fois en se
tion 
ritique devra demanderl'autorisation à tous les autres sites même à 
eux qu'ils ne veulent y rentrer.9. Si l'on 
onnaît un majorant δ sur les temps de transfert entre deux sites on peutmodi�er l'algorithme de la façon suivante. Après avoir di�usé ses requêtes un site iattend 2δ unités de temps. A la re
eption d'une telle requete un site j qui n'est pasprioritaire donne sa permission de façon impli
ite en ne renvoyant au
un message !Si par 
ontre j est prioritaire il donne par retour de 
ourrier un réponse négative etrenverra sa permission à sa sortie de se
tion 
ritique. Si le site i qui a di�usé ses requêtesà l'instant t ne reçoit pas de réponse d'i
i t + 2δ il peut pénétrer en se
tion 
ritique ;dans le 
as 
ontraire il doit attendre les permissions qui viendront annuler les réponsesnégatives reçues. Le nombre de messages par utilisation de la se
tion 
ritique varieentre n− 1 et 3(n− 1). Cette version de l'algorithme n'est intéressante que si δ étant
onnu, est assez petit et s'il y a peu de 
on�its (dans 
e 
as en e�et le nombre moyende messages est pro
he de n− 1).
NbRefus = 0;Pro
édureA
quisition :

demandeur(i) = vrai;

horloge(i) + +;

heuredemande(i) = horloge(i);Pour xi dans V faire
envoyer(< Request, heuredemande(i) >);fin pour

Attendre(2∗?)Si NbRefus == 0 6



Se
tionCritique() ;sinon
Attendre(NbRefus == 0) ;Fin SiPro
édureRé
eptionReponse :Si message, Type = Refus

NbRefus + + ;sinon
NbRefus−−;fin siPro
édureRe
eptionRequest :

Horloge(i) = max(Horloge(i), heuredemande(j))Si demandeur(i) et (heuredemande(j) > heuredemande(i)alors differe(i)[j] = vrai; Envoyer < Refus, j >;fin siPro
édureLibération :
demandeur(i) = faux ;Pour j dans differe(i) faireSi differe(i)[j] alors

Envoyer < Permission, j >fin sifin pour10. On a fait jusqu'à maintenant l'hypothèse d'un maillage 
omplet pour les 
ommuni
a-tions 
'est à dire un 
anal bidire
tionnel entre tout 
ouple de sites. La di�usion d'unerequête peut être réalisée en lui faisant faire un tous d'anneau et l'envoi des permis-sions en les routant sur l'anneau vers leur destinataire. Le nombre de messages pourune utilisation de la se
tion 
ritique est alors égale à n(n+1)
2

. Une meilleure solution(qui ne requiert que n messages=
onsiste, pour un site qui reçoit une requête, à ne lafaire passer progresser que lorsqu'il donne sa permission : les messages de permissionsdeviennent alors inutiles et la re
eption par un site de sa propre requête, après un tourd'anneau, lui indique qu'il a reçu impli
itement toutes les permissions.11. Bien que les horloges puissent 
roître indé�niment il n'en est pas de même de la dif-féren
e entre les valeurs de deux horloges quel
onques à un instant donné. En e�et,7

si h est la plus grande date asso
iée à une requête, la pro
haine date utilisée par unerequête ne peut être supérieure à h+1. Comme il y a n sites et qu'un site ne peut faireune nouvelle requête que lorsque la pré
édente a été satisfaite , l'é
art maximal entreles dates de deux requêtes est borné par n− 1. Si l'on se pla
e sur un site i on sait quedon
 que le autres horloges ont des valeurs dans l'intervalle [hi−(n−1), hi+(n−1)] (lesdeux bornes de l'intervalle 
orrespondent aux 
as extrêmes où hi serait respe
tivementla plus grande et la plus petite valeur d'horloge). Pour bien 
omprendre 
et intervalle :soit h′

i l'horloge d'un site di�érent de i.� Si hi est la plus petite valeur des horloges alors hi ≤ h′

i + (n − 1), (
e 
as apparaîtquand les autres jouent entre-eux, et au dernier moment envoie le message à i.� Si hi est la plus grande valeur, il existe un site ayant la plus valeur d'horloge alors
h′

i − (n− 1) ≤ hiLorsqu'un site reçoit une requête estampillée, la date 
ontenue dans 
elle-
i est don
né
essairement dans 
et intervalle. On peut don
 implémenter les horloges modulo pave
 p = 2n− 1. log2 p bits sont alors su�sants pour véhi
uler les dates.Fin 
orre
tion exer
i
e 1Exer
i
e 2 � L'algorithme de Carvalho et Rou
airol Nous allons voir maintenantl'algorithme de Carvalho et Rou
airol qui peut-être vu 
omme une amélioration du pré
édent.Considérons pour illustrer 
ela la situation suivante :deux sites, i et j tels que i veut utiliserla se
tion 
ritique plusieurs fois de suite alors que j n'est pas intéressé par 
elui-
i et restedon
 dans l'état dehors. Ave
 l'algorithme pré
édent le site i demande la permission de jà 
haque nouvelle invo
ation de l'opération a
quérir. Le prin
ipe utilisé i
i est le suivant :puisque j a donné sa permission à i, 
e dernier la 
onsidère 
omme a
quise jusqu'à 
e que jdemande à i sa permission ; dans la situation dé
rite le site i ne demande don
 qu'une foisla permission à j.1. Donner l'intervalle du nombre de messages né
essaires pour une utilisation de la se
tion
ritique.2. Donner une façon d'implémenter 
e prin
ipe.3. Montrer que la sûreté est garantie.4. Montrer que la viva
ité est garantie.5. Donner l'algorithme.6. Donner l'intervalle de temps de non utilisation de la se
tion 
ritique sa
hant que lesmessages ont un temps de transit borné par T .7. Est-il possible de borner le domaine des valeurs d'horloges ?8



8. Est-
e que le délai borné apporte quelque 
hose ?Corre
tion exer
i
e 21. L'appli
ation de 
e prin
ipe permet de réduire le nombre de messages né
essaires pourune utilisation de la se
tion 
ritique. Ce nombre est pair (à toutes requête 
orrespondun renvoi de permission) et est fon
tion de l'état du système ; il varie entre 0 et 2(n−1).2. Une façon d'implémenter l'idée pré
édente 
onsiste à asso
ier à tout 
ouple de sites dis-tin
ts i et j un et un seul message permission(i, j) (dans 
e qui suit permission(i, j) et
permission(j, i) sont 
onsidérés 
omme deux synonymes du même message). Si 
e mes-sage est 
hez i, 
elui-
i a la permission de j et inversement. Initialement permission(i, j)est pla
é indi�éremment sur l'un ou l'autre site. Lorsqu'un site i invoque l'opération
acqurir il doit demander les permissions qui lui manquent ; les sites qui détiennent 
espermissions 
onstituent don
 l'ensemble Ri auquel i adresse ses requêtes :

Ri = {j tel que le site i ne possède pas permission(i, j)}. Il faut don
 maintenant gérer les ensemble Ri qui évoluent dans le temps. Lorsquele site i reçoit permission(i, k) il supprime k de Ri ; lorsqu'il envoie permission(i, m)il rajoute m à Ri. Si l'on 
onsidère deux sites quel
onques i et j on doit don
 avoirinitialement (puisque le message permission qui gère leurs 
on�its est 
hez un seuld'entre-eux).
i ∈ Rj ou ex
lusif j ∈ Ri. De plus les mises à jour ultérieures de Ri et Rj sont telles que 
ette relation esttoujours vraie lorsque i et j invoque l'opération acqurir.3. L'asso
iation à tout 
ouple de sites d'une permission unique pour gérer leurs 
on�itsgarantit le sûreté.4. L'asso
iation d'une estampille à toute requête va, 
omme pour l'algorithme pré
édent,garantir la viva
ité. Losqu'un site i reçoit une requête estampillé (k, j) :� il renvoie permission(i, j) s'il est dans l'état dehors� il mémorise le renvoi de permission(i, j) s'il est dans l'état dedans ou s'il est prio-ritaire� en�n s'il est dans l'état demandeur et non prioritaire il renvoie permission(i, j)au site j, suivi d'un message de requête pour indiquer au site j de lui retourner lapermission après avoir utilisé la se
tion 
ritique.9

Il est fa
ile de montrer que la demande dotée de la plus petite estampille ne peut êtreindé�niment bloquée.5. l'algorithme :Lors d'un appel à a
quérir
etati = demandeur ;
lasti = hi + 1 ;
∀j ∈ Ri : envoyer requête(lasti, i) à j ;attendre (Ri = ∅) ;
etati = dedans ;Lors d'un appel à liberer :
etati = dehors ;
∀j ∈ differei : envoyer permission(i, j) à j ;
Ri = differei ;
differei = ∅ ;Lors de la re
eption de requete(k, j)

hi = max(hi, k) ;prioritéi = (etati = dedans) ou ((etati = demandeur) et (lasti, i) < (k, j)) ;Si priorité alors diffri = diffri

⋃{j} ;Sinon ;envoyer permission(i, j) à j ;
Ri = Ri

⋃{j} ;Si etati = demandeur ;Alors envoyer requete(lasti, i) à j ;fsifsiLors de la re
eption de permission(i, j) ;
Ri = Ri − {j} ;6. [0, 2T ]7. A la di�éren
e de pré
édemment, il n'est pas possible de borner le domaine des valeursd'horloges. En e�et un site qui a donné toutes ses permissions et qui, après une longuepériode, émet une requête n'a pas in
rémenté son horloge logique depuis la dernièrerequête reçue ; son horloge peut don
 avoir une di�éren
e quel
onque ave
 une autre10



horloge. Ce
i ne pouvait se produire ave
 le proto
ole pré
édent 
ar la re
eption sys-tématique de toute requête par tout site avait pour e�et de bord de syn
hroniser leshorloges lo
ales modulo n− 1.8. A priori oui Fin 
orre
tion exer
i
e 2Exer
i
e 3 � Ex
lusion mutuelle sur un graphe 
omplet Algorithme de RaymondOn suppose que l'on a un réseau logique 
omplet à n sommets V . Pour tous les utilisateurs,une ressour
e à M < n entrées est disponible. Nous proposons de dé�nir un proto
ole d'a

èsà 
ette ressour
e. Voi
i une partie de 
e proto
ole pour le sommet i. Les prin
ipales variablessont :
permatti : array[1 . . . n] d'entiers positifs ;
differei : array[1 . . . n] d'entiers positifs ;
etati := dehors ∈ {demandeur, dedans, dehors} ;(* Les deux tableaux sont initialisés à 0 *)
hi est l'horloge asso
ié au site iPro
édure Demander-SC

etati := demandeur ;
lasti := hi + 1 ;
nbpermi := 0 ;Pour tout (j ∈ V − {i}) faireEnvoyer(< REQUEST, lasti, i >) à j ;

permatti[j] := permatti[j] + 1Attendre(nbpermi ≥ n−M) ;
etati := dedans ;

< SECTION CRITIQUE >(* Phase de libération *)
etati := dehors ;Pour tout (j : j 6= i, differei[j] 6= 0) faireEnvoyer(< PERMISSION, i, differei[j] >) à j ;

differei[j] := 0 ; 11

Lors de la re
eption de < REQUEST, k, j >

. . .Lors de la re
eption de < PERMISSION, j, x > ;
permatti[j] := permatti[j]− x ;Si (etati = demandeur) alorsSi (permatti[j] = 0) alors nbpermi := nbpermi + 1 ;1. Si M = 1, que retrouve-t'on ?2. Donner la signi�
ation de permattu[v], differeu[v] et nbpermu3. Pourquoi dans la pro
édure Demander-SC attend on n−M permissions avant d'entrer ense
tion 
ritique ? Que représente la donnée asso
iée au message < REQUEST, ., . > ?Comment déterminer des niveaux de priorité grâ
e à 
es données ? Si un sommet ureçoit un message < REQUEST, ., . > d'un sommet v plus prioritaire, et que luimême demande une ressour
e, que doit il faire ?4. Donner un exemple à trois sites, pour lequel la pro
édure < PERMISSION, j, x >ave
 x ≥ 2 est utilisée.5. E
rire la pro
édure de ré
eption de < REQUEST, ., . >.6. Montrez (par 
ontradi
tion) qu'au plus M sommets peuvent simultanément utilisez laressour
e.7. Ave
 un tel algorithme, un site peut-il attendre in�niment avant d'entrer en se
tion
ritique ?8. Donner la 
omplexité 
on
ernant le nombre de messages pour l'utilisation d'une res-sour
e. Corre
tion exer
i
e 31. Si M = 1 nous retrouvons l'algorithme de Ri
art et Agrawala.2. La 
ase permattu[v] est un 
ompteur qui dénombre le nombre de permissions que u ademandé (via des messages < REQUEST >).La 
ase differeu[v] indique le nombre de demandes de permissions que u a reçu de vet que u n'a pas pu en
ore satisfaire (typiquement par
e qu'il est en attente et que lademande de v est moins prioritaire). Lors de la phase de libération, u va �payer ses12



dettes envers v� et lui renvoyer toutes les permissions en retard (voir algorithme). Lavariable nbpermu est un 
ompteur qui 
ompte le nombre de permissions reçues. C'estsur sa valeur que se fait l'entrée en se
tion 
ritique.3. Un site peut utiliser une entrée de la ressour
e dès qu'il sait qu'au plus M−1 demandessont en 
ours de satisfa
tion ou plus prioritaires que la sienne. Le site u faisant n− 1demandes (voir algorithme) il doit don
 attendre d'avoir reçu au moins n−1−(M−1) =

n−M permissions.La données asso
iée au message < REQUEST, .. > représente l'horloge logique dusite qui envoie le message. On a la relation d'ordre suivante :
(hi, i) < (hj , j) ⇔ (hi < hj ou (hi = hj et i < j))Ce qui peut se traduire par : i est plus prioritaire que j 
ar :soit la demande de i a été faite avant 
elle de j (en prenant en 
ompte les horlogeslo
ales de i et j). Soit les horloges sont les mêmes mais l'identi�
ateur de i est pluspetit que 
elui de j.NB : 
et ordre est total (toutes les paires sont 
omparables). Un site moins prioritaire

u doit �
éder sa pla
e� à un site plus prioritaire v, 
'est-à-dire renvoyer une permissionde u à v.4. Un site peut retarder le renvoi de plusieurs permissions vis à vis d'un autre site j.Considérons par exemple n = 3 sites, , j, k et M = 2 ressour
es. Le site i obtient 2permissions et utilise une des 2 ressour
es pendant une très longue période ; durant
elle-
i le site j peut utiliser la se
onde ressour
e plusieurs fois de suite grâ
e à lapermission que lui renvoie le site k suite à 
ha
une de ses requêtes. Le site i reçoit alorsplusieurs requêtes de j et ne renverra ses permissions que lorsqu'il libéra sa ressour
es.5. Voi
i le 
ode :Lors de la ré
eption de < REQUEST, k, j > de j

hi := max{hi, k}+ 1 ;
prioritei := (etati = dedans) ou ((etati = demandeur) et (lasti, i) < (k, j)) ;Si (prioritei) alors differei[j] := differei[j] + 1 ;Sinon Envoyer(< PERMISSION, i, 1 >) à j ;Remarque : lorsqu'un site j reçoit un message < REQUEST, h, i > il re
ale sonhorloge hj par : hi := max{hi, k} + 1 
e
i garantit que toutes les requêtes futures dusite j auront des dates supérieures à h.6. Supposons par 
ontradi
tion qu'à un instant donné, p > M sites aient a

ès à la13

ressour
e. Les demandes sont datées et ordonnées 
omme suit :
(hi1 , i1) < (hi2, i2) < · · · < (hiM , iM) < (hiM+1

, iM+1) < · · · < (hip, ip) (1)Considérons le site iM+1. Pour entrer en se
tion 
ritique, 
e site a du re
evoir despermissions d'au moins n−M des n−1 sites. Don
, au plus n−1−(n−M) = M−1 sitesn'ont pas envoyé de permission. Don
 un site ix ave
 x ≤ M a envoyé une permission ausite iM+1. Considérons la situation dans laquelle le site ix a reçu la requête (hiM+1
, iM+1).Il y a trois 
as à examiner :(a) ix était entrain d'exé
uter une se
tion 
ritique ou attendait d'y rentrer ave
 unedemande datée (hix , ix). Dans 
e 
as, ix n'aurait pas donné de permission.(b) ix n'était pas en se
tion 
ritique ni entrain d'y entrer. Dans 
e 
as, lors de laré
eption, l'horloge de ix aurait pris une valeur supérieure à 
elle de (hiM+1
, iM+1).Ainsi, la future demande de ix aurait une date plus ré
ente que 
elle de iM+1, 
equi 
ontredit (1).(
) Même 
as que 1 mais ave
 une autre demande antérieure datée (h, ix) : (h, ix) ≤

(hix , ix). Dans 
e 
as aussi, lors de la ré
eption, l'horloge de ix aura pris unevaleur supérieure à 
elle de (hiM+1
, iM+1). Ainsi, la demande de ix aura une datesupérieure à 
elle de iM+1 
e qui 
ontredit (1).Dans tous les 
as il y a 
ontradi
tion. Ainsi ix n'a pas pu répondre à iM+1 qui ne peutdon
 pas être en se
tion 
ritique à l'instant t. Ainsi, il y a au plus M sites en se
tion
ritique.7. Un site u peut-il attendre indé�niment avant d'a

éder à une ressour
e ? non 
ar l'éti-quetage est un ordre total. Lorsque tous 
eux qui ont une étiquette plus petite serontsortis de la se
tion 
ritique, u pourra y entrer. En fait u pourra y rentrer lorsqu'un des

M − 1 derniers (avant lui) aura libéré sa pla
e.8. L'utilisation d'une ressour
e 
ritique engendre un nombre de messages 
ompris entre
2(n−1) (si toute requête donne lieu à une permission) et (2n−M −1) (n−1 requêtesprovoquent au moins M − n permissions). Le nombre moyen de messages dépendde l'état des demandes et des durées d'utilisation, un seul message permission(j, x)remplaçant x messages permission(j, x).Fin 
orre
tion exer
i
e 3Exer
i
e 4 � Algorithme de Maekawa et ses variantes Dans l'algorithme de Ri
artet Agrawala un site désirant la ressour
e doit demander la permission à tous les autres sites
e qui entraîne la génération d'un grand nombre de messages. Au lieu de demander un si14



grand nombre de permissions on peut imaginer que 
haque site i a un ensemble de sites Sià qui il va demander la permission d'entrer en se
tion 
ritique. Lorsque i obtient toutes lespermissions de Si il peut utiliser la ressour
e. Un tel ensemble Si sera appelé quorum.Nous souhaitons don
 obtenir un algorithme réparti � symétrique � dans lequel 
haquesite joue un r�le équivalent au x autres au sens suivant :
(c1) ∀i : Card(Ri) = K

(c2) ∀i i est 
ontenu dans D ensemble Rj1. Donner la signi�
ation des 
ontraintes c1 et c2.2. Est-
e que l'algorithme de Ri
art-Agrawala respe
te les deux 
ontraintes c1 et c2. Si oui,ave
 quelles valeurs de K et de D. Si nous utilisions l'algorithme de Ri
art-Agrawalaave
 les valeurs données 
i-avant, quel es tle nombre de messages né
essaires poura

éder à la se
tion 
ritique ? Con
lusion ?3. Donner la règle d'interse
tion, pour qu'on ait la propriété de sureté.4. On 
onstate 
ependant qu'il peut y avoir des blo
ages si on ne met en pla
e que 
emé
anisme. Il faut rajouter un ordre de priorité pour s'assurer qu'en 
as de multiplesdemandes simultanées au moins un site puisse re
evoir toutes les permissions. Que vat'on utiliser ?5. Toutes 
es propriétés sont indispensables pour assurer la sûreté et la viva
ité. Cepen-dant, d'autres 
ritères peuvent être pris en 
ompte. Parmi 
eux 
i on peut distinguer la
harge induite par le mé
anisme pour 
haque site ainsi que la performan
e en nombrede messages. Le premier point est relatif à la 
harge de travail que 
haque site dusystème doit a

omplir pour la 
ommunauté, même s'il n'a pas besoin de la ressour
e.Le deuxième point est la 
omplexité de l'algorithme. Nous voudrions que 
haque site ifasse partie de D quorums S et que pour tout j, |Sj | = k. Dans 
e 
as, la 
omplexitéde l'algorithme est en O(k). Il faudrait don
 minimiser k et D. Donner le nombremaximum de quorum qui peuvent être 
onstruits.6. Construire e�e
tivement des quorums ave
 
es propriétés est di�
ile (plans proje
tifs).Par 
ontre, si n = p2 il est fa
ile de 
onstruire n quorums ave
 √n = p sites dans
ha
un d'eux.7. Dans 
e qui suit nous dé
rivons les grandes lignes de l'algorithme d'allo
ation de res-sour
es. Avant de mettre en pla
e l'algorithme il faut au préalable 
onstruire les quo-rums et les a�e
ter aux sites. Chaque site i 
onnaît son quorum Si. Chaque fois que
i demande la ressour
e, il demande la permission, estampillée par son horloge, à tous15

les sites de Si. Lorsqu'un site i reçoit une demande de permission de la part de j onpeut être dans un des trois 
as.� i ne demande pas la ressour
e. Il envoie sa permission à j.� i a demandé la ressour
e. Si sa demande a une estampille plus an
ienne que 
elle de
j il lui envoie un message pour lui dire non, sinon il lui donne la permission.� i a déjà donné sa permission à un site k dont l'heure de la demande avait uneestampille plus ré
ente que 
elle de j. Dans 
e 
as, i va essayer de ré
upérer lapermission qu'il avait donné à k pour la donner à j. Si k a reçu un message de refusde permission, il redonne la permission à i qui va la donner à j.Expliquer pourquoi il n'y a pas de blo
age et que la viva
ité est assurée.8. Donner l'algorithme.9. Donner un s
énario pour lequel il existe un interblo
age.10. Comment résoudre le problème de l'interblo
age ?11. Dans quel 
as il y a déséquen
ement ?,12. Donner le délai pour lequel la se
tion 
ritique bien que demandée n'est pas utilisé ?13. Quel est le nombre de messages relatifs à une utilisation de la se
tion 
ritique ?Corre
tion exer
i
e 41. La 
ontrainte c1 exprime que tous les sites doivent demander et obtenir le mêmenombre de permissions pour pouvoir entrer en se
tion 
ritique (règle du même e�ort) ;la 
ontrainte c2 indique que 
haque site joue un r�le d'arbitre pour le même nombrede sites (règle de la même responsabilité).2. Les ri utilisé dans l'algorithme de Ri
art-Agrawala, respe
tent les deux 
ontraintesave
 K = D = n − 1. Le nombres de message né
essaires pour obtenir la se
tion
ritique est de 3(n−1), 
'est trop gourmand en nombre de messages. Don
 
ette 
lassed'algorithme est intéressante quand K et D sont raisonnables petits.3. Pour être sûr que la propriété de sûreté est véri�ée il faut que les quorums véri�ent lapropriété suivante.Règle d'interse
tion : si i 6= j alors Si ∩ Sj 6= ∅Cette propriété est indispensable pour s'assurer que lorsque deux sites i et j demandentles permissions pour entrer en se
tion 
ritique, les sites qui sont à la fois dans Si et Sjne peuvent pas a

order la permission aux deux. Ainsi, en 
as de demandes simultanéesau moins un des sites n'aura pas une permission.16



4. Cet ordre sur les demandes sera 
elui des horloges logiques.5. Avant tout i l peut montrer que D = K de la manière suivante : par la 
ontraintes c1,en faisant la somme ∑
i Card(Ri) = nk. De plus, nous avons par la 
ontraintes c2 pourtous les sites nD. Ces deux quantités ne peuvent être égale.Un quorum 
ontient k membres qui 
ha
un font partie d'au plus D−1 autres ensembles.Ainsi, le nombre maximum de quorums qui peuvent être 
onstruits est n = k(D−1)+1.De plus, Dn

k
est le nombre maximum de quorums 
ar 
haque site peut être dans au plus

D quorums 
ontenant 
ha
un au plus k sites. S'il y a autant de sites que de quorums,on a n = Dn
k
, 
'est à dire D = k. En 
ombinant 
es égalités on obtient n = k(k−1)+1et k = O(

√
n).6. La �gure 3 illustre le mé
anisme pour le site x : les sites sont dessinés suivant une grilleet, le quorum d'un site x est l'ensemble de tous les sites sur sa ligne et sur sa 
olonnedans la grille. Ave
 
ette 
onstru
tion, toutes les bonnes propriétés sont véri�ées.

x

PSfrag repla
ements

Fig. 3 � Illustration de la 
onstru
tion des quorums pour n = 367. Comme l'ordre basé sur les estampilles est un ordre total il y aura toujours un site quipourra utiliser la ressour
e. Ce
i garantit qu'il n'y a pas de blo
age et que la viva
itéest assurée. La sûreté provient du fait qu'un site ne donne sa permission qu'à au plusun site à 
haque instant.8. a faire9. Examinons le s
énario suivant : trois sites 1, 2 et 3 ont pour ensembles Ri respe
tive-ment R1 = {1, 2}, R2 = {2, 3} et R3 = {1, 3}, s'ils demandent simultanément la se
tion
ritique l'interblo
age est possible si le site 2 (resp. (3 et 1) donne l'unique permissionqui gère à 1 (resp. 2, 3).10. La résolution de l'interblo
age est basée sur un mé
anisme de préemption (mise enoeuvre par les messages rendreperm). 17

11. Pour résoudre 
e problème il faut mettre en pla
e un système de rendu de permissions.12. Il y a déséquen
ement quand sur un site j1 le message rendreperm arrive avant lapermission.13. Le délai durant lequel la se
tion 
ritique, bien que demandée n'est pas utilisée, esttoujours égal à 2T .14. En 
on
lusion, le nombre de messages relatifs à une utilisation de la se
tion 
ritiqueest 
ompris entre 3 × Card(Ri) (un message de requête + une permissions + unerestitution de la permission) et 5 × Card(Ri) (les 3 messages pré
édents plus les 2messages éventuels né
essaires pour établir la priorité qui évitera les interblo
ages).Fin 
orre
tion exer
i
e 4Exer
i
e 5 � Un algorithme mixte dû à SinghalDans les algorithme à permissions d'arbitres l'interblo
age peut né
essiter, 
omme nousvenons de la voir, la préemption de permissions. Peut-on dans 
ette 
lasse d'algorithmes, unepermission une fois attribuée, ne jamais la retirer ?1. Proposer une idée en vous basant sur les algorithmes pré
édents.2. Appelons par CRi l'ensemble CRi = {j tel que i ∈ Rj}. Quel est la signi�
ation ?Peut-on avoir Ri ∩ CRi 6= ∅ ?3. Voi
i une partir de l'algorithme. Compléter les parties manquantes (parties retourpermet requte) et expliquer le fon
tionnement de l'algorithme.Lors d'un appel à a
quérir
etati = demandeur ;
hi = hi + 1 ; lasti := hi ;
attendusi := Ri ;
∀j ∈ Ri : envoyer requête(lasti, i) à j ;insérer(lasti, i) dans filei (la file est triée α)attendre (Ri = ∅) et ((lasti, i) est en tête de filei ; (β)

etati = dedans ;Lors d'un appel à liberer :supprimer (lasti, i) de filei

etati = dehors ;
∀j ∈ Ri : envoyer retourpermission(hi, i) à i ;
∀m tel que (x, m) ∈ filei : envoyer permission(hi, i) à m (γ)18



Lors de la re
eption de permission(k, j) ;
hi := max(hi, k)

attendusi := attendusi − {j}4. Quel est le r�le de filei ?5. Comment pouvez-vous dé�nir les ensembles Ri ?6. Quel est le délai de non utilisation de se
tion 
ritique ?Corre
tion exer
i
e 51. Pour répondre à 
ette question 
onsidérons la permission que gère un site i 
ommeun verrou ; ave
 le s
héma pré
édent il s'agit de verrou de type ex
lusif. S'interdire deretirer un verrou (permission) pour le donner à un autre, 
onduit à utiliser un verroude type partagé ; en d'autres termes, à un instant donné, suite à plusieurs requêtesun site peut avoir donné plusieurs fois sa permission. Ave
 
e s
héma d'attributiondes permissions la 
ontrainte initiale : ∀i, j Ri ∩ Rj 6= 0 n'est pas assez forte pourgarantir la sûreté, 
haque site appartenant à 
ette interse
tion pouvant avoir donné sapermission à i et à j. L'utilisation de l'estampillage qui 
réee un ordre sur les requêtes,rend su�sant pour tout 
ouple de sites la 
ontraintes suivante :
∀i 6= j i ∈ Rj ou j ∈ RiCette 
ontrainte assure en e�et que , pour tout 
ouple de sites, au moins l'un estarbitre pour l'autre et don
 que tout 
ouple peut gérer ses 
on�its ; de plus 
ommel'estampillage est unique, tous les 
on�its seront résolus dans le même sens.On peut 
onstater que d'un part 
ette 
ontrainte est plus faible que 
elle de l'algorithmede Ri
art-Agrawala (un ou rempla
e i
i le et) et que d'autre part elle ne se distinguede 
elle de Carvalho et Rou
airol que par le rempla
ement du ou exclusif par un ou.Ce sont 
es 
onstatations qui donnent le quali�
atif de �mixte� à 
et algorithme.2. Il s'agit des sites qui demandent la permissions à i ; on a de plus Ri ∪ CRi ∪ {i} =

{1, 2, . . . , n} 
'est à dire tous les sites (la 
ontrainte indiquée n'interdit pas d'avoir
Ri ∩ CRi 6= ∅).3. Tout site i gère une �le d'attente filei dans laquelle il pla
e les estampilles des requêtesqu'il reçoit (issues des sites de CRi) et 
elle de sa propre requête s'il a fait une demandedemande ; 
ette �le est triée dans l'ordre 
roissant des estampilles. Le site i peut entreren se
tion 
ritique dès qu'il a reçu toutes les permissions attendues des sites de Ri (il19

est alors prioritaire par rapport à eux) et que l'estampille de sa requête est en têtede filei (il est alors prioritaire par rapport aux sites de CRi). Lorsqu'un site sort dese
tion 
ritique il renvoie des permissions pour 
haque requête qui est dans la filei(
'est à dire aux sites de CRi qui lui en ont demandé) et retourne 
elles qu'il avaitobtenues aux sites de Ri (à l'aide de messages retourperm).A�n de garantir une progression 
orre
te des horloges, et don
 la viva
ité, tous lesmessages sont estampillés. Les autres variables utilisées ont la signi�
ation habituelle.Lors de la re
eption de requete(k, j)

hi = max(hi, k) ;prioritéi = (etati = dedans) ou ((etati = demandeur) et (lasti, i) < (k, j)) ;Si non priorité alors envoyer permission(hi, j) à j ;insérer (k, j) dans filei (δ)Lors de la re
eption de retourmperm(k, j) ;
hi := max(hi, k)supprimer (k, j) de filei (ǫ)4. Le r�le de filei utilisée joue en fait deux r�les. L'un est semblable à 
elui que jouel'ensemble diffri dans l'algorithme de Ri
art et Agrawala : elle mémorise les sitesauxquels il faudra renvoyer des permissions à la sortie de se
tion 
ritique : ligne γ. Lese
ond r�le est l'établissement de la priorité de i par rapport aux sites de CRi qui ontfait des requêtes reçues par i (lignes α, β, δ, ǫ) ; 
ette propriété est fondée sur lesestampilles (ligne β) ; de plus l'estampille de la requête d'un site j ∈ CRi est pla
éedans la �le à la ligne δ, elle en est supprimée à la ligne ǫ.5. Pour être optimaux les ensembles Ri (dé�nis statiquement) doivent être les plus petitspossibles (
'est alors que globalement on aura le moins de messages é
hangés). 
e
irevient à rempla
er le ou de la 
ondition par le ou exclusif , 
'est à dire ∀i 6= j : i ∈

Rj ou ex
lusif j ∈ Ri.Plusieurs possibilité existent don
 pour dé�nir des Ri optimaux. On peut par exempleavoir la dé�nition en es
alier :
∀i ∈ 2 . . . n : Ri = {i− 1, i− 2, . . . , 1} et R1 = ∅.Une dé�nition plus équilibré est possible, 
haque ensemble Ri ayant n/2 éléments.Dans 
e 
as, ave
 des Ri optimaux, le nombre moyen de messages par utilisation de lase
tion 
ritique est égal à 3(n− 1)/2. Cet algorithme est don
, ave
 des Ri optimaux,meilleur que 
elui de Ri
art et Agrawala qui requiert 2(n− 1) messages.6. Le délai durant lequel la se
tion 
ritique, bien que demandée, est inutilisée est 0, T ou20



2T ave
 la dé�nition en es
alier, et T ou 2T ave
 la dé�nition équilibré.Fin 
orre
tion exer
i
e 5Exer
i
e 6 � L'algorithme de Naimi et Tréhel Dans 
et exer
i
e nous nous plaçonsdans le 
as d'une ressour
e à une seule entrée (au plus un sommet peut utiliser la ressour
eà un instant donné). Réaliser l'ex
lusion mutuelle en réparti revient à proposer une miseen oeuvre distribué de l'objet informatique qu'est une �le des sites. plusieurs solutions sontenvisageables allant de la dupli
ation de l'objet sur 
haque site (ave
 un proto
ole qui assurela 
ohéren
e mutuelle des 
opies) à son partitionnement ; L'algorithme que nous présentonsmaintenant appartient à 
ette dernière 
atégorie. Une �le va don
 être implémentéé en pla-çant sur 
haque site i un pointeur suivanti, qui, s'il est di�érent de nil, indique le sitesu

esseur de i dans la �le d'attente. La �le étant dé�nie deux problèmes se posent :1. Comment un site sait-il qu'il est en tête de la �le ?2. Comment un site qui n'est pas dans la �le peut-il venir se pla
er en queue de �le ?C'est la réponse à 
es deux questions qui va dé�nir l'algorithme.1. Proposez un système qui permet de savoir si un site est en tête de �le ?2. Proposez une stru
ture qui permet de se re
on�gurer dynamiquement et qui permetde savoir qui se trouve en dernier (dernier élément de la �le).3. Proposez un proto
ole de gestion de la stru
ture4. Nous avons raisonné jusqu'à maintenant 
omme si la �le n'est pas vide. Proposez unesolution simple pour éviter que la �le soit vide.5. Donner un exemple d'utilisation de l'algorithme où s est la ra
ine de l'arbre possèdantle jeton et p et q désirent entrer dans la �le. p est traité avant q et p reçoit le jeton de
s. Puis s veut rentrer en se
tion 
ritique.6. E
rire la phase de libération.7. Donner un exemple d'exé
ution de 
et algorithme. A qui 
orrespondent les variables
perep et suivantp ?8. Pourquoi un sommet demandant le jeton l'obtiendra t'il au bout d'un temps �ni (s'iln'y a pas de panne) ?9. Quel est le nombre de messages é
hangés dans le pire des 
as lors d'une demande ?10. Est-
e que pour un site i son père di�ère durant l'exé
ution ? Qu'est-
e que 
ela im-plique pour tous les sites ? 21

Voi
i le proto
ole que nous proposons. Le 
ode est dé
rit pour le sommet p.Pro
édure Demander-SC ;
demandeurp := vrai ;Si (perei 6= nil) alorsEnvoyer(< REQUEST >) à perep ;

perep := nil ;Attendre(AvoirJetonp) ;
<SECTION CRITIQUE>(* Phase de libération *)Lors de la ré
eption de < REQUEST > de q (q demandeur) ;

(Demandeurp) alors
(Suivantp = nil) alors suivantp := qSi (perep 6= nil) alorsEnvoyer(< REQUEST > à perepSinon Si (AvoirJetonp) alors
AvoirJetonp := fauxEnvoyer(< TOKEN >) à q

perep := qPro
édure re
evoir < TOKEN > de q ;
AvoirJetonp := vrai ;Initialisation : 
hoisir un sommet S quel
onque et

AvoirJetonS := vrai ; Pour tout X 6= S, AvoirJetonX := faux ;Pour tout sommet Y , pereY := S ; suivantY := NIL ; DemandeurY := faux ;Corre
tion exer
i
e 61. La tête de �le est unique et seul le site qui est en tête de �le a besoin de la savoir ; ilpeut indiquer à son su

esseur que 
e dernier devient la nouvelle tête de �le lorsquelui-même en sort. Les propriétés que nous venons de dé
rire peuvent trivialement être22



mises en oeuvre par un jeton : être en se
tion 
ritique 
'est l'avoir, et sortir de la �lerevient à passer le jeton à son su

esseur.2. Le dernier élément de la �le a, tout 
omme la tête, une propriété d'uni
ité, mais
ontrairement à 
elle-
i, le fait de ne plus être le dernier de la �le ne dépend pasdu dernier : tout site peut faire une requête et devenir alors le dernier. Il est don
né
essaire que tout site puisse adresser le dernier site de la �le pour lui indiquer qu'iln'est plus le dernier et qu'il a désormais un su

esseur. En d'autres termes il fautfournir aux sites une stru
ture d'adressage qui d'une part leur permettre de savoir quiest le dernier et qui d'autre part puisse se re
on�gurer dynamiquement lorsqu'un siterentre dans la �le devenant de 
e fait le �nouveau dernier�. Une arbores
ente 
ouvrantede ra
ine 
e dernier est une telle stru
ture (le dernier de la �le est le sommet ra
ine del'arbores
en
e) :� elle présente une propriété d'uni
ité (la ra
ine est unique : il s'agit du dernier élémentde la �le).� elle o�re un adressage qui permet à tout site d'adresser (indire
tement) la ra
ine.� elle peut fa
ilement se re
on�gurer en inversant le sens des ar
s ou en détruisant
ertains ar
s et en rajoutant d'autres. (
ette te
hnique est 
onnue sous le nom d'in-version d'ar
s �edges or path reversal�).3. Le proto
ole de gestion de 
ette stru
ture est alors le suivant. Lorsqu'un site i veutentrer dans la �le il envoie un message requete(i) à son père dans l'arbores
en
e puis 
edé
lare ra
ine, il n'a plus alors de père. Lorsqu'un site k reçoit un message requete(i)il le fait progresser vers son père (pour qu'il atteigne la ra
ine) puis dé
lare que sonnouveau père est le site i : à la 
onnaissan
e de k 
'est le site i qui est maintenantle dernier de la �le. Lorsqu'un site m qui est ra
ine reçoit un message requete(i) ilapprend qu'il n'est plus le dernier et, outre la mise à jour suivantm = i, il dé
lare queson père est le site i. L'arbores
en
e 
ouvrante est ainsi re
on�gurée. Il est important denoter de remarquer que seule la bran
he 
omprise entre la nouvelle et l'an
ienne ra
ineest modi�ée par 
e proto
ole de re
on�guration. De plus, tout site doit appartenir àl'arbores
en
e. En e�et, lorsqu'un site sort de la �le l'arbores
en
e n'est pas modi�ée ;or s'il veut rentrer à nouveau dans la �le il doit être dans l'arbores
en
e a�n d'en
onnaître le dernier élément. Le jeton qui gère la tête de la �le et l'arbores
en
e quien gère le dernier élément sont ainsi deux �stru
tures de 
ontr�les� utilisées de façonorthogonale (au sens où elles ne sont pas rédu
tibles l'une à l'autre).4. Le 
as de la �le vide : nous avons raisonné jusqu'à présent 
omme si la �le n'étaitjamais vide. Qu'en est -il lorsque 
ela se produit ? Pour 
ela examinons le 
as où iln'y a qu'un seul site dans la �le, soit i 
e site. Il est à la fois le premier et le dernierélément de la �le et don
 possède le jeton (jetonpresenti est à vrai) et est la ra
ine23

de l'arbores
en
e. Lorsqu'il sort de la �le il ne peut transmettre le jeton puisque la �leest alors vide : il reste don
 possesseur du jeton et ra
ine. A�n de distinguer les deuxpossibilités pré
édentes il su�t d'introduire un booléen lo
al à 
haque site danslafieliqui a la valeur vrai si, et seulement si, le site i est dans la �le. On a alors
∃i( non danslafilei et (i est racineou jetonpresenti))est équivalent à lafileestvide.5. L'exé
ution est donné par la �gure ??.6. Si (Suivantp 6= NIL) alors

AvoirJetonp := faux ;Envoyer(< TOKEN >) à Suivantp ;
Suivantp := NIL ;

Demandeurp := faux7. On prend un exemple à 5 sites. Voir le déroulement à la �gure4. Les ar
s pleins pointentvers le pro
hain site à qui on va demander le jeton la pro
haine fois (même si 
e n'estpas lui qui l'a).La ra
ine de l'anti arbores
en
e est le sommet qui a ou aura le jeton (la variable
NouvelleRacine représente l'adresse de 
ette ra
ine). Les ar
s en pointillés représententune �le d'attente répartie. Lorsqu'un site demande le jeton il va être pla
é à la �nde 
ette �le. Lorsque le site qui a le jeton le libère, il le passe à son su

esseur dans la�le (variable Suivant).8. Ave
 toutes les hypothèses, le site possédant le jeton va �nir par le faire passer ausuivant dans la �le. Or, il est toujours possible de s'insérer dans la �le. Ainsi, l'attentedu jeton est �nie.9. Nombre de messages dans le pire des 
as : le message < REQUEST > peut être envoyéjusqu'à au plus n − 1 fois et le jeton est envoyé une fois. Ainsi, au plus n messagesé
hangés lors d'une demande de jeton. On montre (dur) qu'en moyenne il y a O(log n)messages é
hangés.10. L'algorithme étudié est tributaire de la 
onnaissan
e des identités des sites : lorsqu'unsite i fait suivre REQUEST (j), l'identité j a une signi�
ation dont la portée estglobale.11. Le nombre de messages né
essaires à une utilisation de la se
tion 
ritique est 
omprisentre 0 et n. 24



12. La valeur n est obtenue lorsque l'arbores
en
e étant dégénérée, le site i (la seule feuille)requiert la se
tion 
ritique alors que le jeton est possédé par le site m (le père), n− 1messages de requête vont être utilisés plus un message pour le jeton.13. Remarquons simplement que l'arbores
en
e qui fait suite à une arbores
en
e dégénéréeest optimale 
'est à dire n− 1 feuilles.14. Le délai durant lequel la se
tion 
ritique, bien que demandée est inutilisé varie entre 0et nT .
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Université de Montpellier II 2010/2011Maitrise GMI Durée: 7.5hAlgorithme distribuéTD � Séan
e n�3Exer
i
e 1 � Constru
tion d'une arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins en largeurNous souhaitons 
onstruire une arbores
en
e1. Construire une arbores
en
e en partant d'un initiateur noté Pα. Donner la 
omplexitéde l'algorithme. Qui déte
te la terminaison ?2. Nous souhaitons 
onstruire une arbores
en
e des plus 
ourt 
hemins.(a) En se basant sur la question pré
édente, donner un algorihme qui 
onstruit unearbores
en
e des plus 
ourt 
hemins.(b) Evaluer la 
omplexité dans le 
as d'un graphe 
omplet.(
) Qui déte
te la terminaison ?(d) donner une tra
e dans le 
as d'un graphe 
ompelt à 5 sommets ave
 P1 m'initia-teur. Donner l'arbores
en
e 
onstruite.3. Construire une arbores
en
e des plus 
ourt 
hemins en largeur. Evaluer la 
omplexité4. Comment étendre 
es résultats dans le 
as d'un arbre ?Corre
tion exer
i
e 11. Pour l'arbores
en
e , voi
i le 
ode :Le site Pα :
atteintα := vrai ; pereα := α ; filsα := ∅ Nbattα := card(voisinα) ;
∀k ∈ (voisinα Envoyer(explorer) Pk ;attendre Nbattα = 0A la ré
eption de retour(b) depuis Pj

Nbattα := Nbattα − 1Si b = oui alors filsα := filsα ∪ {j} ;1

A la ré
eption de explorer depuis PjSi atteinti alorsenvoyer retour(non) à PjSinon atteinti := vrai ; perei := j ; filsi := ∅

Nbattα := card(voisini − {j}) ;
∀k ∈ (voisini − {j})) Envoyer(explorer) Pk ;attendre Nbatti = 0renvoyer retour(oui) à pereiA la ré
eption de retour(b) depuis Pj

Nbattα := Nbattα − 1Si b = oui alors filsα := filsα ∪ {j} ;La 
omplexitéTout pro
essus Pi, di�érent de l'initiateur, émet : deltai − 1 messages explorer (où δiest son degré) et l'initiateur en émet δi. Il ya atant de message retour que de message
explorer ; la 
omplexité en nombre de messages est don
 O(e), ave
 e le nombre de
anaux. La 
omplexité temporelle est O(n), où n est le nombre de pro
essus, puis 
'estla hauteur maximum de l'arbors
en
e 
onstruite.2. Pour l'arbores
en
e des plus 
ourt 
hemins voi
i le 
ode :(a) Il est importantt de noter que 
e n'est pas en largeur que je 
onstruits. Il est don
né
essaire de tester si r + 1 < niveauiLe site Pα :

atteintα := vrai ; pereα := α ; filsα := ∅

Nbattα := card(voisinα) ;
∀k ∈ (voisinα) Envoyer(explorer(0)) Pk ;attendre Nbattα = 0A la ré
eption de retour(b, r) depuis Pj

Nbattα := Nbattα − 1Si b = oui alors filsα := filsα ∪ {j} ;A la ré
eption de explorer(r) depuis PjSi non(ateinti) alors
atteinti := vrai ; perei := j ; filsi := ∅ ;niveaui := r + 1 ;
Nbattα := card(voisini − {j}) ;2



∀k ∈ (voisini − {j}) Envoyer(explorer(niveaui)) Pk ;attendre Nbatti = 0renvoyer retour(oui, niveaui) à pereiSinonSi r + 1 < niveauienvoyer retour(non, niveaui) à Ppere

perei := j ; niveaui := r + 1 ;filsi := ∅ ; Nbattα := card(voisini −

{j}) ;
∀k ∈ (voisini − {j}) Envoyer(explorer(niveaui)) Pk ;attendre Nbatti = 0envoyer retour(oui, niveaui) à pereiSinonenvoyer retour(non, r + 1) à PjA la ré
eption de retour(b, r) depuis PjSi r − 1 = niveaui alors
Nbattα := Nbattα − 1Si b = oui alors filsα := filsα ∪ {j} ;Sinon

filsα := filsα − {j}(b) Le pire des 
as est donné lorsque le réseau est un graphe 
omplet à n sommets, etoù le niveau de 
haque pro
essus est modi�é un nombre maximum de fois. Parmile spro
essus di�érents de Pα, un est atteint une fois, un est atteint deux fois,
. . ., un est atteint n− 1 fois. Par atteint, on ententd i
i la ré
eption d'un message
explorer qui donne une nouvelle valeur niveaui. Chaque fois qu'un site est atteint,il prolonge la vague vers ses n− 2 voisins (tous moins son père et lui-même). Lenombre total de messages explorer est don
 :

(n− 1) + (n− 2)

n−1∑

i=1

i =
(n− 1)(n2 − 2n + 2)

2Il y a autant de message retour, soit au total O(n3).. La 
omplexité temporelleest en 0(n).(
) Celui qui déte
te la terminaisons 
'est le sommet α.(d) LA solution est donnée par la �gure 1. L'arbores
en
e est est enrar
iné en P1 etde hauteur un. 3
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P1 est l'initiateurSeuls les messages explorer de Pi à Pjave
 i < j sont représentésUn point sur la ligne d'un pro
essus 
orrespond au prolongement d'une vagueFig. 1 � Exemple de tra
e pour la 
onstru
tion d'un arbores
en
e des plus 
ourt 
hemins3. Nous pouvons passer de la 
onstru
tion d'une arbores
en
e à la 
onstru
tion d'unarbre.Le problème 
onsiste à 
onstruire une arbores
en
e de re
ouvrement de 
e réseau, dontla ra
ine est un pro
essus donné Pα. Cette arbores
en
e doit être 
onstruite en largeurd'abord : si un pro
essus Pi se trouve, dans le réseau, à distan
e k la ra
ine, alors le
hemin de Pα à Pi dans l'arbores
en
e doit être de longueur k ; de plus, le pro
essus
Pi doit savoir qu'il est au niveau k, et doit 
onnaître lequel de ses voisins 
onstitue sonpère dans l'arbores
en
e : 
ette dernière information permet un routage as
endant versla ra
ine, optimum par rapport au nombre de 
anaux utilisés ; il devra aussi 
onnaîtrelesquels de ses voisins 
onstituent ses �ls dans l'arbores
en
e.Outre le fait d'exhiber un mé
anisme de syn
hronisation 
et algorithme est intéres-sant par son résultat. Une fois l'arbores
en
e 
onstruite, elle fournit une stru
turede par
ours du réseau des pro
essus, qui peut être mise à pro�t 
omme 
onstituantélémentaire d'algorithmes distribués plus sophistiqués ; par exempl, la di�usion d'uneinformation depuis Pα vers tous les sites est triviale si l'on dispose d'une telle stru
ture ;elle est de plus optimale 
ar elle ne requiert que n − 1 messages (où n est le nombrede sites du réseau). COmme le passage d'une arborsen
e à un arbre (dans lequel il n'ya pas de ra
ine et où les liaisons ne sont pas orientées) est immédiat, 
ette stru
turepermet aussi la di�usion d'un message depuis n'importe quel pro
essus vers 
ha
undes autres, en exa
tement n− 1 messages.4



Prin
ipe : le pro
essus ra
ine Pα va jouer un r�le privilégié. Il est le seul a
tif initiale-ment et envoie à 
ha
un de ses voisins un message aller ; il attend ensuite d'avoir reçude 
ha
un d'eux un message retour. Du point de vue de Pα, 
e
i 
onstitue une phasede 
al
ul. L'algorithme va 
onsister en une su

ession de phase de 
al
ul. L'algorithmeva 
onsister en une su

ession de phases syn
hronisées par Pα qui les séquen
er l'uneà la suite de l'autre. Il s'agit, du point de vue de Pα, d'un 
al
ul itératif (distribué) :la progression des messages aller lors d'un pas de l'itération 
onstitue une vague ré�é-
hie par les messages retour. Le premier pas de l'itération va 
onstruire l'arbores
en
edes plus 
ourts 
hemins de profondeur 1, le se
ond 
elle des plus 
ourts 
hemins deprofondeur 2, et ainsi de suite, 
haque nouvelle arbores
en
e étant le prolongement del'arbores
en
e 
osntruite par la vague pré
édente (en 
e sens, il s'agit d'un algorithmeglouton : le travail e�e
tué jusqu'à la vague p est exploité, mais non remis en 
ause,par la vague p + 1).La mise en oeuvre de 
e prin
ipe est relativement simple. Elle 
onsiste essentiellementà maintenir invariante la propriété suivante : (posons di =distan
e de Pα à Pi dans leréseau).� pour p ≥ 1 et tout pro
essus Pi :� di > p, Pi n'est pas atteint par la vague p� di = p Pi va apprendre qu'il est dans l'arobres
en
e lors de la phase aller de lavague p par la même o

asion, il apprend l'identité de son père et sa distan
e à
Pα (profondeur). Ces informations sont stables : elles ne seront jamais remises enquestion.� di < p Pi 
onnaît de plus l'ensemble de ses �ls dans l'arbores
en
e 
onstruire ;
ette information a été a
quise lors du retour de la vague d + 1 (ou lors de lavague di si Pi a un seul voisin dans le réseau ; son père) ; une fois a
quise elle estégalement stable.Lorsqu'un pro
essus Pi est dans l'arbores
en
e il doit de plus 
oopérer à la 
onstru
tionpour les pro
essus Pj tels que dj > di ; pour 
ela il doit être 
apable de relayer lesvagues de numéro supérieur à di vers 
eux de ses �ls qui sont sus
eptibles de prolongerl'arbores
en
e 
ourante. Cette tâ
he est e�e
tuée par Pi en maintenant un ensemblelui indiquan vers lequels de ses �ls il y a lieu de relayer les vagues su

essives.Commnet l'invariant pré
édent peut-être maintenu ? A�n d'apprendre sa instan
e à

Pα et l'identité de son père (lors de la vague numéro di), les messages aller qui fontprogresser la vague vont transporter la distan
e de leur émetteur à Pα. Il est 
lair que
ette information est fa
ilement maintennue par les émetteurs qui 
onnaissent déjàleur distan
e à Pα, 
'est à dire 
eux qui ont appris lors d'une vague pré
édente leurappartenan
e à l'arbores
en
e. D'autre part, un pro
essus Pi qui reçoit pour la première5

fois un message aller, apprend qu'il entre dans l'arbores
en
e, mémorise l'émetteur de
e message 
omme étant son père, et sa distan
e 
omme 
elle de son père augmentéede un ; il ré�é
hit ensuite la vague à l'aide d'un message retour dans lequel il pla
el'information suivante : continuer s'il a d'autres voisins que son père, termine sinon ;
ette information permettra au père, lorsqu'il la re
evra, de savoir s'il doit ou nonmaintenir son �ls Pi dans l'ensemble de 
eux qui peuvent prolonger l'arbores
en
e lorsdes vagues ultérieures.Lorsque Pi reçoit un message aller et se trouve déjà dans l'arbores
en
e, 
ela in-dique qu'il est solli
ité pour prolonger l'arbores
en
e. Deux 
as peuvent se présenter ;si l'émetteur Pj de 
 emessage n'est pas le père de Pi, 
e dernier ré�é
hit immédiate-ment la vague par un message retour dans lequel il pla
e l'information deja marquepour lui indiquer qu'il a déjà un père. Au rçu de 
ette information, Pj rayera Pi del'ensemble de ses �ls et ne 
ommuniquera plus ave
 lui. Si par 
ontre Pj est le père de
Pi, 
e dernier relaie le message aller vers ses voisins-à l'ex
eption de Pj et de 
eux quilui ont déjà envoyé des messages retour(termine) ou (retour(deja marque)) ; il attendalors de re
evoir un message retour de 
ha
un des voisins à qui lil a envoyé aller, avantd'nevoyer lui-même à son père un message retour porteur de l'information adéquate
continuer-dans le 
as où au moins un de ses �ls lui a envoyé retour(continuer)- ou
termine dans le 
as 
ontraire. L'algorithme st terminé lorsque tous les messages retourreçus par Pα à la �n d'une vague portent l'information termine.� aller(k) où k est un entier est égal à la profondeur de l'émetteur augmentée de un.� retour(rep) rep ∈ {continuer, termine, deja marque}� Le 
ontexte lo
al d'un pro
essus est le suivant :� const voisinsi = { identités des voisins de dePi}� var� marquei : booléan init faux (appartenan
e de Pi à l'arborese
en
e)� perei : identité� filsi ensemble d'identité (position de Pi dans l'arbores
en
e)� profondeuri : naturel� encomi ensemble d'identités (
eux des �ls de Pi vers lesquels les messages allerdoivent être relaysi a envoyé aller à Pj� repondui : tableau[voisinsi] de booléen (repondui[j] = faux ssi Pi et n'a pasreçu le retour 
orrespondantLe pro
essus Pα est la ra
ine de l'arbre et 
'est le seul à avoir perei = i.A la ré
eption de < init >

marquei := vrai ;
perei := i; 6



filsi := ∅

profondeuri := 0

encomi := voisinsiSi encomi = ∅ alors algorithme termine pour PiSinon ∀l ∈ encomienvoyer aller(profondeuri + 1) à Pl

repondui[l] := fauxA la ré
eption de aller(k) depuis PjSi non marquei alors
marquei := vrai ;
perei := j

filsi := ∅

profondeuri := k

encomi := voisinsi − {j}Si encomi = ∅ alorsenvoyer retour(termine) à PjSinon envoyer retour(continuer) à PjSinon Si perei = j

∀l ∈ encomienvoyer aller(profondeuri + 1) à Pl

repondui[l] := fauxSinon envoyer retour(deja marquei)à PjA la ré
eption de retour(x) depuis Pj

repondui[l] := vraiSi x = continuer alors filsi := filsi ∪ {j}Sinon Si x = deja marque alors encomi := encomi − {j}Sinon si x = termine alors filsi := filsi ∪ {j} ; encomi := encomi − {j}Si encomi = ∅ alors Si perei = i alors Arboresen
e 
onstruiteSinon envoyer retour(termine) à PpereiSinon Si ∀j ∈ encomi : repondui[j] alorsSi perei = i alors ∀l ∈ encomi ; envoyer aller(profondeuri+1)à Pl ;repondui[l] :=

fauxSinon envoyer retour(continuer) à perei4. La 
omplexité de 
et algorithme est en O(n2). Pour 
ela, nous 
onsidédrons le pire7

des 
as 
'est le 
as d'une 
haîne. Les 
omplexités en nombre de messages et en temps(si l'on suppose que le temps de transit et de traitement asso
ié à 
haque message estd'une unité de temps) sont 0(n2) où n est le nombre de pro
essus. (pour 
al
uler 
es
omplexités, on se pla
e dans le pire de s
as qui est atteint lorsque le réseau initial estune 
haîne). ∑n

i=1(n− i) = O(n2) pour les messages du type 
ontinuer et déjà marqué.La 
omplexité de messages du type terminé est en 0(m).5. La 
onstru
tion d'un arbre re
ourvrant peut se déduire immédiatemment de 
elle d'unearbores
en
e. Un arbre se déduit en e�et d'une arbores
en
e par l suppression del'oreintation des ar
s. Les ttributs perei et filsi de 
haque pro
essus Pi sont réunis enun seul ensemble : vdai dé�nissant les voisins de Pi dans l'arbre. On n peut plus alorsdistinguer un unique sommet parti
ulier qui n'aurait pas de père (la ra
ine) ; par 
ontre,les feuilles de l'arbores
en
e (
ara
térisées par la 
ondition filsi = ∅) deviennent lessommets pendants de l'arbre ; ils sont 
ara
tériqsés par card(vdai) = 1.Nous ajoutons : vdai := filsi ∪ {perei} (
as où perei 6= i) et vdai := filsi sinon.Fin 
orre
tion exer
i
e 1Exer
i
e 2 � Constru
tion d'un arbre en largeurOn veut un algorithme distribué pour 
onstruire un arbre en largeur enra
iné en Pi. Onsuppose le réseau asyn
hrone.On utilise le prin
ipe de l'inondation :L'algorithme en Pi est le suivant :Pro
édure 
onstru
tionenvoyer << i >> à tous les voisins
nbrep := nombre de voisinsA la ré
eption de <a
q>

nbrep := nbrep -1si nbrep = 0 alors finL'algorithme en Pj, i 6= j est le suivant :A la ré
eption de <i> de dsi parti
ipant alors envoyer <a
q> sur dsinon parti
ipant := vrai
nbrep := nombre de voisins -18



pere := dsi nbrep 6= 0 alors envoyer <i> à tous les voisins sauf dsinon envoyer <a
q> sur dA la ré
eption de <a
q> nbrep := nbrep -1si nbrep = 0 alors envoyer <a
q> sur pere1. Pourquoi l'arbre ainsi 
onstruit n'est pas for
ément un arbre en largeur ?2. Modi�er l'algorithme pour 
onstruire un arbre réellement en largeur enra
iné en Pi(
onseil : 
onstruire l'arbre niveau par niveau).3. Comment baisser le nombre de messages ?Corre
tion exer
i
e 21. Il su�t de prendre un triangle a, b et c. Le site a envoie la pro
édure de 
onstru
tion.
b dès qu'il a reçu le message de a renvoie un message à c. Don
 c va traiter le messagede b avant le message de a.2. Voi
i le 
ode :Le site Pi :

Niveaui := 0 ;Envoyer(i, Niveaui+1) aux voisins ;Le site Pj ave
 i 6= j :Re
eption(i, Niveau) venant de k :Si (participant) et Niveau ≤ Niveauj alorsEnvoyer(ack) à k ;SinonSi (participant) et Niveau < Niveauj alors
pere := k ;
Niveauj := Niveau ;
Nbrep := Nbvoisisn − 1 ;Si Nbrep 6= 0 alors Envoyer(i, Niveauj+1) aux voisins −{k} ;Sinon Envoyer(ack) à k ;Si (!participant) alors 9

participant := vrai ;idem3. Il faut qu'il y ait un temps borné de transmission on met don
 une horloge.Fin 
orre
tion exer
i
e 2Exer
i
e 3 � Constru
tion d'un anneau virtuelUn anneau virtuel peut être dé�ni 
omme une relation d'ordre total sur l'ensemble Xdes sites, il peut don
 être vu globalement 
omme une site 
ir
ulaire dands laquelle 
haqueélément de X appraît une fois et une seule, 
ette stru
ture peut être distribuée entre les sitesdu réseau : il su�t que 
ha
un d'eux soi doté d'une variable succi est son suivant dans laliste (ou dans la relation d'ordre). L'exploitation de 
et anneau virtuel se fait à l'aide d'unjeton qui par
ourt 
ette liste.R�le de l'initiateur pereα := α ;Si voisinsα = ∅ alorsterminé, l'anneau est réduit à un seul siteSinon soit k ∈ voisinsα

pv := k ;envoyer explorer({i}, i) à Pk ;A la ré
eption de explorer(z, d) depuis Pj

succi := d ; perei := jSi voisinsi ⊆ z alors
Ri(j) := jenvoyer retour(z ∪ {i}, i) à PjSinonsoit k ∈ voisinsi − z

Ri(k) := jenvoyer explorer(z ∪ {i}, i) à PkA la ré
eption de retour(z, d) depuis PjSi voisinsi ⊆ z alorsSi perei = i alors
Pi est l'initiateur Pα, l'anneau est bou
lé
succi := d ; Ri(pv) := jSinon Ri(perei) := jenvoyer retour(z, d) à Ppere 10



Sinonsoit k ∈ voisinsi − z

Ri(k) := jenvoyer explorer(z, d) à Pk1. La 
réation de la variable succi né
essite une information sur le suivant dans l'anneau.Que devons-nous savoir ?2. Nous supposerons par la suite que 
haque site Pi possède une table de routage Ri telleque :� Ri(j) 
ontient l'identité de son voisin auquel Pi doit transmettre le jeton lorsqu'il leréçoit de Pj .Nous devons don
 dé�nir les variables succi et Ri ∀i.(a) Comment a�e
ter les variables succi ?(b) Comment dé�nir les tables de routage ?(
) Comment l'initiateur 
rée sa table de routage ?3. Quel est la 
omplexité ?4. Donner l'algorithme qui permet l'exploitation du jeton sur l'anneau virtuelCorre
tion exer
i
e 31. Le lien entre un site de l'anneau et son su

esseur n'est pas for
ément physique. Ilen résulte que l'a
heminement du jeton depuis un site Pi vers son su

esseur logique
Psucc peut se faire via d'autres sites. Le passage du jeton sur un site peut avoir deuxsigni�
ation distin
tes :� soit le site est le destinataire du jeton,� soit le site ne fait que relayer le jeton sur le 
hemin le 
onduisant à sa pro
hainedestination2. Détail des variables(a) Lorsqu'un pro
essus Pi reçoit pour la première fois le jeton de par
ours, il notel'identité transportée par 
e dernier 
omme étant son su

esseur logique succi surl'anneau. En 
onséquen
e, le dépla
ement sur l'anneau sera exa
tement l'inversedu dépla
ement physique du jeton de par
ours.(b) Les tables de routage en dé
oulent immédiatement : lorsque Pi reçoit le jeton depar
ours depuis un voisin Pj et le retransmet à un voisin Pk (éventuellement lemême), il établit Ri(k) := j. 11

(
) Pour l'initiateur, la situation est un peu di�érente : il 
rée le jeton de par
ours audébut de l'algorithme, et le détruit à la �n. Initialement, Pα envoie le jeton à unvoisin, pv, et lorsqu'il déte
te la terminaison (après avoir reçu le jeton de par
oursd'un de ses voisins, dv), la liaison Ri(pv) := dv doit être établie ; pour 
ela , Pαdevra mémoriser, dans une variable lo
ale, l'identité du premier voisin auquel ilenvoie le jeton de paro
urs.3. Voi
i la solutionR�le de l'initiateur pereα := α ;Si voisinsα = ∅ alorsterminé, l'anneau est réduit à un seul siteSinon soit k ∈ voisinsα

pv := k ;envoyer explorer({i}, i) à Pk ;A la ré
eption de explorer(z, d) depuis Pj

succi := d ; perei := jSi voisinsi ⊆ z alors
Ri(j) := jenvoyer retour(z ∪ {i}, i) à PjSinonsoit k ∈ voisinsi − z

Ri(k) := jenvoyer explorer(z ∪ {i}, i) à PkA la ré
eption de retour(z, d) depuis PjSi voisinsi ⊆ z alorsSi perei = i alors
Pi est l'initiateur Pα, l'anneau est bou
lé
succi := d ; Ri(pv) := jSinon Ri(perei) := jenvoyer retour(z, d) à PpereSinonsoit k ∈ voisinsi − z

Ri(k) := jenvoyer explorer(z, d) à Pk4. Voi
i la solution pour l'exploitation du jeton sur l'anneau virtuelA la ré
eption de jeton(adr) depuis Pj Si adr = i alorsutiliser le jeton adr := succi k := Ri(j)12



envoyer jeton(adr) à PkFin 
orre
tion exer
i
e 3Exer
i
e 4 � Constru
tion d'un arbre � en profondeur d'abord �Soit G = (V, E) un graphe 
onnexe quel
onque représentant le réseau physique. On veut
réer dans G un arbre de type en profondeur d'abord à partir d'un sommet ra
ine. Chaquesommet maintiendra la 
onnaissan
e de son père et de ses �ls grâ
e à un marquage des liens
orrespondants (la pro
édure mark permet de 
hanger 
e marquage). Au début, tous lessommets sont dans l'état idle et tous les liens sont marqués nonvisite. Voi
i une partie del'algorithme pour le sommet i :Pro
édure 
her
her ;Si (∃k : marki(k) = nonvisite) alorsEnvoyer(< TOKEN >) sur le lien k ;
marki(k) := fils ;Sinon Si (i = initiateur) alors stop ;Sinon Envoyer(< TOKEN >) sur le lien k tel que marki(k) = pere ;Initialisation (* à exé
uter seulement par l'initiateur *) :Si (etati = idle) alors
etati := decouvert ;
her
her ;Pour tout (k : marki(k) = visite ou marki(k) = nonvisite)Envoyer (< V ISITED >) sur le lien k ;Lors de la ré
eption de < V ISITED > sur le lien jSi (marki(j) = nonvisite) alors marki(j) := visite ;Lors de la ré
eption de < TOKEN > sur le lien j

. . .1. E
rire la pro
édure de ré
eption de < TOKEN >.2. Donner un exemple d'exé
ution. 13

3. On donne maintenant une autre pro
édure de ré
eption de < V ISITED > :Lors de la ré
eption de < V ISITED > sur le lien jSi (marki(j) = nonvisite) alors marki(j) := visite ;Si (marki(j) = fils) alors
marki(j) := visite ;
her
her ;A quoi sert le rajout par rapport à la pré
édente version ?4. Evaluer la 
omplexité en nombre de messages.Corre
tion exer
i
e 41. Au début de l'algorithme tous les sommets sont idle. On suppose que seul l'initiateurse réveille et exé
ute Initialisation. Tous les sommets ont leurs liens à nonvisite.Lors de la ré
eption du message < TOKEN >, le sommet ré
epteur n'ayant jamaisreçu le message doit marquer son père, dire qu'il est dé
ouvert, poursuivre l'exploration(exé
uter la pro
édure 
her
her) et dire qu'il est visité à tous ses voisins. Si le ré
epteura déjà été visité, lorsqu'il reçoit un < TOKEN > de son fils 
ela indique que son�ls a terminé d'explorer à son niveau (
ela 
orrespond au ba
ktra
k dans l'algorithmeséquentiel).Lors de la ré
eption du message < TOKEN > sur le lien jSi (etati = idle) alors
marki(j) := pere;

etati := decouvert;
her
her ;Pour tout (k : marki(k) = visite ou marki(k) = nonvisite)Envoyer (< V ISITED >) sur le lien k ;SinonSi (marki(j) = nonvisite) alors marki(j) := visite ;Si (marki(j) = fils) alors 
her
her ;2. La liste des token est :a, b, c, b, d, e, d, b, a, e, a pour un graphe 
omposé d'un 
y
le
a, b, d, e ettt b admet un su

esseur c. 14



Question 3.Le rajout permet de prendre en 
ompte le 
as des messages < V ISITED > très lents.Supposons que x reçoive le < TOKEN > pour la première fois. D'après la pro
édure, il
her
he et envoie un message < V ISITED > à tous ses voisins, dont y. Ensuite il poursuitsa re
her
he en envoyant le < TOKEN > à a qui le renvoie à b qui le renvoie à y, avantque y n'ait reçu le < V ISITED > de x. Dans 
e 
as, y peut poursuivre sa re
her
he vers xen envoyant un < TOKEN > à x. Ensuite y reçoit < V ISITED >. Sans la modi�
ation,
y ne poursuivrait pas l'exploration (voir illustration �gure 2) et le pro
essus serait bloqué.Cependant, 
ette nouvelle version ne mar
he en
ore pas.

<TOKEN>

<TOKEN>

<TOKEN>

<TOKEN>

<VISITED>

Message tres lent

y

x

Ce message part avant que <VISITED> n’arrive en y.

a

bFig. 2 � Illustration de l'e�et d'un message < V ISITED > lent.Le deuxième 
as pathologique est le suivant et débute exa
tement 
omme le premier : x reçoitle < TOKEN >, le fait passer à a, puis a à b puis b à y. Dans notre situation, le sommet yreçoit < TOKEN > sans en
ore avoir eu < V ISITED >. Il va alors envoyer < TOKEN >à x puis re
evoir < V ISITED > de x. Le sommet y marque son lien yx 
omme visite etpeut 
ontinuer l'exploration. A partir de là les deux versions sont di�érentes. Maintenant,le message < TOKEN > envoyé (à tort) par y à x est lui aussi très lent. C'est-à-dire qu'iln'arrive en x qu'après le message < TOKEN > produit par la phase de ba
ktra
k quisuit le 
hemin y, b, a, x. Le premier < TOKEN > est reçu par x qui doit don
 poursuivrel'exploration. Pour 
ela, il peut dé
ider de la poursuivre par le lien xy en envoie don
 unmessage < TOKEN > sur le lien xy qu'il marque 
omme �ls. Le lien xy voit don
 se 
roiserdeux messages < TOKEN >.� y reçoit le < TOKEN > de x sur un lien marqué visite. D'après l'algorithme il ne faitrien.� x reçoit le < TOKEN > de y sur un lien marqué fils. D'après l'algorithme il poursuitla re
her
he.Du 
oup, x a deux �ls, a et y et on a un 
ir
uit dans le graphe en 
onstru
tion.Ce problème vient du fait que l'algorithme, tel qu'il est dé
rit, ne prend pas en 
omptele lien sur lequel le sommet (i
i x) reçoit le message < TOKEN >. Il faut rajouter des15

indi
ations pour être sûr que l'on reçoit bien un message < TOKEN > de ba
ktra
kde son propre �ls et pas un < TOKEN > de quelqu'un d'autre. On va don
 distinguerles messages < TOKEN > (notés < TOKEN(DESC) >) de des
ente et les messages
< TOKEN(BACK) > de ba
ktra
k (notons que 
ette information ne né
essite qu'un bitpour être 
odée dans le message). Nous pouvons alors proposer la nouvelle version prenanten 
ompte les 
hangements.Lors de la ré
eption du message < TOKEN(DESC) > sur le lien jSi (etati = idle) alors

marki(j) := pere;

etati := decouvert;
her
her ;Pour tout (k : marki(k) = visite ou marki(k) = nonvisite)Envoyer (< V ISITED >) sur le lien k ;SinonSi (marki(j) = nonvisite) alors marki(j) := visite ;Si (marki(j) = fils) alors /* C'est un 
as anormal pour < TOKEN(DESC) >*/
marki(j) := visite ;
her
her ;Lors de la ré
eption du message < TOKEN(BACK) > sur le lien jSi (marki(j) = fils) alors 
her
her ;Cette modi�
ation résoud le problème mentionné plus haut 
on
ernant l'obtention d'un
ir
uit. En e�et, ave
 la nouvelle version, y a envoyé un < TOKEN(DESC) > à y et idemde y à x. Regardons 
omment réagissent les deux sommets :� y reçoit un < TOKEN(DESC) > sur un lien qui est marqué visite (à 
ause dumessage < V ISITED > qu'il a reçu plus t�t de x). En appliquant l'algorithme il nefait don
 rien.� x reçoit un < TOKEN(DESC) > sur un lien qui est marqué fils (il l'a marqué aprèsavoir envoyé < TOKEN(DESC) > à y). D'après l'algorithme, il va marquer visite lelien et va exé
uter la fon
tion 
her
her, 
e qui est 
onforme à 
e que l'on attend.Question 4.Complexité en nombre de messages. On peut montrer qu'au plus deux < TOKEN() > etqu'un plus deux < V ISITED > peuvent traverser 
haque lien. On é
hange don
 au plus

4|E| messages. Une analyse plus ra�née montre que l'on en é
hange un peu moins en fait.Fin 
orre
tion exer
i
e 416



Exer
i
e 5 � L'algorithme de Dijkstra en séquentielCet exer
i
e a pour but de vous remettre en mémoire l'algorithme de Dijkstra. Voi
i l'algo-rithme de Dijkstra :Algorithm 1 L'algorithme de Dijkstra
d(s) := 0 ; pred(s) := 0

d(i) := +∞ ; pour tout i 6= s

S = ∅while S 6= X do
hoisir i ∈ S ave
 d(i) minimum
S = S ∪ {i}for 
haque ar
 (i, j) doif (i, j) est un ra

our
i thenl'emprunterend ifend forend while
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Fig. 3 � Graphe1. Appliquer 
et algorithme sur le graphe donné par la �gure 3 à partir du sommet 1.2. Démontrer que l'algorithme de Dijkstra résout le problème des plus 
ourts 
hemins entemps O(n2). Corre
tion exer
i
e 51. Solution de l'appli
ation.2. À la i-ième étape on séle
tionne le sommet de S ayant la plus petite distan
e. Lataille de S est alors égale à n − i, et 
ela né
essite don
 n − i opérations. À la i-ième étape on 
orrige également (éventuellement) tous les su

esseurs du sommet xi17
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(a) étape 1. Nous avons
S = {1}. Le sommet 1a été 
hoisi 
ar 
'est luiqui avait la plus petite éti-quette (d(1) = 0). Lesra

our
is (1, 2), (1, 3) et
(1, 4) ont été empruntés.
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9(b) étape 2. Nous avons S = {1, 3}.Le sommet 3 a été 
hoisi 
ar 
'estlui qui avait la plus petite étiquette,égale à 9, parmi les sommets 2,3 et4 ayant respe
tivement les étiquettes16,9 et 35. Les ra

our
is (3, 4) et
(3, 6) ont été empruntés.
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9(
) étape 3. Nous avons S = {1, 3, 2}. Le som-met 2 a été 
hoisi 
ar 
'est lui qui avait la pluspetite étiquette, égale à 16, parmi les sommets2,4 et 6 ayant respe
tivement les étiquettes16,24 et 31.
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9(d) étape 4. Nous avons S = {1, 3, 2, 4}. Lesommet 4 a été 
hoisi 
ar 
'est lui qui avaitla plus petite étiquette, égale à 24, parmi lessommets 4,5 et 6 ayant respe
tivement les éti-quettes 24,31 et 41.Fig. 4 � Illustration de l'algorithme de Dijkstra
hoisi. Cela né
essite |Γ+(xi)| opérations. On a don
 au total ∑n−1
i=0 (n− i+ |Γ+(xi)|) =∑n−1

i=0 (n− i) +
∑n−1

i=0 |Γ
+(xi)| =

n(n−1)
2

+ m = O(n2) opérations.Fin 
orre
tion exer
i
e 5Exer
i
e 6 � Maintien des plus 
ourts 
hemins dans un graphe 
onnexe quel-
onque.Dans 
et exer
i
e nous proposons d'é
rire un algorithme réparti qui va 
onstruire entre
haque paire de sommets de G = (V, E) un 
hemin de plus 
ourte distan
e. Les 
ommuni
a-tions se font entre voisins et sont asyn
hrones. Chaque sommet 
onnaît la taille du graphe (n18



sommets) et les liens de 
ommuni
ation sont FIFO. La 
onstru
tion des plus 
ourts 
heminsest faite par �apprentissage� du réseau. Chaque sommet u maintient :� Un tableau Du dont la 
ase Du[v] est la distan
e estimée par u de dG(u, v).� Un tableau Sortieu dont l'entrée Sortieu[v] indique le voisin w de u qui est sur un plus
ourt 
hemin de u à v.� Un tableau estimatu dont l'entrée estimatu[w, v], ave
 w ∈ voisinsu, est l'estimationpar u de la distan
e dG(w, v).Voi
i une partie de l'algorithme pour un sommet u quel
onque :Pro
édure re
al
ul_Dist(v)
. . .Pro
édure InitialisationPour tout (w ∈ voisinsu, v ∈ V ) faire estimatu[w, v] := n ;Pour tout (v ∈ V ) faire

Du[v] := n ;
Sortieu[v] := NIL ;

Du[u] := 0 ;
Sortieu[u] := local ;Pour tout (w ∈ voisinsu) faire Envoyer(< MADIST, u, 0 >) à w ;Lors de la ré
eption de < MADIST, v, d > de w (w ∈ voisinsu)
estimatu[w, v] := d ;re
al
ul_Dist(v) ;1. E
rire la pro
édure re
al
ul_Dist.2. Pourquoi, dans un graphe dont la topologie ne 
hange pas, l'algorithme s'arrête aubout d'un temps �ni ? Quelles sont alors les valeurs des divers paramètres ? Proposezune fon
tion de routage basée sur les résultats de l'algorithme pré
édent.3. Que peut on faire en 
as de pannes de liens sa
hant qu'un sommet peut être prévenude la panne d'un de ses liens adja
ent par une interruption ?Corre
tion exer
i
e 61. Cette méthode est basée sur l'algorithme de Dijkstra pour le 
al
ul des plus 
ourts19


hemins. On a�ne peu à peu la 
onnaissan
e des distan
es que l'on a du réseau.Pro
édure re
al
ul_Dist(v)Si (v = u) alors
Du[v] := 0 ;
Sortieu[v] := local ;Sinon
d := 1 + min{estimatu[w, v] : w ∈ voisinsu} ;Si (d < n) alors

Du[v] := d ;
Sortieu[v] := w ; ave
 w tel que d = 1 + estimatu[w, v].Sinon
Du[v] := n ;
Sortieu[v] := NIL ;Si (Du[v] a 
hangé) alorsPour tout (w ∈ voisinsu) faire Envoyer(< MADIST, v, Du[v] >) ;2. L'algorithme s'arrête 
ar au bout d'un 
ertain temps Du[v] ne va plus 
hanger et lesmessages < MADIST, ., . > ne seront plus envoyés (grâ
e au dernier test Si (Du[v]a 
hangé) ...).A la �n, on aura, Du[v] = dG(u, v) et Sortieu[v] est le voisin w de v qui est surle plus 
ourt 
hemin entre u et v. En fait à 
haque �étape�, Du[v] ≤ dG(u, v) et

estimatu[w, v] ≤ dG(w, v). A la �n 
es quantités sont égales.La fon
tion de routage asso
iée : un message arrivant au sommet u, à destination dusommet v sera envoyé vers le sommet Sortieu[v] pour poursuivre sa route (ou sur lasortie lo
ale si u = v).3. En 
as de panne de lien(s), il faut re
al
uler les distan
es ave
 la pro
édure re
al-
ul_Dist.Lors de la déte
tion d'une panne sur le lien u, w

voisinsu := voisinsu − {w} ;Pour tout (v ∈ V ) faire re
al
ul_Dist(v) ;En 
as d'ajout d'un lien.Lors de la déte
tion d'un ajout d'un lien u, w

voisinsu := voisinsu ∪ {w} ;Pour tout (v ∈ V ) faire
estimatu[w, v] := n ;Envoyer(< MADIST, v, Du[v] >) à w ;20



Fin 
orre
tion exer
i
e 6Dans les exer
i
es suivants nous allons représenter un système par un graphe G = (V, E).L'ensemble V des sommets représente les sites. On a une arête [u, v] ∈ E entre le sommet uet le sommet v s'il existe un lien de 
ommuni
ation entre u et v dans le réseau sous-ja
ententre les sites représentés par u et v. Nous ne 
onsidérons i
i que des graphes 
onnexes.Exer
i
e 7 � Stru
tures de réseaux bis Dans un système donné représenté par ungraphe G = (V, E) on veut inter
onne
ter les sommets d'un ensemble M ⊂ V par un arbre.Pour des raisons d'é
onomie et d'en
ombrement on veut utiliser le moins d'arêtes possibles.On 
her
he don
 à 
onstruire un arbre T0 = (VT0
, ET0

) tel qu'il véri�e les deux 
onditionssuivantes.� M ⊆ VT0
⊆ V et ET0

⊆ E. Un tel arbre T0 est dit arbre de Steiner de M dans G.� T0 a le plus petit nombre possible d'arêtes parmi tous les arbres de Steiner de Mpossibles.Si T0 véri�e les deux 
ondtions il est dit arbre de Steiner optimal de M dans G. Le nombred'arêtes d'un arbre de Steiner de M sera appelé son poids. Dans les questions suivantes, onsupposera que G et M son donnés et que w0 est le poids d'un arbre de Steiner optimal de
M dans G.1. Donnez une borne inférieure de w0. Dans quels 
as 
ette borne est elle atteinte ?2. Donnez une borne supérieure de w0. Dans quels 
as 
ette borne est elle atteinte ?Considérons l'algorithme (non réparti) suivant pour 
onstruire un arbre de Steiner de

M dans G.Pro
édure Steiner(G, M)Choisir un sommet quel
onque r ∈ M ;
S := {r} ; G1 = ({r}, ∅)tant que (S 6= M) faireChoisir un sommet u ∈ M le plus près possible d'un sommet v de

S ; Ajouter dans G1 un plus 
ourt 
hemin de G entre u et v ;
S := S ∪ {u} ;Construire T1 l'arbre obtenu en supprimant tous les 
y
les de G1 ;Construire T2 l'arbre obtenu en supprimant tous les sous-arbres de T1ne 21


ontenant au
un sommet de M.retourner(T2) ;3. Faire une exé
ution de 
et algorithme dans un graphe G quel
onque et un ensemble
M quel
onque. Montrez que le résultat de 
et algoritme est un arbre de Steiner de Mdans G. Montrez qu'il ne donne pas toujours un arbre de Steiner optimal.4. Dans quels 
as 
et algorithme peut il donner à 
oup sûr un arbre de Steiner optimal ?5. Soit W (T ) le poids de l'arbre obtenu en appliquant l'algorithme et w0 le poids del'arbre de Steiner optimal. Montrez que W (T )

w0

≤ 2.Corre
tion exer
i
e 71. Si m = |M | alors m − 1 ≤ w0 
ar il faut que T0 soit un arbre 
ontenant au moins les
m sommets. On a w0 = m − 1 lorsque le graphe G′ suivant est 
onnexe : V ′ = M et
E ′ = {[u, v] : u, v ∈ M}.2. Si n = |V | alors w0 ≤ n−1 
ar tout arbre 
ouvrant tous les sommets de G (ayant don

n− 1 arêtes) est un arbre de Steiner de M dans G. On a w0 = n− 1 lorsque M = V .3. On peut faire une exé
ution dans la roue pour montrer l'algorithme et le fait qu'il n'estpas optimal. L'algorithme ressort bien un arbre de Steiner de M 
ar on obtient bienun arbre 
ouvrant tous les sommets de M dans G.4. On obtient un arbre de Steiner optimal lorsque l'on est dans les 
onditions de la question1. Dans 
e 
as, les distan
es 
hoisies seront 1 à 
haque étape et de manière gloutoneon va 
onstruire à 
oup sûr un arbre ayant 
omme uniques sommets mes sommets de
M .5. Voir la 
orre
tion séparée. Fin 
orre
tion exer
i
e 7Exer
i
e 8 � Le problème d'apprentissage des identitésPartie IChaque site Pi est doté d'une identité i unique dans tout le système. Chaque site a don
une 
onnaissan
e globale à priori : son identité est di�érente de 
elle de 
es voisins. Nousnous intéressons à la détermination des identités pour tout i des voisins du site Pi,. Ce
i estfa
ilement réalisé par un proto
ole d'é
hange d'identités entre tout 
ouple de sites 
onne
tés22



par une ligne bi-dire
tionnelle. Un ou plusieurs peuvent dé
ider de un tel é
hange ; 
elui-
ise généralise alors à tout le réseau. Chaque site Pi est doté du 
ontexte suivant :var : parti
ipant(i) : booléen initialisé à faux ;
anaux(i) : ensemble de lignes initialisé à{lignes qui relient P_i à d'autres sites } ;voisins(i) : ensemble de noms initialisé à vide ;1. Donner l'algorithme asso
ié au problème dé
rit 
i-dessus et justi�er-le.2. Donner la 
omplexité en nombre de messages.Partie IINous suppossons que 
haque site Pi 
onnaît ses voisins. Apprendre le réseau 
onsiste pourun site donné à apprendre le graphe G asso
ié 
'est-à-dire l'ensemble des sites (sommets de
G) et l'ensemble des lignes (arêtes de G). Nous supposons qu'un ou plusieurs sites dé
identde lan
er l'algorithme d'apprentissage simultanément. Dans la suite nous allons 
onsidérerles éléments suivant :var : parti
ipant(i) : booléen initialisé à faux ;voisins(i) : ensemble de noms initialisé à{identité des voisins de P_i};site
onnues(i) : ensemble de nom initialisé à {i} ;lignes
onnues(i) : ensemble de 
ouples de noms initialisé à{(i,x) : x élément de l'ensemble voisins(i) ;et le message identité(j,v) qui véhi
ule l'identité du site j, et l'ensemble v de 
elles de sesvoisins.1. Comment un site Pi sait-il qu'il 
onnaît tout le réseau ? On introduit pour 
ela leprédi
at terminéi. Compléter la propriété sur le prédi
at terminéi et justi�er votreréponse :terminéi ≡ ((x, y) ∈ lignesconnuesi →).2. Donner l'algorithme asso
ié et justi�er-le.3. Donner la 
omplexité au pire sur le nombre de messages.Partie IIINous nous intéressons maintenant à la re
her
he de 
hemins dans le réseau. Le problèmeest le suivant : il 
onsiste, pour 
haque site Pi, à apprendre quelle est sa distan
e à 
ha
undes autres sites, 
'est-à-dire la plus petite distan
e en nombre d'arêtes. Il s'agit du problème23


lassique des plus 
ourt 
hemins dans un graphe, 
haque arête étant valué par 1. Une solution
onsiste à utiliser l'algorithme de la Partie II. Chaque site pi une fois le réseau 
onnu, peut
al
uler pour 
haque site Pj la plus 
ourte distan
e (en nombre de lignes à fran
hir) de Pi à
Pj. Il peut utiliser les informations obtenues pour e�e
tuer un routage optimal des messagesqui seront ensuite émis vers les autres sites.Nous allons en proposer un autre algorithme qui ne né
essite pas la 
onnaissan
e duréseau. Nous supposons que 
haque site 
onnaît une majorant maxn sur le nombre de sitesprésents dans le système, du fait qu'il s'agit d'un problème de nature globale.1. Donner les variables né
essaires à la résolution du problème et leur signi�
ation. Vouspourrez utiliser la variable distan
ei (tableau de taille maxn telle que distan
ei[j] in-diquera à Pi sa plus 
ourte distan
e à Pj . Si j ∈ voisini alors distan
ei[j] = 1.2. Donner l'algorithme.3. Quels sont les solutions possibles pour résoudre le problème de la terminaison de l'al-gorithme. Corre
tion exer
i
e 8Partie I1. Voi
i l'algorithme :Lors de la dé
ision de provoquer un é
hange

participanti := vrai;

∀c ∈ canauxi : envoyer identité(i) sur cLors de la ré
eption de identité(j) sur cl

associer(cl, j)si non participanti alors
participanti := vrai;

∀c ∈ canauxi : envoyer identité(i) sur c2. Sous les hypothèses générales, deux messages identité transitent en sens inverse sur
haque ligne : la 
omplexité en nombre de messages est don
 2e où e est le nombre delignes.Partie II1. termini ≡ ((x, y) ∈ lignesconnuesi → (x ∈ sitesconnuesi et y ∈ sitesconnuesi)).24



2. Voi
i l'algorithme : Lors de la dé
ision d'apprendre le réseau
participanti := vrai;

∀x ∈ voisinsi : envoyer identité(i,voisinsi) à PxLors de la ré
eption de identité(j,v) de Pksi non participanti alors
participanti := vrai;

∀x ∈ voisinsi : envoyer identité(i,voisinsi) à Pxsi j /∈ sitesconnuesi alors
sitesconnuesi := sitesconnuesi

⋃
{j}

lignesconnuesi := lignesconnuesi

⋃
{(j, x) : ∀x ∈ v}

∀x ∈ voisinsi − {k} : envoyer identité(j,v) à Px ;si termini alors Pi 
onnaît tout le réseau3. Un message identités(i,voisinsi) au moins et 2 au plus sont transmis sur une lignedonnée (un dans 
haque sens s'il s'agit de 2) ; s'il y a n sites et e lignes la 
omplexitéen nombre de messages de l'algorithme est au pire de 2ne messages.Partie III1. les variables sont :� var distan
e(i) : tableau[1..maxn℄ de entier positif ou nul initialisé à maxn pour toutles indi
es j di�érent de i et pour i 
ést initialisé à 0 ;� routage(i) : tableau [1..maxn℄ de 0 à maxn initialisé à 0Connaitre les valeurs de splus 
ourts 
hemins est une 
hose, pourvoir les exploiteren est une autre. Pour 
ela tout site Pi doit 
onnaitre lequel de ses voisisns est sonmeilleur voisins pour atteindre un site donné Pj ; 
ette information est né
essairepour e�e
tuer un routage optimal des messages. une fois les valeurs des pus 
ourts
hemins 
al
ulées, routagei[j] donne le meilleur voisin de Pi pour atteindre Pj , si 
esite existe dans le réseau. Ce tableau ne sert que de manière interne à Pi.Le prin
ipe de l'algorithme est le suivant :Le prin
ipe sur lequel rrepose l'algorithme est simple et s'apparente à un 
al
ul itératif.Initialement un ou plusieurs site di�use son tableau des distan
es à sess voisisns (
'e'stà dire sa 
onnaissan
e intiale). Lorsqu'un site reçoit une telle information il met à jourson 
ontexte et si 
elui-
i a été modi�é ( il a appris des distan
es plus 
ourtes que
elles qu'il 
onnaissait préalablement) il di�use à ses voisins son nouveau tableau desdistan
es (
'est à dire sa nouvelle 
onnaissan
e). Tout site re
evant un message obéità 
e 
omportement. On peut ioiler 
onn
eptuellement des étapes de 
al
ul : un site25

apprend d'abord quels sites sont à une distan
e de 1, puis 
eux qui sont à une distan
ede 2, et ainsi de suite. Tous les istes étant à une distan
e �nie les uns des autres, maxn
onstitue un majorant du nombre de telles étapes.Le prin
ipe selon lequel les istes 
oopèrent étant établi, il reste à énon
er le prin
ipeselon lequel les sites mettent à jours leur 
ontexte lors de la re
eption d'un message.
es messages sont d'un unique type majdist et véhi
ule un tableau d. Considérons lesite Pi re
evant un tel message en provenan
e de son voisin Pj. d d'une part représentela valeur de distan
ej lors de l'envoi du message, et d'autre part informe Pi que 
ettevaleur est une nouvelle information que Pj ne lui a pas en
ore transmis. Pour toutsite potentiel Pk (1 ≤ k ≤ maxn), le site Pi va tester si le message reçu lui permetde déterminer une distan
e plus 
ourte vers Pk, auquel 
as il prend en 
ompte 
ettenouvelle distan
e et positionne un indi
ateur qui, une fois tous les sites examinés,lui signalera qu'il a a
quis des nouvelles informations et en 
onséquen
e il doit lestransmettre à ses voisins.2. Voi
i l'algorithme :Lors de la dé
ision de 
al
uler les valeurs de splus 
ourt 
hemins
∀x ∈ voisinsi ; envoyer majdist(distancei) à PxLors de la ré
eption de majdist(d) de Pj

modif := fauxpour k depuis 1 jusqu'à maxnsi distancei[k] > 1 + d[k]alors routagei := [k] := j ; distancei[k] := 1 + d[k] ; modif: = vraisi modif alors
∀x ∈ voisinsi ; envoyer majdist(distancei) à Px3. Cet algorithme ne permet pas à un site de savoir si l'algorithme est non terminé. Plu-sieurs solutions sont envisageables si 
ette 
onnaissan
e est né
essaire. Une solution
onsisterait par exemple à utiliser l'algorithme d'apprentissage du réseau vu pré
é-demment et à doter les sites d'un algorithme séquentiel ad'ho
. Une solution plusorthodoxe 
onsiste à élaborer un algorithme semblable au pré
édent mais dans lequeldes étapes de 
al
ul sont fortement syn
hronisées. Tous les sites démarrent l'algorithme(
'est-à-dire l'étape 1) simultanément ; 
e
i est fa
ilement réalisé : le ou les sites qui ontdémarré le 
al
ul provoquent par la di�usion aux voiisns de leur premier meesage uneréa
tion en 
haîne qui va a
tiver tous les sites et dès qu'un site est a
tivé, il devientparti
ipant et 
mmen
e par di�user son premier meesage à ses voisins. C'est durantl'étape p que 
haque site Pi apprend quels sites sont à distan
e minimale de p ; une26



telle étape n'est démarée que lorsque l'étape p− 1 es terminée. Un site sait que l'étape
p − 1 est terminée lorsque durant 
ette étape il a reçu un message de 
ha
un de sesvoisins. La prise en 
ompte de 
es messages lui permet de passer à l'étape suivantes'il a appris du nouveau ou dans le 
as 
ontraire de 
on
lure qu'il n'apprendra plusrien (rappelons que le réseau est 
onnexe) ; l'algorithme est alors terminé en 
e qui le
on
erne, il peut en informer ses voisins et é
artera ensuite les messages reçus.Fin 
orre
tion exer
i
e 8Exer
i
e 9 � Ele
tion dans un graphe quel
onqueOn 
onsidère un réseau quel
onque (
onnexe) dasn lequel les lignes sont bidie
tionnelleset �ables ; 
haque pro
essus ne 
onnait pas ses voisins et il 
onnaitpar leurs identités. Au
ours du 
al
ul un pro
essus ne doit pas apprendre d'informations globales (telle que lastru
utre du réseau par exemple) q'il pourrait ensuite utiliser ; (une telle 
ontrainte favorisele rétablissement après panne). Il s'agit de 
on
evoir un algorithme distribué, qui peut êtredémarré par un ou plusieurs pro
essus, tel qu'à la �n de l'algorithme un pro
essus unique aitété élu par les autres et que 
ha
un des autres en 
onnaisse l'identité et 
onnaisse égalementlequel de ses voisins permet d'atteindre le pro
essus élu.1. Quel maximum sous-graphe (au sens de l'in
lusion) pouvont nous utiliser pour refor-muler le problème ?2. Un des problèmes déli
ats à résoudre est le fait que l'algorithme peut être démarrépar un nombre quel
onque de pro
essus. Proposer une idée pour bloquer l'explorationvenant d'un pro
essus ayant une identité i plus faible que l'exploration d'un pro
essus
j ave
 i < j.Chaque pro
essus Pi est doté du 
ontexte suivant :� voisinsi, intialisée à {identits desvoisins de Pi} ;� etati : (initial, 
andidat,battu ,elu), initialisé à initial. Cette evraible donne l'état
ourant de Pi ; à la �n de l'algroithme une seulle de 
es variables a la valeur elu, lesautres ayant la valeur battu� pgvui , entier intialisé à i. Il s'agit de la plus grande identité qu'ait jamais vu passer

Pi ; à la �n de l'algorithme elle 
ontiendra la plus grnade des identités.� perei , entier initialisé à nil� filsi, ensemble d'entiers initialisé à ∅. Ces deux variables servent à pla
er Pi3. Donner la pro
édure lan
er une éle
tion. Pour un site i donné, à quel voisin i va envoyerla pro
édure lan
er une éle
tion.4. Donner la pro
édure ré
eption d'explorer.27

5. Donner la pro
édure ré
eption de rebrousser.6. Donner la pro
édure ré
eption 
on
lure.7. Quel est la 
omplexité de votre algorithme en nombre de messages ?Corre
tion exer
i
e 91. Le problème peut être reformulé de la façon suivante : il s'agit en de 
onstruire un arbrede ra
ine le pro
essus doté de la plus grande identité ; à la �n de l'algorithme 
ha
undes pro
essus doit 
onnaître la ra
ine, 
elui de ses voisins qui permet de l'atteindre(son père dans l'arbre) et 
eux de ses voisins qui sont ses �ls dans l'arbre.2. Un des problèmes déli
ats à résoudre est le fait que l'algorithme peut être démarrépar un nombre quel
onqe de pro
essus. Le prin
ipe sur leuel nous allons 
onstruirel'algorithme est le suivant. Pour un pro
essus Pi lan
er une élée
tion 
onsiste à lan
erune exploration du réseau dont le but est de visiter tous les pro
essus en établissantdes 
hemins de 
eux-
i vers lui-même. Comme l'algorithme peut être démarré parplusieurs pro
essus, plusieurs explorations peuvent être simultanément en 
ours. Auterme de l'algorithme il est né
essaire que seule l'exploration issue du pro
essus doté dela plus grande identité d'une part se soit terminée 
orre
tement (i.e. ait visité tous lespro
essus) et d'auters part que 
elle-
i soit la dernière exploration pris een 
ompte parles auters pro
essus pour l'établissement de l'arbre. On peu tidenti�er une explorationde façon unique par l'identité du pro
essus dont elle est issue. Les deu xobje
tifs 
i-dessus seront atteints dès lors que tout pro
essus Pi visité par exploration de poids j lastoppe sans la prendre en 
ompte s'il a été visité par une exploration d'identité k ave

k > j ; ou bien n'ayant jamais visité il trouve i > j, auquel 
as il lan
e une explorationd'identité i s'il ne l'a pas déjà fait. Dans ls autres 
as il prend en 
ompte l'explorationde poids j et la fait progresser.3. Deux types d'exploration issu d'un pro
essus Pi sont envisageables : une exploration enparllèle (la progression se fait vers tous les voisins) ou une exploration en profondeurd'abord (l progression se fait vers les voisins les uns après les autres).4. L'exploration en profondeur va se faire ave
 de smessages du type explorer. un tel mes-sage va véhi
uler trois informations : k l'identité du pro
essus qui a lan
é l'exploration
orrespondante, z l'ensemble des identités des pro
essus visités par 
e message, et sl'ensemble des identités des pro
essus voisins immédiats des pro
essus de z qui n'ontpas en
ore été atteints par 
ette exploration. Au 
ours de sa progression le message28



explorer(k, z, s) voit ses 
hamps z et s se modiifer et tant que s 6= ∅ l'explorationn'est pas terminée. (en termes de graphes s représente les sommets pendants) Commeon le voit la 
ondition d'arrêt de l'exploration d'identité maximum porte sur un 
hampdestiné à 
ontenir des identités (les autres explorations uront été stoppées avant).L'exploration se faisant par un par
ours en profondeur on introduit les messages
rebrousser(k, z, s) qui permettent à une exploration qui n'a pas atteint tous les pro-
essus (on a alors s 6= ∅) qui peut progresser (elle n'a pas en
ore été stoppée par unpro
essus) mais ne peut le faire à partir du pro
essus a
tuellement visité de repartir àpartir d'un pro
essus visité qui possède un voisin appartenant à s).Les prin
ipes de l'algorithme d'éle
tion étant établis (progresion et stoppage d'explo-rations) et un modèle de par
ours en profondeur informé ayant été dé�ni pour réaliserles explorations, l'algorithme 
onsiste à rassembler le tout.Si les pro
essus doivent être informés de la terminaison de l'éle
tion il est né
essaired'introduire le type de message conclure qui lan
é par le pro
essu qui trouve s = ∅,leur indique que l'éle
tio est terminée et qu'en 
onséquen
e les variables indiquant laplus grande identité, leur père et leur �ls dasn l'arbre ont leur s valeurs �nales.Chaque pro
essus Pi est doté du 
ontexte suivant :� voisinsi, intialisée à {identits desvoisins de Pi} ;� etati : (initial, 
andidat,battu ,elu), initialisé à initial. Cette evraible donne l'état
ourant de Pi ; à la �n de l'algroithme une seulle de 
es variables a la valeur elu, lesautres ayant la valeur battu� pgvui , entier intialisé à i. Il s'agit de la plus grande identité qu'ait jamais vu passer

Pi ; à la �n de l'algorithme elle 
ontiendra la plus grnade des identités.� perei , entier initialisé à nil� filsi, ensemble d'entiers initialisé à ∅. Ces deux variables servent à pla
er Pi5. Lors de la dé
ision de lan
er-explorationsoit x := max(voisinsi)

etati := candidat

perei := nil

filsi := {x}envoyer(explorer(i, {i}, voisinsi − {x}) à PxLors de la dé
ision de lan
er une éle
tionSi etati = initial alors lan
er-exploration6. Lors de la ré
eption de explorer(k, z, s) de Pj29

Si pgvui > k alors si etati := initial alors lan
er-explorationSinon pgvui < k alors
etati := battu ;pgvuI := k ; perei := j ;Soit y := voisinsi − zSi y := ∅ alors

filsi := ∅Si s = ∅ alors envoyer(conclure, Pj)Sinon envoyer(rebrousser(x, z ∪ {i}, s), Pj)Sinon soit x = max(y) ; filsi := {x} ; explorer(k, , z∪{i}, s∪y−{x}), Px)7. Lors de la ré
eption de rebrousser(k, z, s) de PjSi pgvui = k alors soit y := voisins ∩ s ;Si y = ∅ alors envoyer(rebrousser(x, z, s), Pperei
)Sinon soit x = max(y); filsi := filsi ∪ {x}, (explorer(k, z, s− {x}) à Px8. Lors de la ré
eption de conclure de PjSi pgvui = i alors etati := elu

∀x ∈ ((filsi ∪ perei)− {j}) envoyer(conclure, Px)9. La 
omplexité en nombre de message est 0(n2).10. Sur le plan des algorihmes distribués, l'algorithme présenté est intéressant à deux titres.D'une part par la seule 
onnaissan
e globale qu'ont les pro
essus qui est 
onstituée del'identité de leurs voisins dire
ts, et d'autre part par l'utilisation faite de 
ette 
onnais-san
e. Les 
hamps z et s des messages évitent d'eefe
tuer des par
ours totalementaveugles et le 
hamp s permet de dé
te
ter la �n du par
ours (relatif à la plus grandeidentité) � au plus t�t �. Notons de plus que s joue i
i en distribué le même r�le que
elui que joue la pile dasn un 
ontexte séquentiel.Fin 
orre
tion exer
i
e 9Exer
i
e 10 � Rappel en théorie des graphesUne stru
ture de données simple pour représenter un graphe est la matri
e d'adja
en
e M .Pour obtenir M , on numérote les sommets du graphe de façon quel
onque. X = {x1, . . . , xn}.
M est une matri
e 
arrée n × n dont les 
oe�
ients sont 0 et 1 telle que Mi,j = 1 si
(xi, xj) ∈ E et Mi,j = 0 sinon. Démontrer le la proposition suivante : Proposition : Soit30



Mp la puissan
e p− ime de la matri
e M , le 
oé�
ient Mp
i,j est égal au nombre de
hemins de longueur p de G dont l'origine est le sommet xi et dont l'extrémitéest le sommet xj. Corre
tion exer
i
e 10On e�e
tue une ré
urren
e sur p. Pour p = 1 le résultat est immédiat 
ar un 
hemin delongueur 1 est un ar
 du graphe. Le 
al
ul de Mp, pour p > 1 donne :

Mp
i,j =

k=n∑

k=1

Mp−1
i,k ×Mk,jOr tout 
hemin de longueur p entre xi et xj se dé
ompose en un 
hemin de longueur

p− 1 entre xi et un 
ertain xk suivi d'un ar
 reliant xk et xj. Le résultat dé
oule alors de l'hypothèse de ré
urren
e suivant laquelle Mp−1
i,k est le nombre de 
hemins de longueur p− 1joignant xi à xk. Fin 
orre
tion exer
i
e 10Dans les exer
i
es suivants, 
haque site i, initialement, possède une valeur αi et on veutau �nal que tous les sites aient la somme de toutes les valeurs 
e trouvant sur 
haque siteinitialement 
'est à dire pour 
haque site i on veut obtenir ∑

αi.Exer
i
e 11 � Routage dans l'hyper
ubeOn appelle hyper
ube de dimension n et on note H(n), le graphe dont les sommets sont lesmots de longueur n sur un alphabet à deux lettres 0 et 1 et dont deux sommets sont adja
entssi et seulement si ils di�érent en une seule 
oordonnée. Un sommet noté x1x2...xi...xn estdon
 relié aux sommets x1x2...x̄i...xn ave
 i = 1, 2, ...., n.1. Représenter H(3) et H(4).2. Montrer que H(n) possède 2n sommets.3. Montrer que H(n) est n-régulier.4. Quel est le nombre d'arêtes ?5. Quel est le diamètre de H(n) où le diamètre est le maximum pris sur toutes les pairesde sommets x et y de G, de la distan
e entre x et y.6. Donner la matri
e d'adja
en
e de l'hyper
ube MH(3), MH(4) et 
al
uler Mk
H(3), M

k
H(4)ave
 k ≥ 2.7. Proposer un algorithme qui permettent de résoudre le problème initial et le faire tournersur un exemple. 31

8. Donner la 
omplexité en nombre de messages et en temps pour le modèle syn
hrone.Corre
tion exer
i
e 111. fa
ile2. mot de longueur n sur un alphabet {0, 1} implique qu'il y a N = 2n sommets.3. On peut faire varier x̄i de n position. Il y a don
 n voisins pour 
haque sommet.4. On sait ∑2n

i=1 d(xi) = 2|E| = n2n et don
 |E| = n2n−1.5. le diamètre est donné par les sommets de 
oordonnées 00..0 et 11.11 est don
 le diamètreest n = log2N .6. Sur un graphe d'hyper
ube, on applique l'algorithme suivant : on travaille par dimen-sion. On envoie sa valeur à son voisin dans la même dimension. On fait la somme ave

e que l'on reçoit. Il faut envoyer envoyer après à une aute dimension ave
 un bit quidi�ère. Ce bit doit 
e dé
aler a�n d'envoyer à toutes les dimensions.� v <- valeur intiale� pour i allant de 1 à n� envoyer v aux voisins et v <- sommer toutes les valeurs reçues+v� �npour� v 
ontient la somme de toutes les valeurs7. Nous avons nN = n2n. Pour 
haque sommet il faut envoyer à tous ses voisins. Le tempsest n.Une autre solution 
onsiste à 
onstruire un anneau sur l'hyper
ube (
oût 2n), à faire
ir
uler pas à pas la valeur des sites (
ouût 2n) et avertir tout le monde (
oût 2n) don
un 
oût en nombre de messages de 3× 2n. En temps 
'est 2n.Fin 
orre
tion exer
i
e 11Exer
i
e 12 � routage dans le graphe de De BruijnLe graphe de Bruijn B(d, D) est le graphe orienté dont les sommets sont les mots de longueur
D sur un alphabet de taille d, d ≥ 2 et dont un sommet noté x1x2...xD est relié aux sommets
x2...xDλ, λ étant une lettre quel
onque de l'alphabet. On passe don
 d'un sommet à un auterpar un dé
alage à gau
he ave
 adjon
tion d'une lettre.1. Représenter le graphe de de Bruijn B(2, 3).2. Donner le nombre de sommets pour B(d, D) et le nombre d'ar
s.32



3. Donner le diamètre de B(d, D).4. Donner la matri
e d'adja
en
e M du graphe B(2, 3). Cal
uler Mk, k ≥ 2. Con
lure.5. Proposer un algorithme qui permettent de résoudre le problème initial et le faire tournersur un exemple. Corre
tion exer
i
e 121. La représentation est donné par la �gure 5.

PSfrag repla
ements

000

001 011

111

100

101

010

110Fig. 5 � Un graphe de Bruijn B(2, 3).2. Le nombre de sommet est dD et dD+1.3. Le diamètre est D. En e�et, si on part d'un sommet donné après D dé
alages dans lemême sens, on aura obtenu tous les sommets (don
 le diamètre est au plus égal à D).4. Sur un graphe de de Bruijn B(d, D), on applique l'algorithme suivant :� v <- valeur initiale� pour i allant de 1 à D� envoyer v aux su

esseurs et v <- sommer toutes les valeurs reçues� �npour� v 
ontient la somme de toutes les valeursFin 
orre
tion exer
i
e 12Exer
i
e 13 � Topologie quel
onque Proposer un algorithme dans le 
adre où la topo-logie du réseau est in
onnue. Corre
tion exer
i
e 13Nous avons deux stratégies : 33

1. je 
onstruits un arbre 
ouvrant et j'applique un algorithme similaire de l'éle
tion dansun arbre,2. ou je 
onstruits un anneau virtuel et j'applique l'algorithme simple qui 
onsiste àenvoyer sa valeur et et faire la somme de la valeur reçue ave
 la tienne.Fin 
orre
tion exer
i
e 13Exer
i
e 14 � Liste des sommets à une distan
e 2 On dé�nit le poids d'un sommetd'un réseau 
omme le nombre de sommets à distan
e inférieur ou égale à 2 de lui.1. Donner un algorithme distribué qui permette de 
al
uler le poids d'un sommet x.2. Donner un algorithme qui indique à i la liste des voisins de ses voisions.Corre
tion exer
i
e 14Il est 
lair que la situation qui pose problème 
orrespond à une 
lique de taille trois. Je penseque x doit envoyer un message vers ses voissins ave
 message où il y a deux 
hamps dontun 
orrespond au père 
'est à dire x. Ensuite les voisisns envoyer un message à 
es voisisnsen indiquant le père du message 
'est à dire x. C'est au sommet qui reçoit 
e message devéri�er s'il n'a pas déjà reçu un message venant de x. Si 
'est le 
as il n'envoie pas d'a

uséde re
eption. Si 
e n'est pas le 
as il envoie un a

usé de re
eption a 
elui qui lui ea envoyé
e message. Don
 les premiers voisins 
omptabilise le nombre d'a

usé de re
eption pour lesenvoyer à x. De plus il faut faire attention au 
as où x → y, x → z, y → u, z → u. Il ne fautque u renvoie deux a

usé de re
eption à y et à z. Don
 u doit également renvoyé un seula

usé de re
eption (pour 
ela mettre un variable booléenne pour régler 
ela).voi
i le 
ode : Vi voisin de i

V oisindist2 booléen.Pour tout y ∈ Vx faireEnvoyer(Request(x)) à yLors de la re
eption de Request(x)Envoyer la liste de voisins (Request(x, Vy − {x})) à xLors de la re
eption de liste voisin Request(x)Pour tout y ∈ Vy faire
test := faux ;Pour tout z ∈ Vx faireSi z = y alors 34



FINSI Si (test == faux) alors
V oisinsdist2 := V oisinsdist2

⋃
{y}FINSI Finfaire Fin 
orre
tion exer
i
e 14

35



Université de Montpellier II 2010/2011Maitrise GMI Durée: 4.5hAlgorithme distribuéTD � Séan
e n�4Exer
i
e 1 � TerminaisonOn se pla
e dans le 
adre d'un modèle atomique pour le 
omportement des pro
essus 
'està dire dans lequel leurs temps de 
al
ul sont 
onsidérés 
omme étant de durée nulle. Seulesles 
ommuni
ations prennent du temps. La re
eption d'un message par un site et l'envoides messages qu'entraîne le traitement asso
ié sont don
 
onsidérés 
omme seule a
tion quine prend pas de temps. L'exé
ution d'un 
al
ul peut être représentée par un diagramme detemps 
omme indiqué sur la �gure 1 (Un point y représente un événement du type ré
eption
+ émission). Dans 
e modèle de 
omportement le problème de la terminaison revient don
à véri�er si tous les 
anaux sont simultanément vides.PSfrag repla
ementsi

j

kFig. 1 � Une exé
ution dans le modèle atomique.L'algorithme de Mattern Le prin
ipe 
onsiste à 
ompter le nombre message total Ede messages émis, le nombre total R de messages reçus pour 
on
lure à la terminaison lorsque
es deux nombres sont égaux.Un observateur envoie sur le 
ha
un des sites Pi une requête pour que 
eux-
i indiquentles nombres Ei et Ri des messages respe
tivement emis et reçus depuis le début et attend lesrésultats. On dit ainsi qu'il a e�e
tué une vague d'observation.Soient E =
∑n

i=1
Ei et R =

∑n

i=1
Ri le nombre de message emis et reçus au total.1. Dans le 
as où E = R, est-
e que l'on peut 
on
lure sur la terminaison ?2. Un observateur fait deux vagues d'observation, ne lançant la se
onde vague que lorsqu'ila obtenu tous les résultats de la première. Nous notons E ′ et R′ les résultats de lapremière vague, E ′′ et R′′ les résultats de la se
onde vague. Nous notons par t uninstanst entre la �n de la première vague et le début de la se
onde. Soient E∗ et R∗ le1

PSfrag repla
ements

P1

P2

P3

instant t

E∗R∗

d′ d′′f ′

f ′′Vague : E ′, R′ Vague : E ′′, R′′observateur Passage de la vagueFig. 2 � illustration d'une vaguenombre exa
ts de messages qui ont été émis et reçu avant t. Donner une relation entre
R′, R∗, E∗ et E ′′.3. Montrer que si l'observateur 
onstate que E ′ = R′′ alors on peut 
on
lure qu'au
unmessage n'était en transit à l'instant t.Corre
tion exer
i
e 1

PSfrag repla
ements
instant

Vague :Vague :observateurPassage de la vague
1

2

3

t1t2t3Temps réel
V

Fig. 3 � Une observation repartie1. Malheureusement non, 
omme le montre le 
ontre exemple suivant, �gure 3 On a e�et
E1 = R1 ave
 : e1(t1) = 0, e2(t2) = 1, e3(t3) = 0 et r1(t1) = 1, r2(t2) = 0, r3(t3) = 0.La droite V sur le diagramme sépare le 
al
ul onservé en deux parties : pour 
haquesite il y a avant l'onservation et aprèes l'observation. Si les 3 sites étaient observéssimultanément, i.e. t1 = t2 = t3, on pourrait 
on
lure à la terminaison à partir del'égalité E1 = R1. Tout le problème de l'observation dans un 
ontexte réparti provient2



du fait que l'on ne peut garantir que les sites sont observés simultanément : il n'y apas de référentiel de temps 
ommun à l'ensemble des sites et les messages né
essairespour réaliser l'observation ont des temps de transit arbitrairess et a priori indépendantsles uns des autres. Au
un site n'a 
onnaissan
e de tous les instants réels t1, t2 et t3,l'hypothèse de 
e temps global ne peut don
 servir qu'à l'analyse du problème et pasà l'algoithme qui le résoud !2. Nous avons R′ ≤ R∗ ≤ E∗ ≤ E ′′3. D'autre part, nous supposons qu'une réponse à une demande d'information ne quitteun site que lorsque 
e site est au repos, et que la réponse envoyée tient 
ompte detous les envois et ré
eption de message jusqu'à 
e moment de repos. Nous supposonsqu'après la deuxième vague, on ait E ′′ = R′ (nous sommes dans le 
as où il n'y a au
unmessage reçu après t), on a alors aussi : E ′′ = E∗ (grâ
e à l'inégalité pré
édente) ; 
elasigni�e qu'au
un site n'a envoyé de message entre l'instant t et le moment de sa réponseà la deuxième vague ; notons S le premier site réa
tivé après le passage de la deuxièmevague ; S a été a
tivé par la re
eption d'un message envoyé par un site S ′ ; l'envoie de
e message ne peut avoir lieu entre l'instant t et le passage de la se
onde vague sur
S ′ ni non plus avant l'instant t 
ar alors le message aurait été en transit à l'instant t.
S ′ (
ar nous sommes dans le 
as de l'hypothèse, où il n'y a au
un message reçu après
t) a don
 envoyé son message après le passage de la se
onde vague ; il y a don
 euréa
tivation de S ′ après le passage de la se
onde vague et avant la réa
tivation de S :d'où une 
ontradi
tion sur le 
hoix de S. En 
onséquen
e, au
un site ne sera réa
tivéaprès le passage de la se
onde vague. De plus, s'il y a terminaison, deux su

essivesdonneront bien R′′ = E ′ lors de la se
onde vague.Remarque 1 Ce type de raisonnement est 
ara
téristique du réparti. On 
her
he à
on
lure sur une propriété du système à un instant global t, la même sur tous les sites.Comme on ne peut garantir que tous les sites seront observés simultanément on 
al
uledes approxiamtions des valeurs re
her
hées. La preuve 
onsiste alors à montrer ave

es valeurs appro
hées qu'il a existé un instant t auquel la propriété re
her
hée étaitvéri�ée. Remarque 2 Si la terminaison n'est pas déte
tée par ls vagues V 1 et V 2, ilfaut en lan
er une autre V 3 et on 
ompare les valeurs 
olle
tées par V 2 et V 3 et ainside s suite. Dans tous les 
as, i faut toujours deux vagues après la terminaison pourpouvoir la déte
ter. De plus l'algorithme ne donne au
une information, dans 
e 
as oùil ne 
on
lut pas à la terminaison, sur l'instant auquel il faudrait démarrer la pro
hainevague a�n d'avoir des 
han
es de déte
ter la terminaison : le 
ontr�leur Cα ne disposed'au
une information sur les instants auxquels il doit lan
er une vague.

3

Fin 
orre
tion exer
i
e 1Exer
i
e 2 � Terminaison ave
 maintien d'un arbre On se pla
e dans le 
ontextesuivant : initialement tous les pro
essus sont passifs à l'ex
eption de l'un d'entre eux appelé
P0. Un pro
essus ne peut devenir a
tif que sur ré
eption de messages, il peut alors envoyerà d'autres pro
essus et les rendre don
 éventuellement a
tifs ; un pro
essus ne peut émettrequ'un nombre �ni de messages. De plus, pour simpli�er nous supposons que P0 ne peutqu'émettre des messages et 
e
i au début du 
al
ul. Ce genre de 
ommuni
ation et de 
al
ulest appelé 
al
ul di�usant. Il permet de modéliser un grand nombre de problèmes 
on
retsdans lesquels P0 joue le r�le de l'environnement qui dé
len
he l'a
tivité d'un 
al
ul dans lesystème.Les outils sur lesquels s'arti
ule la solution présentee sont ,une topologie de 
ontr�leparti
ulière (l'arbre) et que le fait que les délais de 
ommuni
ation sont bornés par ∆.Lorsqu'un pro
essus est rendu a
tif par la ré
eption d'un message il se pla
e, s'il n'apas de père, dans un arbre de 
ontr�le ave
 l'émetteur du message 
omme père ; il informel'émetteur de 
ette relation parentale qui l'in
lut dans ses �ls. Lorsqu'un pro
essus est passifet n'a pas de �ls il sort de l'arbre en informant son père de la destr
ution de la relationparentale. Ainsi les pro
essus a
tifs ou pères de pro
essus a
tifs forment un arbre de ra
ine
P0 (un pro
essus n'existe qu'une fois au plus dans l'arbre). L'arbre de 
ontr�le peut évolueret se re
on�gurer au 
ours du 
al
ul en fon
tion de l'état a
tif ou passif dans lequel se trouveun pro
essus à un instant donné et des messages é
hangés.1. Le nombre de �ls varie entre quelle valeurs ?2. Comment le site P0 déte
te la terminaison ?3. Comment le site Pi sait-il que le site Pj est son �ls ou pas ?4. Donner les variables né
essaire à l'algorithme.5. Donner l'algorithme.6. Donner un algorithme voisin qui n'utilise pas le ∆.Corre
tion exer
i
e 21. Le nombre de �ls varie de 0 à n.2. Le prin
ipe de déte
tion de la terminaison est alors le suivant : lorsque le pro
essus

P0 n'a plus de �ls, il n'y a plus d'a
tivité dans le 
al
ul sous-ja
ent : 
elui-
i est don
terminé. 4



3. Il reste un problème à régler : 
elui de la per
eption qu'a un pro
essus du nombrede ses �ls. Dans un 
ontexte 
entralisé il n'y a pas de problème ; la per
eption del'arbre se faiasnt en ex
lusion de ses modi�
ations ; en réparti les transferts de messages
onsomment du temps. 
onsidérons un pro
essus Pi qui n'a pas de �ls dans l'arbre, quievoie un message qui a
tivera Pj et l'introduira dans l'arbre 
omme �ls de Pi, après 
etenvoi Pi devenant passif. Le pro
essus Pi ne doit pas alors 
on
lure trop hativementqu'il n'a pas de �ls dans l'arbre de 
ontr�le : il doit attendre qu'un éventuel messagede 
ontr�le de Pj ait pu lui parvenir et l'informer d'une relation parentale. Si l'on
onsidère que le temps de traitement sont nuls (il speuvent absorbés dans ∆), Pi doitattendre 2∆ (un aller et retour de message) avant de 
on
lure : il sait alors si Pj estun de ses �ls ou non.4. Chaque Pi se dote des variables suivantes :� var etati : a
tif ou passif ;� nbfilsi : 0 . . . n− 1 initialisé à 0 ;� perei : 1 . . . n
⋃
{nil} inititialisé à nil ;� delecoulei booléen initialisé à vrai ;Le 
omportement du 
ontr�le asso
ié à Pi est le suivant. Les messages du type controleont la valeur sortir ou rentrer dans l'arbre de 
ontr�le.5. Voi
i l'algorithme :Lors de l'attente ou fin

etati := passif ;Lors de la re
eption de message(m, j)si perei := nil; alors
perei := jenvoyer 
ontrole(rentrer) à Pj

etati := actif ;Lors du désir d'émettre message(m, i) vers jon a alors etati := actif et perei 6= nil;envoyer message(m, i) à Pjamerhorloge(2∆) ;dele
oule :=faux ;Lors du signal de l'horlogedel
oule :=vrai ; 5

Lors de la re
eption de 
ontr�le(m)
as m = rentrer → nbfils := nbfils + 1
as m = sortir → nbfils := nbfils− 1Lors de l'émission de 
ontr�le(sortir)possible seulement si etati = passif et nbfilsi = 0 et delecoule ;
x := perei;envoyer 
ontr�le(sortir) à Px

perei := nil;L'attente d'un délai de 2∆ permet à un pro
essus de 
on
lure à bon es
ient sur lenombre de ses �ls : la per
eption qu'il en en a lorsque il peut tester nbfils et que
elle-
i vaut 0 est alors exa
te, (le booléen delecoule empê
hant tout test de nbfilslorsqu'il est à faux).6. Une solution 
onsiste : lorsque Pi envoie un message à Pj il l'in
lut a priori dans ses�ls ; à la re
eption du message, Pj lui répond de l'en sortir s'il est déjà dans l'arbre de
ontr�le (il a alors déjà un père). Ce prin
ipe est dual de 
elui exhibé dans l'algorithmeprésenté. L'in
lusion d'un pro
essus Pj dans l'arbre de 
ontr�le, tel que le perçoit Pil'émetteur du messsage, peut ainsi être faite par Pi :� apostériori après un délai de 2∆ après une émission. Si au terme de 
e délai Pj n'arien répondu à Pi, 
elui-
i n'a pas à à le 
onsidérer 
omme un de ses �ls. Il peutalors y avoir moins de messages de 
ontr�le é
hangés que de messages de données, ily en a au pire 2 fois plus (un message rentrer et et un message sortir par messagede données é
hangé).� a priori lors de l'émission. Pj peut alors répondre à Pi de la soritr de ses �ls s'il estdéjà dans l'arbre. Il n'y a alors que des messages de 
ontr�le sortir et il y en aurale même nombre que de messages de données é
hangés par le 
al
ul sous-ja
ent. Deplus la varation nfils ne 
ompte plus alors le nombre de �ls potentiels de Pi mais lenombre de messages émis par Pi et nono en
ore �a
quittés� par soritr. (
e nombre estnono borné à priori le pro
essus Pi pouvant envoyer plusieurs messages à un mêmepro
essus Pj sans savoir en
ore si Pj est ou non un de ses �ls au moment 
onsidéré).Fin 
orre
tion exer
i
e 2
6



Université de Montpellier II 2010/2011Maitrise GMI Durée: 4.5hAlgorithme distribuéTD � Séan
e n�4Exer
i
e 1 � Perte d'un jeton sur un anneau unidire
tionnel Supposons n sitespla
és sur l'anneau dans l'ordre S0, S1, · · · , Sn−1, S0. Si le jeton se perd par exemple entre Siet Si+1 deux 
hoses sont à faire :� déte
ter la perte du jeton� en générer un nouvel exemplaire.Si le jeton se perd et que plusieurs sites le déte
tent il est essentiel qu'un et un seul d'entreeux le régénère ; se pose don
 le problème d'ex
lusion.1. Expliquer pourquoi le fait d'avoir un mé
anisme d'a
quitement du jeton entre deuxsites ne fon
tionnent pas. L'idée est valué le jeton et à utiliser 
ette valeur pour laissersur 
haque site une tra
e qui donnera les informations né
essaires pour déte
ter laperte éventuelle du jeton et le régénérer si tel est le 
as ave
 la bonne valeur.2. Appelons si la variable d'état lo
ale à Si dans laquelle 
elui-
i pla
e la valeur vj dujeton lorsqu'il le possède et 
ela avant de la transmettre à Si+1. Comment déte
ter laperte d'un jeton ? Quel est le 
ritère qu'un site devra véri�er lors de la perte d'un jeto ?3. Que se passe-t-'il pour le site S0 ? Proposez une solution.4. On peut de manière très générale supposer que les sites peuvent tomber en panneet qu'alors un proto
ole sous-ja
ent re
on�gure l'anneau. Proposer une idée pour uneré
on�guration simple.5. Proposer maintenant l'algorithme.Corre
tion exer
i
e 11. La première idée 
onsiste à utiliser un simple mé
anisme d'a
quitement du jeton entredeux sites. Mais 
'est insu�sant pour résister à la perte de l'a
quitement. En e�et laperte d'a
quitement peut entraîner la présen
e de plusieurs jetons. L'idée est valué lejeton et à utiliser 
ette valeur pour laisser sur 
haque site une tra
e qui donnera lesinformations né
essaires pour déte
ter la perte éventuelle du jeton et le régénérer si telest le 
as ave
 la bonne valeur. 1

2. Appelons si la variable d'état lo
ale à Si dans laquelle 
elui-
i pla
e la valeur vj dujeton lorsqu'il le possède et 
ela avant de la transmettre à Si+1. L'idée est la suivante :lorsque Si passe le jeton à Si+1 il arme une horloge de garde lo
ale hgi à une valeur ∆ ;lorsque 
e délai est é
oulé le site Si va 
her
her à savoir si le jeton s'est perdu entreson prédé
esseur Si−1 et lui-même, 
e qui règle le problème d'ex
lusion pré
édent : sile le jeton est perdu un seul site le déte
tera et don
 le régénèrera. Il s'agit don
 detrouver un test qui indique la perte du jeton entre Si−1 et Si. Considérons à un instantla 
on�guration suivante des variables d'état :
(s0 = x, s1 = x, · · · , si−1 = x, si = x− 1, · · · , sn−1 = x− 1le jeton a fait n − 1 tours et le nime tour jusqu'à Si−1 qui l'a envoyé à Si. Si lejeton s'est perdu entre Si−1 et Si (i 6= 0) on a don
 si−1 6= si Le proto
ole est don
simple : à l'é
héan
e de son horloge de garde le site demande à son voisin de gau
he(prédé
esseur) la valeur de sa variable d'état : si 
elle-
i est égale à si le site Si 
on
lutque le jeton n'est pas perdu entre son prédé
esseur et lui-même, dans le 
as 
ontraireil 
on
lut à la perte et le régénère ave
 la valeur obtenue de son voisin (il faut que lademande-réponse utilise un proto
ole �able).3. L'anneau présente un point singulier S0 : le début du tour. si le jeton est en transit ouse perd entre Sn−1 et S0 toutes les variables d'état sont égales ; le test de déte
tion estdon
 pour S0 l'égalité de s0 ave
 la valeur de sn−1.4. On peut de manière très générale supposer que les sites peuvent tomber en panne etqu'alors un proto
ole sous-ja
ent re
on�gure l'anneau. Tout site est alors doté de deuxvariables vgi et vdi qui dé�nissent respe
tivement son voisin de gau
he et son voisinde droite ; 
e proto
ole garantissant que les sites sont toujours pla
és dans l'ordre deleurs identités sur l'anneau. Dans le 
as S0 est défaillant, 
'est S1 qui marquera alorsle début du tour de l'anneau, et
. De manière générale le site début de tour, et quidoit don
 in
rémenter vj, est le site tel que i < vgi ; grâ
e au pla
ement ordon é dessites sur l'anneau 
e site est unique. Le proto
ole de déte
tion et drégénértation est�nalement le suivant pour un site Si quel
onque :5. visite du jeton attendre jeton(vj)de Svgidésarmer hgi ;

<utliser le jeton conformment aux droits qu′il offre >si i < vgi alors (début d'un nouveau tour) vj := vj + 1�nsi
si := vjenvoyer jeton(vj) à Svdi 2



armer(hgi, ∆)Lors de l'é
hange ou Si a besoin du jeton et ne l′a pasDébutdemander la valeur de svgi
à Svgi

;(Svgi
ne répond que s'il n'a pas le jeton)si i < vgi et si = svgi

(Si : début du tour)ou i > vgi et si 6= svgi
(Si : banalisé)alors (le jeton(svgi) s'est perdu entre les deux sites)
réer un jeton(svgi) (Si est alors le jeton)�nsi�nsi Fin 
orre
tion exer
i
e 1Exer
i
e 2 � Perte d'un jeton sur un anneau unidire
tionnel (suite)Supposons n sites pla
és sur l'anneau dans l'ordre S0, S1, · · · , Sn−1, S0. Si le jeton se perdpar exemple entre Si et Si+1 deux 
hoses sont à faire :� déte
ter la perte du jeton� en générer un nouvel exemplaire.Si le jeton se perd et que plusieurs sites le déte
tent il est essentiel qu'un et un seul d'entreeux le régénère ; se pose don
 le problème d'ex
lusion. Dans 
et exer
i
e nous proposons unealternative aux horloges de gardes : nous proposons d'utiliser deux jetons ping et pong ayantpour valuation respe
tivement nbi et nbo.1. Pour déte
ter la perte d'un jeton nous allons utiliser un invariant. Proposez un inva-riant. Comment un jeton arrivant sur un site Si peut déte
ter la perte de l'autre.2. Donner l'algorithme de la re
eption des jetons ping et pong sur un site Si. Donnerégalement l'algorithme de re
eption des jetons sur un site Si.3. Quel est le défaut de l'algorithme. Modi�er-leCorre
tion exer
i
e 21. A�n d'éliminer les horloges de garde et le pla
ement ordonné des sites sur l'anneau uneidée simple 
onsiste à introduire plusieurs jetons dont 
ha
un est 
hargé de déte
ter laperte éventuelle des autres : tant qu'il y a un jeton le système peut don
 fon
tionner.Une étude probalistique peut indiquer le nombre de jetons à utiliser, en fon
tion des
ara
térisitques des 
anaux, pour la probalité qu'il y ait toujours au moins un jetonsoit aussi pro
he de un que l'on veut. Nous nous limiterons à deux jetons.3

2. Le proto
ole Soit ping et pong les deux jetons ; ils sont valués respe
tivement par
nbi et nbo qui 
omptent le nombre de fois où ils se sont ren
ontrés et sont tels que
nbi+nbo = 0. (Leurs valeurs initailes sont 1 et −1). Chaque site est doté d'une variable
mi dans laquelle le jeton dépose sa valeur (tra
e) lorsqu'il est sur 
e site. Lorsqu'unjeton, par exemple ping(nbi), arrive sur Si, si mi 6= nmi, le jeton ou le site ont vul'autre jeton depuis le pré
édent passage de ping sur Si ; dans le 
as 
ontraire le site
Si peut 
on
lure à la perte de pong et le régénérer. Comme on le voit ni les identitésde sites, ni les horloges de garde sont né
essaires.3. Le 
omportement d'un site quel
onque Si peut être dé
rit par :Lors de la re
eption du jeton ping(nbi)Si mi 6= nbi

mi := nbiSinon regénérer pong(nbo)

nbi := nbi + 1;

nbo := −nbi;Lors de la re
eption du jeton pong(nbo)(analogue au 
as pré
édent en intervertissant les deux jetons)Lors de la re
eption des deux jetons (sur un site)
nbi := nbi + 1;

nbo := nbo− 1;Ce proto
ole revient à maintenir invariante la relation nbi + nbo = 0. Les variablesmanipulées peuvent être bornées. En e�et, les deux jetons se ren
ontrent au plus unefois par site et par tour d'anneau, soit au plus n fois par tour d'anneau : les variables
mi des sites ne peuvent don
 prendre au plus que n valeurs di�érentes ( en valeursabsolues). Les 
ompteurs nbi et nbo peuvent don
 être utilisés modulo n + 1 : entredeux visites à Si un 
ompteur n'a pu être in
rémenté que de n au plus (en valeurabsolue). D'autres mises en oeuvre de 
e même prin
ipes sont possibles.4. Dans la pré
édente un tour de jeton est né
essaire pour déte
ter la perte de l'autre ; onpeut vouloir la déte
ter �au plus t�t� : si pong s'est perdu entre Si et son su

esseur surl'anneau Sj alors ping déte
te la perte en Sj et non pas après un tour supplémentaired'anneau. Pour réaliser 
ela les jetons doivent être valuées non ave
 le nombre de leursren
ontres mais ave
 le nombre de sites visités qu'ils laissent, en tra
e, dans 
es sites.Ainsi ping peut 
onstater que pong est passé en Si et qu'il ne l'a pas ren
ontré et qu'iln'est pas arrivé en Sj. Fin 
orre
tion exer
i
e 24



Exer
i
e 3 � Extension de l'algorithme de Naimi-TréhelL'algorithme de Naimi-Trehel à pour but de gérer de façon distribuée, l'a

ès à uneressour
e 
ritique, d'un ensemble de noeud (ou site). L'algorithme, à la manière du TokenRing, va utiliser un jeton pour symboliser l'autorisation d'a

ès à une ressour
e 
ritique. Cetalgorithme gère les noeuds du réseau en les organisant sous forme de deux stru
tures. Toutd'abord un arbre va gérer la transmission des demandes à travers le réseau. Ensuite une �led'attente va sto
ker l'ordre de 
es demandes et ainsi permettre la transmission du jeton d'unnoeud a l'autre. Chaque noeud doit don
 
onnaître le noeud situé juste au dessus de lui dansl'arbores
en
e (appelé last), et le noeud qui lui su

ède dans la �le d'attente (appelé next).Les noeuds du réseau qui veulent utiliser la ressour
e 
ritique, vont utiliser un message typeappelé TOKENREQUEST a�n de rentrer dans la �le d'attente. Ainsi, lorsqu'un noeudde l'arbre a besoin de la ressour
e, il envoi le message TOKENREQUEST à son last. Apartir de la, le noeud qui reçoit la demande n'a que 2 options : - Si il n'est pas ra
ine del'arbre, il transmet la demande a son last puis modi�e 
ette valeur de last pour pointer versle demandeur. - Si il est ra
ine de l'arbre, il est don
 le destinataire du message. Il modi�e lavaleur de son next pour pouvoir lui transmettre le jeton dès sa sortie de la se
tion 
ritique.Il en fait de même ave
 son last pour pointer vers le demandeur.Un invariant de 
et algorithme est que le noeud ra
ine de l'arbre sera également le derniernoeud de la �le d'attente.Cependant, une panne d'un noeud dans le réseau peut provoquer la perte irrémédiabled'information. En parti
ulier, la perte du jeton peut survenir, si le noeud en panne est enpossession du jeton, ou si il est le su

esseur dans la �le d'attente du possesseur du jeton.Cette erreur pourrait 
ompromettre l'intégrité du système 
ar au
un des noeuds du réseaune pourrait a

éder à la ressour
e 
ritique.Les trois types de pannes que l'algorithme de Naïmi-Tréhel doit surporter :1. Le sommet qui tombe en panne appartient à l'arbre.2. Le sommet qui tombe en panne appartient à la �le.3. Le sommet qui tombe en panne possède le jeton.1. Quel est le mé
anisme peut-on introduire a�n de garantir un minimum de toléran
eaux pannes ?2. Nous proposons plusieurs mé
anismes selon le type de panne. Soit Si le site qui déte
tela panne :(a) Le mé
anismeM1 : il apparaît quand le sommet Si a reçu le massage < COMMIT >et le nombre de sites en panne est inférieur à k.5

(b) Le mé
anismeM2 : il apparaît quand le sommet Si a reçu le message > COMMIT >et le nombre de sites en panne est supérieur ou égal à k.(
) Le mé
anisme M3a : il apparaît quand Si n'a pas reçu de message > COMMIT >et est le seul qui a déte
té une panne.(d) Le mé
anisme M3b : il apparaît quand Si n'a pas reçu de > COMMIT > etplusieurs sites ont déte
té une panne.3. Comment le site Si peut déte
ter une panne pour 
haque type de mé
anisme ?4. Donner les algorithmes asso
iés à 
haque mé
anisme et pré
iser leur 
omplexité.5. Comment ré
onstruire l'arbre logique pour le mé
anisme M3 ?6. Comment géré le fait que la position augmente tout le temps ?Corre
tion exer
i
e 31. A�n de tolérer les pannes, l'extension proposée in
lut un mé
anisme ave
 a

usé deré
eption. Ce mé
anisme est employé lors de 
haque demande d'a

ès à la ressour
es.Cet a

usé de ré
eption, appelé < COMMIT >, est 
omposé de deux valeurs :� la position du re
eveur dans la �le d'attente ;� un tableau 
ontenant les k prédé
esseurs de l'expéditeur du > COMMIT > (k étantun élément paramétrable)Lorsqu'une panne est déte
tée par un site Si, 
e dernier 
ommen
e la pro
édure deréparation. La dite pro
édure 
omporte 4 mé
anismes, 
ha
un étant exé
utée suivantle 
ontexte de la panne.2. Une panne est déte
tée grâ
e aux messages > COMMIT >. Lors d'une demande dejeton, un site Si attend un message > COMMIT > de son père Sj . Deux 
as sontalors possibles :� Soit il reçoit, auquel 
as il doit maintenant véri�er régulièrement la vie de Sj (égale-ment prédé
esseur dans la �le d'attente). Cette véri�
ation est réalisée au moyen demessages d'é
ho vers Sj ; on demande s'il est en vie et il doit répondre favorablementsinon on aplique le mé
anisme M1.� Soit il ne reçoit pas de message > COMMIT > dans un délai �xé après sa demande.Dans 
e 
as, on applique le mé
anisme M3.Une autre panne peut-être déte
tée grâ
e aux messages < AREY OUALIV E >.Pour tout Sj ∈ aux k prédé
esseursenvoyer( <ARE_YOU_ALIVE> ) à Sj6



mé
anisme 
ontexteM1 (page ??) Si a reçu le message <COMMIT> et le nombre de sitesen panne est inférieur à kM2 (page ??) Si a reçu le message <COMMIT> et le nombre de sitesen panne est supérieur ou égal à kM3-a (page ??) Si n'a pas reçu de message <COMMIT> et est le seulqui a déte
té une panneM3-b (page ??) Si n'a pas reçu de message <COMMIT> et plusieurssites ont déte
té une panneTab. 1 � Origine des pannes et mé
anismes asso
iésattendre( 2Tmsg )Si ré
eption( <I_AM_ALIVE> ) alorssortir de la bou
le PourSinon Supprimer (Sj) du tableau des prédé
esseursAlgorithme exé
uté lors de la ré
eption du message <ARE_YOU_ALIVE> :
nextj := Sienvoyer( <I_AM_ALIVE> ) à SiSoit Sk un site re
evant un message < AREY OUALIV E > en provenan
e de Si, Skrenverra < IAMALIV E systématiquement à Si, et 
e même s'il n'est plus dans la �le.En 
onséquen
e, Si n'aura le jeton que si Sk le demande et l'arbre logique ne sereaplus fon
tionnel. On a�e
te la valeur −1 aux sites qui ne sont pas ou plus dans la�le d'attente et on exé
ute les instru
tions suivantes lors de la ré
eption d'un message

< AREY OUALIV E >Si (positionk! = 1) alors
nextk := SiEnvoyer(< IAMALIV E) à Si ;3. Le mé
anisme M2. On se préo

upe i
i du 
as où < IAMALIV E n'a pas été reçudurant le mé
anisme M1. Dans 
e 
as, on applique l'algorithme suivant qui 
onsisted'abord à expédier un message < SEARCHPREV > à tout le monde. Ensuite, pen-dant un délai �xé (i
i à 2Tmsg) on va re
ueillir les réponses. A noter que seuls les sitespré
édents dans la �le vont répondre (algorithme 5). ON sélé
tionne ensuite, parmi7

les réponses, le site qui se trouve le plus près dans la �le (algorithme 6). Une fois lepremier prédé
esseur trouvé, on tente de se 
onne
ter à 
elui-
i.Lors de la ré
eption du message < SEARCHPREV, positioni > en provenan
e dusite Si par le site Sj, on exé
ute l'algorithme suivant traduisant le mé
anisme M2
siteelu := null
positionelu := nulldiffuser( <SEARCH_PREV, positioni> )attendre( 2Tmsg )Si siteelu == null alors(Je n'est reçu au
un message ACK_SEARCH_PREV)générerJeton()

positioni := 0entrerEnSe
tionCritique()Sinon envoyer( <CONNECTION> ) à siteelu

positioni := positionelu + 1Lors de la ré
eption du message <SEARCH_PREV, positioni> en provenan
e du site
Si par le site Sj , on exé
ute l'algorithme suivant :Si ((positionk! = −1) et (positionj < positioni)) alorsEnvoyer(< ACKSEARCHPREV, positionj) à Si ;Lors de la ré
eption du message < ACKSEARCHPREV, positioni) du site SiSi (positionelu < positioni) alors

siteelu := Si

positionelu := positioniLors de la ré
eption du message > CONNECTION > du site Si par Sj , 
e dernierexé
ute l'algorithme suivant (algorithme servant à 
onne
ter le site Sj à la �le d'attente) :
nextj := SiLe mé
anisme M2 n'est appliqué que lorsque tous les prédé
esseurs de la table ont étééliminés, faute de réponse à < AREY OUALIV E >. IL faut par 
onséquent mettre àjour 
ette table. Trivialement, il su�t de ré
upérer le tableau du siteelu (s'il n'est pasnul).Pour 
ela deux possibilités : 8



� soit le siteelu envoi le tableau dans le message < ACKSEARCHPREV > ;� soit le siteelu envoi le tableau dans le > COMMIT > résultant de la demande de
onnexion.Nous 
hoississons la se
onde 
ar, dans la première, le tableau serait transmis systéma-tiquement 
e qui n'est pas né
essaire.4. Le mé
anisme M3 Nous avons vu 
omment traiter le 
as où le message <COMMIT>avait bien été reçu. Dans le 
as 
ontraire 
'est M3 qui est 
hargé de traiter la défaillan
e.Cependant, il peut arriver que plusieurs sites déte
tent la panne. C'est pourquoi, ilexiste deux variantes de M3 : M3-a et M3-b .(a) Le mé
anisme M3a : Nous sommes i
i dans le 
as où un seul site Si a déte
té unepanne.Algorithme traduisant le mé
anisme M3− a

siteelu := null
positionelu := null
siteelu_avoir_next := nulldiffuser( <SEARCH_QUEUE> )attendre( 2Tmsg )Si siteelu == null alors(Je n'est reçu au
un message ACK_SEARCH_QUEUE)générerJeton()

positioni := 0Sinon Si siteelu_avoir_next == FAUX alorsenvoyer( <REQUEST> ) à siteeluSinon envoyer( <CONNECTION> ) à siteelu

positioni := positionelu + 1Lors de la ré
eption du message <SEARCH_QUEUE> de Sj par le site Si :Si positioni! = −1 alorsSi nexti! = null alorsenvoyer( <ACK_SEARCH_QUEUE, positioni, VRAI> ) à SjSinon envoyer( <ACK_SEARCH_QUEUE, positioni, FAUX> ) à SjLors de la ré
eption du message <ACK_SEARCH_QUEUE,positionj , AVOIR_NEXT>de Sj par le site Si :Si positionj > positionelu alors
siteelu := Sj 9

positionelu := positionj

siteelu_avoir_next := AVOIR_NEXT(b) Le mé
anisme M3b :Cette variante 
on
erne le 
as où plusieurs sites déte
tent une panne.En e�et, si plusieurs sites utilisent le mé
anisme M3−a simultanément, plusieursjetons sont génére ; En 
onséquen
e, la �le d'attente devient in
onsistante et leprin
ipe de l'uni
ité du jeton n'est plus valable.Dans 
e mé
anisme, un site est 
andidat pour la re
onstitution de la �le d'attenteà partir du moment où il di�use le message <SEARCH_QUEUE>. Un site est
onsidéré 
omme élu s'il est toujours 
andidat après 2Tmsg.L'algorithme utilisé lors de la ré
eption d'un message <SEARCH_QUEUE> estle suivant traduisant le mé
anisme M3− b :
siteelu := moi_même
nbr_entree_en_scelu := X
sitevivant := null
sitevivant_avoir_next := null
positionvivant := nulldiffuser( <SEARCH_QUEUE> )attendre( 2Tmsg )Si siteelu == moi_même alors(je suis toujours 
andidat)Si sitevivant == null alors(au
un <ACK_SEARCH_QUEUE> reçu)générerJeton()

positioni := 0Sinon Si sitevivant_avoir_next == FAUXenvoyer( <REQUEST> ) à sitevivantSinon envoyer( <CONNECTION> ) à sitevivantet positioni := positionvivant + 1(un autre site est élu)
perei := siteeluenvoyer( <REQUEST> ) à siteeluUne 
onséquen
e de 
e 
hangement est la modi�
ation de l'algorithme employélors de la ré
eption du message <SEARCH_QUEUE> de Sj par le site Si :C'est l'algorithme au message <SEARCH_QUEUE>10



(j'ai une position dans la file d'attente)Si positioni! = −1 alorsSi nexti! = nullenvoyer( <ACK_SEARCH_QUEUE, positioni, VRAI> ) à SjSinon envoyer( <ACK_SEARCH_QUEUE, positioni, FAUX> ) à SjSinon (je n'ai pas de position)Si attente_jeton == V RAI alors
siteelu := determinerLeGangant( siteelu, Sj )
nbr_entree_en_scelu := siteelu.nbr_entree_en_sc
perei := nexti(
) Re
onstru
tion de l'arbre A la �n des mé
anismes M3, la �le d'attente est re
ons-tituée mais pas l'arbre logique. Le problème est de savoir à quel moment un sitei 
onsidère qu'un autre site j est l'élu ? 
'est à dire 
onsidérer le site j 
omme unpère. En fait, les sites reçoivent autant de messages <SEARCH_QUEUE> qu'il ya de sites qui ont déte
té une panne. La di�
ulté réside alors dans le fait qu'au
unsite ne sait à quel moment il ne re
evra plus de message <SEARCH_QUEUE>et don
 
omment 
onnaître l'élu.Pour remédier à 
elà, nous utilisons un minuteur lan
é à la ré
eption du pre-mier message <SEARCH_QUEUE>. Ce minuteur s'arrête au bout de 2Tmsg etl'éle
tion est e�e
tuée par rapport à l'ensemble des réponses reçues. Le site éluest sto
ké dans la variable siteelu et il su�t de mettre à jour la variable pere.(d) Position : in
rémentée vers l'in�ni La position augmente à 
haque demande dejeton mais ne diminue jamais. Arrivée à une 
ertaine valeur 
e
i peut 
auser uneerreur de segmentation.Solution envisagée A�n de résoudre 
e problème, nous avons mis en pla
e lastratégie suivante :� 
hoisir une valeur 
ritique ;� lors de la ré
eption du jeton par un site Si (algorithme Ré
eption du jeton etmise à jour des positions :Si (nexti != null) et (positioni ≥ VALEUR_CRITIQUE) alorsenvoyer( <UPDATE_POSITION, 0> ) à nextientrerEnSe
tionCritique()Si nexti! = null alorsenvoyer( <JETON> ) à nexti

nexti := null

positioni := -1 11

� lors de la ré
eption du message <UPDATE_POSITION, position> par Si (pourla Mise à jour de la position )
positioni := position + 1Si nexti! = nul alorsenvoyer( <UPDATE_POSITION, positioni> ) à nextiFin 
orre
tion exer
i
e 3

12



Université de Montpellier II 2010/2011Master Durée: 3hAlgorithme distribuéTD � Séan
e n�6Exer
i
e 1 � Généraux byzantinsOn 
onsidère quatre pro
essus répartis 
ha
un sur un site dont au plus un est byzantin,et le proto
ole d'a

ord suivant : lors de la première phase, 
haque pro
essus di�use sa valeurinitiale à tous les autres, attend d'avoir obtenu eux réponses (le réseau est asyn
hrone et lesmessages signés) et 
hoisit la valeur majoritaire parmi les trois valeurs (la sienne et les deuxreçues, en 
as d'égalité il 
hoisit la plus petite. Les phases 2 et 3 sont identiques en partantde la valeur 
hoisie à la phase pré
édente. La valeur de l'a

ord est la valeur 
hoisie à la �nde la troisième phase.1. Ce proto
ole est-il une solution 
ore
te au problème de l'a

ord ?Corre
tion exer
i
e 11. La réponse est non. Prenons un K4 ave
 un félon. Le byzantin envoie une fois 1 et deuxfois 2 à 
es voisins. Le problème est lié au fait qu'un génral félon ait pu envoyer deuxvaleurs di�érentes à deux généraux loyaux.Fin 
orre
tion exer
i
e 1Exer
i
e 2 � Cal
ul d'un se
retSoit s un entier se
ret, n le nombre de sites et t une borne supérieure du nombre de félons.On se propose de 
onstruire n entiers, appelés les ombres du se
ret s, qui seront distribuésentre les parti
ipants de telle sorte que :� si au moins t parti
ipants se 
ommuniquent leurs ombres, alors ils peuvent re
onstruirele se
ret,� tout groupe de moins de t parti
ipants ne peut re
onstruire s.La méthode : 
hoisir p un nombre premier plus grand que n et s. Par la suite tous lesnombres sont 
al
ulés modulo p. Puis 
hoisir t− 1 entiers a1, a2, a3, . . . , at−1 et on 
onstruitle polyn�me en la variable x : 1

P (x) = at−1x
t−1 + at−2x

t−2 + . . . + a1x + sLes ombres sont 
al
ulées par si = P (i) mod p.1. Appli
ation à n = 12, t = 3, s1 = 4, s5 = 9, s6 = 12. Quel est le se
ret ?
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e n�3Exer
i
e 1 � Détermination d'un 
entreConsidérons une grille q × q, q =
√

n. Soit α le sommet au 
oin Nord-ouest.1. Donner l'arbre de re
ouvrement ART (α).2. Donner le 
entre C(ART (α)).3. Cal
uler R(G) et R(ART (α)).Exer
i
e 2 � Borne supérieure atteinte pour le 
al
ul d'un 
entre1. Donner un graphe pour lequel le majorant sur la 
omplexité pour le 
al
ul d'un 
entreest atteint.Exer
i
e 3 � Le 
as du modèle assyn
hrone pour la re
her
he d'un 
entre etd'une médiane1.Exer
i
e 4 � Par
ours en profondeurDans 
et algorithme nous supposons que 
haque site 
onnaît l'identité des 
es voisins.1. Donner un algorithme de par
ours en profondeur qui 
onstruit un arbre.2. Evaluer sa 
omplexité en nombres de messages.3. Evaleur sa 
omplexité en temps.4. Evaleuer sa 
omplexité en nombre de bits.
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