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Université de Montpellier II 2009/20010UMIN111 Durée: 4.5hOptimisation 
ombinatoireTD � Séan
e n�3
1 Dé�nitions et appli
ations des �otsExer
i
e 1 � Appli
ations des dé�nitionsVéri�er 
ha
une des trois propriétés de �ot pour le �ot f dé�ni par : f(sb) = f(ba) = 1,
f(sa) = 3, f(ad) = f(ac) = f(dp) = f(cp) = 2, f(bd) = 4.
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Fig. 1 � Un exemple de �otExer
i
e 2 � Equivalen
e de dé�nitionsDé�nition : Un �ot f sur G = (X,U) est une appli
ation f : U → R véri�ant1. pour tout x ∈ X : f(X,x) − f(x,X) = 0 ave
 f(X,x) =
∑

(y,x)∈U f(y, x) et f(x,X) =∑
(x,y)∈U f(x, y) (
onservation du �ot). La valeur f(x, y) 
orrespond au �ux qui traversel'ar
 (x, y).2. Pour tout ((x, y) ∈ U : f(x, y) ≤ c(x, y)3. Pour tout (x, y) ∈ U : f(x, y) ≥ 0Pour dé�nir le problème du �ot maximal, on distingue 2 sommets s et p. On s'intéressera au�ux maximum traversant l'ar
 ps éventuellment ajouté, ayant une 
apa
ité in�nie. La valeurd'un �ot est donnée par : f(ps) = f(X, p) = f(s,X) Le but de 
et exer
i
e est de montrer quel'on peut à partir de la dé�nition pré
édente et de la formulation du problème du �ot maximalretrouver la formulation du 
ours. Dans un premier temps 
ontruisez un nouveau réseau ave
une valuation f ′ et ensuite montrez qu'il y a équivalen
e des �ots.Considérons G = (X,U) un graphe orienté, et une sour
e s et un puits p. Trouver les ar
sde G′ = (X,U − {(p, s)}) une valuation f ′ véri�ant :� ∀x ∈ X − {p, s} : f ′(X,x) − f ′(x,X) = 0� ∀(x, y) ∈ U − {(p, s)} : 0 ≤ f ′(x, y) ≤ c(x, y)� Max v(f ′) = f ′(s,X) − f ′(X, s) = f ′(X, p) − f ′(p,X) où v(f ′) est la valeur du �ot.Exer
i
e 3 � Propriété élémentaires des �ots.Montrer que si f est un �ot sur G = (X,U) alors ∀Y ⊆ X, f(Y, Ȳ ) − f(Ȳ , Y ) = 0 (ave
 ladé�nition de l'exer
i
e 2).Exer
i
e 4 � Propriété élémentaires des �otsSoient f et f ′ deux �ots sur G = (X,U). Alors h = f + f ′ est un �ot sur G.Exer
i
e 5 � Propriétés des �ots Dé�nition : Un �ot f sur G = (S,A) est une appli
ation

f : S × S → R véri�ant 1

1. pour tout u ∈ S − {s, t} on a né
essairement : ∑
v∈S f(u, v) = 0 (
onservation du �ot)2. Pour tout u, v ∈ S : f(u, v) ≤ c(u, v) (
ontrainte de 
apa
ité)3. Pour tout (x, y) ∈ U : f(u, v) = −f(v, u) (symétrie)La quantité f(u, v) qui peut-être positive et négative est appelée �ot net du sommet u au sommet

v. La valeur d'un �ot f est dé�nie par |f | = ∑
v∈S f(s, v) autrement dit, le �ot net total partantde la sour
e. I
i la notation |.| indique la valeur de �ot, et non une valeur absolue ou un 
ardinald'ensemble). Dans le problème du �ot maximal, on part d'un réseau de transport G de sour
e

s et de puits t, et on souhaite trouver un �ot de valeur maximale entre s et t. Soit G = (X,E)un réseau et soit f un �ot de G. Montrer que1. ∀Y ⊆ X, f(Y, Y ) = 0.2. ∀Y,Z ⊆ X, f(Y,Z) = −f(Z, Y ).3. ∀Y,Z, S ⊆ X ave
 Y
⋂

Z = ∅, f(Y
⋃

Z,S) = f(Y, S) + f(Z,S) et f(S, Y
⋃

Z) =
f(S, Y ) + f(S,Z).Exer
i
e 6 � Propriétés des �ots bis Cette propriété reste valable pour n'importe queldé�nition. Soit f un �ot dans un réseau, et soit α un nombre réel. Le produit s
alaire-�ot αfest une fon
tion de X ×X vers R dé�nie par

(αf)(u, v) = α.f(u, v).Démontrer que le �ots d'un réseau forme un ensemble 
onvexe en montrant que si f1 et f2 sontdeux �ots, alors αf1 + (1− α)f2 est aussi un �ot pour tout α dans l'intervalle 0 ≤ α ≤ 1.Exer
i
e 7 � Appli
ation des formules Cet exer
i
e utilise la dé�nition donné par l'exer
i
e1.
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4/4Fig. 2 � ExemplePour le réseau de transport G = (V,E) et le �ot donné par la �gure 2, trouver un 
ouplede sous-ensembles X,Y ⊆ V pour lesquel f(X,Y ) = −f(V −X,Y ). Puis, trouver un 
ouple desous-ensembles X,Y ⊆ V pour lesquel f(X,Y ) 6= −f(V −X,Y ).Exer
i
e 8 � Propriété des �otsDémontrer que |f | = f(S, t) où t est le puits sa
hant que |f | = f(s, S) en utilisant ladé�nition donnée par l'exer
i
e 1.Exer
i
e 9 � Théorème des valeurs entièresDémontrer le théorème suivant : si dans un réseau toutes les 
apa
ités �nies ont des valeursentières et s'il existe une 
oupe de 
apa
ité �nie, alors il existe un �ot de valeur maximale,prenant des valeurs entières sur 
haque ar
.Exer
i
e 10 � Le problème ave
 des sour
es et des puits multiples1. Etendre les dé�nitions de �ot au problème ave
 sour
es et puits multiples.2
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Fig. 3 � Un exemple de réseau à sour
es et puits multiples2. Démontrer que tout problème de �ot sur un réseau à sour
es et puits multiples peut setraduire en un problème de �ot à sour
e et puits unique. Donner la transformation.Exer
i
e 11 � dé
omposition en 
ir
uits On 
onsidère un réseau R = (G, s, p) ave
 unar
 retour (ps). Nous montrons l'existen
e d'un ensemble C(f) de 
ouples (µ, λ(µ)) où µ estun 
ir
uit élémentaire de G et λ(µ) un entier stri
tement positif, tel que : f =
∑

µ∈C(f) λ(µ)gµUn tel ensemble C(f) est appelé dé
omposition du �ot f sur les 
ir
uits de G. La fon
tion gµest appelée par 
onvention �ot 
anonique du 
ir
uit µ. Soit G(f) le graphe partiel de g appelégraphe support de f , 
omposé des ar
s de G de �ux stri
tement positif.1. Montrer qu'un �ot entier f ≥ 0 est nul si et seulement si si son graphe support G(f) estsans 
ir
uit.2. Démontrer le théorème dé
ompostion : tout �ot non nul, à valeurs positives ou nulles, peuts'é
rire 
omme une 
ombinaison linéaire à 
oe�
ients positifs de �ots dont 
ha
un vaut 1sur les ar
s d'un 
ir
uit du graphe, et 0 sur tout autre ar
. Un 
ir
uit est un 
hemin dontles extrémités 
oïn
ident.3. Appliquer 
e théorême sur le �gure 4.
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Fig. 4 � Exemple2 Notion sur les 
oupesExer
i
e 12 � Propriétés des 
oupesVrai ou faux ?1. Si tous les ar
s de G ont des valeurs di�érentes, G admet une 
oupe minimale unique.3

2. Si G 
ontient un sommet di�érent de s sans ar
s entrants, on peut supprimer 
e sommetsans 
hanger la valeur du �ot maximum.3. Si on multiplie la 
apa
ité de 
haque ar
 par un entier ≥ 0, la 
oupe minimale restein
hangée.4. Si on additionne un entier ≥ 0 à la 
apa
ité de 
haque ar
 la 
oupe minimale reste in
han-gée.Exer
i
e 13 � Cal
ul de 
oupes Pour 
ha
un des réseaux suivants, donner une 
oupeminimale et sa 
apa
ité (la valeur numérique sur l'ar
 est la 
apa
ité de 
et ar
).
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20Exer
i
e 14 � Sur le nombre de 
oupesSoit un réseau G(X,A,C, s, t), ave
 |X| = n, |A| = m, s = 1 et t = n. Cal
uler le nombrede (s, t)-
oupes. Con
lure.Exer
i
e 15 � Exer
i
e sur les 
oupes Dans 
et exer
i
e on veut montrer que si C(Y, Y ) et

C(Z,Z) sont des 
oupes minimales alors C(Y
⋃

Z, Y
⋃

Z) et C(Y
⋂

Z, Y
⋂

Z) sont des 
oupesminimales. Pour 
ela on 
onsidère la �gure 5 et soit Y = V1
⋃

V3 et Z = V1
⋃

V2 .
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V1 V2

V3 V4Fig. 5 � Une représentation possible1. Cal
uler C(Y, Y ) et C(Z,Z).2. Cal
uler C(Y
⋃

Z, Y
⋃

Z) et C(Y
⋂

Z, Y
⋂

Z) et 
al
uler la somme de ses deux expres-sions.3. Que peut-on dire des valeurs C(V2, V3) et C(V3, V2).4. Con
lure.Exer
i
e 16 � Formulation de problèmes en informatique par les 
oupesSoit G = (V,E) un graphe non orienté sans bou
le où V représente l'ensemble des sommetset E l'ensemble des arêtes. Soit la formule suivante : < X,Y >= {xy ∈ E\x ∈ X et y ∈ Y }.1. Que représente la formule pré
édente ?2. Exprimer les problèmes suivants à l'aide de la formule pré
édente. Justi�er votre réponseet donner un exemple.(a) Le problème MAX CUT 
onsiste à déterminer un ensemble U de sommets qui maxi-mise le nombre d'arêtes 
oupées. 4



(b) Le problème MAX INDEPENDENT SET 
onsiste à déterminer un plus grandsous-ensemble de sommets U ⊆ V tel que U soit le plus grand stable.(
) Le problème MIN V ERTEX COV ER 
onsiste à déterminer le plus petit sous-ensemble de sommets U ⊆ V tel que 
haque arête de E soit 
ouverte par un sommetde U .(d) Le problème MIN DOMINATING 
onsiste à déterminer le plus petit sous-ensemblede sommets U ⊆ V tel que 
haque sommet de G est soit dans U soit lié ave
 un som-met de U .(e) Les deux problèmes pré
édent semblent sensiblement identiques. Trouver une instan
etel que les solutions des deux problèmes soient di�érentes.

5



Université de Montpellier II 2009/2010Li
en
e GMI Durée: 3hOptimisation 
ombinatoireTD � Séan
e n�4Exer
i
e 1 � Graphe d'é
art
s = 1 (la sour
e) et t = 6 (le puits) et un �ot de débit 2, 
omporte au moins un ar
 saturé surtout 
hemin de s à t. Dans le 
ouple de valeurs numériques sur 
haque ar
, le premier nombredésigne le �ot et le se
ond, la 
apa
ité.

1

2

6

54

3

0/4

0/2
s t

1/1

1/1 1/2

1/22/2

1/2

1. Donner le graphe d'é
art Ge(φ) asso
ié à φ.2. Trouver un 
hemin de s à t dans Ge(φ). Donner la 
haîne améliorante dans G asso
ié au
hemin dans le graphe d'é
art.3. Comment peut-on augmenter le �ot dans G ? Con
lure.4. Donner deux 
oupes minimales di�érentes en pré
isant les ensembles S et S̄, les ar
s mis enjeu et la valeur de la 
oupe minimale et rerouver les réseultats démontrer pré
édemment.Donner pour les 
oupes la valeur de f(S, S̄) et de f(S̄, S) .Exer
i
e 2 � Chaînes améliorantesPour 
ha
une des 
haînes améliorantes suivantes, donner la valeur maximale d'augmentation du�ot de s à t :
s A B C D E t

s A B t

s A B C t

3,4 1,4 2,34,7 5,5 2,9

1,5 3,3 2,4

1,5 3,3 0,3 0,4Exer
i
e 3 � Chaînes améliorantes bisDémontrer le lemme suivant : soit f un �ot dans un réseau. f est un �ot de valeur maximumde valeur α si et seulement si il n'existe pas de 
haîne augmentante de s à t.Exer
i
e 4 � Bije
tionMontrer qu'il existe une bije
tion entre les 
haînes améliorantes de G et les 
hemins issus de set terminant à t dans le graphe d'é
art. 1

Exer
i
e 5 � Relation entre un �ot résiduel et un �ot du réseau de transport initialDé�nition : Un �ot f sur G = (S,A) est une appli
ation f : S × S → R véri�ant1. pour tout u ∈ S − {s, t} on a né
essairement : ∑
v∈S f(u, v) = 0 (
onservation du �ot)2. Pour tout u, v ∈ S : f(u, v) ≤ c(u, v) (
ontrainte de 
apa
ité)3. Pour tout (u, v) ∈ U : f(u, v) = −f(v, u) (symétrie)1. Démontrer le lemme suivant : soit G = (S,A) est un réseau de transport de sour
e s et depuit t, et soit un �ot f de G. Soit Gf le réseau résiduel de G induit par f , et soit f ′ un�ot de Gf . Alors, la somme f + f ′ est un �ot de G de valeur |f + f ′| = |f |+ |f ′|2. Véri�er que 
ette proposition reste valable pour toutes les dé�nitions.Exer
i
e 6 � ExempleSoit G = (X,E), le graphe valué c : E → N donné par la �gure 1. Les valeurs données surle graphe indique la 
apa
ité des ar
s.
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5Fig. 1 � Un exemple de �ot1. Quelle est la 
apa
ité de la 
oupe {s, a, c, e} ? Cal
uler la 
apa
ité minimale d'une 
oupe.Démontrer que la valeur d'un �ot est toujours bornée par la 
apa
ité d'une 
oupe quel-
onque.2. Soit f(sa) = f(ca) = f(ad) = f(ab) = f(bp) = f(dp) = f(se) = f(ec) = 1 et f(sc) =
f(cd) = f(ed) = f(ep) = f(db) = 0. Montrer que f est un �ot. f est-il maximum?. Le
hemin (s, a, d, p) est-il améliorant pour f ? Montrer que le 
hemin (s, a, b, p) est ameliorantpour f . En déduire un �ot f ′ améliorant de f . f ′ est -il maximal ?3. Cher
her une suite de �ots améliorés jusqu'à trouver un �ot maximum.4. Retrouver le résultat de l'exer
i
e 3.Exer
i
e 7 � Relation entre un �ot résiduel et un �ot du réseau de transport initialsuiteDé�nition : Un �ot f sur G = (S,A) est une appli
ation f : S × S → R véri�ant1. pour tout u ∈ S − {s, t} on a né
essairement : ∑

v∈S f(u, v) = 0 (
onservation du �ot)2. Pour tout u, v ∈ S : f(u, v) ≤ c(u, v) (
ontrainte de 
apa
ité)3. Pour tout (x, y) ∈ U : f(u, v) = −f(v, u) (symétrie)Démontrer le lemme suivant : soit G = (S,A) un réseau de transport, soit f un �ot de G, et soit
p un 
hemin améliorant de Gf . On dé�nit une fon
tion fp : S × S → R par

fp(u, v) = cf (p) si (u, v) ∈ p

= −cf (p) si (v, u) ∈ p

= 0 sinon2



où cf (p) = min{cf (u, v) : (u, v) ∈ p} et cf (u, v) = c(u, v)− f(u, v) Alors fp est un �ot de Gf devaleur |fp| = cf (p) > 0Exer
i
e 8 � Relation entre un �ot résiduel et un �ot du réseau de transport initialsuite et �nDemontrer le lemme suivant : soit G = (S,A) un réseau de transport, soit f un �ot de
G, et soit p un 
hemin améliorant de Gf . soit fp une fon
tion dé�nie 
omme pré
édemment.Dé�nir une fon
tion f ′ : S × S → R par f ′ = f + fp. Alors f ′ est un �ot de G de valeur
|f ′| = |f |+ |fp| > |f |.Exer
i
e 9 � �ot net et 
oupe Dé�nition : Un �ot f sur G = (S,A) est une appli
ation
f : S × S → R véri�ant1. pour tout u ∈ S − {s, t} on a né
essairement : ∑

v∈S f(u, v) = 0 (
onservation du �ot)2. Pour tout u, v ∈ S : f(u, v) ≤ c(u, v) (
ontrainte de 
apa
ité)3. Pour tout (x, y) ∈ U : f(u, v) = −f(v, u) (symétrie)Démontrer le lemme suivant : soit f un �ot dans un réseau de transport G de sour
e s et depuits t, et soit (E,T ) une 
oupe de G. Alors, le �ot net à travers (E,T ) est f(E,T ) = |f |.Exer
i
e 10 � équivalen
es de 
onditions : �ot maximum et 
oupe minimaleSi f est un �ot dans un réseau de transport G = (S,A) de sour
e s et de puits t, montrerque les 
onditions suivantes sont équivalentes :1. f est un �ot maximum dans G,2. Le réseau résiduel Gf ne 
ontient au
un 
hemin améliorant.3. |f | = c(E,T ) pour une 
ertaine 
oupe (E,T ) de G.

3



Université de Montpellier II 2009/20010UMIN111 Durée: 7.5hOptimisation 
ombinatoireTD � Séan
e n�5Exer
i
e 1 � Méthode de Ford-FulkersonTrouver un �ot maximal dans le réseau de la �gure 1(a) en utilisant l'algorithme de Ford-Fulkerson. Donner une 
oupe de 
apa
ité minimale. Si l'algorithme de Ford-Fulkerson augmente
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M (b)le �ot alternativement le long des 
haînes {1,2,3,4} et {1,3,2,4}, 
ombien d'itérations sont né-
essaires pour trouver le �ot maximum? Con
lure.Exer
i
e 2 � La méthode de Ford-Fulkerson ne 
onverge pas vers le �ot optimalDans 
et exer
i
e, nous nous intéressons au 
as où les 
apa
ités des ar
s ne sont pas entières.Nous allons montrer qu'il existe des 
as où le �ot trouvé par la méthode de Ford-Fulkerson ne
onverge pas vers le �ot maximum. Pour 
ela nous 
onsidérons le réseau donné par la �gure 1.Les 
apa
ités des ar
s sont les suivantes :� c(c, d) = c(e1) = 1 = a0� c(a, b) = c(e2) = r = a1 ave
 r = (
√

5− 1)/2 = 0.62,� c(c, b) = c(e3) = 1� et les autres ar
s admettent pour 
apa
ité un entier M ≥ 4On suppose que an = an+1 + an+2.PSfrag repla
ements
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dFig. 1 � Réseau sur lequel la méthode Ford-Fulkerson ne 
onverge pas1. Démontrer par ré
urren
e que ai = ri, i = 0, 1, . . .2. Donner la valeur de la 
oupe minimale. 1

3. Dans un premier temps nous faisons passé un �ot d'une unité le long du 
hemin s, c, b, t.Donner la valeur du �ot residuel ou la valeur de l'augmentation possible le long des ar
s
e1, e2 et e3 après le passage du �ot d'une unité sur le 
hemin pré
édent.4. On suppose que les 
apa
ités résiduelles des ar
s e1, e2 et e3 est c(e1, e2, e3) = (an, an+1, 0).Nous 
onsidérons les trois 
hemins donnés par la �gure 2. Donner les 
apa
ités résiduellesPSfrag repla
ements
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Fig. 2 � Trois 
hemins p1, p2 et p3 pour le réseau donné par la �ure 1des ar
s e1, e2 et e3 après le passage du 
hemin p1 puis du 
hemin p2 et du 
hemin p1 unenouvel fois et pour �nir après p3.5. Montrer que le �ot 
onverge vers 1 + 2
∑

∞

n=2
an = 3.6. Con
lureExer
i
e 3 � Amélioration de la méthode de Ford-FulkersonLe but de 
et exer
i
e est de montrer que si dans l'algorithme de Ford-Fulkerson on 
hoisità 
haque étape une 
haîne améliorante ayant un nombre minimal d'ar
s, on obtient un �otmaximal en O(nm2) = O(n5). C'est l'algorithme de Edmonds-Karp.Préliminaire : soit P un plus 
ourt de s à p dans un graphe G, et x et y deux sommetsren
ontrés dans 
et ordre sur P . Alors la portion Pxy de P 
omprise entre x et y est un plus
ourt 
hemin de x à y. Prouvez-le.1. On note par di(v) la plus 
ourte distan
e en nombre d'ar
s entre s et v à l'itération i.Démontrer que si l'algorithme de Edmonds-Karp est exé
uté sur un réseau de transportde sour
e s et de puits t, ∀i, di+1(t) ≥ di(t) 
'est-à-dire la distan
e du plus 
ourt 
hemindans le graphe résiduel augmente de façon monotone ave
 
haque augmentation du �ot.Nous allons montrer dans un premier temps ∀i, v di+1(v) ≥ di(v). Pour 
ela, 
onsidérer unplus 
ourt 
hemin P dans le graphe d'é
art Ge
i+1

.(a) Si P est également un 
hemin dans Ge
i , 
on
lure.(b) Si P admet un ar
 arrière (w, u) dans Ge

i .Que devient-il dans Ge
i+1 ? Cal
uler lesdistan
es di(u) en fon
tion de di(w), di+1(w) en fon
tion di+1(u). Con
lure.2. Si l'algorithme de Edmonds-Karp est exé
uté sur un réseau de transport G = (V,E)de sour
e s et de puits t, alors le nombre total d'augmentation de �ot e�e
tuées parl'algorithme vaut au plus O(nm). Pour 
ela, 
onsidérez un ar
 
ritique quel
onque : Ondit q'un ar
 (u, v) dans un réseau résiduel (ou graphe d'é
art) Ge(f) est 
ritique sur un
hemin améliorant p si la 
apa
ité résiduelle de p est égale à la 
apa
ité résiduelle de (u, v)2




'est-à-dire si cf (p) = cf (u, v). Regarder 
ombien de fois (u, v) peut-il être 
ritique pendantl'exé
ution de l'algorithme de Edmonds-Karp ? Evaluer la distan
e en nombre d'ar
s entrele moment où l'ar
 (u, v) est 
ritique et 
elui où devient à nouveau 
ritique.3. Con
lure.Exer
i
e 4 � Méthode du 
hemin le plus rapideLa performan
e de l'algorithme de Ford-Fulkerson peut être améliorée en 
hoississant le 
heminle plus rapide 
'est-à-dire ayant la 
apa
ité résiduelle maximum. Pour 
ela, nous avons un résultatpréliminaire à prouver.1. Démontrer le théorème dé
omposition : tout �ot non nul, à valeurs positives ou nulles,peut s'é
rire 
omme une 
ombinaison linéaire à 
oe�
ients positifs de �ots dont 
ha
unvaut 1 sur les ar
s d'un 
ir
uit du graphe, et 0 sur tout autre ar
. Un 
ir
uit est un 
hemindont les extrémités 
oïn
ident.2. Appliquer 
e théorême sur le �gure 3.
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Fig. 3 � Exemple3. On suppose que le �ot a été dé
omposé en m 
hemins (
ir
uits) en utilisant le théorême.Démontrer que ∆ ≥ |fmax|/m où ∆ est le �ot du 
hemin le plus rapide et fmax est un �otmaximum sur Ge
f .4. Cal
uler la 
omplexité à l'itération i.5. Donner le 
ritière d'arrêt.6. Sa
hant que le �ot maximum et don
 qu'un �ot est borné par m ∗ C où C est la 
apa
itémaximale, montrer que i est en O(mlog(mC))7. Donner la 
omplexité �nale.Exer
i
e 5 � Méthode de Dini
Comme l'algorithme de Ford-Fulkerson, 
et algorithme 
onsiste, à partir d'un �ot initial, àtrouver une 
haîne améliorante dans le réseau pour 
onstruire un �ot de valeur supérieure.L'existen
e d'une 
haîne améliorante étant liée à l'existen
e d'un 
hemin de la sour
e s au puits

p dans le graphe d'é
art asso
ié au �ot 
onsidéré, on pro
ède de la manière suivante :L'algorithme de Dini
 pro
ède par étapes. Pour dé�nir une étape donnée, appelons d ladistan
e (en nombre d'ar
s) de s à p dans Ge(f) au début de 
ette étape. L'algorithme va
her
her des 
haînes augmentantes de s à p de longueur d pour augmenter le �ot, jusqu'à 
equ'il n'existe plus de telles 
haînes. Pour 
ela, on 
onstruit à partir de Ge(f) 
e qu'on appelle legraphe de 
ou
hes. On pose :� S0 = {s}� pour i qui varie de 1 à d − 1, Si = l'ensemble des sommets de Ge(f) qui sont à distan
e(en nombre d'ar
s) i de s ; 3

� Sd = {p}Les ar
s du graphe de 
ou
hes sont les ar
s de Ge(f) ayant leur origine dans S, pour i 
omprisentre 0 et d− 1 et leur extrémité dans Si+1.Dans un graphe de 
ou
hes donné, on répète alors les opérations suivantes :� Cher
her un 
hemin de s à p dans le graphe de 
ou
hes. On pro
ède pour 
ela par unpar
ours à partir de s. Pendant 
ette re
her
he lorsque utilisant un ar
 (x, y) on atteintun sommet y de demi-degré extérieur nul, on supprime l'ar
 (x, y) du graphe de 
ou
hes.� Si on trouve un 
hemin de s à p, on augmente le �ot dans G en utilisant la 
haîne aug-mentante 
orrespondante. On a
tualise le graphe de 
ou
hes en supprimant les ar
s (x, y)du graphe de 
ou
hes provenant d'un ar
 (x, y) de G, qui devient saturé et les ar
s (y, x)du graphe provenant d'un ar
 (x, y) de G sur lequel le �ux est devenu nul.� Si on ne trouve pas de tel 
hemin, l'étape est terminée.On passe alors à l'étape suivante après avoir mis à jour le graphe d'é
art et déterminé d etle graphe de 
ou
hes 
orrespondant.Nous allons détailler 
et algorithme. Pour 
ela nous allons 
onsidérer le graphe donné par la�gure 4. La première valeur indique le �ot qui 
ir
ule et la se
onde la 
apa
ité.
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Fig. 4 � Graphe G1. Donner le graphe d'é
art Ge asso
ié au graphe donné par la �gure 4.2. A partir des dé�nitions, donner le graphe de 
ou
he asso
ié au graphe d'é
art Ge.3. Nous allons déterminer un �ot bloquant sur le graphe de 
ou
he. La dé�nition d'un �otbloquant est la suivante : un �ot f est un �ot bloquant si il n'existe au
un 
hemin c de sà p ave
 c(u, v) > f(u, v) pour tout (u, v) ∈ E.(a) Démontrer qu'un �ot maximal est for
ément bloquant mais pas l'inverse.(b) Donner un �ot bloquant sur le graphe de 
ou
he déterminer pré
édemment.4. Donner le �ot maintenant sur le graphe G.5. Donner maintenant le nouveau graphe d'é
art G′e. Comment obtient-t'on G′e a partir de
Ge. Existe-t'il des 
hemins de longueur 
inq de s à p dans le nouveau graphe d'é
art ?Donner le nouveau graphe de 
ou
he et 
on
lure.6. Justi�er l'algorithme 6 sur la re
her
he d'un �ot bloquant. Donner sa 
omplexité.7. Montrer que les graphes de 
ou
hes su

essifs sont d'ordre stri
tement 
roissant.8. En déduire que le nombre d'itérations est au plus de n− 1.9. Donner la 
omplexité �nale. 4



Algorithm 1 Algorithme pour la re
her
he d'un �ot bloquantRequire: Gc = (Sc, Ac) le graphe de 
ou
heEnsure: g un �ot qui représente l'augmentation du �ot sur 
haque ar
.for (u, v) ∈ Ac do
g(u, v) = 0end forrepeat
v = t, a = +∞, chemin = {∅}for i = d à 1 do
hoisir un ar
 ei = (u, v)

a = min{Cc(ei), a}
v = u
i = i− 1
chemin = chemin ∪ eiend forfor e ∈ chemin do
g(e) = g(e) + a
Cc(e) = Cc(e)− aif Cc(e) == 0 thenenlever e de Acend ifend forfor i = 1 à d dofor v ∈ Si doif d−(v) == 0 thenenlever v et les ar
s sortant de vend ifend forend foruntil t /∈ Sd

5

Exer
i
e 6 � L'appro
he de Malhotra, Kumar et Mahaswari (1978)Nous allons proposer un nouvel algorithme pour la re
her
he d'un �ot bloquant. Pour 
haquesommet v ∈ S, nous dé�nissons le �ot potentiel p(v) de la manière suivante :
p(v) = min{

∑

e−=v

c(e),
∑

e+=v

c(e)} où e+ (resp. e−) désigne les ar
s sortants de v (resp. entrant).1. Que représente p(v) ? Un sommet u est appelé un point minimal si p(u) ≤ p(v),∀v. Intui-tivement il est possible de 
onstruire une �ot g de valeur w(g) = p(u) en �poussant� le �otde u à t et en �tirant� de u à s. C'est l'idée de l'algorithme.2. Donner l'algorithme RETIRER.3. Démontrer qu'un ar
 du graphe de 
ou
he n'est éliminé que s'il n'y a pas de 
hemin de sà t utilisant e ayant que des ar
s avant.4. Démontrer qu'à 
haque �n d'étape, le �ot trouvé est un �ot bloquant.5. Donner la 
omplexité de l'algorithme 2.6. Donner la 
omplexité totale.7. Appliquer la méthode sur le graphe donné par la �gure 5.
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Fig. 5 � Réseau de transportExer
i
e 7 � Appli
ation de la méthode de Dini
Nous nous plaçons maintenant dans le 
as où la 
apa
ité des ar
s est unitaire.1. Soit Si = V0

⋃

V1

⋃

. . .
⋃

Vi pour 1 ≤ I ≤ l − 1 où Vi désigne l'ensemble des sommets quise trouve à une distan
e i de s. Que représente (Si, S̄i) ?2. Donner la valeur maximale de (Si, S̄i).3. En déduire que |f̂ | ≤ |Vi| × |Vi+1| où f̂ désigne la valeur du �ot maximum. Nous avonsainsi majoré la valeur du �ot maximum par des données du problème.4. Démontrer que la distan
e l entre s entre t ne peut supérieure à √

|f̂ | ≤ 2|V |/l où f̂ est le�ot maximum.5. Démontrer que que l'algorithme de Dini
 né
essité O(n2/3) étapes. Pour 
ela vous 
onsi-dérez deux 
as |f̂ | ≤ 2n2/3 et |f̂ | > 2n2/3. Pour le deuxième 
as vous vous regarderez lavaluer du �ot maximum dans le graphe d'é
art après que le �ot maximum soit supérieurà |f̂ | > 2n2/3.6. Con
lure sur la 
omplexité totale.Exer
i
e 8 � Appli
ation de la méthode de Dini
 bisUn réseau simple est un réseau dans lequel tous les sommets admettent soit un ar
 sortant soitun ar
 rentrants. 6



Algorithm 2 Algorthime pour la re
her
he d'un �ot bloquant pour MKMRequire: G = (S,A) le réseauEnsure: Flot de valeur maximumfor e ∈ E do
g(e)← 0end forfor v ∈ V doif v = t then

p−(v)←∞else
p−(v)←

∑

e−=v

c(e)end ifif v = s then
p+(v)←∞else
p+(v)←

∑

e+=v

c(e)end ifend forrepeatfor v ∈ V do
p(v)← min{p+(v), p−(v)}end for

w = min{p(v), v ∈ S}
POUSSER(w, p(w))
TIRER(w, p(w))while ∃v\p+(v) = 0 or p−(v) = 0 dofor e ∈ {e ∈ E, e− = v} do

u← e+

p+(u)← p+(u)− c(e)Retirer e de Aend forfor e ∈ {e ∈ E, e+ = v} do
u← e−

p−(u)← p−(u)− c(e)Retirer e de Aend forRetirer v de Send whileuntil s /∈ V ou t /∈ V

7

Algorithm 3 Pro
édure POUSSER (y, k)Soit Q une �le ave
 un seul élément yfor u ∈ S do
b(u)← 0end for

b(y)← krepeatRetirer le premier élément de Qwhile v 6= t et b(v) 6= 0 do
hoisir un ar
 e = vu
m← min{c(e), b(v)}
c(e)← c(e) −m, g(e)← g(e) + m
p+(u)← p+(u)−m, b(u)← b(u) + m
p−(u)← p−(u)−m, b(v)← b(v)−mMettre u dans la �leif c(e) = 0 thenRetirer e de Aend ifend whileuntil Q = ∅1. Démontrer que le 
as d'un réseau simple ave
 la distan
e entre s et t supérieure ou égaleà l on a |f̂ | ≤ |V |/(l − 1)2. Démontrer que le nombre d'étapes est en O(

√
n).3. 
on
lure sur la 
omplexité totale.

8



Université de Montpellier II 2009/2010UMIN111 Durée: 4.5hOptimisation 
ombinatoireTD � Séan
e n�6Exer
i
e 1 � Appli
ations des �otsSoit G = (P,Q,E) un graphe biparti.1. Démontrer qu'un 
ouplage M de G 
orrespond à un �ot à valeurs entières dans G̃.2. Montrer que à tout 
ouplage M de G 
orrespond un �ot dans G̃ de débit |M |, et à tout�ot dans G̃ de débit F 
orrespond un 
ouplage M de G tel que |M | = F .3. Le 
ardinal d'un 
ouplage maximum dans un graphe biparti G est la valeur d'un �otmaximum dans son réseau G̃ 
orrespondant.Exer
i
e 2 � Appli
ation des �ots suiteSoit G le graphe suivant :
a

b

c

d

f

g

h

e

1. Donner le réseau de transport G̃ tel que le problème 
onsistant à trouver un 
ouplage detaille maximum dans G soit équivalent au problème 
onsistant à trouver un �ot de débitmaximum dans G̃.2. Trouver un �ot de débit maximum dans G̃ à l'aide de l'algorithme de Ford-Fulkerson. Lasuite de 
haînes améliorantes sera 
hoisie de telle manière à 
e que l'on ait au moins une
haîne améliorante 
omportant un ar
 arrière.3. En déduire un 
ouplage de taille maximum pour le graphe G.Exer
i
e 3 � Modélisation par les �otsOn doit organiser des transports maritimes transo
éaniques entre les USA et l'Europe. On
onnaît l'ensemble S des ports d'expédition, ave
 pour 
haque port i une disponibilité ai entonnes de fret, ainsi que l'ensemble T des ports de destination, ave
 pour tout port j de 
e typeune demande dj . Pour toute liaison entre un port i de S et un port j de T , on donne le 
oût detransport wij d'une tonne de fret. Le but est d'a
heminer toutes les mar
handises de S jusqu'auxports de T , à 
oût total minimal. Convertir 
e problème en un problème de �ot à 
oût minimal.Appli
ation :
S = {s1, s2, s3}, T = {t1, t2, t3, t4},
a1 = 5, a2 = 4, a3 = 6, d1 = 5, d2 = 3, d3 = 5, d4 = 21

wij =





5 4 7 6
2 5 3 2
6 3 4 4



Exer
i
e 4 � Modélisation par les �ots suiteConsidérons r points d'eau (barrages, sour
es) 
onne
tés à v villes par un réseau de 
anali-sations. On 
onnait pour 
haque point d'eau la quantité maximale qu'il peut fournir par jour, et
haque ville la 
onsommation totale d'eau par jour prévue dans 
inq ans. On 
onnait égalementles débits permis par jour pour 
haque 
analisation du réseau a
tuel. On veut savoir si le réseaua
tuel pouurra satisfaire les 
onsommations prévues dans 
inq ans. Modéliser 
e problème enterme de �ot.Exer
i
e 5 � Modélisation par les �ots suite La te
hnologie WDM s'intéresse à la propa-gation des fais
eaux laser multiples à travers une �bre unique à 
ondition que 
haque fais
eaulaser possède une fréquen
e optique di�érente. Intuitivement, 
ela 
orrespond à des rayons delumière de 
ouleurs di�érentes. Le réseau est modélisé par un graphe G. Une 
onnexion entedeux noeuds x et y 
orrespond don
 à un un 
hemin de x vers y et la donnéé d'une 
ouleur.Deux 
hemins utilisant le même ar
 doivent don
 avoir des 
ouleurs di�érentes. Pour 
et exer
i
eun noeud x doit di�user en permanen
e vers un ensemble P de noeuds, de 
ardinalité p. pourréaliser 
ette di�usion il faut don
 trouver p 
hemins partant de x et se terminant sur 
haquesommet de P . La 
harge d'un ar
 du graphe est le nombre de 
hemins passant par 
et ar
. Onpeut montrer (mais 
e n'est pas le but de 
et exer
i
e) que si la 
harge de l'ar
 le plus 
hargéest k alors k longueurs d'onde su�sent pour faire la di�usion.1. On veut savoir si k longueurs su�sent pour faire une di�usion dans G à partir d'un sommet
x vers un ensemble P . Montrer que 
e problème peut êter modélisé par un problème de�ot.2. En déduire un algorihtme polynomial pour 
onnaitre le nombre minimal de longueur d'ondené
essaire pour di�user de x vers P .Exer
i
e 6 � Appli
ations des �ots suiteOn veut élire un 
onseil de la ville représentant l'ensemble des résidents et de spartis politiques.La ville possède :� r résidents {R1, ..., Rr}� q 
lubs {C1, ..., Cq}� p parti politiques {P1, ..., Pp}Chaque résident est un membre d'un seul 
lub et d'un seul parti politique. Chaque 
lubnomme un des membres pour le représenter dans le 
onseil de la ville. Le nombre de 
onseillersappartenant à un parti politique Pk est au plus uk.Question : Est-il possible de trouver un 
onseil de la ville où 
haque 
lub est représenté ?Montrer également que le �ot maximal est égal q ssi 
haque 
lub est représenté au 
onseil de laville.Exer
i
e 7 � Appli
ations des �ots suiteCal
ul distribué sur une ma
hine à 2 pro
esseursOn dispose d'un programme 
omposé de plusieurs modules, et on veut a�e
ter les di�érentsmodules aux deux pro
esseurs d'une ma
hine tel que le 
oût de 
ommuni
ation entre les deuxpro
esseurs soit minimisé. On note par� αi le 
oût du 
al
ul du module i sur le pro
esseurs 1.� βi le 
oût du 
al
ul du module i sur le pro
esseur 2.� Cij le 
oût de la 
ommuni
ation entre le module i et j si i est assigné au pro
esseur 1 et jau pro
esseurs 2 (ou vi
e versa). Si i et j sont a�e
tés au même pro
esseur alors Cij = 0.2



i 1 2 3 4

αi 6 5 10 4

βi 4 10 3 8

et 1 2 3 4

1 0 5 0 0

2 5 0 6 2

3 0 6 0 1

4 0 2 1 0Formuler 
e problème 
omme un problème de 
oupe minimale sur un graphe non orienté G.Montrer que les 
oupes séparantes de G sont en bije
tion ave
 les a�e
tations de modules auxdeux pro
esseurs et que la 
apa
ité d'une 
oupe séparante est égale au 
oût de l'a�e
tation.Résoudre le problème ave
 les données 
i-dessous.Exer
i
e 8 � Forte arête-
onne
tivité d'un graphe non orientéSoit G un graphe non orienté et G∗ le symétrisé de G, 
'est-à-dire que G∗ a le même ensemblede sommets que G et toute arête (u, v) de G donne naissan
e dans G∗, aux deux ar
s opposés
(u, v) et (v, u). Par ailleurs, on attribue à 
haque ar
 de G∗ une 
apa
ité de 1.Etant donnés deux sommets a et b de G (et don
 de G∗), on 
onsidère les quatre paramètressuivants :� N(a, b) est le nombre minimum d'arêtes qu'il faut supprimer dans G pour qu'il n'existeplus de 
haîne de a vers b ;� N∗(a, b) est le nombre minimum d'ar
s qu'il faut supprimer dans G∗ pour qu'il n'existeplus de 
hemin de a vers b dans G∗ ;� P (a, b) représente le nombre maximum de 
haînes deux à deux arêtes-disjointes de G entre

a et b ;� P ∗(a, b) représente le nombre maximum de 
hemins deux à deux ar
s-disjoints de G∗ entre
a et b.1. Soit val(fab) la valeur maximum d'un �ot de a à b dans G∗. On a alors,

N(a, b) = N∗(a, b) = P (a, b) = P ∗(a, b) = val(fab)Exer
i
e 9 � Appli
ation suite Deux usines à gaz, g1 et g2, alimentent trois villes, v1 et v2et v3, par l'intermédiaire du réseau de distribution 
i-dessous ; les nombres asso
iés aux ar
s etaux sommets de 
e réseau représentent les 
apa
ités journalières :
1
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7Fig. 1 � réseauQuelle est la produ
tion journalière maximale que peuvent é
ouler 
es deux usines ? Si 
etteprodu
tion est atteinte, à quelle 
onsommation journalière 
ha
une des villes peut-elle pré-tendre ?Exer
i
e 10 � Appli
ation Soit E = {E1, E2, . . . , Em} un ensemble de parties de Y . {e1, e2, . . . , em} ⊆3

Y est un système de représentants distin
ts (SRD) de E si et seulement si ei ∈ Ei, ∀i = 1, 2, ..,met ei 6= ej , ∀i 6= j.1. Soit la famille 
onstitué d'ensemble {1, 2, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3} et {5, 6, 7}. Donner un systèmede représentant distin
ts.2. Montrer que 
e problème que 
e problème revient à 
her
her un 
ouplage dans un grapheparti
ulier. Véri�er votre modélisation en utilisant la famille donnée pré
édemment.

4



Université de Montpellier II 2009/2010Li
en
e GMI Durée: 4.5hOptimisation 
ombinatoireTD � Séan
e n�5Exer
i
e 1 � TransformationTransformer le réseau 
i-dessous en un réseau de transport. Les 
apa
ités sont marquées à 
�tédes ar
s, des arêtes ou à 
�té des noeuds.
p
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Exer
i
e 2 � Flots à 
oûts minimuna) Déterminer un �ot maximum de 
oût minimum dans le réseau 
i-dessous, où les 
ouples denombres asso
iés aux ar
s représentent respe
tivement les 
apa
ités et les 
oûts unitaires. s = 1est la sour
e et t = 7 est le puits.b) Examiner 
omment varie le 
oût minimal total fm(φ) en fon
tion de la valeur du �ot φ 
hoisie.
(5,2)

(3,4)

(8,2)

(2,6)

(3,5)

(7,3)

(4,8)

(2,5)(5,4)
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Exer
i
e 3 � Flots réalisablePour les deux réseaux 
i-dessous (�gure , dire s'ils admettent un �ot réalisable (Utiliser lethéorème de Ho�man (vu en 
ours) et si oui, en trouver un, puis trouver un �ot maximum. Les
ouples asso
iés aux ar
s représentent respe
tivement les 
apa
ités minimales et les 
apa
itésmaximales.Exer
i
e 4 � Le problème du �ot 
ompatibleOn pose B+(i) =
∑

j∈Γ+(i) bij et B−(i) =
∑

j∈Γ−(i) bji.Etant donné le réseau G on 
onstruit un réseau G′ ave
 b′ij = 0 de la manière suivante :� Si G n'a pas d'ar
 (t, s) on le 
rée ave
 cts = ∞. Si (t, s) existe alors on 
hange sa 
apa
itéen posant cts = ∞. 1

a b

c d(2,4)

(2,6)

(3,4)

(9,12)

(3,6)

(3,5)

(4,6)
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� Pour tout ar
 (i, j) on rempla
e cij par c′ij = cij − bij .� On ajoute une sour
e s∗ et un puits t∗.� ∀i, si Γ+(i) 6= ∅, on ajoute un ar
 (i, t∗) de 
apa
ité B+(i).� ∀i, si Γ−(i) 6= ∅, on ajoute un ar
 (s∗, i) de 
apa
ité B−(i).Par exemple, à partir du réseau G de la �gure 1 a) on obtient le réseau G′ représenté à la�gure 1 b).PSfrag repla
ements
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a) b)Fig. 1 � La transformation G → G′1. Démontrer le théorème suivant :Le réseau G admet un �ot 
ompatible si et seulement sile réseau G′ admet un �ot maximum φ′ de débit B+(s∗) = B−(t∗), 
.a.d. saturant les ar
sd'origine s∗ et d'extrémité t∗. De plus pour tout ar
 (i, j) de G on a φij = φ′ij + bij .2. Donner le nombre de sommets et d'ar
s et la 
omplexité.Exer
i
e 5 � Problème d'arrondi d'une matri
e On se donne une matri
e A de p × qnombres réels, ave
 αi la somme de la ligne i et βj la somme de la 
olonne j. Le problème
onsiste à arrondir 
haque élément de la matri
e ainsi que les sommes des lignes et des 
olonnesà l'entier immédiatement inférieur ou à l'entier immédiatement supérieur. Cet arrondi est dit
onsistant sila somme des éléments arrondis d'une ligne soit égale à l'arrondis de 
ette ligne, et que lasomme des éléments arrondis d'une 
olonne soit égale à l'arrondis de 
ette 
olonne.1. Formuler 
e problème du 
al
ul d'un arrondi 
onsistent 
omme un problème du �ot 
om-patible ave
 des bornes inférieures et de 
apa
ités des entiers positifs et montrer 
omment
2



le résoudre. αi

7, 5 6, 3 15, 4 29, 2
3, 9 9, 1 3, 6 16, 6
15 5, 5 21, 5 42, 0

βj 26, 4 20, 9 40, 52. Maintenant on s'intéresse à l'arrondi multiple de 2. Cet arrondi 
onsiste à arrondir 
haqueélément de la matri
e ainsi que les sommes des lignes et des 
olonnes à l'entier immédiate-ment inférieur multiple de 2 ou à l'entier immédiatement supérieur multiple de 2. Formuler
e problème du 
al
ul d'un arrondi 
onsistent 
omme un problème du �ot 
ompatible ave
des bornes inférieures et de 
apa
ités des entietrs positifs et montrer 
omment le résoudre.
αi

7, 5 6, 3 15, 4 29, 2
3, 9 9, 1 3, 6 16, 6
15, 0 5, 5 21, 5 42, 0

βj 26, 4 20, 9 40, 5Exer
i
e 6 � Réseau de transportUn transporteur veut expédier une 
ertaine mar
handise depuis les villes a et b vers les villes
d et e. Les moyens de 
ommuni
ations que l'on supposera à sens unique, sont les suivants : de
a on peut aller vers e ou vers une ville intermédiaire c ; de b on peut aller vers c, d ou e : de
c on peut aller vers d. Les quantités disponibles en a et b sont respe
tivement 7 et 12 unités ;les quantités demandées en d et e sont respe
tivement 9 et 10 unités ; en c il y a ni demandeni ex
édent de mar
handises. Les 
amions disponibles pour organiser le transport permettentd'envoyer au plus 5 unités de mar
handise de a vers c, 14 de de a vers e, 7 de b vers c, 4 de bvers d, 2 de b vers e et 6 de c vers d. En�n les 
oûts de transport unitaires valent : 1 de a vers
c, 4 de a vers e, 2 de b vers c, 2 de b vers d, 7 de b vers e et 0 de c vers d.1. Quelle quantité maximum le transporteur peut-il expédier de a et b vers d et e, et à quelprix ?2. Donner la 
oupe minimale.3. Soit Y = {b, c, d}. Con
lure en utilisant le Théorème de Gale.Exer
i
e 7 � Les arbres de Gomory-HuDans 
ette exer
i
e, nous nous intéressons aux arbres de Gomory-Hu.1. Démontrer que f1n ≥ min(f12, f23, . . . , fn−1n).2. Construiser un arbre T = (V,E) ave
 V = {1, . . . , 6} dans lequel la valeur du �ot maximumentre i et j est l'élément se trouvant en ij dans la matri
e 
i-dessous.

F =

















M 25 25 25 25 20
25 M 32 32 29 20
25 32 M 37 29 20
25 32 37 M 29 20
25 29 29 29 M 20
20 20 20 20 20 M















3. Dans 
et partie de l'exer
i
e, nous 
onsidérons le réseau donné par la �ugre 2. Les 
apa
itésdes arêtes sont données à 
oté des arêtes.(a) Donner la matri
e des �ots.(b) Donner un arbre ayant la même valeur que la matri
e de �ots.(
) Donner l'arbre de Gomory-Hu. 3
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Université de Montpellier II 2009/20010Li
en
e GMI Durée: 6hOptimisation 
ombinatoireTD � Séan
e n�8Exer
i
e 1 � Propriété des 
ouplagesOn a

eptera le théorème suivant dû à Tutte : Le graphe G = (V,E) admet un 
ouplage parfaitPSfrag repla
ements
(a)

(b)Fig. 1 � Arbressi et seulement si le nombre de 
omposantes 
onnexes de taille impaire de (G − S) ne dépassepas |S|,∀S ⊂ V .1. Rappeler la dé�nitions d'un 
ouplage parfait.2. Quelle est la 
ondition né
essaire pour l'existen
e d'un 
ouplage parfait 
on
ernant lenombre de sommets d'un graphe.3. Rappeler les propriété des arbres.4. Montrer qu'un arbre admet au plus qu'un seul 
ouplage parfait.5. Donner un 
ouplage parfait si il existe pour les graphes donnés par la �gure 1.6. Démontrer qu'un arbre admet un 
ouplage parfait si et seulement si il existe une seule
omposante 
onnexe de taille impaire quand on enlève un sommet quel
onque.Exer
i
e 2 � Sur le graphe biparti1. Quel est le nombre d'arêtes d'un graphe biparti 
omplet G = (V,E) où V = X
⋃

Y .2. Soit un graphe biparti G = (V,E) d'ordre n, montrer que |E| ≤ n2/4.Exer
i
e 3 � CouplageDé�nition : Un stable est un ensemble indépendant de sommets S ⊆ X tel que le sous-grapheinduit par S n'a pas d'arête. Le 
ardinal maximum d'un stable de G est noté par α(G).Notation : un transversal de 
ardinal minimum est noté τ(G).Démontrer le lemme suivant : soit G = (X,E) un graphe et S ⊆ X. Alors S est un stable siet seulement si S̄ est un transversal, et τ(G) + α(G) = |X| où .Exer
i
e 4 � CouplageDé�nition : Un re
ouvrement est un ensemble indépendant d'arêtes R ⊆ E tel que ∀x ∈ X ilexiste une arête e ∈ R telle que x ∈ e. Le 
ardinal minimum d'un re
ouvrement de G est notépar ϕ(G).Notation : un 
ouplage de 
ardinal maximum est noté ν(G).Démontrer le lemme suivant : Si G n'a pas de sommet isolé alors ϕ(G) + ν(G) = |X|.Exer
i
e 5 � CouplageDémontrer le théorème de Konig : soit G un graphe biparti sans sommet isolé. Alors α(G) = ϕ(G)1

Exer
i
e 6 � CouplageProposez un algorithme qui utilisent les 
haînes améliorantes augmentantes et évaluer sa 
om-plexité pour la re
her
he d'un 
ouplage dans un graphe biparti.Indi
ation : Faire apparaître un graphe orienté pour la re
her
he des 
haînes améliorantesaugmentantes alternées.Appliquer l'algorithme du 
ouplage maximum vu en 
ours pour déterminer un 
ouplagemaximum dans les graphes donner par la �gure 2.Exer
i
e 7 � CouplageUn 
ouplage dans un graphe biparti G = (V,A) où V = X
⋃

Y , est un ensemble d'arêtes Cde G tel que pout tout (x, y) ∈ C, (u, v) ∈ C, ave
 (x, y) 6= (u, v), les sommets u, v, x, y sontdi�érents.1. Le problème du 
ouplage maximum peut se résoudre par les algorithmes de �ot. Proposezla modélisation sous forme d'un réseau de transport G′.2. Soit C un 
ouplage de G. Une suite de sommets x1, y1, x2, . . . , yk−1, xk, yk ave
 xi ∈ Xet yi ∈ Y , est appelée 
haîne alternée ssi (xi, yi) /∈ C et (yi, xi+1) ∈ C. C'est une 
haînealterné améliorante si x1 et yk ne sont pas saturés. Que dire s'il existe une 
haîne alternéeaméliorante pour C ?3. Cal
ulez les 
ouplages maximum sur les graphes de la �gure 2.PSfrag repla
ements
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Fig. 2 �Exer
i
e 8 � Couplage suite Un 
ouplage parfait est un 
ouplage 
ouvrant tous les sommets.Soit G = (V,A) un graphe biparti non orienté tel que V = X
⋃

Y , ave
 |X| = |Y |. Pour toutensemble de sommet S ⊆ V , nous dé�nissons son voisinage par : N(S) = {y ∈ V : ∃x ∈
S tel que (x, y) ∈ A}.1. Existe-t-il un 
ouplage parfait sur les bipartis de la �gure 2 de l'exer
i
e pré
édent. Quedire d'un 
ouplage dont le 
ardinal est |X| ?2. On se propose de démontrer par ré
urren
e le théorème de Hall. Il existe un 
ouplageparfait dans G ssi |N(S)| ≥ |S| pour tout ensemble S ⊆ X.(a) Montrer que s'il existe S tel que |S| > |N(S)| alors il n'existe pas de 
ouplage parfait(dans un premier, donnez un exemple).2



(b) Enon
er le 
as de base et poser l'hypothèse de ré
urren
e.(
) Suppososns que ∀S ⊂ X, nous avons |N(S) ≥ |S|+ 1.(d) Supposons qu'il existe S tel que |N(S)| = |S|.3. Une autre méthode :(a) Supposons que G 
ontienne un 
ouplage M qui sature 
haque sommet de l'ensemble
X, et soit S un sous-ensemble de X. Con
lure.(b) Soit M∗ un 
ouplage maximum dans G. Pourquoi ?(
) Est-
e que M∗ sature tous les sommets. Soit u le sommet non saturé.(d) Soit S = Z

⋂

X et T = Z
⋂

Y . Cal
uler N(S) et 
on
lure.Exer
i
e 9 � Couplage suite Un graphe biparti G = (V,A) où V = X
⋃

Y , est k-régulier sitout sommet v ∈ V a un degré exa
tement égal à k.1. Montrer que |X| = |Y |,2. Cal
uler à l'aide des �ots un 
ouplage maximum sur le graphe donné par la �gure 3.
PSfrag repla
ements

1 2 3 4 5

a b c d eFig. 3 �3. Montrer que pour tout ensemble on a |N(S)| ≥ |S|. En déduire que pour un biparti
k-régulier tout 
ouplage maximum est parfait.Exer
i
e 10 � L'é
hiquierConsidérons une plaque 
arrée subdivisée en n2 
ases identiques dans laquelle on supprimela 
ase en haut à gau
he et la 
ase en bas à droite.Comment dé
ouper 
ette plaque en dominos (de deux 
ases 
ha
un) sans faire de dé
hets ?Exer
i
e 11 � CouplagesSoit G = (V,E). Un 
ouplage C dans G est un ensemble d'arêtes non adja
entes de E. Un
ouplage C est dit maximal pour l'in
lusion si en rajoutant une arête quel
onque dans C on ne
onserve pas un 
ouplage. Un 
ouplage C est dit parfait si 
haque sommet est l'extrémité d'unedes arêtes de C.Lorsque 
'est possible, dé
rivez un 
ouplage parfait, sinon donnez un 
ouplage maximumpour l'in
lusion, dans les graphes Kn, Cn, grilles, tores, Hd.Exer
i
e 12 � CouplagesUn 
ouplage maximal de G est :� un 
ouplage de G tel que :� pour toute arête e de E −M,M

⋃

{e} n'est pas un 
ouplage.Un 
ouplage maximal minimum M0 de G est :� Un 
ouplage maximal de G tel que :� M0 est le plus petit (en nombre d'arêtes) 
ouplage maximal possible de G (|M0| est mini-mum). 3

PSfrag repla
ements
Fig. 4 � Exemple1. Donner un 
ouplage maximal et un 
ouplage maximal minimum sur la �gure 4.2. Démontrer : soit un 
ouplage M maximal de G. Notons C l'ensemble des sommets desarêtes de M . Alors, pour toute arête e de E, au moins une des deux extrémités de e estdans C.3. Démontrer : soit G un graphe, M un 
ouplage maximal de G, M0 un 
ouplage maximalminimum de G. On a alors |M0| ≤ |M | ≤ 2|M0|.4. Donner un exemple tel que |M | = 2|M0|.Exer
i
e 13 � Couplages Appellons �libre� une arête qui appartient à un 
ouplage maximummais non à tous. Montrer qu'une arête e est libre si et seulement si pour un 
ouplage maximum E0arbitraire, elle appartient soit à une 
haine alternée paire 
ommençant par un sommet insaturé,soit à un 
y
le alterné pair.Exer
i
e 14 � Couplages montrer que le nombre maximum d'arêtes d'un graphe simpled'ordre n ave
 un 
ouplage maximum de q arêtes (n ≥ 2q > 0) est :� C2q

2
si 2q = n� C2q+1

2
si 2q ≤ n ≤ 5q−1

2� Cq
2

+ q(n− q) si n > 5q−1

2Exer
i
e 15 � Couplages de maximum de poids minimum dans un graphe bipartiSoit la matri
e des 
oûts pour le graphe biparti (K5,5, w) où la fon
tion de poids w est donnépar la matri
e suivante :
A =













6 8 4 12 9
3 4 11 5 1
7 2 7 9 2
3 5 6 8 8
12 6 3 6 12













B =













3 8 9 1 6
1 4 1 5 5
7 2 7 9 2
3 1 6 8 8
2 6 3 6 2













Donner la valeur du 
ouplage maximum de poids minimum enutilisant :1. Donner la valeur du 
ouplage maximum de poids minimum sur la matri
e A.(a) L'algorithme Hongrois(b) En utilisant l'algorithme qui utilise le �ot maximum de 
oût minimum.4



Exer
i
e 16 � Couplages de maximum de poids maximum dans un graphe bipartiSoit la matri
e des 
oûts pour le graphe biparti (K5,5, w) où la fon
tion de poids w est donnépar la matri
e suivante :
A =









5 4 2 4
6 3 3 5
6 2 5 2
6 3 2 7









B =













2 2 2 5 2
1 3 3 1 4
6 4 7 4 2
5 6 5 5 2
9 8 5 5 2











1. Donner la valeur du 
ouplage maximum de poids minimum pour la matri
e A.2. De même pour la matri
e BExer
i
e 17 � Couplages de maximum de poids maximum dans un graphe bipartiSoit la matri
e des 
oûts pour le graphe biparti (K5,5, w) où la fon
tion de poids w est donnépar la matri
e suivante :












3 8 9 1 6
1 4 1 5 5
7 2 7 9 2
3 1 6 8 8
2 6 3 6 2











1. Soit l′ le nouveau label sur les sommets déterminer à partir de l en utilisant la valeur αldé�ni dans le 
ours. Montrer que l′ admet les propriétés suivantes :(a) l′ est un ensemble d'étiquettes réalisables pour G.(b) Le 
ouplage M ′ et l'arbre M ′-alterné H sont 
ontenus dans Gl′ .(
) T ⊂ NG
l′
(S) et alors l'arbre M ′-alterné H peut-être étendu dans Gl′ .2. Donner la valeur du 
ouplage maximum de poids maximum en utilisant :(a) L'algorithme Hongrois. Vous pré
iserez toutes les étapes, et vous donnerez l'arbre(s)alterné(s).(b) En utilisant l'algorithme qui utilise le �ot maximum de 
oût minimum.(
) Rappeler la dé�nition du problème de la 
ouverture sommet de poids minimum.(d) Donner une 
ouverture sommet pondéré de poids minimum pour le graphe biparti

(K5,5, w) 
i-dessus.
5



Université de Montpellier II 2009/2010MasterM1 Durée: 7.5hAlgorithmiqueTD � Séan
e n�7
1 Coloration de sommetsExer
i
e 1 � 
oloration des sommetsSi H est un sous-graphe de G alors χ(H) ≤ χ(G).Exer
i
e 2 � 
oloration des sommetsDémontrer que χ(G) = max{χ(C), C 
omposante 
onnexe de G}Exer
i
e 3 � 
oloration des sommetsMontrer que le problème de 
her
her un k-stable est équivalent à montrer l'existen
e d'un graphe
k-
oloriable.Exer
i
e 4 � 
oloration des sommetsMontrer qu'un graphe est biparti si et seulement si il est 2-
oloriable.Exer
i
e 5 � 
oloration des sommetsSoit G = (X,E) un graphe. On note α(G) le nombre de stabilité, 
'est à dire la taille d'un stablemaximum. Montrer ⌈ n

α(G)⌉ ≤ χ(G) ≤ n− α(G) + 1Exer
i
e 6 � 
oloration des sommetsDémontrer que le graphe 
omplet Kn d'ordre n est n-
oloriable et en déduire que ω(G) ≤ χ(G)où ω(G) est la taille de la plus grande 
lique d'un graphe quel
onque.Exer
i
e 7 � 
oloration des sommetsSoit G = (X,E) un graphe et son 
omplémentaire Ḡ = (X, Ē). Montrer que1. χ(G) × χ(Ḡ) ≥ n2. χ(G) + χ(Ḡ) ≤ n + 1 (par ré
urren
e)3. χ(G) + χ(Ḡ) ≥ 2
√

n4. χ(G) × χ(Ḡ) ≤ (n+1
2 )2Exer
i
e 8 � 
oloration de sommetsDonner la valeur χ(G) pour les �gures 1 et 2.Exer
i
e 9 � 
oloration de sommetsoù V (xi) désigne le voisisnage de xi1. Appliquer l'algorithme 1 sur la �gure 3.2. Trouver un exemple pour lequel deux 
ouleurs su�sent pour 
olorier le graphe et en utilisantl'algorithme on obtient n/2 
ouleurs.Exer
i
e 10 � 
oloration de sommets 1

Fig. 1 � Exemple 1
Fig. 2 � Exemple 2On 
onsidère l'algorithme suivant :1. Appliquer l'algorithme 2 sur la �gure 3.2. Trouver un exemple pour lequel deux 
ouleurs su�sent pour 
olorier le graphe et en utilisantl'algorithme on obtient n 
ouleurs.Exer
i
e 11 � 
oloration de sommetsConsidérons le problème de 
odage suivant. On dispose d'un di
tionnaire 
ontenant quatre mots,
haque mot étant une séquen
e de trois symboles binaires {0, 1} : mot a : 000, mot b : 100, mot c 110et mot d 101. Lorsqu'un mot est 
ommuniqué, on est 
ertain que deux au moins des trois symbolesbinaires sont transmis sans erreur : une erreur portant sur un seul des trois symboles est possible. Ondésire retenir dans 
e di
tionnaire un sous-ensemble de 
ardinal maximum, dans les limites duquelun 
odage parfait soit possible, indépendamment des erreurs de transmission éventuelles (2 mots nedoivent pas être 
onfondus en 
as de transmission imparfaite).Exer
i
e 12 � 
oloration de sommetsUn groupe d'étudiants Y doit présenter un 
ertain nombre d'épreuves é
rites ; l'ensemble detoutes les épreuves est noté X ; Comme il s'agit d'examens é
rits, on désire que tous les étudiantsqui doivent passer une même épreuve la présentent simultanément. Si un étudiant passe au plus unexamen par jour, quelle est la durée minimale de la session ?Algorithm 1 Donner la valeur de χ(G)Soit x1, ..., xn une numérotation des sommets de G,

C = {1, 2, .., k} un ensemble de 
ouleurs ;for i = 1 à n do
χ(xi) = min{k ∈ C tel que pour tout y ∈ V (xi), χ(y) 6= k}end for 2



Fig. 3 �Algorithm 2 Donner la valeur de χ(G)

C = ∅, k = ∅

d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dn, les degrés des sommetsrepeat
k := k + 1
olorier le sommet x ayant le plus haut degré ave
 la kieme 
ouleur.marquer les voisins de x
C := C

⋃{x}while il existe un sommet y non marqué et non 
oloré doColorier le sommet ayant le plus haut degré ave
 la kieme 
ouleur.Marquer les voisins de y.end whileE�a
er toutes les marquesuntil Jusqu'à 
e que tous les sommets soient 
olorésExer
i
e 13 � 
oloration de sommetsDémontrer la propriété suivante : Si dans un graphe G nous avons la séquen
e des degrés d1 ≥
d2 ≥ . . . ≥ dn alors χ(G) ≤ 1 + max{min{di, i− 1}|1 ≤ i ≤ n}.Exer
i
e 14 � 
oloration de sommets1. E�e
tuer une 
oloration des sommets du graphe donné par la �gure 4.2. Soit G′ = (V ′, E′) le sous-graphe 
onstruit à partir de g en ne 
onservant que les 
inq premierssommets x1, . . . , x5. Notons Ḡ′ = (V ′, Ē′) le graphe 
omplémentaire de G′. Le graphe Ḡ′ est-ilbiparti ?Exer
i
e 15 � 
oloration de sommetsSa
hant que ω(G) ≤ χ(G) où ω(G) est la taille de la plus grande 
lique, on va montrer que 
etteborne peut-être très faible par rapport à la valeur χ(G). On veut trouver des graphes sans trianglesest k-
oloriables ave
 k aussi grand que l'on veut.1. On va 
onstrure par ré
urren
e 
e graphe : le graphe M1 est égal à K1, M2 est égal à K2 et

Mk+1 reprend Mk et ses p sommets x1, x2, . . . , xp. On rajoute p autres sommets y1, y2, . . . , yp,le sommet yi étant relié à 
haque voisin de xi dans Mk, puis un sommet z relié à 
haque yi.Construisez M1, M2, M3 et M4.2. Montrer par ré
urren
e que Mk admet 3× 2k−2 − 1 sommets.3. Donner le nombre d'arêtes. 3
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Fig. 4 �4. Montrer qu'il est k-
oloriable.Exer
i
e 16 � Des 
lients et des serveursMonsieur A a un immeuble. Dans 
et immeuble des 
âbles ont été posés. Dans 
haque piè
e del'immeuble arrive l'extrémité d'au moins un 
âble. Chaque 
âble permet de 
onne
ter dire
tementdeux ordinateurs. Monsieur A veut installer deux types de ma
hines, des postes légers, les 
lientset des gros serveurs. Sa seule 
ontrainte est de disposer exa
tement une ma
hine par piè
e, de la
onne
ter à tous les 
âbles de la piè
e dans laquelle elle se trouve, de telle sorte que deux ma
hinesdu même type ne soient pas à l'extrémité du même 
âble.� Modélisez 
e problème et donnez une 
ondition né
essaire et su�sante pour que 
ela soitréalisable.� Si la 
ondition est véri�ée, 
omment monsieur A peut il disposer ses ma
hines ? (donnez unalgorithme pour le faire automatiquement).Exer
i
e 17 � 
oloration de sommetsSoit T = {t1, t2, ..., t7} un ensemble de 7 travaux, M = {m1,m2, ..,m7} un ensemble de septma
hines. Chaque travail ti utilise un 
ertain nombre de ma
hines : t1 utilise l'ensemble de ma
hines
M1 = {m1,m3,m5}, t2 utilise l'ensemble de ma
hines M2 = {m1,m2,m4}, t3 utilise l'ensemble dema
hines M3 = {m2,m3,m5}, t4 utilise l'ensemble de ma
hines M4 = {m2,m4,m7}, t5 utilisel'ensemble de ma
hines M5 = {m5,m6,m7}, t6 utilise l'ensemble de ma
hines M6 = {m4,m6,m7},
t7 utilise l'ensemble de ma
hines M7 = {m5,m6,m7}. Le temps né
essaire à l'exé
ution de 
haquetravail ti est le même, mais deux travaux ti et tj (i 6= j) ne peuvent être exé
utés simultanément ques'ils utilisent des ma
hines di�érentes (Mi

⋂
Mj = ∅). Représenter les 
ontraintes de 
e problèmeau moyen d'un graphe. Comment e�e
tuer l'ensemble des travaux en un temps minimum?Exer
i
e 18 � 
oloration de sommets Soit un graphe G quel
onque, alors χ(G) ≤ 1 +

max{δ(H) : H est un sous-graphe induit deG} où δ(H) représente de degré minimale de H.Exer
i
e 19 � Polyn�mes 
hromatiquesSoit G un graphe quel
onque. Nous appelons PG(k) le nombre de possibilités pour 
olorierles sommets du graphe G ave
 k 
ouleurs. Si nous prenons le graphe donné par la �gure 5 on a
PG(k) = k(k − 1)2 pour la 
haine et PG(k) = k(k − 1)(k − 2) pour le triangle.1. Donner la fon
tion 
hromatique asso
ié au graphe 
omplet Kn.2. Dans le 
as où k < χ(G) que peut-on dire de PG(k) et dans le 
as où k ≥ χ(G).4
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Fig. 6 � Illustration3. Montrer que si G est un graphe simple, et soit G− e et G\e les graphes obtenues à partir de
G par suppression et 
ontra
tion de l'arête e alors PG(k) = PG−e(k) − PG\e(k). La �gure 6vous aidera à la démonstration. Dans un premeir temps déterminer le polyn�me 
hromatiquedu graphe donné par la �gure 6 en utilisant le résultat.4. Montrer que la fon
tion 
hromatique est un polyn�me.5. Donner le polyn�me 
hromatique asso
ié au graphe donné par la �gure 7.6. Démontrer (par ré
urren
e) que pour un graphe simple G ayant n sommets et m arêtes alorsle 
oe�
ient de kn est 1, que le 
oe�
ient de kn−1 est −m et que les 
oe�
ients de PG(k)sont alternativement positifs et négatifs.7. Donner le polyn�me 
hromatique pour le graphe 
omplet K5.8. Donner le polyn�me 
hromatique pour le graphe biparti 
omplet K1,5.9. Que vaut le polyn�me 
hromatique d'un graphe G si admet plusieurs 
omposantes 
onnexes ?5
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ements

Fig. 7 � polyn�me 
hromatique asso
ié ?10. Démontrer que si PG(k) = k(k − 1)n−1 alors G est un arbre.11. Déterminer les trois graphes ayant pour polyn�me 
hromatique k5 − 4k4 + 6k3 − 4k2 + k.2 Coloration d'arêtesExer
i
e 20 � 
oloration d'arêtesSoit G = (X,E) un graphe. On note υ(G) la taille maximale d'un 
ouplage. Montrer que1. ∆(G) ≤ χ′(G)2. ⌈ |E|
υ(G)⌉ ≤ χ′(G)Remarque on a pour tout graphe G = (X,E), ∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1Exer
i
e 21 � 
oloration d'arêtesQuatre professeurs P1, P2, P3, P4 doivent donner un 
ertain nombre d'heures de 
ours à trois
lasses C1, C2, C3Le professeur doit donner une heure de 
ours aux 
lasses

P1 C1 et C2

P2 C1 et C2

P3 C2 et C3

P4 C2Quel est le nombre minimum d'heures né
essaires pour disposer tous les 
ours ? Déterminer unhoraire s'étalant sur 
e nombre d'heures.Exer
i
e 22 � 
oloration d'arêtesMontrer que1. χ′(K2n) = 2n− 12. χ′(K2n+1) = 2n + 1

6



Université de Montpellier II 2009/20010MasterM1 Durée: 4,5hAlgorithme/Cal
ulabilité/ComplexitéTD � Séan
e n�8Exer
i
e 1 � Cal
ulabilité1. Soit une suite quel
onque d'ensembles Ei. Construire un ensemble qui n'appartient pas à
ette suite (en vous inspirant de la diagonalisation).Exer
i
e 2 � Cal
ulabilitéSoit f : IN → {0, 1} une fon
tion totale non 
al
ulable.1. Rappeler la dé�nition d'une fon
tion totale et une fon
tion non 
al
ulable.2. Construire une fon
tion g : IN → IN totale, 
roissante et non 
al
ulable à partir de f .Exer
i
e 3 � Cal
ulabilité1. Une fon
tion IN → IN totale, non 
al
ulable et 
roissante, peut-elle être bornée ?Exer
i
e 4 � Cal
ulabilité1. Montrer que l'inverse d'une fon
tion 
al
ulable et bije
tive est 
al
ulable.Exer
i
e 5 � Cal
ulabilitéNous 
onsidérons le tableau universel ti(j) =la valeur de la pro
édure i sur la donnée j.. On
onsidère une 
olonne j quel
onque de 
e tableau.1. Montrer qu'il existe une ligne égale à 
ette 
olonne. Que pensez-vous de la ré
iproque ?Exer
i
e 6 � Cal
ulabilitéNous 
onsidérons le tableau universel ti(j) =la valeur de la pro
édure i sur la donnée j. On
onsidère une 
olonne j quel
onque de 
e tableau.1. Montrer qu'il existe une ligne égale à 
ette 
olonne. Que pensez-vous de la ré
iproque ?Exer
i
e 7 � Cal
ulabilitéMontrer qu'une fon
tion totale IN → IN est 
al
ulable si et seulement si son graphe
G = {(x, f(x)|x ∈ IN}est dé
idable.Exer
i
e 8 � Cal
ulabilitéSoient E un ensemble et φ une fon
tion telle que φ(n) est égale au nombre d'éléments de Estri
tement inférieur à n.1. Montrer que φ est 
al
ulable si et seulement si E est dé
idable.1

Exer
i
e 9 � Cal
ulabilitéEn vous inspirant du théorème de Ri
e, donnez le prédi
at (indé
idable) et la fon
tion 
ontra-di
toire qui prouve par l'absurde le résultat d'indé
idabilité pour 
ha
un des exemples suivants :on ne peut dé
ider si une pro
édure 
al
ule1. une fon
tion totale2. une fon
tion inje
tivve3. une fon
tion 
roissante4. une fon
tion à valeurs bornéesExer
i
e 10 � Cal
ulabilité1. Rappeler la dé�nition d'un ensemble dé
idable.2. Peut-on dé
ider si un ensemble dé
idable est borné ?Exer
i
e 11 � Cal
ulabilitéOn a vu en 
ours que tout ensemble �ni est dé
idable.1. Que peut-on en déduire sur le nombre de pro
édures qui 
al
ule une fon
tion 
al
ulablebornée ? Ce résultat est-il surprenant ?Exer
i
e 12 � Cal
ulabilitéOn peut assimiler une pro
édure à son numéro. Don
 p < q où p et q sont des pro
édures, aun sens. On s'intéresse i
i aux pro
édures C sans argument.Par exempleint p (void) {return 33;}int q (void) {int i;e=1;for (i=0;i<10;i++)e:=2*e;return e;}sont des pro
édures telle que p() = 33 et q() = 1024. On peut dé�nir f(x) = min{p|p() = x}.1. Montrer que f est une fon
tion totale qui n'est pas 
al
ulable. On pourra 
onstruire parexemple une pro
édure γ sans argument telle que γ 
al
ule t et γ < f(t).2. IL semble que 
e résultat soit surprenant (il semble fa
ile d'avoir un algorithme qui 
al
ule
f). Où est l'erreur ?Exer
i
e 13 � Cal
ulabilitéSoit T une fon
tion 
al
ulable totale ; 
omme les pro
édures peuvent être numérotées, Tpeut-être vue 
omme une transformation sur les pro
édures.1. Montrer qu'il existe une pro
édure p telle que p et T (p) 
al
ule la même fon
tion (théorèmedu point �xe).2. Montrer que T possède ue in�nité de points �xes.Exer
i
e 14 � Cal
ulabilitéSoit f une fon
tion 
al
ulable, un ensemble B et son image ré
iproque par f , A :

A = f−1(B) = {x|f(x) ∈ B}2



1. Rappeler la dé�nition d'un ensemble dé
idable et d'un ensemble ré
ursivement énumérable.2. A-t'-on B dé
idable implique A dé
idable ?3. A-t'-on B ré
ursivement énumérable implique A ré
ursivement énumérable ?Exer
i
e 15 � Cal
ulabilité1. Montrer qu'un ensemble énuméré par une fon
tion 
al
ulable 
roissante f est dé
idable.2. En déduire que tout ensemble ré
ursivement énumérable 
ontient un sous-ensemble in�niet dé
idable.Exer
i
e 16 � Cal
ulabilitéSoit E l'ensemble val(f) où f est 
al
ulable partielle.1. Montrer que E est ré
ursivement énumérable (inspirez-vous de la preuve que l'arrêt en tunités de temps est dé
idable)Exer
i
e 17 � Cal
ulabilité1. Montrer que tout ensemble ré
ursivement énumérable peut-être énuméré par une fon
tionsans répétition.Exer
i
e 18 � Cal
ulabilitéSoient A et B deux ensembles dé
idables :1. Est-on sûr que le 
omplémentaire de A est dé
idable ?2. Est-on sûr que l'union de A et B est dé
idable ?3. Est-on sûr que l'interse
tion de A et B est dé
idable ?4. Même question en remplaçant dé
idables par ré
ursivement énumérables.Exer
i
e 19 � Cal
ulabilité1. soit A un ensemble dé
idable de 
ouples d'entiers. Montrer que la proje
tion de A à savoir
E = {x|∃y tel que (x, y) ∈ A} est ré
ursivement énumérable.2. Montrer que ré
iproquement tout ensemble ré
ursivement énumérable est la proje
tiond'un ensemble dé
idable.
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Université de Montpellier II 2009/2010MasterM1 Durée: 7.5hComplexitéTD � Séan
e n�6PROBLEMES DE DECISION ET PROBLEMES D'OPTIMISATION.Exer
i
e 1 � Passage du problème de dé
ision au problème d'optimisation1. Pour 
ha
un des problèmes d'optimisation suivants, trouver le problème de dé
ision asso
iéet e�e
tuer la rédu
tion polynomiale de Turing.(a) Titre : Chemin hamiltonien.Données : un graphe orienté G = (X,E).Résultat : S'il existe, un 
hemin hamiltonien dans 
e graphe, sinon le signaler.(b) Titre : Satis�abilité d'expressions booléennesDonnées : un ensemble U de variables booléennes et un ensemble F de formules boo-léennes sur U .Résultat : Fournir, s'il en existe, une interprétation qui satisfasse F . S'il n'en existe pas,le signaler.(
) Titre : Isomorphisme.Données : Deux graphes non orientés, G = (X,U) et H = (Y, V ).Résultat : Un sous graphe de H isomorphe à G s'il en existe, sinon le signaler.(d) Titre : 3MarDonnées : Un ensemble M ⊆ X × Y × Z où X, Y , et Z sont trois ensemble disjointsde même taille t.Résultat : Un mariage, 
'est à dire un sous ensemble M ′ ⊆ M de taille t tel que deuxpoints de M ′ n'aient au
une 
oordonnée en 
ommun 1(e) Titre : Stable max.Données : un graphe non orienté G = (X,E).Résultat : un stable (
'est à dire un sous-ensemble de sommets tel que deux sommetsde 
e sous ensemble ne soient jamais reliés par une arête) de taille maximum.1voi
i de 
e problème une très morale présentation tirée de Complexité algorithmique et problèmes de 
ommuni-
ations de Barthélemy, Cohen et Lobstein :On 
onsidère :� un ensemble F de jeunes �lles,� un ensemble B de garçons jeunes, beaux, vigoureux mais pauvres,� un ensemble R de 
élibataires vieux, laids, moins vigoureux mais ri
hes.Chaque �lle f ∈ F veut épouser un élément de R et prendre 
omme amant un élément de B en tenant 
ompte detrois 
ontraintes so
iales,legales et hygiénique :� f 
hoisira mari et amant dans son 
er
le de 
onnaissan
es. On dispose don
 d'un sous ensemble M ⊆ F ×B×Ret (f, b, r) ∈ M signi�e que f 
onnait b et r.� la loi interdit la bigamie : f n'aura qu'un seul mari et 
haque mari n'aura qu'une épouse.� 
haque �lle ne veut qu'un seul amant, et être la seule maîtresse de 
elui-
i.1

(f) Titre : 
ouverture par les sommets.Données : un graphe non orienté G = (X,E).Résultat : une 
ouverture par les sommets (
'est à dire un sous-ensemble de sommetstel que toute arête du graphe aie au moins une extrémité dans 
e sous ensemble) de tailleminimum.(g) Titre : 
olorationDonnées : un graphe non orienté G = (X,E).Résultat : une 
oloration minimale du graphe.(h) Titre : biparti maximumDonnées : un graphe non orienté G = (X,E).Résultat : un sous ensemble E′ ⊆ E de taille maximum tel que (X,E′) soit biparti.(i) Titre : Arbre re
ouvrant degré min.Données : un graphe non orienté G = (X,E).Résultat : un arbre re
ouvrant de G de degré minimal.(j) Titre : plus long 
hemin.Données :i. un graphe orienté G = (X,E) ;ii. une valuation des ar
s v : E → INiii. deux sommets s et t ∈ X.Résultat : le plus long 
hemin de s à t.(k) Trouver un problème de dé
ision asso
ié à Partition et e�e
tuer la rédu
tion polynomialede Turing.

2



Université de Montpellier II 2009/2010MasterM1 Durée: 7.5hComplexitéTD � Séan
e n�6CERTIFICATS POLYNOMIAUXREDUCTIONSExer
i
e 1 � Fon
tion à sens uniquesUne fo
ntion à sens unique est une fon
tion f tel que le 
al
ul de y = f(x),∀x est fa
ile à
al
uler mais à parit de y = f(x) il est di�
ile à 
al
uler x. L'existen
e de fo
ntions à sens uniqueest une 
onje
ture aussi di�
ile que NP 6= P.On 
onsidère la famille (fn)n∈IN tel qe fn est une bije
tion de An = {1, . . . , n} dans Bn =
{1, . . . , n}.Soit le problème F suivant : soit n ∈ IN. Soient x et t deux entiers entre 1 et n. Soit fn lafon
tion dé
rite pré
édemment. A-t'on fn(x) ≤ t ? Si ∀n, fn(x) est polynomial, le problème F esttrivialement dans P. Nous supposerons que F ∈ P.Le 
al
ul de l'inverse des fn est asso
ié au problème de dé
iion suivant noté F−1 : soit n ∈ IN.Soient x et t deux entiers entre 1 et n. A-t'on f−1

n
(x) ≤ t ?Montrer que F−1 ∈ NP.Exer
i
e 2 � Certi�
ats polynomiaux et rédu
tions polynomiales1. Quels sont les 
erti�
ats des problèmes de dé
ision suivants et sont-ils des 
erti�
ats polyno-miaux :(a) Partition(b) Cir
uit Hammiltonien(
) SAT(d) Clique MaxMêmes questions pour les 
o-problèmes (la question est formulée de façon négative).2. La raison pour laquelle la rédu
tion de SAT à 3-SAT est polynomiale.Soit un ensemble de 
lauses 
omposé d'une 
lause de longueur 4 et d'une 
lause de longueur5. Pour 
onstruire 
omme vu dans le 
ours un ensemble équivalents 
omposé seulement de
lauses de longueur 3, 
ombien dois-je introduire de variables booléennes supplémentaires ?3. On veut prouver que si (k+1) SAT est NP-
omplet, alors k-SAT est NP-
omplet.Pourquoi 
e résultat est-il manifestement erroné ?Où est l'erreur du raisonnement suivant :Soit C un ensemble de 
lauses de longueur k, j'applique l'outil O1 (vu en 
ours) à 
ha
unedes 
lauses pour obtenir un ensemble équivalent de (deux fois plus de) 
lauses de longueurk+1. Cette transformation est polynomiale et 
omme (k+1) SAT est NP-
omplet, k-SAT l'estaussi.4. On admet que 3-
oloration est NP-Complet. Montrer que 4-
oloration est aussi NP-
omplet(
'est à dire réduire 3-
oloration à 4-
oloration).1
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Fig. 1 � Un exemple de problème du Voyageur de 
ommer
e.5. Rèduire 
haîne hamiltonienne à 
y
le hamiltonien.6. En admettant que 
ir
uit hamiltonien est NP-
omplet, montrer que le problème du voyageurde 
ommer
e est NP 
omplet :Titre : voyageur de 
ommer
e.Données :� un graphe orienté� une valuation sur les ar
s de 
e graphe� un entier kRésultat : existe-t-il dans le graphe un 
ir
uit hammiltonien dont la valeur soit inférieureou égale à k ?Quelle est la valeur k maximum pour laquelle la réponse est OUI dans le graphe de la �gure1 ?7. montrer que si l'un des 3 problèmes Clique, Stable, Couverture par les sommets est NP-
omplet, les 3 le sont.
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Université de Montpellier II 2007/2008MasterM1 Durée: 7.5hComplexitéTD � Séan
e n�6PROGRAMMATION DYNAMIQUE. RECHERCHE DE STABLE MAXIMUMExer
i
e 1 � Programmation dynamique1. Montrer que le problème Somme de sous ensemble est NP 
omplet.2. É
rire l'algorithme pseudo polynomial qui resolve le problème de dé
ision Somme de sousensemble.3. É
rire l'algorithme pseudo polynomial qui resolve le problème d'optimisation Somme de sousensemble.4. On va s'interesser au problème du sa
 à dos� rappeler le problème, puis trouver un algorithme pseudo polynomial� qui resolve le problème de dé
ision.� qui resolve le problème d'optimisation.5. Produit de matri
es re
tangulaires.� Le problème.On peut multiplier une matri
e M1 de l1 lignes et c1 
olonnes par une matri
e M2 de l2 ligneset c2 
olonnes si et seulement si c1 = l2 et 
ette multipli
ation né
essite alors l1 × l2 × c2multipli
ations.Mais que se passe-t-il quand on veut multiplier une suite de matri
es M1, M2 . . . Mn ? Pourdénoter les dimensions de 
es matri
es, on utilisera une suite de nombres n1, n2 . . . nn nn+1et on dénotera ni le nombre de lignes de la matri
e Mi et ni+1 son nombre de 
olonnes.Il s'agit de minimiser le nombre de multipli
ations.� Exemple : multipli
ation de trois matri
es M1, M2 et M3ave
 n1 = 10, n2 = 100, n3 = 5, n4 = 50.Le produit M1 ×M2 demande 5000 multipli
ations, faire le produit de 
e résultat par M3né
essite en
ore 2500 multipli
ations, soit au total 7500.Le produit M2 ×M3 demande 25000 multipli
ations, faire le produit de M1 par 
e résultatné
essite en
ore 50000 multipli
ations, soit au total 75000.La première solution est don
 la meilleure.Mais 
omment faire le produit de 6 matri
es, ave
 une suite de dimensions (30, 35, 15, 5, 10, 20, 25) ?� La solution.On note ci,j le nombre minimal de multipli
ations pour faire le produit Mi, Mi+1 . . . Mj .On a ci,i = 0 et ci,i+1 = ni × ni+1 × ni+2.On dé
oupe alors le produit Mi . . . Mj en le produit Mi . . . Mk et le produit Mk+1 . . . Mj en
hoisissant le meilleur k

ci,j = min
k∈{i...j−1

ci,k + ck+1,j + nink+1nj+1. 1

� Cal
uler sur l'exemple et gra
e à la programmation dynamique la meilleure façon d'e�e
tuer
e produit.Exer
i
e 2 � Sur le problème du stable maximum1. É
rire l'algorithme TSM ave
 une 
omplexité dans O(1, 39n).
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