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Université de Montpellier II 2010/2011MasterM2 Durée: 6hThéorie de l'informationTD � Séan
e n�1
1 Des
riptif des tâ
hesLes travaux pratiques se déroulent en deux parties :� La partie théorique est obligatoire� Con
ernant le partie pratique vous avez le 
hoix entre les trois exer
i
esLe do
ument devra être é
rit en Latex. Vous présenterez vos résultats pratiques lors d'unesoutenan
e en janvier.2 Partie théoriqueExer
i
e 1 � Cal
ul de 
apa
ité de 
anaux symétriquesNous 
onsidérons un 
anal dis
ret sans mémoire d'entrée X et de sortie Y , où X est une va-riable aléatoire N -aire (pouvant prendre N valeurs) et où Y est une variable aléatoire M -aire. Ladistribution de probabilité de X (resp. Y ) est donné par la ve
teur 
olonne p̄X de taille N (resp. leve
teur p̄Y de taille M). Le 
anal est donné par sa matri
e de transition P de taille M × N , dontles 
oe�
ients sont les probabilités de transition (P )y,x = p(y|x). Nous 
her
hons à déterminer des
onditions sur la matri
e P pour que la 
apa
ité ait une expression simple.1. Donner une 
ondition sur 
es 
olonnes pour que l'entropie H(X|Y = x) ne dépende que du
anal (et non de l'entrée du 
anal).2. Donner l'équation donnant p̄Y en fon
tion de p̄X et de P . En déduire une 
ondition simplesur les lignes de P pour que H(Y ) soit maximal si H(X) l'est.Capa
ité d'un 
anal fortement symétrique : le 
anal est dit fortement symétrique si� les 
olonnes de P se déduisent les unes des autres par permutation des éléments ;� les lignes de P sont de sommes égales.3. Déduire des questions pré
édentes que la 
apa
ité d'un 
anal symétrique est donné par laformule

C = log2(M)− hoù h est l'entropie 
ommune des 
olonnes de P .Généralisation : on 
her
he maintenant à généraliser la formule de 
apa
ité sous les hy-pothèses suivantes : on partitionne l'alphabet de Y en sous-ensemble disjoints Y1,Y2, . . . ,YLoù Yk est de taille Mk ave
 ∑L
k=1 Mk = M . Cette partition dé�nit une variable d'état K du
anal par la relation K = k ⇐⇒ Y ∈ Yk ; on note p(k) = Prob(K = k) = Prob(Y ∈ Yk). Onsuppose que pour 
haque état k �xé, le sous-
anal Ck d'entrée X et de sortie Y ∈ Yk (dé
rit1

par les probabilités de transition p(y|x, k) est (fortement) symétrique au sens de la dé�nition
i-dessus.On note Pk le sous-matri
e de P dont les lignes 
orrespondent aux valeurs de y ∈ Yk. C'estune sous-matri
e de taille Mk × N . Noter que P peut s'é
rire (après éventuellement unepermutation des lignes) sous la forme.
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

4. Cal
uler p(k|x) en fon
tion des valeurs de p(y|x) et en déduire que K et X sont indépendants.Comment peut-on déterminer p(k) à partir de Pk ? Montrer que 1
p(k)Pk est la matri
e detransition du sous-
anal Ck.5. Justi�er (sans 
al
ul) que la 
apa
ité du sous-
anal Ck est de la forme :

Ck = log2(Mk)− hkoù on pré
isera 
ommet hk se détermine à partir de Pk.6. Montrer que I(X,Y ) est maximisé pour des valeurs d'entrée x équiprobables, son maximumétant la 
apa
ité du 
anal global.Indi
ation : on pourra raisonner soit sur les entropies H(Y ) et H(Y |X) (en montrant que
H(Y |X = x) ne dépend pas de x), soit dire
tement sur l'information mutuelle I(X,Y ) (enintroduisant l'information 
onditionnelle I(X,Y |K).Capa
ité d'un 
anal faiblement symétrique : le 
anal est dit faiblement symétrique sion peut trouver une partition de sou-matri
es Pk de tailles Mk ×N de la matri
e P telle que, pour tout k� les 
olonnes de Pk se déduisent les unes des autres par permutation des éléments ;� les lignes de Pk sont de sommes égales.7. En déduire des questions pré
édentes que la 
apa
ité d'un 
anal faiblement symétrique estdonné par l'une des deux formules

C =
L

∑

k=1

p(k)(log2(Mk)− hk) = (
L

∑

k=1

p(k) log2
Mk

p(k)
)− h8. Déterminer si 
ha
un de 
es 
anaux suivants est symétrique (fortement ou faiblement), et dans
e 
as, donner leur 
apa
ité.(a) Canal binaire donné par P =

(

1− p p
p 1− p

)(b) Canal à e�a
ement P =





1− π 0
π π
0 1− π



(
) Canal à e�a
ement et erreur P =





(1− π)(1− p) (1− π)p
π π

(1− π)p (1− π)(1− p)


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(d) Canal en Z :P =

(

1 p
0 1− p

)

(e) Canal donné par P =






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(f) Canal donné par P =
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(g) Canal donné par P =






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1/3 1/6
1/4 0
1/4 1/2
1/6 1/3


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Exer
i
e 2 � Code de Reed-MullerDé�nition 2.1 Nous noterons RM(r,m) le 
ode de Reed-Muller d'ordre r et de longueur 2m ave

0 ≤ r ≤ m. Nous dé�nissons 
es 
odes ainsi :
G =







RM(0,m) = {00 . . . 0, 11 . . . 1}, 
haque mot est de longueur 2m

RM(m,m) = {0, 1}2m

RM(r,m) = {(x, x + y) : x ∈ RM(r,m− 1), y ∈ RM(r − 1,m− 1)} pour 0 < r < m

RM(m,m) 
omprend tous les mots de longueur 2m et RM(0,m) est 
onstitué des seuls mots 0et 1.1. Donner les mots de 
ode RM(1, 2) et RM(1, 3).2. Les matri
es génératri
es de 
es 
odes amettent également une dé�nition indu
tive. On note
G(r,m) la matri
e génératri
e de RM(r,m) :

G(r,m) =

(

G(r,m − 1) G(r,m − 1)
0 G(r − 1,m− 1)

)En posant pour r = 0 G(0,m) = (11 . . . 1), et pour r = m G(m,m) =

(

G(m− 1,m)
0 . . . 01

)Cal
uler G(1, 3).3. Retrouver les mots de G(1, 3) par sa matri
e génératri
e.4. Montrer que G(1, 3) est un 
ode équivalent au dual d'un 
ode de Hamming étendu de redon-dan
e 3.5. Montrer les propriétés suivantes du 
ode Reed-Muller RM(r,m) dé�ni 
omme 
i-dessus :(a) longueur n = 2m,(b) distan
e d = 2m−r 3

(
) dimension k =
∑r

i=0

(

m
i

)(d) RM(r − 1,m) est 
ontenu dans RM(r,m) pour r > 0.(e) 
omme 
ode dual, RM(m− 1, r − 1) pour r < m.6. Sur le problème de dé
odage. On ne s'intérese qu'aux 
odes de Reed-Muller d'ordre 1, RM(1,m).Pour G(1, 3), dé
oder les mots :(a) 0101 1110(b) 0110 0111(
) 0001 0100(d) 1100 1110Exer
i
e 3 � Code linéaireSoit C le 
ode sur linéaire sur IF5 de matri
e génératri
e
G =

(

3 4 1 0
0 3 4 1

)1. Donner le nombre de mots de C.2. Le 
ode est-il systématique ?3. Déterminer une matri
e de 
ontr�le de C.4. Cal
uler la 
apa
ité de 
orre
tion t de C. Le 
ode est-il MDS1 ?5. Construire la table de 
ontr�le 
ontenant tous les ve
teurs erreurs possibles de poids ≤ t.6. Dé
oder quand 
'est possible les mots 3001, 1101 et 2311.Exer
i
e 4 � Code de Hamming de longueur 71. Dresser la table de dé
odage du 
ode binaire de Hamming de longueur 7.2. Dé
oder quand 
'est possible les mots 1111111, 1101011, 0110110 et 1111010.Exer
i
e 5 � Code de Hamming étendu de longueur 8Nous rajoutons un bit de parité à 
haque mot du 
ode binaire de Hamming de longueur 7, desorte que 
haque mot est obtenu soit de poids pair.1. Montrer que le 
ode ainsi obtenu est linéaire.2. En donner une matri
e génératri
e et une matri
e de 
ontr�le.3. Déterminer la distan
e minimum de C.3 Partie pratiqueExer
i
e 6 � Compression de donnéesLe projet 
onsiste à 
omparer les trois algorithmes suivants1Un 
ode linéaire est dit MDS, (Maximum Dsitan
e Separable) si d + k = n + 1.4



� l'algorithme de Hu�man,� l'algorithme LZ77� l'algorithme LZ78Vous les testerez sur un jeux de données (textes, . . .)Exer
i
e 7 � Compression des données bisVous devez programmer l'algorithme de Hu�man statique et adaptatif. Vous pro
edérez à destests.Exer
i
e 8 � Compression des imagesLe projet 
onsiste à développer un CODEC pour la 
ompression d'images. Le projet est àrendre avant le 15 janvier. Vous serez en groupe de deux. Le minimum demandé est de 
onstruireun pour les images en niveaux de gris.Vous avez le 
hoix de la méthode de 
ompression :� perte vs sans perte,� DCT ou autre,� quanti�
ateur de votre 
hoix,� 
ompresseur binaire (Hu�man, LZ, Arithmétique, . . .) de votre 
hoix.Les 8 images ben
hmarks en niveau de gris sont disponibles à l'adresse suivante :http ://www.lirmm.fr/~rgirou/enseignement/tdi.htmlCe sont des ben
hmarks très 
onnus en traitement d'image. Chaque image est un gif de résolution
512 × 512 × 8.Les 8 images 
ouleurs ben
hmarks sont disponibles à l'adresse suivante :http ://www.lirmm.fr/~rgirou/enseignement/tdi.htmlA nouveau 
e sont des ben
hmarks très 
onnus en traitement d'image. Les images sont des TIFFave
 une profondeur de 24 bits.En plus des ben
hmarks 
i-dessous, vous pouvez tester votre 
ompresseur sur les images quevous souhaitez. Un 
ode
 ave
 l'exé
utable et le 
ode sour
eUn rapport d'environ 25 pages maximum, expliquant :� la méthode de 
omression/dé
ompression, et� les résultats obtenus sur les images.Con
ernant les résultats, une 
omparaison ave
 les 
ompresseus existants est demandée.
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