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COMPRESSION DE DONNEES

CHAPITRE ] 1.1 Introduction
Compression de don-

nées

1.2 Théorie de I'information
1.2.1 Longueur moyenne d’'un code

Tous le smots de code n’étant pas toujours de la méme longareutilsie une me-
sure dépendant des fréquences d’'apparition pour estinfmidaeur des messages
qui coderont une source. On rappelle qu’une source d'irdition est constituée
d'un alphabetS et s'une distribution de probabilité® sur S. Pour un symbole
s; d'une sourceS = (S, P), P(s;) est la probabilité d'occurrence dg, eti(m)

Sommaire désigne la longueur d’un mat (de source ou de code).
11 Introduction . . . . v oo 2 SoientS = (S,P)ouS = {s1,...,5,}, e C un code deS dont la fonction de
1.2 Théorie de linformation . . . .« « o\ oo 2 codage esf (C est I'image deS par f). La longueur moyenne du codéest :
1.2.1 Longueurmoyenneduncode . ... ......... 2
1.2.2 Lentropie comme mesure de la quantité d’'information2 n
1.2.3 ThéorémedeShannon . . ... ... ......... 3 ey = Zl(f(si))P(5i>
1.3 Préliminaires . . ... ... ... 4 =1
1.3.1 Décoder sans ambiguité . . . . ... ... ... ... 4 Exemple
1.3.2 Préfixeetpropriétés . . ................ 5 S = {a,b,c,d}, P = (1/2;1/4;1/8;1/8). SiC = {f(a) = 00, f(b) =
1.3.3 Théorémesde KraftetMcMillan. . . . . . ... ... 7 01, f(e¢) = 10, f(d) = 11}, la longueur moyenne du schéma st
1.4 Codagestatique . .. .. ... ... .. .. ... 11
1.4.1 Algorithmede Huffman . ... ... ......... 11 1.2.2 Lentropie comme mesure de la quantité d'information
1.4.2 Codage Arithmétique . . . . . . ... ... ...... 15
1.4.3 Codesadaptatifs . ................... 15 Nous arrivons aux notions fondamentales de la théoeir dfotiination. Soit une
1.5 Heurisitques de réduction d'entropie . . . . . . ... ... 23 sourceS = (S, P). Nous ne connaissons de cette source qu'une distribution de
1.5.1 RunlengthEncoding:RLE . ... .......... 23 probabilité, et nous cherchons a mesurer quantitativedepiel point nous igno-
1.5.2 Move-to-Front . . ... ... ............. 24 rons le comportement dg.
1.5.3 BWT : Transformation de Burrows-Wheeler . . . . . 25 Il est ainsi naturel de choisir I'entropie pour esure, a Bapour une sources, P),
1.6 Codescompresseursusuels . . . ... ............ 27 P=(p1,...,pn)
1.6.1 Algorithme de Lempel-Zi¥7 . . . ... .. ... .. 27
1.6.2 Algorithme de Lempel-Zi¥8 . . .. ... ...... 32 n 1
1.7 Conclusion . . ... ... 34 H(S) = Zpi 10{%2(;)
i=1 ¢
RéSUME C’est une mesure de lincertitude liée a une loi de porhisilice qui est tou-

jours illustré par I'exemple du dé : on considére une vaeia@Eatoire (source)
issue du jet d'un dé a faces. Il ya plus d'incertitude dasn le résultat de ce jet
si le dé est normal que si le dé est biaisé. Ce qui se traduit paur tous les
Dl s P H(p1, .o pn) < H(1/N,...,1/n) = logyn.

Nous nous intéressons au probléme de la compression de eehé
des techniques pour résoudre ce probleme.



1.2.3 Théoréme de Shannon

Ce théoréme fondamental de la théorie de I'information esha sous le nom de
théoréme de Shannon ou théoréme du codage sans bruit.
Nous commencons par énoncer le théoreme dans le cas d'uice sans mémoire.

Théoreme 1.2.1Soit une sourceS sans mémoire d’entropié!. Tout code uni-
quement déchiffrable d§* sur un alphabet de taillg, de longueur moyennkg
vérifie :

H
logy ¢

De plus, il existe un code uniquement déchiffrableSdesur un alphabet de taille
¢, de longueur moyenrig, qui vérifie :

logy ¢

On en déduit pour l&*™¢ extnesion de5.

Théoréme 1.2.2Soit une sourcés sans mémoire d’entropié/. Tout code uni-
quement déchiffrables d&* sur un alphabet de taillg, de longueur moyenrig,
vérifie :

lk.> H

k — logyq

De plus, il existe un code uniquement déchiffrableSdesur un alphabet de taille
q, de longueur moyenrig, qui vérifie :

Ik H

k < log, ¢ + k

Preuve
Sachant quéd (S*) = k x H(S). O

Pour une source stationnaire quelconque, le théoréme 'geonser :
Théoreme 1.2.3Pour toute source stationnaire d’entropié, il existe un procédé
de codage uniquement déchiffrable sur un alphabet de tajllet de longueur
moyenné, aussi proch que I'in veut de sa borne inférieui log,(q).
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En théorie, il est donc possible de trouver un code s'apmacimdéfinement de
I'entropie. En pratique pourtant, si le procédé de codagsiste a coder des mots
d’un extension de la source, on est limité évidemment paoiehre de ces mots
(|S*| = |S|¥), ce qui peut représenter un trés grand nombre de mots).

1.3 Préliminaires
1.3.1 Décoder sans ambiguité

La premiére des qualité que doit avoir un code est de pout@rd&codé. C'est
une évidence, mais par forcément un probléme triviale. 8sgms que le code
est une fonction bijective, qui transforme le message cefpar I'émetteur en
message qui est transmis par le canal. Pour un message &gurce,,, chaine
surn un alphabet source quelconque, et pour un alphabetddd/c@ppelonsf la
fonction de codage. On a laors le message egdé. ¢, = f(a1)... f(ay,), avec
¢; € V7T,Vi. Le code, en tant qu'ensemble des mots de codes, est atoegki
de la fonction de codagg. Le fait que f soit bijective ne suffit cependant pas
pour que le message puisse étre décodé sans ambiguité paefteur. Prenons
I'exemple du codage des lettres de 'alphabet {4, ..., Z} par les entiers’ =
{0,...,25} écrits en base0.

fA)=0,f(B)=1,...,f(J)=9,f(K) =10, f(L) =11,...,f(Z) =25

Le mot de codd 209 peut alors correspondre a différents messages : par exemple

BUJouMAJouBCAJ.

Il est donc fondamental d’ajouter des contraintes sur le qmir qu'un message
quelconque puisse étre déchiffré sans ambiguité. Un €osler un alphabet” est
dit non ambigu (on dit parfois uniqguement déchiffrable ):si= 21 ...2, € V*,

il existe au plus une séquence-=c; ...c,, € C* telle que

Cl...Cpp =21...Tp
Théoreme 1.3.1Un codeC sur un alphabet” est non ambigu si et seulement si
pour toutes séquences=c; ...c, etd =d; ...d,, deC™.
¢ = d=(n=metg=d;,Vi=1...n

Exemple : Sur l'alphabetl” = {0, 1}
— le codeC' = {0,01,001} n’est pas uniquement déchiffrable.
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— le codeC' = {01, 10} est uniquement déchiffrable.

— le codeC' = {0, 10,110} est uniqguement déchiffrable.

La contrainte de déchiffrabilité implique une longueur imiale aux mots de code
.Le théoréme de Kraft donne une condition nécessaire esanfé sur la ongueur
des mots de code pour assurer I'exsitence d’un code uniquetgehiffrable.

1.3.2 Préfixe et propriétés

Définition 1.3.1 On dit qu’un code cod€ sur un alphabet a la propriété du
préfixe (on dit aussi instantané, ou irréductible) si et seudnt si pour tout couple
de mots distinctécy, c2), co N'est pas un préfixe dg .

Exemple : a = 1011000, b = 01 ete = 1010, b n’est pas un préfixe de maisc
est un préfixe de.

En utilisant la proriété du préfixe, nous pouvons déchiffesrmots d'un tel code
dées la fin de la réception du mot (instantanéité), ce qui mdegours possible pour
des codes uniquement déchiffrables : par exemplg, si 0,01, 11 et si on regoit
le messager = 0011111111 .. il faut attendre I'occurrence suivante d’Orpour
pouvoir déchiffrer le second métou 01 ?).

Théoreme 1.3.2Tout code possédant la propriété du préfixe est uniquement dé
chiffrable.

Preuve
Soit un codeC surV qui n'est pas uniqguement déchiffrable. Alors il existe une
chainea € V" telle quea = ¢y ...¢ = d; ... dg, lesc; etd; étant des mots d€'
etc; # d; pour au moins ur. Choississons le plus petitel quec; # d; (our tout
Jj < i,¢j = dj). Alorsi(c;) # I(d;), sinon vu le choix de, on auraitc; = d;, ce
qui est en contradiction avec la définition deSi l(c;) < I(d;), ¢; est un préfixe
ded; et dasn le cas contriarg est un préfixe de;. C' n’ donc pas la propriété du
préfixe.

O

La réciproque est fausse : le cofle= {0,01} est uniquement déchiffrabe, mais
en possede pas la propriété du préfixe. Le théoréme suivtantidsnt, mais assure
la la déchiffrabilité d’'une catégorie de code trés usité.

Théoréeme 1.3.3Tout code dont les mots sont de méme longueur possede la pro-
priété du préfixe.

L'arbre de huffmn est un objet permettant de représentdefaent tous les codes
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qui ont la propriété du préfixe, et cette représentatiodifagrandement leur ma-
nipulation.

Définition 1.3.2 On appelle arbre de Huffman un arbre binaire (il peut étreifac
lement étendu & un arbrgnaire) tel que tout sous-arbre a sditsoit 2 fils (il est
localement complet). Dans ce dernier cas, on assigne lealgnla I'aréte reliant

la racine locale au fils gauche étau fils droit. A chaque feuille d'un arbre de Huff-
man, on peut associer un mot {i& 1}, c’est la haine des symboles marquant les
arétes d’'un chemin depuis la racine jusqu’a la feuille. Leximaum sur I'ensemble
des longueurs des mots d’'un arbre de Huffman est appelé iradeecet arbre.
On appelle code de Huffman I'ensemble des mots correspbadarchemins d'un
arbre de Huffman ; la hauteur de cet arbre est appelée auasicha du code”.

L'introduction des arbres de Huffman est justifiée par lasxdeéoremes suivants,
qui assurent que tous les codes instantanés pourront étriputés avec de tels
arbres.

Théoreme 1.3.4Un code de Huffman possede la propriété du préfixe.

Preuve Si un mot de code; est un préfixe des, alors le chemin représentant

dans l'arbre de Huffman est inclus dasn le chemin représentaCommec; et

co sont, par définition associés a des feuilles de I'arhre= ;. Il n'existe donc
pas deux mots différents dont I'un est le préfixe de l'auttde eode de Huffman
admet le propriété du préfixe. O

Théoreme 1.3.5Tout code qui possede la propriété du préfixe est contenuwdans
code de Huffman.

Preuve Soit un arbre de Huffman complet (toutes les feuilles sonistadce
constante de la racine) de hautéua longueur du plus long mot d&. Chaque mot
¢; deC est associé a un chemin depuis la racine jusqu’a un noeude@réfaguer
le sous-arbre dont ce nieud est racine (tous les mots poétrenteprésentés dans
les noeuds de ce sous-arbre enpour préfixe). Tous les mots de sont toujours
dans les noeuds de I'arbre résultant. On peut effectuer taen@pération pour tous
les mots. On a finalement un arbre de Huffman contenant tsuad¢s deC. O

Lemme 1.3.1 Un code est préfixe si et seulement si les feuilles de son'esbre
exactement ses mots de code.

!Les codes peuvent étres représentés par des arbres tel que :
— chaque branche a pour attribut un des symboles binaes
— deux branches partant du méme noeud ont des attributeediféé
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Preuve Dire qu'un mot de code est une feuille est équivalent a difi wfest pas
le préfixe d'un autre mot de code O

1.3.3 Théorémes de Kraft et McMillan

Il existe des conditions nécessaires et suffisantes paistéece de codes pré-
fixes et déchiffrables. Pour les codes préfixes, il s’agind’'propriété classique
des arbres (inégalité de Kraft). Le résultat reste vrai pourcode déchiffrable
(Théoréeme de McMillan).

Théoreme 1.3.6Soit un abre binaire dont lesk feuilles ont pour ordre
ni,...,ng (ordre d'un noeud oiu d'une feuille correpsond au nombre d
branches le séparant de la racine). Alors,

)
S o<
k=1

Preuve

Nous définissons le poids de chaque noeud de I'arbre de |a fageante :

— le poids d'une feuille d’ordré est égale 27,

— le poids d’'un noeud qui n’est pas une feuille est la sommediels de ses fils.

1. Le poids d’'un noeud d’ordreest inférieur ou égal 2. Sinon, 'un de ses
fils (d'ordre i + 1) aurait un poids> 2~ (1), et par récurrence, il existerait
au moins une feuille de poids 2k ol h est I'ordre de cette feuille. Ceci
serait contradictoire avec la définition d poids.

2. le poids de laracine de l'arbre est égale a la somme des geiges feuilles.

La racine de I'arbre est un noeud d’'ordrest a donc un poids< 1, ce qui nous
donne ligalité. recherchée. O

Lemme 1.3.2 Soit un arbre binaire dont le& feuilles ont pour ordres, ..., ng
avecm = max(ny,...,ng). Alors

K K
(1=>27">0) = (1-) 27" >2")
k=1 k=1

— chaque noeuda pour attribut la concatenation des attries branches reliant la racine a ce
noeud.

COMPRESSION DE DONNEES

Preuve En reprenant les notations de I'énoncé

K

K
(1 _ Z 2"k 0) = <2m _ Z om—ni 0)
k=1

k=1

Puisquevk, m > ny, le terme de gauche de I'inégalité de droite est entier, donc

K

K K
1= "2 >0) = @'Y 2" =1 =(1-) 27 =2,
k=1 k=1

k=1

O

Théoreme 1.3.7Inégalité de Kraftll existe un code préfixe d& mots de lon-
gueursny, ... nk Si et seulement si l'inégalité

K
S o<
k=1

est satisfaite

Preuve

1. Soit un code préfixe d& mots de longueuny, ... nx , les mots de ce code
sont exactement les feuilles de son arbre. D’autre pamnigueur d’'un mot
est exactement égale a 'ordre du noeud le représentant’dems. Donc
en utilisant le Lemme 1.3.1, nous obtenons bein 'inégalité

2. Soientdes entiers< ny < ...ng_1 < nk Vvérifiant 'inégalité , montrons
par récurrence suk qu'il existe un arbre binaire dont le& feuilles ont
pour ordreny, ..., ng.

(@) SiK = 1, l'arbre dégénéré donné a la figure 1.1 de profondeur
convient

T =T

FiG. 1.1-Arbre dégénéré



(b) En enlevant la derniére longuewuy, hous avons

—1
27" <1
1

>

kS
I

donc d'apres le Lemme 1.3.2,

K-1 -2

doammporeer = Yo g ol <

k=1 k=1
On en déduit par hypothése de récurrence, qu'il existe ue aidnt les
feuilles ont pour profondeurs, , ..., nx_2,nx—1 — 1. Nous dotons la
feuille a profondeun_; — 1 de deux fils pour obtenir un arbref&
de profondeumy, ..., ng_o,nx_1,nK. Sing > nx_1, il suffit de
rallonger I'un des fils. D’aprés le Lemme 1.3.1

ng

NK> —
NK-1

FiG. 1.2— Complétion de I'arbre

Il existe un résultat similaire plus fort da a McMillan.

Théoreme 1.3.8McMillan Il existe un code déchiffrable d& ots de longuers
ni,...,nx Sis et suelemnt si 'inégalité

K
o <
k=1

est satisfaite.

Preuve

1. Silinégalité est satiasfaite alors il existe un coddfigpeédonc un code dé-
chiffrable avec les bonnes longueurs.

COMPRESSION DE DONNEES

2. Réciproquement, solt” avec|V| = K, soit ¢ un code déchiffrable de
V et soit® son codage associé. Pour taiuplet (z1,...,z,) € V¥,
nous avonsb(xy,...,x,) = ¢(z1)|]... ||¢(zr) et donc|®(z,...,x,)| =
l¢(x1)[ ] ... I |é(zL)|. Donc

(2L = 7S gl g-loa)
x xr

1

_ Z 27\<I>(;E1,---11‘n)|

mL )
= > a2
i=1

ol m = max.ey I(x) etay(i) est le nombre de.-uplets deV* dont le
codage est de longueuexactement. Le codg¢ est déchiffrable, donc pour
tout ¢, nous avonsuy (i) < 2 (sinon il existerait au moins deuk-uplets
ayant la méme iamge par Nous en déduisons que pour tdut

Z 27 1e@l < (p)V/E
x
D’ou I'inégalité recherchée quandtend vers l'infini.
O

IL est important de noter que les Théoremes 1.3.7 et 1.3.8mtepas constructifs.
IIs nous donnent un résultat sur I'exsitence de codes dshbigjueurs des mots de
codes vérfient I'inégalité, mais ne prétendent pas que tmg dont les longueurs
vérifient I'inégalité est préfixe (ou déchiffrable).

Corollaire 1.3.1 S'il existe un code uniquement déchiffrable, dont les nwtsde

longueurly, ..., l,, alors il existe un code instantané de mémes longueurs de mot

C’est une conséquence des théoremes de Kraft et McMillachdes déchiffrable
qui ne posseédent pas la propriété du préfixe ne produiserdepasde aux mots
plus courts que le scodes instantanés, auxquels on peusdaastreindre pour la
compression d'information (leurs propriétés les rendéums maniables).

Définition 1.3.3 Un code est dit complet s'il vérifie la relation

okl — g

T
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CodeA | CodeB | codeC
S1 00 0 0
So 01 100 10
Exemplel 10 110 110
s4 11 111 11
S 2 1 7/8 9/8

=1
Les codesA eltB sont déhiffrables, le premier étant complet. Le c6de’est pas
déchiffrable.

1.4 Codage statique

Les codages statisitques utilisent la fréquence de chaapaetére de la source
pour la compression, et en codant les caracteres le spiysefnés par des mots
plus courts, se positionneent proches de I'entropie.

1.4.1 Algorithme de Huffman
1.4.1.1 Lalgorithme de Huffman est optimal

Cette méthode permet de trouver le meilleur schéma d’egeodane source sans
mémoireS = (S, P). L'alphabet de codage e$t, de tailleq. Il est nécessaire
a l'optimalité du résultat de vérifier que— 1||S| — 1 (afin d'obtenir un arbre

localement complet). Dans le cas contraire, il est facileajlsuter des symboles a
S, de probabilités d’occurrence nulle, jusqu’a ce que 1||S| — 1. Les mots de

codes associés (les plus longs) ne seront pas utilisés.

Algorithme 1.1 Description de I'algorithe de Huffman
On construit avec 'alphabet souréeun ensemble de noued isolé auxquel on
associe les probabilités de. Soientp;, , . .., p;, lesq symboles de plus faibles
probabilités. On construit un arbre dont la racine est urveau noeud et auquel
on associe la probabilitg;, + . .. + p;,, et dont les branches sont incidentes aux
noeuds;,, ..., Dig-
On recommence ensuite ave leplus petites valeurs parmi les noeuds du plus
haut niveau (les racines), jusqu’a n’obtenir qu’un arbreh@que itération, ily a
g — 1 éléments en moins parmi les noeuds de plus haut niveau)letomiots de
S sont Is feuilles, et dont les mots de code associés dansdenschinsi construit
sont les mots correspondant aux chemins de la racine alesfeil

Les étapes successives de I'algorithme sotn décrites figute 1.3

11

COMPRESSION DE DONNEES

0,05 0,06 0,10 0,19 0,25 0,35

@ G o 0 O O

Tri dans I'ordre croissant

0,10 0,11 @ 0,19 ng% @0, 35
O
0,05 0,06
G e Construction de I'arbre et tri du niveau le plus haut
0,25 0,35
0,19 0,21
- © @ ©
0,10 0,11
0,05 0,06

étape suivante

étape suivante

Arbre final

FiG. 1.3— Exemple de cosntruction d’un code de Huffman



Symbole | Probabilité
a 0,35
b 0,1
c 0,19
d 0,25
e 0,06
f 0,05

TAB. 1.1 — Résultat

Symbole | Mot de code
a 11
b 010
c 00
d 10
e 0111
f 0110

TAB. 1.2 — Résultat

Le code de Huffman construit est alors :

Théoreme 1.4.1Le code issu de I'algorithme de Huffman est optimal parmstou
les codes instantanés desur V.

Preuve

Prenons; = 2. Nos avons qu’un code instantaté peut étre représenté pabum
de Huffman. SoitA I'arbre représentant un code optimal Fét'arbre représentant

le code issu de I'algorithme de Huffman.

Remarquons que dans il n’xiste pas de noeud avec un seul fils dont les feuilles
contiennent des mots du code (en effet, on remplace un tabinuer son fils et on
obtient un meilleu code).

Remarquons maintenant que dafissi pour des mots; et c; les probabilités
d'apparitions respectives, etp, satisfontp; < po, alors le sheuteurs respectives
des feuilles représentant etc, : [; etly satisfontl; > Iy (en efet, dans le cas
contraire, on remplace, par ¢ dans I'arbre et on obtient un code meilleur). On
peut donc supposer quereprésente un code optimal pour lequel les deux mots de
plus faibles probabilités sont deux feuilles fréres (adntéé méme pére).

On raisonne maintenant par récurrence sur le nombre déefemidansA. Pour

n = 1, le résultat est évident.

Pourn > 2 quelconque, on considére les deux feuilles fréres cornslgpa aux
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motscy, ¢, de plus faibles probabilités d’apparitign, p, dansA. D’apres le prin-
cipe de construction de Huffman, etc, sont des feuilles freres dafs. On définit
alorsH' = H\{c1,ca} U {c}, ¢ étant un mot de probabilité d’apparitien + ps.
H' représente par le principe de récurrence le meilleur caeritané sut’, donc
de longueur moyenne inférieured = A\{c1, c2}. Donc, et d'apres les premiéres
remarques, la longueur moyenne Meest inférieure a la longueur moyenne de
O

Le théoreme précédent indique que l'algorithme de Huffmeastpas le meilleur
pour coder une information dasn tous les cas : mais en fixant podele une
sourceS sans mémoire sur un alphaliét il n’y a pas de code plus efficace qui a
la propriété du préfixe.

On peut obtenir des codes plus efficace a partir des extend®la source, comme
on peut le voir sur I'exemple suivant :

SoitS = (S, P),S = (s1,s2), P = (1/4,3/4). Un codage de Huffman pout
donne évidemment; — 0 etsy — 1, et sa longueur moyenne dst

Un codage de Huffman pod#? = (52, P?) donne

5181 — 010
s1590 — 011
s9s1 — 00

S959 — 1

et sa longueur moyenne &st (1/16)+3x (3/16)+2x (3/16)+9/16 = 27/16 =
1,6875. La longueur moyenne de ce code est ddn6875, et en comparaison avec
le code deS (les mots deS? sont de longueu), | = 1,6875/2 = 0,84375 ce
qui meilleur que le code sur la source originelle. Nous pasvencore améliorer
ce codag en examinant la sour§eé. Il est aussi possible d’affiner le codage par
une meilleur modélisation de la source : souvent, I'ocoteetiun symbole n’est
pas indépendante des symboles précdemment émis par uoe &tams le cas d'un
texte, par exemple). Dans ce cas, les probabilités d’oenoersotn conditionnelles
et il existe des modeéles (lemodéle de Markov, en partiqutier permettent un
meilleur codage. Mais ces procédés ne conduisnet pas a ddisrations infinies.
L'netropie reste un seuil popur la longueur moyenne, emdkguel on en peut
pas trouver de code.
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1.4.2 Codage Arithmétique
1.4.3 Codes adaptatifs
1.4.3.1 Algorithme de Huffman dynamique

L'algorithme de Huffman dynamique permet de compresser atréfla volée en
faisant une seule lecture de I'entrée ; a la différence digdighme statique d’Huff-
man, il évite de faire deux parcours d’un fichier d’entrée onir le calcul des
fréquences, I'autre pour le codage). La table des fréquessteélaborée au fur et a
mesure de la lecture du fichier ; ainsi I'arbre de Huffman esdifié a chaque fois
qu’on lit un nouveau caractére.

La commande « pack » de Unix implémente de cet algorithme.

1.4.3.2 Compression dynamique

La compression est décrite par I'algorithme 1.4.3.2. Orpsgp qu’on doit coder
un fichier de symboles binaires lus a la volée par block bits (¢ est souvent un
paramétre) : on appelle donc « caractére » un tel bloc. Aibiigation, on définit
un caractére symbolique (notépar exemple) et codé intialement par un symbole
prédéfini (par exemple comme QA7 éme caractére virtuel di code ASCII). lors du
codage, a chaque fois que I'on rencontre un nouveau caeguadérencore rencon-
tré, on le code sur la sortie par le code@suivi dek bits du nouveau caractere. Le
nouveau caractere est alors entré dasn I'arbre de Huffnmam.d®nstruire I'arbre
de Huffman et le mettre a jour, on compte le nombre d’occuesrde chaque ca-
ractere et le nombre de caractéres déja lus; on connait dacttaque nouvelle
lecture, la fréquence de chaque caractére depuis le déffichéer jusqu’au carac-
tére courant ; les fréquences sont donc caclulées dynamante Aprés avoir écrit
un code (soit celui d&, soit celui d’'un caractére déja rencontré, soitdésts non
compressés d’un nouveau caractére), on incrémente de amlere d’occurrences
du caractére écrit. En prenant en compte les modificatiorfi®daence, on met a
jour I'arbre de Huffman a chaque itération.

L'arbre existe donc pour la compression (et la décomprepsimis n'a pas besoin
d'étre envoyé au décodeur. Enfin, il ya plusieurs choix peundmbre d’occur-
rences dé& ; dans I'algorithme 1.4.3.2 c’est le nombre de caractergindis (cela
permet d'avoir peu de bits po@ au début), il est aussi possible de lui attribuer
par exemple une valeur cosntante trés proche de zéro (dasesde nombre de
bits pour@ évolue comme la profondeur de 'arbre de Huffman, en laisaar
caracteres tres fréquents les codes les plus courts).
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Algorithme 1.2 Algorihtme de compression Huffman dynamique
Soitnb(c), le nobre d'occurrence d’un caractere
Initialiser I'arbre de Huffmar{ AH) avec le caracter@
while on n’est pas a la fin de la sourde

Lire le caractere de la source
if c’est la premiére occurrence déhen
nb(c) :=0
nb(Q) := nb(Q@Q) + 1
Afficher en sortie le code de dansAH suivi dec
else
Afficher le code de: dansAH
end if
nb(c) := nb(c) +1
Mettre a jourAH avec les nouvelles fréquences
end while

1.4.3.3 Mise en oeuvre de l'algorithme de Huffman adaptatif

Nous identifions un code préfixe d’une source discféta un arbre binaire aX|
feuilles étiquetées par les lettres de Le code est dit complet si chaque noeuds
possédé) ou 2 fils.

Définition 1.4.1 SoitT un code préfixe d’'une source discréfe le poids relative-
ment &7, X) est défini de la fagon suivante :

— le poids d'une feuille est la probabilité de sa lettre

— le poids d’'un noeud est la somme du poids de ses fils

Définition 1.4.2 Un arbre de Huffman d& est un code préfixe d¥ qui peit étre
obtenu par I'algorithme de Huffman

Définition 1.4.3 SoutT un code préfixe complet d’'une source discr&tele car-
dinal K. Un ordre de Gallager suf” relativement ax est un ordreuy, . .., usx—1
sur le snoeuds d& vérifiant

1. les poids des; relativement 7', X) sont décroissants,
2. ug; etug;11 sont fréres dang’, V1l <i < K.
Théoreme 1.4.2Gallager Un code préfixel’ (i.e. un arbre) d'une sourc& est

un arbre de Huffman d& si et seulement si il existe un ordre de Gallager $ur
relativement &.

16



Preuve

— Rappel un arbe binaire irréductible @ feuilles adme2m — 1 noeuds. Nous
savons que les mots de poids le plus faible sont jumeaux. Nsignnons les
deux feuilles pour obtenir un arbre avec une feuille de msioi$2(m—1)—1 =
2m — 3 noeuds. L'arbre obtenu est un arbre de Huffman, qui admetdne de
Gallager (induction); > ... > u,, 5. Et le noeud fusionné est quelque part
dasn la liste. On prend ses deux fils, et on les mets a la fin,iceogoe un ordre
de Gallageruy > ... > ub,, 3 > Uzm—2 > Uzm—1.

— Réciproguement, supposons quadmette u ordre de Gallager. Les noeuds sont
ordonnés de la sorte

Up > ... 2 Ugm—3 2> U2m—2 = U2m—1

OUugy,—2 €tug,—1 sont les noeuds de poids minimal, qui sont des feuillesdrére
Soit 77 l'arbre uq, ..., us,_3 il admet l'ordreu; > ... > wug;,_3. Cest
donc u arbre de Huffman (induction). Par I'algorithme de faha#in, I'arbre
U, ..., Usm—o €St de Huffman.

O

l

Nous considérons un texte;, xs, ..., x,,...) et une instance de I'algorithme de

Huffman adaptatif sur ce texte. Nous noto¥is la source obtenue apres lecture de
lan-eme lettre eff}, un arbre de Huffman de cette source.
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LA probabilité d’'une lettre de la sourcg,, est proportionnelle a son nombre d'oc-
currence dasn les premiéres lettres du texte. Ainsi sans rien changer auxidéfin
tions (en particulier pour un ordre de Gallager), nous mmgutiliser pour le poids
le nombre d’occurrence de chaque lettre (la lettre vide acumbme d’occurrences
égal a0). Notons que dans ce cas, le poids est entier et que le poildsrdeine
deT, estn. Soitz lan + 1)-éme lettre du texte. Soit, ..., usx—1 est la feuille
vide.

Lemme 1.4.1Siz € X, et si tous les noeuds;, , u;,, . . ., u;, du chemin entre:
et la racine deT,, sont les premiers de leur poids dans I'ordre de Gallager Byr
relativement axX,,, alors 7;, est un arbre de Huffman d&,, ., etuy,...,usx 1
est un ordre de Gallager relativmeent, ;.

PreuveSil'on poseT,,+1 = Ty, le poids des noeuds reste inchangé, sauf pour les
sommetsy;,, us,, . - . , u; du chemin der a la racine. Chacun de ces noeuds étant le
premier de son poids dans un ordre de Gallageflswelativement ax,,, I'ordre
reste décroissant apres 'incrémentation des poids. LAlition sur les freres est
toujours Vvérifiée, car ni I'arbre ni I'ordre n’ont changé,netus obtenons bien un
ordre de Gallager d&,,;, relativement aX,, ;1. O

Le cas ci-dessus est idéal et n'est pas vérifié en généraefdem) quite a faire

quelques échanges de noeuds dans 'arbre, on peut toujpuasrener.

Pour décrire les algorithmes nous allons munir les noeudidechamps :

— pere un noeud

— poids etordre des entiers

Initialement, pour tout noeud dg,

— le champpere contient le pére de dasnT,, (nil s'il s'agit de la racine)

— le champpoids contient le poids de relativement 47;,, X,,)

— le champrdre contient I'indice deu dans un ordre de Gallager STy relative-
ment aX,,

Lemme 1.4.2Siz € X, alors a l'issue de la procédure mise a jout,T),
I'arbre T,,., défini par les champgere est un code préfixe d&,, .. Les poids
sont relatifs a(7,+1, X,+1) (& un coefficient multiplicatif prés), et les champs
ordre induisent un ordre de Gallager sfff,; relativementX,, ;.

PreuveLes propriétés suivants sont des invariants de la boucle :

— deux noeuds partagent le mémee ont des ordres consécutifs.

— l'ordre des noeuds est celui des poids décroissants.

De plus, puisque nous n'avons procédé qu’'a des échangeseddsia la fin de
I'exécution, les champgere définissent un arbre binaire complet (que nous no-
tons T,,+1 possédant autant de feuilles que le cardinalXje (égal a celui de
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Algorithme 1.3 Mise a jour(z, T')

u := noeud(z, T ; la feuille deT dont la lettre associée est

while u # nil do
@ := min(v|v.poids = U.poids) ; le noeud de plus petit ordre ayant le poids
deu
echanger(u.pere, i.pere)
echanger(u.ordre, G.ordre)
u.poids := u.poids + 1
U = u.pere

end while

Xn+1)- Il S'agit donc d’un code préfixe d&,, . La valeur des poids est relative &
(Th+1, Xn+1), car une seule feuille a vu son poids augmenter, celle qornegnt
az, les autres noeuds dont le poids a été incrémenté 'ont étf®rroément a la
défintion du poids (le chemin dea la racine). O
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Siz € X, I'arbre doit augmenter de taille et al¥& +2 noeuds au lieu d2K. La
nouvelle lettre va occuper la place de la lettre vide, puissrejoutons une feuille
qui deviendra la nouvelle feuille vide.

Algorithme 1.4 Ajout d'une feuille a(z, T')
mise a jour(z, T)
z := noeud(@,T) (la feuille vide deT) ; z devient un noeud interne, ses deux
fils u etv sont crés ci-apres
u := new feuille(x,T) (nouvelle feuille associé adansT’)
u.pere ;= z; u.poids := 1; u.ordre := 2K
v = new feuille(a, T) (nouvelle feuille vide d&")
v.pere := z;v.poids := 1;v.ordre := 2K + 1

Lemme 1.4.3Siz ¢ X, alors a l'issue de la procédure ajouter feuille, 7},),
l'arbre 7,4, défini par les champgere est un code préfixe d&,, ;. Les poids
sont relatifs &(7,,+1, Xn+1) (& un coefficient multiplicatif pres), et les champs
ordre induisent un ordre de Gallager s, relativementX,, ;.

Preuve

Juste aprés I'appel mise & j¢ar, T"), d’aprés les résultats précédents, les prorpié-
tés sur les ordre et sur les freres dasn I'arbre sotn vérifléaput des feuilles

u et v ne change pas ces propriétés, et les poids sont bien les miédifs a
(TnJrlanJrl)' u

- 1
UK —1
\ devient
o 1 0
U2K—1 0 x UK +1

1%} ugk o

FIG. 1.6 lllustration de I'ajout d’'une feuille de caractére

L'algorithme de Huffman adatatif ne pourra étre optimal gu& source est sans
mémoire. Dasn ce cas, conformément au but visé, les lemnéegdents nous
permettent de montrer que « localement », le code utiliséresbde de Huffman
« classique », et donc est optimal par rapport a ce qui estucderta source a ce
moment la.
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1.4.3.4 Décompression dynamique

L'algorithme 1.4.3.4 donne la décompression. A I'initsaliion, le décodeur conna-
pit un seul code, celui d@ (par exempld). Il lit alors 0 qui est le code associé a
@. Il déduit que le & bits suivants continnent un nouveau caractere/ Il recapie s
sa sortie cesk bits et met a jour I'arbre de Huffman qui contient déjaavec ce
nouveau caractere.

Il faut bien noter que le codeur et le décodeur maintiennaatuen leur propre
arbre de Huffman, mais utilisent tous le sdeux le méme dlyoe pour le mettre a
jour a partir des occurrences (fréquences) des caractéjefud. Aussi, les arbres
de Huffman calculés séparément par le codeur et le décodetiles mémes.

Algorithme 1.5 Algorihtme de décompression pour Huffman dynamique
Soitnb(c), le nobre d'occurrence d’un caractere
Initialiser I'arbre de Huffmai AH) avec le caracter@, nb(Q) := 1
while on n’est pas a la fin du message
Lire le mot de code du message (jusqu’a une feuille de7)
if c =@ then
nb(@) := nb(Q@Q) + 1
Lire dasnc lesk bits du message et les afficher ne sorite

nb(c) :=0
else

Afficher le code de: dansAH
end if

nb(c) := nb(c) +1
Mettre a jourAH avec les nouvelles fréquences
end while

Puis, le décodeur lit le code suivant et le décode via soreatbrHuffman. S'il
s’agit du code dé, il lit les k bits correspondant a un nouveau caractére, les écrit
sur la sorite et ajoute le nouveau caractére a son arbre denétuf(le nouveau
caractére est désormais associé & un code). Sinon, il diagibde d’'un caractére
déja rencontré ; via son arbre de Huffman, il trouveldsits du caractére associé
au code, et écrit sur la sortie. Il incrémente alors de un fabre d’occurences
du caractére qu'il vient d’écrire (et de si c’est un nouvzau caractere) et met
a jour I'arbre de Huffman. Cette méthode dynamiue est pewnsnefficace que
la méthode statique pour estimer les fréquences. |l esiaptelyjue le message
codé sera donc un peu long. Mais elle évite le stockage derdat de la table
des fréquences, ce qui rend le résultat final souvent plug. d@eci explique son
utilisation en pratique dasn les utilitaires courants.
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1.5 Heurisitques de réduction d’entropie

En pratique, I'algorithme de Huffman (ou ses variantes)uéisé en conjonction
avec d'autres procédés de codage. Ces autres procédést masadoujours opti-
maux en théorie mais ils font des hypothéses raisonnablés farme des fichiers
a compresser pour diminuer I'entropie ou accepter unewtgsin d’'information
supposée sans conséquence pour l'utilisation des données.

Nous présenterons trois exemples de réduction d’entrbpiprincipe est de trans-
former un message en un autre, pa rune tranformation réie$onction bijec-
tive), de fagon a ce que le nouveau message ait une entrogiéajidle, et soit donc
compressible plus efficacement. Il s’agit donc d'un codagelpble & la compres-
sion, chargé de réduire I'entropie.

1.5.1 Run Length Encoding : RLE

Le codage statique tire parti des caracteres apparaissardgrg, mais absolument
pas leur posotion dans le texte. Si un méme caractére appanaent répété plu-
sieurs fois d'affilé, il peut étre utile de coder simplemennbmbre de fois ou il
apparait. Par exemple, pour transmettre une page par feoglége statique codera
le 0 par un petit mot de code, mais chadqusera écrit. Le codagBLF lit chaque
caractére a la suite mais, lorsque au mdamsractéres identiques successifs sont
rencontrées, il affiche plutét un code spécial de répétitioni du caractéere a répé-
ter et du nombre de répétitions. Par exemple, &eomme caractére de répétition,
la chaine « aabbbcddddd&ee » est codée par « &a2&b3c&d5&&1&6l est né-
cessaire d’employer une petite astuce si le caractéreadpstirencontré pour le
rendre le code instantané).

Pour ne pas avoir le probléeme du caractére spécial de iépétiti se code for-
cément come une répétition de tailldes modems utilisent une variante de RLE
appelé MNPS5. Lidée est de que lorsg@i®u plus caracteres identiques sont ren-
contrés, ces trois caracteres sont affichés suivis d’'un tammdiquant le nombre
d’apparitions supplémentaires du caractére. Il faut biercenvenir d’'un nombre
de bits fixe a attribuer a ce compteur. Si le compteur dépassensximum, la
suite sera codée par plusieurs blocs 8l@esémes caractéres suivi d’'un compteur.
Par exemple, la chaine « aabbbcddddd » est codée par « adtddB0Oe Dans ce
cas, si une chaine deoctets contienin répétitions de longueur moyentig le
gain de compression e@fmflﬂ si le compteur est sur un octet. Ce type de co-
dage est donc tres utile par exemple pour des images noaret bl des pixels de
méme couleur sont trés souvent accolés. Enfin, il est claingicompression sta-
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tisitque peut étre effectuée ultérieurement sur le résdlite RLE. Nous obtenons
I'algorithme 1.5.1.

Algorithme 1.6 Méthode RLE
repet := 0; compteur := 1
RefCar := entre[compteur]; CarCour := RefCar;
while compteur < longueur(entre) do
while RefCar = CarCour etcompteur < longueur(entre) do
incrémente(compteur) ; incrémente(répete) ;
CarCour := entre[compteur] ;
end while
if rpte < 4then
for i del arpte do
écrirg RefCar);
end for
else
écrire§,répete,RefCar) ;
end if
répéte= 0 ; RefCar=CarCour
end while

La décompression est immédiate : dés qu'orlite, qui indiquen répétition du
caractére:, on écritn fois c.

1.5.2 Move-to-Front

Il es tpossible de procéder a un pré-calcul lors de la tramsftion d’un caractére
ASCII en sa valeur entré et 255 : en modifiant a la volée I'ordre de la table. Par
exemple, dés qu’'un caractére apparait dans la source, dlastrd codé par sa
valeur, puis il passe en début de list, et sera codé dorénewds par ur, tous
les autres caractéres étant décalé d’'une unité. CE « mevertio» permet d'avoir
plus de codes proches deue de255. Ainsi, I'entropie est modifiée.

Par exemple, la chaine « aaaaffff » peut étre modélisée pasaunce d’entropié,
sila table esfa, b, c, d, ¢, f,). Elle est alors codée partd®005555 ». L'entropie du
code estl. C'est aussi I'entropie de la source. Mais le code d’'un Mdwe-ront
sera «00005000 », d’entropieH = 7/8log,(8/7) + logy(8)/8 = 0,55. Le code
lui-méme est alors compressible, c’est ce qu'on appellédaation d’entropie.

Le décodage est simple : a partir du méme tableau initialffitsd’émettre le
caractére correspondant a I'indice et de ranger le table@assant ce caractere en
premier. Le tableau évolue exactement comme pendant le pleasodage.

24



Dyjc o m p r e sl s2 e2
Do m p r el sl s2 e2 c
Dym p r el sl s2 e ¢ o
D;|p r el sl s2 e2 ¢ 0 m
Dy|r el sl s2 e2 ¢ o m p
Ds;|el sl s2 e2 ¢ o m p r
Dg|sl s2 e2 ¢ o m p r el
D;|s2 e2 ¢ o m p r el si1
D;|e2 ¢ o m p r el sl s2

TAB. 1.3 — BWT sur le mot compresse

1.5.3 BWT : Transformation de Burrows-Wheeler

L'idée de I'heuristigue BWT est de trier les caractéere d'whaine afin que le
Move-To-Front et le RLE soient les plus efficaces possililesprobléme est bien
sOr qu'il estimpossible de retrouver la chaine initialetipafun tri de cette chaien!
L'astuce est donc de trier la chaine, mais d’envoyer plutétahaien intermédiaire,
de meilleure entropie que la chaine initiale, et qui peremettependant de retrou-
ver la chafne initiale. Consdiéerons le mote « compressisadit de créer tous
les décalages possibles comme indiqué par la tableau fibs3de trier les lignes
dans I'ordre alphabétique et lexicographique. La prenaétenneF’ de la nouvelle
matrice des décalages est donc la chaine triée de toutesttes Hu mot source. La
derniere colonne s’appelle. Seules la premiére et la derniére colonne sont écrites,
car ce sont les seules importantes pour le code. Sur le tabfedifférencie les oc-
currence d’un mém caractére afin de simplifier la vision deslasformation mais
n'interviennenet pas dans I'algorithme de décodage : et kdfdre des caractéres
est forcément conservé entteet F.

Biens sdr, pour calculeF’ (la premiére olonne) et (la derniére colonne), il n'est
pas nécessaire de stocker toute la matrice des décalagespla pointeur se dé-
placant dans la chaine est suffisant. Cette prmeiére phaderesassez simple.
Mais si seule la colonné’ est envoée, comment effectuer la réciproque ? La so-
lution est d’envoyer la chaing au lieu de la chainé” : si L n’est pas triée, elle
est cependant issue du tri d'une chaine quasiment sembsiglement décalée
d’une lettre. On peut donc espérer qu’elle conserve degiptép issues du tri et
que I'entropie en sera réduite.

Concernant le décodage, la connaissance de la chaineguégja celle d’un index
primaire (le numéro de la ligne contenant la chaine origitiehs I'exemple précé-
dent c’est la lignet, en nuérotant dé a8) permet de récupérer la chaine initiale. 1l
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F L
Dy| c e2
Dg | e2 s2
D5 el r
Dy | m (o]
Dy| o ¢
Ds | p m
Dy|r p
D7 | s2 sl
Dy | sl el

TAB. 1.4 — Les colonne§ et L apres le tri

suffit de trierL pour récupéref. Ensuite, on calcule un vecteur de transformation
H contenant la correspondance des indices dn&eF .

Pour I'exemple, cela donn® = [4,0,8,5,3,6,2,1,7], carC est en positiont,
'index primaire dangl, puis E, est en positior) dansL puis E; est en position

8, ... Ensuite, il faut se rendre compte en plachet F' en colonnes, dans chaque
ligne deux lettres se suivant doivent se suivre dans le ehgftiale : en effet, par
décalage, la derniére lettre devient la prmeiére et la gnmeelevient la deuxieme.
Ceci se traduit également par le fait qu¢ L[H|[j]] = F[j]. IL ne reste plus
gu'alors qu'a suivre cet enchaienement de lettres deux & peur retrouver la
chaine initiale, comme da,s I'algorithme 1.5.3.

Algorithme 1.7 Réciproque de la BWT
Soit/ une chaine de caractere et seitlex
F:= trideL;
Calculer le vecteur de transformatiéhtel queL[H [j]] = F[j], V7 ;
for ¢ de0 a Taille deL do

Afficher Llindez] ;
index := Hlindex];
end for

En sortie de la transformation BWT, on obtient donc en généra chaine d'en-
tropie plus faible, bien adaptée a un Move-To-Front suivndRLE. L utilitaire de

compressiorbzip2utilise cette suite de réductions d’netropie avant d’é¢tfecun

codage de Huffman.
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1.6 Codes compresseurs usuels

Ces algorithmes de compression portent aussi le nom deitatibstde facteurs.
En effet, leur principe repose sur le remplacement de festae I'entrée par des
codes plus courts. Ces codes représentent les indicesadesrfadans u diction-
naire qui est construit dynamiquement, au fur et a mesura derhpression.

La plupart des programmes de compression dynamique atilisee des deux mé-
thodes proposées par Lempel et Ziv&het en78. Ces deux algorithmes par-
courent I'entrée a comprimer de la gauche vers la droiteeityplacent les facteurs
répétées par des pointeurs vers I'endroit ou ils sont dgjarap dans le texte. Bien
que ces deux méthodes soient souvent confondues dasgratlite, elles se dins-
tinguent grandement par le construction du dictionnalrexite un grand nombre
de variantes de ces deux algorithmeg77 est utilisé dans I'utilitairegzi p sous
UNIX.

1.6.1 Algorithme de Lempel-Ziv77
1.6.1.1 Lacompression

L'idée essentielle de cet algorithme est d'utiliser uneipate la donnée d’entrée

comme dictionnaire. L'algorithme de compression faitggisune fenétre d& ca-

ractére sur la chaine d’entrée de la gauche ver sla droite féaétre est composée

de deux parties :

— a gauche le tampon de rechercheNde- F' caracteres qui constitue le diction-
naire courant des lettres qui ont été lues et compriméesréeet ;

— adroite, le tampon de lecture diecaractéres dans lequel se trouvent les lettres
en attente de compression

a U abUbab U abab Ll ababbaba LI bbb U bab LI bbabb

tampon de recherche tampon de lecture

compres. a compres.
— —

A la lecture dua a gauche du tampon de lecture, I'algorithme de compression
parcourt le tampon de recherche de la droite verts la gaumiretuver uru. Il en
trouve un a une distance d¢déclage de). Il cherche ensuite a faire correspondre
le plus de symboles possibles entre le préfixe du tampon tierdeet le facteur

du tampon de recherche débutantatrouvé précédemment. Il peut mettre en
correpondance le facteub, de longueu® avec un décalage de
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a U ab U bab L abab U ababbaba LI bbb LI bab LI bbabb

compres. a compres.

tampon de recherche tampon de lecture

Il continue ensuite sa recherche pour essayer de fairespamere le plus de sym-
boles possibles entre le préfixe du tampon de lecture et teufadu tampon de
recherche.

a U ab U bab U abab U ababbaba LI bbb LI bab LI bbabb

compres. a compres.
— —

tampon de recherche tampon de lecture

La meilleur correspondance est faite entre le factéuret le préfixeaba, avec un
décalage dé, d’'une longueur d8 caracteres.

a U ab U bab L abab LU ababbaba LI bbb LI bab LI bbabb

compres. a compres.

tampon de recherche tampon de lecture

Une correspondance équivalente est trouvée avec un déca@et uen longueur
de3.

L'algorithme choisit la plus longue correspodnance et,ys&n a plusieurs équi-
valents, celle qui est le plus a gauche (la derniere troudasi) le tampon de re-
cherche. Dans notre cas, il sélectionne celle corresporidan décalage deo
et une longueur d8 et il écrit le Iéxeme correspondafto, 3,U). La derniere
composante du triplet de sortie indique le premier caraajéi n'est pas en cor-
respondance dans le préfixe du tampon de lecture.

Algorithme 1.8 Algorithme de compression pour LZ77

Mettre un pointeur de codage au début de I'entrée

while non vide (tampon de lecturelp
Trouver la plus longue correspondance entre le tampon teéeet celui de
recherche
Ecrire (p,1,c) ou

— pmesure la distance décalage

— llongueur de la correspondance

—  cpremier caractére de I'entrée qui n'est pas dans le dictioan
Déplacer le pointeur de codge tle- 1 positions vers la droite

end while
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le Umage LI dit Ll abracadabra (0,0,1)
Lle U dit U abracadabra (0,0,€)
uu U dit U abracadabra (3,1,m)
Uuuyu ’17t U abracadabra (0,0,a

vuuuyuule Uma | ge U dit U abracadabra (
LluuLJLILI|ULIZ6Umag|F,Udit‘Llabra(:adabm, (5,2,d
(
(

UuuuuUled mage U d|it Uabracadabra

vuduuuled ma(:adabra,

UuUuuUledma)

cadabm (
U U U U U U le U magd Udit U a | braca ldabra (
LILJUULILIZ&LImageUabra (
UL UL U U le Umage U d it U abr | acada pra (3,1,¢c
(
(
(

UU U uUUle Umage U dit| Uabrac | adabr ja

LU uUUle Umage U dit Ua U a bracad | abrall |
uuuuuuleumageudituauabru
LU U U U U e Umage U dit U a U abrd cadabr [aU U0 (5,1,77)

TAB. 1.5 — Compression par LZ77

A chaque instant, I'algorithme va recherche dansNes- F' premiers caractéres

du tampon de recherche le plus long facteur qui se répéetetau dé tampon de

lecture. Il doit étre de taille maximalB. Cette répétition sera codég, [, c) ou

— p est la distance entre le début du tampon de lecture et ldgosie répétition
dans le dictionnaire ;

— [ estlalongueur de la répétition ;

— cest le premier caractére du tampon de lecture différent chctgze correspon-
dant dans le tampon de recherche.

La répétition peut chevaucher le dictionnaire et le tmaperedture, comme on

le verra plus loin. Aprés avoir codé la répétition, la feaeddlisse dd + 1 carac-

teres vers la droite. Le codage du caractéeyant provoqué cette différence est

indispensable dans le cas ou aucune répétition n'est teoda@s le dictionnaire.

On écrira alors sur la sorti@, 0, ¢).

Exemple Nous considérons en entrée nmage dit abracadabra et d'une

fenétre de tailleV = 11 dont le tampon de lecture est die= 5 caractéres. Nous

obtenons la suite de triplets engendré par 'algorithme :

Chacun des triplets est codé en binaire en associant un edirbrde bits pour

chacune des valeurs. Choisir la derniére correspondamaeée au lieu de | apre-
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miere simplifie le programme. Il n’est ps nécessaire de misemla correspod-
nantes précédente. Cependant, le fait de choisir la prerodgérepondance, au prix
d’un accroissement de la complexité du programme , présgné@anatage. Dans
ce cas, le décalage est plus petit. Cela peut sembler ioatile codage des lexeme
est fait de telle sorte que la longugun, 3, 1) et de(5, 3, L) est identique (les va-
leurs numériques sont écrites avec une taille fixe paramptéla taille du tampon
de recherche). Mais si on ajoute un codage de Huffman a¢idel 277, on attri-
buera aux décalages le splus courts des codes plus couttes.n@hode proposé
par B. Herd port ele nom de LZH et repose sur le principe stivanon dispose
d’'un grand nombre de petits décalages, on améliore la casipreen utilisant
LZH.
En pratique pour obtenir un codage effica€e- F' = 2¢! et F = 2°2. On a donc
besoin dee; bits pour codep, la position dans le dictionnaire et dg bits pour
coderl, la longueur de répétition.
Plus le répété sera long, plus le codage sera efficace. Paiudag chances d’ob-
tenir de longues répétitions, il est nécessaire que leodiatiire soit de taille suffi-
sante (quelques millliers de caracteres).
L'algorithme effectue sa compression au fur et a mesure giladément de la
fenétre. Il n'utilise que le dictionnaire compris dans lengon de recherche et
sertains facteurs vus précédemment sont de ce fait ouBlida.fenétre est trop
grande, il faudra trop de bits pour coder le triplet de sceti€algorithme n’ef-
fectuera pas une bonne compression. De plus, la recherahetife deviendra de
plus en plus colteuse en temps (de I'ordrg ¥e— F') x F') opérations). IL faut
donc trouver un compromis pour obtenir une bonne compnesaiofonction de
tous ces paramétres. En pratique, cette méthode fonctassez bien pour une
taille de fenétre de I'ordre d& < 8192 pour des raisons suiantes :
— Beaucoup de mots et de fragments de mots sont suffisameant®pour appa-
raitre souvent dans une fenétre. C’est le cas pour &on », »... que », « la»

— les mots rares ou techniques ont tendance a étre répétés gosigons tres
proches. C'est par exemple le cas le mot « compression ».

— Si un caracteres ou une suite de caractéres sont répétéstaim mombre de
fois consécutivement, le codage peut étre trés économe pafit autorise la
répétition a cheaucher les deux tampons.

1.6.1.2 Ladécompression
Celle-ci est simple et rapide. A partir de la suite de tripléé décodage se fait

en faisant coulisser la fenétre de maniére analogue au eotagdlicitonnaire est
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[UUuUu/uuuy] (0,0,1)
vuuUul eyl (0,0,€)
LU U e |Um U] (3,1,m)
UUleUm|auUuy] (0,0,a)
uuleuma,|guuuu| (0,0,9)
|[eLImag|euduu‘ (5,2,d)
le U|mage U d|iULLU (0,0,1)
le,Um (0,0,%)

le Umal ge LI dit | Ua LI UL

(

le Umage| Udit Lla|b UL LILI (
le Umage U (0,0,r

(

(

(

le Umage U d|it U abr [ac U UL ]

le Lmage U dit

le Llmage L dit L a
le Limage U dit U abr (0,0,7
le Ll mage U dit U abra (5,1,77)

TAB. 1.6 — Décompression par LZ77

ainsi reconstruit de gauche a droite, ce qui permet la récan®on de la donnéee
de départ.

Algorithme 1.9 Algorithme de décompression pour LZ77
lire un lexeme
chercher la correspondance dans le tampon de recherche
ecrire le facteur trouvé au début du tampon de lecture
ecrire la troisieme composante du Iéxéme a la suite
décaler le contenu des tamponside1 cases vers la gauche

Exemple: On considére le décodage de la suite de la suite des trigdisxemple
précédent a la fin des étapede I'algorithe de décompression. L'entrée est :

(0,0,1)(0,0,¢)(3, 1m)(0,0,a)(0,0, 9)(5,2,d)(0,0,4)(0,0,1) ...
C (4,1,0)(0,0,0)(0,0,7)(3,1,¢)(5,1,d)(4, 1, b)(0,0, 7)(5,1,)

COMPRESSION DE DONNEES

1.6.1.3 Faiblesses de LZ77

La principale faiblesse réside dans I'hypothése que legfsnépétés sont proches
dans les données d’entrée. Les données qui ne satisforegpasgpothéses seront
mal comprimées.

Un autre inconvénient est que la tailledu tampon de lecture est limitée. De ce
fait, la taille de la plus longue correspondance ne peutd=cE — 1 F' ne peut
croitre beaucoup, car le temps de compression croit piopogllement &'. Il en
est de méme avec la taille du tampon de recherche.

1.6.2 Algorithme de Lempel-Ziv78

LZ78 remdie partiellement aux faiblesses 8&77. Le dictionnaire n’est plus
composé d’'une fenétre coulissante mais est constituérdédtialité du texte déja
traité.

De maniére analogue &Z77, le texte est comprimé de la gauche ver sla droite.

Au départ, I'algorithme ne connait aucun facteur (i.e. idnnaire est vide) et va

mémoriser au cours du temps la totalité de facteurs reréodasn le dictionnaire

et leur attribuer un numéro. Comme paug 77, cette méthode va rechercher le
plus long facteur inscrit dans le dictionnaire qui coincidlec le préfixe du texte
restant a traiter. Deux cas peuvent se produire :

— On ne trouve pas d’entrée au dictionnaire ; le texte restdriter s'écrit alors
commeC.m avecc le caractére inconnu au dictionnaireretle reste du texte.
L'algorithme renvoie le couplé, ¢) et ajoute I'entrée au dictionnaire.

— On trouve une entréfdans le dictionnaire a la positian> 0 ; le texte restant a
traiter s’écrit alors commé.c..m avecf, le facteur trouvé dans le dictionnaire,
¢ le premier caractére qui différe et le reste du texte. L'algorithme renvoie le
couple(i, c) et ajoute I'entréd fc) au dictionnaire.

1.6.2.1 Algorithme de compression

Une implémentation rapide de cet algorithme donne lieu &congplexité quadra-
tique sur la longueur du texte & comprimer. Cependant, ésauti des structures
de données adéquates, ce temps de calcul peut devenirdinéia

Exemple : Soit la chainerabbabababbbbabbbabb & compresser.

Au départ, le dictionnaire ne comporte aucune entrée. Lireiprecaractére est un
facteur. On le codé, a), ce qui signifie le facteur vide suivi du meoet on I'ajoute
au dictionnaire en positioh. In lit ensuiteab dont la premiere lettre correspond a
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Algorithme 1.10 Algorihme de compression LZ78
mot := €,
dictionnaire[0] := €
indice :=1
repeat
lire S le premier caractére du texierestant a comprimmer (on retire égale-
mentS deT)
if mot.S € dicitonnaire then
mot := mot.S
emis := faux,
else
émettre(indice de mot dans le dicionnaisg
affectefmot, S) & I'entrée indice du dictionnaire
indice := indice + 1
mot = €

emis := vrai
end if
until fin du texte a compresser
if emis = faux then
émetre(indice de mot dans le dictionnaisg
end if

Dictionnaire | lexéme
0 null

1 a 0,a)
2 ab (1,0)
3 b (0,0)
4 aba (2,a)
5 ba (3,a)
6 bb (3,0)
7 bba (6,a)
8 bbb (6,0)
9 abb (2,0)

TAB. 1.7 — Compression par 1278
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I'entrée1 du dictionnaire suivi de la lettre On code donc le facteub par (1, b)
et on ajoutezdb en position2 du dictionnaire. . .

1.6.2.2 Algorithme de décompression
La décompression est simple : il suffit de reconstruire Iéiaicaire au fur et &

mesure du décodage. Les numéros de facteur seront les méenpsuy le codage
et les facteurs pourront étre interprétés sans probléme.

Algorithme 1.11 Algorihme de décompression LZ78
mot := €
dictionnaire[0] := €
indice :=1
repeat
lire suivant(ind, S) dans le texte comprimé
if ind = 0 then
émettrg.S)
dictionnairelindice] := S
indice := indice + 1
else
facteur := concatene(dictionnaire(ind], S)
émettré.S)
dictionnaire[indice] :== facteur
indice := indice + 1
end if
until fin du texte a décompresser

Une propriété remarquable de cette méthode est que I'tligeeide compression et
celui de décompression utilisent le méme dictionnaire saescelui-ci soit trans-
mis. Il est entierement reconstruit au cours de la décomsjures

Exemple La donnéeg0, a)(1,b)(0,b)(2,a)(3,a)(3,b)(6,a)(6,b)(2,b) a décom-
presser. Nous obtenons la suite d’émissions suivante :

a ab b aba ba bb bba bbb abb

1.7 Conclusion
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Résumé

Nous nous intéressons au probléme de la compression d’sretdes
techniques pour résoudre ce probléme.
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2.1 Introduction

2.2 Codes compresseurs usuels
2.2.1 Formats GIF et PNG

Les formats de données compacts usuels tiennent comptendiite des données
a coder. Il sosnt différents s'il s’agit d’un son, d'une ineagu d’un texte. Parmi
les formats d’'images, le format GIF (Graphic Interchangertfat) est un format
de fichier graphique bitmap proposé par la société Compes€rest un format
de compression pour des images pixellisée, c’est-a-dicetdécomme une suite
de points (pixels) contenus dasn un tableau ; chaque pixekaaleur qui décrit
sa couleur.

Le principe de compression est en deux étapes : tout d’akesdiouleurs pour

les pixels (initialement, il yd 6,8 millions de couleurs codées sk bits RGB)

sont limités a une palette dea 256 couleurs 2, 4, 8, 16, 32,64, 128 ou 256 qui
est le défaut). La couleur de chaque pixel est donc apprqudrda couleur la plus
proche figurant dasn la palette. Tout en gardant un nombrertengt de couleurs
différentes avec une palette @886, ceci permet d’avoir un facteur trois de com-
pression. Puis, la séquence de couleurs des pixels est esséppar I'algorithme
de compression dynamiqueZ W (Lempel-Ziv-Welch). Il existe deux versions de
ce format développées respectivement @87 et 1989 :

— GIF 87a permet un affichage progressif (par entrelacement) et lsilgitie
d'avoir des images animés (€8] F's animés) en stockant plusieurs images au
sein du méme fichier.

— GIF 89a permet en plus de définir une couleur transparente danséd#eat
de préciser le délai pour les animations.

Comme l'algorithme de décompressidiZ 1V a été breveté par Unisys, tous les

éditeurs de logiciel manipulabt des imagesF auraient pu payer une redevance

a Unisys. C’est une des raisons pour lesquelles le foffda6: est de pus en plus

plébiscité, au détriment du formé&t/ F'. Le format PNG format analogue ; mais

I'algorithme de compression utilisé esZ77.

2.3 Compression avec perte
2.3.1 Dégradation de l'information

La valeur de I'entropie est une borne inférieure pour ldgqueltaux de compres-
sion ne peut descendre au dussous de ce seuil. De plus, lestiqaas de réduc-
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tion d’entropie permettent d’abaisser ce sueil en chartgamodeéle de la source.
Cependant aucune de ces méthodes ne prenait en compte tetfipeier a cpres-
ser et son utilisation. Considérons une image numérique.cbenpresseurs sans
perte transmettront le fichier sans utiliser I'informatigw’il s’agit d’'une image,
et le fichier pourra toujours étre restitué dans son intégra¥ais il peut exister
des formats beaucoup plus efficaces pour lesquels, si utie garl'information
est perdue, la différence ne soit jamais visisble. Les fishie pourront donc pas
éter restitués dans leur état initial, mais leur état permede visualiser des images
d’auusi bonne qualité. Ce qui veut dire que la qualité qlit éalée dans le fichier
de départ était superflue puisqu’ele n’induit aucune dffiée vsuelle.

Les compresseurs avec perte sont donc spécifiques dy typendées a trans-
mettre ou & stocker (images, son et vidéo pour la plupart)tiletent cette infor-
mation en codant le résultat visuel du fichier plutdt que leiéiclui-méme. Ce type
de compression est obligatoire pour les formats vidéo, yemeple ou la taille des
données et les calculs sont trés importants.

Les compresseurs avec perte vont permettre de dépasseiilldeséentropie et
obtenir des taux de compression trés importants. Ils tignc@mpte non plus sue-
lement del'information brute, mais aussi de la maniere édietest percu par des
étres humains, ce qui nécessite une modélisation de |staerse rétienne ou au-
ditive par exemple.

On pourra mesurer I'efficacité de ce comresseurs avec ledawompression,
mais la qualité des images produites n'est évaluée que grdiegpérience des
utilisateurs. Nous présentons donc des formats standargdement éprouvés. En
outre, pour les informations audiovisuelles, un autregciitnportant viendra se
greffer au taux de compression : la rapidité de la décomipresSn particulier pour
le son et la vidéo, la visualisation nécessite des calcuiément rapides pour lire
les fichiers compressés. La complexité algorithmique desrdpresseurs est donc
un contrainte aussi importante que la taille des messagapréssés lorsqu’on
triate des informations audiovisuelles.

2.3.2 Transformation des informations audiovisuelles

Les formats compacts de stockage d'images, de sons ou deuwtiiéent toujours
des sources étendus. lls codent non pas pixel par pixel, pnaigment en compte
u pixel et son entourage, pour observer des parametresuglobamme I'appari-
tion des ocntours, les régularités, ou l'intensité desatiams. Ces données seront
traitées sous la forme de signaux pseudo-périodiques xBampde, si un morceau
d’'une image est un dégradé doux, la fréquence du signal aibte, ftandis que la
fréquence d’'une partie dont les couleurs, les texturesntbeaucoup sera élévée.
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Cela permettra un codage tres efficace des zones de baserftégsera souvent
invisible ou inaudible, donc parfaitement acceptable.

2.3.3 Le format JPEG

Le codage au format JPEG (pour Joint Photographic Grouppoesse des images
fixes avec perte d'information. L'algorintme de codage eshplexe, et se déroule
en plusieus étapes. Le principe de base est que les couksipixels voisins dans
une image different peu en général. De plus, une image esgoal s plutdt que
des valeurs des pixels, on alcule des fréquences (transéod®a Fourier DFT ou
transformée en cosinus dicréte DCT dans le cas JPEG). Bn eff@eut consi-
dérer qu’une image est une matrice de couleurs des pixelssetrouve que le
simages numériques sont principalement composées desliefsgeences DDCT
quand on regarde la luminance des couleurs (dans le codage idhage en mode
luminance/Chrominance, YUV par exemple) plutdét qu'ne m&deB. Il existe
plusieurs formules pour passer du mode RGB au mode YUV selombdeles
phsiques de la luniere. Une formule classique pour torwvéurhinance est celle
ci:Y =0,299 x R+0,587 x G+ 0,114 x B

L'idée est donc d'appliquer la DCT va transformer cette faten une matrice
contenant les hautes fréquences en haut & droite et lesslieipeences en bas a
gauche.

Considérons la matrice suivante donnant la luminance :

[ 76 76 76 255 255 255 255 255
255 76 255 255 255 255 255 255
255 76 255 150 150 255 255 255
I— 255 76 255 150 255 150 255 255
255 255 255 150 255 150 29 29
255 255 255 150 255 150 29 255
255 255 255 255 255 255 29 255
L 255 255 255 255 255 255 29 29 |
[ 1631 71 —83 49 94 36 201 32
6 —348 49 2 26 18 —60 86
39 —81 —-123 27 28 0 —43  —130
D= —49 -10 =25 19 —-126 —-33 —92
-101 43 111 55 -4 -3 =120 50
25 =166 62 =50 50 -2 -9 =7
—64 —34 54 11 —69 0 26 —54
L —48 73 —48 28 27 33 23 29
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Enfin, I'oeil humain donne plus d’'importance a la luminogjtéaux couleurs. En

ne gardant que les premiers termes de la décompression @rahga DCT (les

plus importants), on perd un peu d’'information mais I'imagste visible. Cette
opération est appelée quantification et c'est la seule éapeut codage JPEG qui
soit avec perte d'information. L'opération consiste & aliote valeurC(i, j) =

Dg(Tif;f;j) 0ol1Q est une matrice de quantification

(16 11 10 16 24 40 51 61 T
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
| 14 17 22 29 51 87 80 62
Q= 18 22 37 56 68 150 29 77
24 35 55 64 81 150 29 92
49 64 78 87 103 121 120 101
L 72 92 95 98 112 100 103 99 |

r102 6 -8 3 4 -1 41 1 ]

1 —20 4 0 1 3 -1 2

3 6 -8 1 1 0 -1 -2

c_| 4 0 0 -1 0 -1 0 -1
"6 2 31 0 0 -1 1

1 -5 1 -1.1 0 0 0
-1 -1 1 0 -1 0 0 -1
L-1 1 -1 0 0 0 0 O

On peut remarquer sur I'exemple, qu'aprés quantificati@auboup de valeurs
sont identiques et proches de zéro. Le choix de la matriceudatification res-
pectivement avec des valeurs procheslda loin del permet d’augmenter ou
diminuer le niveau de détails. L'image est finalement cod#eme une suite de
nombres (une valeur quantifiée de DCT suivie du nombre déspivent cette va-
leur qui sont consécutifs selon le balayage en zigzag (\grdi 2.1). Les faibles
valeurs obtenues permettent d’espérer que I'entropienabtaprés ce RLE a été
considérablement réduite. L'algorithme JPEG se termioesglar un codage sta-
tistique par exemple Huffman. Enfin, il est a noter que ledaath JPEG-2000 ou la
transformation en cosinus et la quantification sont reng@agar une transformée
en ondelettes dasn laquelle ne sont conservés que certegasix Le nombre de
niveaux ou bandes conservés influe directement sur la taogrdpression désiré.
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FiG. 2.1-Balayage en zigzag de JPEG

Blocs i RLE Huffman
Image 8% 8 peT Quantification zigzag ou Avrith.

FIG. 2.2— Compression JPEG

2.3.4 Le format MPEG

Le format MPEG (pour Motion Picture Experts Group) définitclempression
d'images animées. L'algorithme de codage utilise JPEG poder une image mais
prend en compte le fait que deux images consécutives unerségjuidéo sont trés
voisines. Une des particularités de snormes MPEG est detdredt compenser le
mouvemet (zoom par exemple.) d’une image a la suivante. Une sortie MPEG-1
contient quatre sortes d’images : des images au foim{@PEG), des imageB
codées par différences avec I'image précédente (par caapien du mouvement
deux images consécutives sont tres voisines), des imadiesdionnellesB co-
dées par différence avec I'image précédente et la suiventeds de différences
moins importantes avec une image future qu'avec une imageégente), enfin
des images basse résolution utilisées pour I'avance rapiden magnétoscope.
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En pratique, avec les imagés et B, il suffit d'une nouvelle image complete
toutes lesl0 a 15 images. Un film vidéo étant composé d’'images et de son, il faut
également compresser le son. Le groupe MPEG a défini troisatsr: les MPEG-

1 Audio Layer!, IT et 111, le troisiéme est le fameux MP3. Le MPEG-1 est la
combinaison de compressions d'images et de son, assodiéessinchronisation
par marquage temporel et une horloge de référence du systoneme indiqué
sur la figure 2.3

Signal Audie— Codeur audio

Horloge Multiplexage MPEG-1

Signal-vidéo—~ Codeur vidéo

FIG. 2.3— Compression MPEG-1

Depuis1992, le format MPEG a évolué passant de MPEG320(x 240 pixels

et une débit del, 5M Bits/s), a MPEG-2 en 1996 (avec quatre résolutions de
352x 288 21920 x 1152 pixels plus un flux de sous-titres et de langues multiplexés,
celui-ci est I'actuel format des DVD) ou encore a MPEG-4 e@9&ormat des
vidéos conférences et du DivX ou la vidéo est devenue unesoéntée objet).
Enfin le son est décomposé en trois couches, MP1, MP2 et MRAnsles taux

de compression (et donc les pertes) désirés. En praticaieaude de compression
par rapport a I'anlogique sont d'un factetipour le MP1, de5 &8 pour le MP2,
utilisé par exemple dasn les vidéos CD etlfex 12 pour le MP3. Nous donnons
une idée de la transformation MP3 sur la figure 2.4 : le sorogige est d’abord
filtré et modifié par les transformées de Fourier (avec pettemultanément en
cosinus (DCT).
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Filtrage
SO non audible

. DCT

FFT |

Modele
psycho-
acoustique

ontrole

§U8Rdn [ Huffman
Quantification
non uniforme
controle Info
taux supp|e

FIG. 2.4— Compression du son MP3

abejewlo4

Ensuite, la combinaison de ces deux transformations peteédire une quanti-
fication et de contréler le résultat obtenu pour ne conseguerla partie aidible
principale. Au final, une compression statistique est biemappliquée, pour ré-
duire le fichier au niveau de son entropie finale.

2.4 Conclusion

Ce chapitre clds la partie sur la compression de données.
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Résumé

Nous nous intéressons au probleme de la compression du des et
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