
TD FLIN408Année 2009Version 1.1Université de MontpellierPla
e Eugène Bataillon34095 Montpellier Cedex 5

Rodolphe Giroudeau161, rue Ada34392 MONTPELLIER Cedex 5TEL : 04-67-41-85-40Mail : rgirou�lirmm.fr1



Université de Montpellier II 2008/2009ULIN 408 Durée: 3hULIN 408TD � Séan
e n�1Exer
i
e 1 � ComplexitéSoit A et B, deux algorithmes pour résoudre un même problème. La 
omplexité de A est en
θ(n2) et son exé
ution ave
 n = 100 dure 1s. La 
omplexité de B est en θ(n log n) et son exé
utionave
 n = 100 dure 10s.1. L'appli
ation prévoit une valeur de n égale à 1000. Quel algorithme faut-il à priori 
hoisir ?2. Même question si n égale à 10000.Exer
i
e 2 � ComplexitéSoit un algorithme en θ(n2). Un ordinateur X permet de traiter en 1 mn des problèmes de taille
n0. Quelle est la taille des problèmes que l'on pourra traiter en 1 mn ave
 un ordinateur 100 foisplus rapide ? Même 
hose pour θ(2n).Exer
i
e 3 � ComplexitéLesquelles des assertions suivantes sont vraies ? Prouvez vos réponses.1. 1000 ∈ O(1) ;2. n2 ∈ O(n3) ;3. n3 ∈ O(n2) ;4. 2n+1 ∈ O(2n) ;5. (n + 1)2 ∈ O(n2) ;6. n3 + 3n2 + n + 1996 ∈ O(n3) ;7. n2 ∗ n3 ∈ O(n3) ;8. 22n ∈ O(2n) ;9. 1

2n2 − 3n ∈ θ(n2).Exer
i
e 4 � ComplexitéComparer deux à deux les fon
tions suivantes :1. f1(n) = n2 + 1002. Soit f2 dé�ni de la manière suivante :
f2(n) = n si n est impair

= n3 si n est pair1

3. Soit f3 dé�ni de la manière suivante :
f3(n) = n si n < 100

= n3 si n ≥ 100Exer
i
e 5 � Complexité1. Soient f1 et f2 deux fon
tions telles que f1 = θ(g) et f2 = θ(g) et et f1 ≥ f2. A-t'on
f1 − f2 = θ(g) ?Exer
i
e 6 � Complexité1. Démontrer que ∑

n

i=1 i = n(n+1)
2 et ∑

n

i=1 i2 = (2n+1)(n+1)n
6 .2. Quelle est la 
omplexité de la bou
le suivante :for i:=1 to (n-1) dofor j:=(i+1) to n dofor k:=1 to j do{instru
tion}Exer
i
e 7 � ComplexitéMontrer que O(f + g) = O(max(f, g)).Exer
i
e 8 � ComplexitéRegrouper en 
lasses d'équivalen
e pour θ les fon
tions suivantes. Trier les 
lasses d'équivalen
epour O.

n, 2n, n log n, n− n3 + 7n5, n2, log2 n, n3,
√

(n) + log2 n, log2 n2, n!, log n.

2



Université de Montpellier II 2008/2009ULIN 408 Durée: 3hULIN 408TD � Séan
e n�2Exer
i
e 1 � Etude d'un exemple1. Soit l'algorithme suivant pour trouver le plus grand élément d'une liste d'éléments sto
késdans un tableau :M:=T[1℄;for j:=2 to n doif T[j℄ > M then M:=T[j℄(a) Etudier la 
omplexité en nombre de 
omparaisons de 
et algorithme.(b) Expliquer pourquoi, il ne peut pas y avoir d'algorithme de re
her
he du plus grandélément e�e
tuant moins de 
omparaisons.(
) Cal
uler le nombre minimum et le nombre maximum d'a�e
tations de M lors de l'exé
u-tion de l'algorithme. Donner à 
haque fois la 
ara
térisitque des tableaux qui permettentd'atteindre 
es valeurs et la probabilité d'avoir un tel tableau (on supposera que toutes lesvaleurs de T sont di�érentes et que toutes les permutations des éléments dans le tableausont équiprobables).(d) Cal
uler le nombre moyen d'a�e
tations de M (indi
ation : pour un j donné quelle estla probabilité d'e�e
tuer M := T [j]).2. (a) En vous inspirant de l'exer
i
e pré
édent, donner un algorithme qui 
al
ule les 2 plusgrands éléments (une seule bou
le �for� ave
 �if� imbriqués).(b) Donner un autre algorithme en inversant les deux �if� et 
al
uler le nombre de 
ompa-raisons au pire pour les deux algorithmes.(
) Cal
uler le nombre moyen de 
omparaisons pour 
ha
un des deux algorithmes et déter-miner le meilleur.3. Pour déterminer les 2 plus grands éléments, on utilise la stratégie du tournoi. Les élémentssont 
omparés deux à deux et les plus grands éléments sont 
onservés. On réitère jusqu'à
e qu'il ne reste qu'un seul élément qui est don
 le plus grand élément. Soit la liste L =
{15, 7, 20, 12, 9, 1, 14, 17, 25, 29, 3}.(a) Combien de 
omparaisons sont e�e
tuées pour trouver le plus grand élément ?(b) A 
ombien d�éléments au pire, le plus grans élément a-t-'il été 
omparé dire
tement ?(
) Que peut-on dire sur le deuxième plus grand élément ?(d) En déduire un algorithme pour trouver les deux grands éléments et déterminer sa 
om-plexité au pire en nombre de 
omparaisons.(e) Question subsidiaire : montrer que 
et algorithme est optimale en nombre de 
omparai-sons au pire. 1



Université de Montpellier II 2009/20010ULIN 408 Durée: 4.5hUlin 408TD � Séan
e n�3Exer
i
e 1 � Programmes ré
ursifsAnalyser la 
omplexité des di�érentes programmes en fon
tion du nombre d'appels ré
ursifse�e
tués :Re
1(n)si n<2 alors retourner(1)sinon retourner(Re
1(n-1)+2)Re
2(n)si n<2 alors retourner(1)sinon retourner(Re
2(n div 2)+2)Re
3(n)si n<2 alors retourner(1)sinon retourner(Re
3(n-1)*(Re
3(n-1)+2))Re
4(n)si n<2 alors retourner(1)sinon retourner((Re
4(n div 2)+2)*(Re
4( n div 2)+3))Exer
i
e 2 � Cal
uls ré
ursifsCal
uler xn, pour des valeurs entières et positives de n, de plusieurs façons en utilisant les dé�-nitions ré
ursives suivantes (qu'il faudra 
ompléter) et évaluer l'ordre de grandeur de la 
omplexitéde 
ha
une des méthodes :1. xn = x ∗ xn−12. xn = xndiv2 ∗ xndiv2 ∗ xnmod23. Même dé�nition que 2 mais en utilisant une variable intermédiaire pour sto
ker xndiv2.Exer
i
e 3 � Cal
uls ré
ursifsOn rapelle la dé�nition des nombres de Fibona

i :
f0 = 0, f1 = 1, ∀n ≥ 2 fn = fn−1 + fn−2Programmer la fon
tion fn :1. En utilisant la dé�nition ré
ursive (évaluer sa 
omplexité).1

2. En utilisant une version itérative e�
a
e (évaluer sa 
omplexité).3. Montrer que si n ≥ 1 alors� f2n = f2
n + 2 ∗ fn ∗ fn−1� f2n+1 = f2

n + f2
n+1Evaluer approximativement l'ordre de grandeur de la 
omplexité d'un programme pour 
al
uler

fn qui utilise dire
tement 
ette nouvelle dé�nition ré
ursive.En utilisant des variables intermédiaires améliorer le programme pré
édent et 
al
uler sanouvelle 
omplexité.4. Montrer que
(

1 1
1 0

)n

=

(

fn+1 fn

fn fn−1

)En déduire un programme en θ(log n) pour 
al
uler fn.
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Université de Montpellier II 2009/2010ULIN 408 Durée: 3hTrisTD � Séan
e n�4Exer
i
e 1 � Tri bulleSoit l'algorithme suivant qui trie un tableau t :for i:=1 to n-1 dofor j:=n downto i+1 doif t[j℄ < t[j-1℄ then e
hanger (t[j℄,t[j-1℄)1. Quel est le nombre de 
omparaisons dans le pire des 
as et en moyenne ?2. Même question pour le nombre d'é
hanges.3. Modi�er l'algorithme pour trouver le kieme plus petit élément du tableau t. Quelle est la
omplexité de 
et algorithme ?Exer
i
e 2 � Tri par séle
tionConsidérons l'algorithme qui 
onsiste pour trier les éléments dans les 
ases de 1 à n (n > 1) à
her
he l'indi
e, max du plus grand élément dans les 
ases de 1 à n et é
hanger les 
ases d'indi
e
max et n, puis trier les éléments dans les 
ases de 1 à (n− 1).1. E
rire l'algorithme2. Quel est le nombre de 
omparaisons dans le pire des 
as et en moyenne ?3. Même question pour le nombre d'é
hanges.4. Quel est le nombre d'appels ré
ursifs ?Exer
i
e 3 � Tri fusionNous souhaitons étudier le tri fusion.1. Rappeler le prin
ipe.2. Appliquer le sur le tableau suivant :

20 5 7 12 21 33 1 63. Cal
uler le nombre maximum de 
omparaisons. Pour simpli�er, on supposera que n est unepuissan
e de 2.Exer
i
e 4 � Tri rapide1. Soit T un tableau de n entiers distin
ts. Donner un algorithme e�
a
e qui dépla
e les entiersde T de telle façon que les 
ases de plus petits indi
es 
ontiennent les entiers inférieurs àl'entier qui était intialement en T [1] (
et entier sera appelé pivot dans la suite), et les 
asesde plus grands indi
es les entiers plus grands que le pivot. Plus pré
isément, s'il y a dans T ,
(p− 1) entiers inférieurs au pivot alors les 
ases de 1 à (p− 1) 
ontiennent 
es entiers, la 
ase
p 
ontient le pivot, et les 
ases de (p + 1) à n 
onteinnent les entiers plus grand que le pivot.1

2. En déduire un algorithme de tri utilisant deux appels ré
ursifs et analyser 
et algorithme aupire et en moyenne. Pour le 
al
ul de la moyenne nous rappelons que moyA(n) =
∑

d∈Dn

p(d)×
coutA(d) ave
 p(d) la probabilité que l'on ait la donnée d en entrée de l'algorithme et Dn estl'ensemble des données de taille n.(a) Quel est la probabilité que le pivot se trouve à la 
ase k ?(b) Quels est la 
onséquen
e sur la taille des tableaux dans les deux appels ré
ursifs ?(
) En déduire une formule de ré
urren
e pour la moyenne ?3. quelle est la taille maximum de la pile né
essaire pour gérer les appels ré
ursifs de 
et algo-rithme ?4. Réé
rire l'algorithme ave
 un seul appel ré
ursif et une bou
le tant que en dé
ursi�ant l'appelré
ursif terminal.5. Modi�er l'algorithme proposé en 4) pour que l'appel ré
ursif porte sur la partie du tableau
ontenant le moins d'entiers et montrer que la pile né
essaire est alors de hauteur logarithmiqueau pire.6. Modi�er l'algorithme de tri rapide de façon à avoir le kieme plus petit élément du tableau.7. SubsidiaireMontrer que l'algorithme pré
édent est linéaire (
'est à dire en θ(n)) en moyenne).

2



Université de Montpellier II 2009/2010ULIN 408 Durée: 4.5hULIN 408TD � Séan
e n�5Exer
i
e 1 � Arbres binaires de re
her
heCet exer
i
e porte sur les arbres binaires de re
her
he.Un arbre binaire de re
her
he peut-être dé
rit formellement par un triplet B =< r,G,D > où rest la ra
ine et (G (resp. D) le sous-arbre gau
he (resp. le sous-arbre droit).1. Compléter les spé
i�
ations suivantes :(a) rechercher : Element×Arbre→?(b) rechercher(x, arbre − vide) =?(
) x = r ⇒ rechercher(x,< r,G,D >) =?(d) x < r ⇒ rechercher(x,< r,G,D >) =?(e) x > r ⇒ rechercher(x,< r,G,D >) =?2. Donner une fon
tion qui re
her
he un élément dans un ABR.3. Compléter les spé
i�
ations suivantes :(a) ajouter − feuille : Element×Arbre→?(b) ajouter − feuille(x, arbre− vide) =?(
) x ≤ r ⇒ ajouter − feuille(x,< r,G,D >) =?(d) x > r ⇒ ajouter − feuille(x,< r,G,D >) =?4. Donner une version ré
ursive de l'adjon
tion d'un élément aux feuilles.5. Construire l'ABR ave
 les éléments suivant : e, i, a, t, d, g, q, l.6. Donner une pro
édure de suppression d'un élément dans un ABR. IL est 
onseillé d'étudierles di�érents 
as de �gures.Exer
i
e 2 � Arbres binaires : Appli
ation au tri par tasPSfrag repla
ements
19

5 31

64 7

2

22

429

12

Fig. 1 � Arbre binaire1

1. Un arbre parfait est un arbre binaire dont tous les niveaux sont 
omplétement remplis sauféventuellement le dernier niveau, et dans 
e 
as les sommets (feuilles) du dernier niveau sontgroupés le plus à gau
he possible.(a) Comment peut-on représenter e�
a
ement un arbre binaire parfait par un tableau et unentier (représentant la taille en nombre d'éléments du tas) ? Donner le tableau reprsésen-tant l'arbre binaire proposé à la �gure 1.(b) Donner les fon
tions permettant de savoir si un sommet est une feuille, de 
onnaître lepère d'un sommet, le �ls gau
he, le �ls droit.(
) Cal
uler la hauteur d'un arbre binaire parfait.2. Un tas est un arbre binaire parfait tel que 
haque élément d'un sommet est inférieur ou égalaux éléments de ses �ls.(a) Donner les fon
tions permettant d'obtenir le minimum d'un tas,(b) de supprimer le minimum d'un tas,(
) d'ajouter un élément à un tas.(d) Evaluer la 
omplexité de 
ha
une de 
es fon
tions3. Donnez une fon
tion qui stru
ture un tableau quel
onque en tas en ajoutant su

essivementles éléments au tas déjà 
onstruit (initialement le tas est vide, la partie gau
he du tableau eststru
utrée en tas, les éléments du tableau sont ajoutés un à un de la gau
he vers la droite).Evaluer la 
omplexité de 
ette 
onstru
tion.4. Même question mais en 
onstruisant le tas de la droite vers la gau
he. On 
onsidère queles feuilles sont des tas et on fusionne les tas en ajoutant les sommets internes. Evaluer la
omplexité de 
ette 
onstru
tion.5. En déduire un algorithme de tri par ordre dé
roissant d'un tableau (tri par tas). Evaluer sa
omplexité.6. Adapter-le pour trouver le kieme plus petit élément d'un tableau. Evaluer la 
omplexité dere
her
he de 
et élément.
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Université de Montpellier II 2009/2010ULIN 408 Durée: 4.5hULIN 408TD � Séan
e n�6Exer
i
e 1 � Arbres de re
her
hes et arbres équilibrés1. E
rire une fon
tion qui imprime les éléments d'un arbre de re
her
he en ordre 
roissant.2. A 
haque sommet d'un arbre binaire de re
her
he, on ajoute le nombre d'éléments sous 
esommet (nombre(A) = nombre(A.filsgauche)+nombre(A.filsdroit)+1). E
rire une fon
tionde re
her
he du kieme plus petit élément.3. Sur Les rotation dans les arbres.(a) Sur la �gure 1,

PSfrag repla
ements Arbre A Arbre B

Arbre C Arbre D

p

pp

p

rr

q
q

q

q

U
U

U

U

V
V

VV

W

W

W

W

T

T

Fig. 1 � Rotations à e�e
tuer1

i. e�e
tuer une rotation droite pour l'arbre A,ii. e�e
tuer une rotation gau
he pour l'arbre B,iii. e�e
tuer une rotation gau
he-droite pour l'arbre C,iv. e�e
tuer une rotation droite-gau
he pour l'arbre D.(b) Compléter les spé
i�
ation suivantes :i. rg(A) est dé�ni ssi ?ii. rd(A) est dé�ni ssi ?iii. rgd(A) est dé�ni ssi ?iv. rdg(A) est dé�ni ssi ?v. rg(< p,U,< q, V,W >>) =?vi. rd(< q,< p,U, V >,W >) =?vii. rgd(< r,< p, T,< q, U, V >>,W >) =?viii. rdg(< r, T < p,< q,U, V >,W >>) =?(
) Donner l'algorithme rotation gau
he.(d) Donner l'algoirthme rotation droite.(e) Donner l'algorithme rotation gau
he-droite.(f) Donner l'algorithme rotation droite-gau
he.4. On 
onsidère la méthode de re
her
he auto-adaptive dans un ABR, si on re
her
he x on veutque x soit la ra
ine de l'ABR parès la re
her
he (on fait une su

ession de rotation lors de lare
her
he qui permet d'obtenir 
e résultat).5. On appele suite d'arbres de Fibona

i la suite d'arbres binaires dé�nis de la façon suivante :
F0 = ∅, F1 = o (l'arbre ave
 un seul sommet), et pour n ≥ 2, Fn est l'arbre binaire dont lesous arbre gau
he est Fn−1 et le sous arbre droit est Fn−2.(a) Donner Fi ave
 I = 1 . . . 5 Quelle est la hauteur de Fn ? Que peut-on en déduire ?(b) Cal
uler le nombre de sommets de Fn..(
) Cal
uler le nombre de sommets minimal que doit avoir un arbre équilibré de hauteur h.Con
lure.
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Université de Montpellier II 2009/2010ULIN 408 Durée: 4.5hULIN 408TD � Séan
e n�7Exer
i
e 1 � Table de ha
hage en adressage ouvertCet exer
i
e a pour but de se familiariser ave
 quelques fon
tions de ha
hage en adressage ouvert.La taille de la table de ha
hage est notée par m. Si p et q sont deux entiers naturels, p mod q estle reste de la division eu
lidienne de p par q.Nous 
onsidérons les fon
tions de ha
hage :
h1(k) = k mod m et h2(k) = 1 + (k mod (m− 1))1. Insérer su

essivement les 
lés 10, 22, 31, 4, 15, 28, 17, 88 et 59 dans une table de ha
hage detaille m = 11 gérée en adressage ouvert en utilisant 
omme fon
tion de ha
hage prin
ipale

h(k, i) = (h1(k) + i) mod m.2. Même question lorsque h(k, i) = (h1(k) + ih2(k)) mod m.Exer
i
e 2 � Ha
hage ave
 
haînageCet exer
i
e analyse le nombre moyen de 
lés examinées lors de la re
her
he d'une 
lé dans unetable de ha
hage où les 
ollision sont gérées par 
hainage.1. Soit h la fon
tion de ha
hage dé�nie par h(k) = k mod 9 et soit une table de ha
hage de taille
m = 9. Donner l'état de la table après insertion su

essive des 
lés 5, 28, 19, 15, 20, 33, 12, 17et 10 lorsque que les 
ollisions sont gérées par 
haînage. On 
onsidère une fon
tion de ha
hage
h uniforme utilisée pour une table de taille m où les 
ollisions sont résolues par la te
hniquedu 
haînage.2. Si n 
lés sont présentes dans la table, quelle est la longueur moyenne d'une liste ? En déduirela durée moyenne (en nombre de 
lés testées) de re
her
he d'une 
lé non présente dans la table(re
her
he infru
tueuse).3. On admet que si r(x) est le rang d'insertion de la 
lé x présente dans la table les n valeurspossibles de r(x) sont équiprobables. Déterminer la durée moyenne de re
her
he de x. Endéduire la durée moyenne de re
her
he d'une 
lé présente dans la table.4. Que peut-on 
on
lure des deux questions pré
édentes lorsque n = O(m) ?Exer
i
e 3 � Table de ha
hage ave
 résolution des 
ollisions par 
haînageVous programmerez les di�érentes opérations possibles sur une table de ha
hage ave
 résolutiondes 
ollisions par 
haînage :� Insertion d'une 
lé� Suppression d'une 
lé� Re
her
he d'une 
léVous pré
iserez pour 
ha
une de 
es opérations, la 
omplexité en temps de 
elle-
i. Vous utiliserezles deux types de fon
tions de ha
hage 1

Nous allons maintenant 
onsidérer un exemple pré
is dans lequel la table a une longueur m = 11,et nous allons insérer dans 
et ordre les 
lés : 10,22,31,4,15,28,17,88,59. Vous a�
herez le 
ontenude la table de ha
hage pour 
ha
une des fon
tions de ha
hage possible.Exer
i
e 4 � Table de ha
hage ave
 adressage ouvertDans un premier temps vous é
rirez les di�érentes opérations possibles sur une table de ha
hage :� Insertion d'une 
lé� Suppression d'une 
lé� Re
her
he d'une 
léVous utiliserez les trois fon
tions de ha
hage possibles, en 
onsidérant :� h′(k) = k mod m� c1 = 1 et c2 = 3� h1(k) = k mod m et h2(k) = 1 + (k mod (m− 1))� h1(k,m) = (k mod m + n) mod m)� h2(k,m) = (k mod m + n + 3n2) mod m� h3(k,m) = (k mod m + n(1 + k mod m)) mod mNous allons maintenant 
onsidérer un exemple pré
is dans lequel la table a une longueur m = 11,et nous allons insérer dans 
et ordre les 
lés : 10,22,31,4,15,28,17,88,59. Vous a�
herez le 
ontenude la table de ha
hage pour 
ha
une des fon
tions de ha
hage possible.
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