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Prévisionnel des prochaines séances

29 octobre : Vacances d'enseignement
8 novembre : Pascal Ochem

12 novembre : Pascal Ochem

19 novembre : GR

26 novembre : Pascal Ochem

3 décembre : Pascal Ochem

10 décembre ; Pascal Ochem

®© 6 6 6 6 o6 o o

17 décembre : examen final
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Retours sur exercices pour séance 3

o Attention!
o f¥(x) # f(x)“ (général en différent)
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Retours sur exercices pour séance 3

o Attention!
o f¥(x) # f(x)“ (général en différent)
o f¥(a) = axf(x)f2(x)f3(x)... avec f(x) # € pour tout i
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Retours sur exercices pour séance 3

o Attention !

o f¥(x) # f(x)“ (général en différent)

o f¥(a) = axf(x)f2(x)f3(x)... avec f(x) # € pour tout i
o Chevauchement

o Le seul mot binaire sans chevauchement généré par morphisme
est le mot de Thue-Morse.

Initiation a la combinatoire des mots - GMIN314



Retours sur exercices pour séance 3

o Attention !

o f¥(x) # f(x)“ (général en différent)

o f¥(a) = axf(x)f2(x)f3(x)... avec f(x) # € pour tout i
o Chevauchement

o Le seul mot binaire sans chevauchement généré par morphisme
est le mot de Thue-Morse.
e Fibonacci contient des chevauchements.
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Retours sur exercices pour séance 3

@ Attention!
o f¥(x) # f(x)“ (général en différent)
o f¥(a) = axf(x)f2(x)f3(x)... avec f(x) # € pour tout i
@ Chevauchement
o Le seul mot binaire sans chevauchement généré par morphisme
est le mot de Thue-Morse.
o Fibonacci contient des chevauchements.
e Le morphisme de Fibonacci ne préserve pas |'absence de
chevauchement.
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Retours sur exercices pour séance 3

@ Attention!
o f¥(x) # f(x)“ (général en différent)
o f¥(a) = axf(x)f2(x)f3(x)... avec f(x) # € pour tout i
@ Chevauchement
o Le seul mot binaire sans chevauchement généré par morphisme
est le mot de Thue-Morse.
o Fibonacci contient des chevauchements.
e Le morphisme de Fibonacci ne préserve pas |'absence de
chevauchement.
e Mot sans chevauchement = mot sans auaua
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Retours sur exercices pour séance 3

o Attention !

o f¥(x) # f(x)“ (général en différent)

o f¥(a) = axf(x)f2(x)f3(x)... avec f(x) # € pour tout i
o Chevauchement

o Le seul mot binaire sans chevauchement généré par morphisme
est le mot de Thue-Morse.

o Fibonacci contient des chevauchements.

e Le morphisme de Fibonacci ne préserve pas |'absence de
chevauchement.

e Mot sans chevauchement = mot sans auaua

° auaUa # auauaUu
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Retours sur exercices pour séance 3

@ Attention!
o f¥(x) # f(x)“ (général en différent)
o f¥(a) = axf(x)F2(x)f3(x)... avec fi(x) # ¢ pour tout i
@ Chevauchement
o Le seul mot binaire sans chevauchement généré par morphisme
est le mot de Thue-Morse.
o Fibonacci contient des chevauchements.
e Le morphisme de Fibonacci ne préserve pas |'absence de
chevauchement.
e Mot sans chevauchement = mot sans auvaua
° auaUa # auauaUu
© ne conserve pas |'absence de auauaua
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Retours sur exercices pour séance 3

@ Attention!
o f¥(x) # f(x)“ (général en différent)
o f¥(a) = axf(x)F2(x)f3(x)... avec fi(x) # ¢ pour tout i
@ Chevauchement
o Le seul mot binaire sans chevauchement généré par morphisme
est le mot de Thue-Morse.
o Fibonacci contient des chevauchements.
e Le morphisme de Fibonacci ne préserve pas |'absence de
chevauchement.
e Mot sans chevauchement = mot sans auvaua
° auaUa # auauaUu
© ne conserve pas |'absence de auauaua

@ Quand vous bloquez sur une question, pensez 3 regarder les
suivantes!
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Correction des exercices

Montrer que le mot de Fibonacci ne contient aucun facteur de la
forme

uoauacuau

avec u mot et « lettre
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Correction des exercices

Montrer que le mot de Fibonacci ne contient aucun facteur de la
forme

uoauacuau

avec u mot et « lettre

Remarques :
Enoncé traité (mais pas dans transparents) : auauaua
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Correction des exercices

Montrer que le mot de Fibonacci ne contient aucun facteur de la
forme

uoauacuau

avec u mot et « lettre

Remarques :
Enoncé traité (mais pas dans transparents) : auauaua
C'est faux dans ce cas!

F = abaababaabaababaababaabaababaabaa
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Correction des exercices

Quel est le plus grand entier k tel qu'il existe un facteur de la forme
uk dans le mot infini de Fibonacci?
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Correction des exercices

Exercice

Quel est le plus grand entier k tel qu'il existe un facteur de la forme
uk dans le mot infini de Fibonacci?

Exercice

Quel est le plus grand entier k tel qu’il existe un préfixe de la forme
u* dans le mot infini de Fibonacci ?

v
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Correction des exercices

Exercice

Quel est le plus grand entier k tel qu'il existe un facteur de la forme
uk dans le mot infini de Fibonacci?

Exercice

Quel est le plus grand entier k tel qu’il existe un préfixe de la forme
u* dans le mot infini de Fibonacci ?

v

A faire pour la séance 6
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Corrections d'exercices

Si w = Ly(w') avec w infini alors
w équilibré < w' équilibré
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Corrections d'exercices

Si w = Ly(w') avec w infini alors
w équilibré < w' équilibré

v
Montrer

Si w = Ry(bw’) avec w infini alors
w équilibré < bw’ équilibré
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Exercices

Montrer que si w est équilibré et périodique, alors w = f(a*) ou
w = f(b*) avec f € {L,, Lp, Ra, Rp}*.
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Exercices

Montrer que si w est équilibré et périodique, alors w = f(a*) ou
w = f(b*) avec f € {L,, Lp, Ra, Rp}*.

Montrer que si w est équilibré et ultimement périodique mais non
périodique, alors w = f(ab*) ou w = f(ba*) avec
f € {L87 Lb7 R87 Rb}*
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Exercices

Montrer que si w est équilibré et périodique, alors w = f(a*) ou
w = f(b*) avec f € {L,, Lp, Ra, Rp}*.

Montrer que si w est équilibré et ultimement périodique mais non
périodique, alors w = f(ab*) ou w = f(ba*) avec
f € {L87 Lb7 R87 Rb}*

Montrer que si w est équilibré et apériodique (non ultimement
périodique), alors dans toute décomposition infinie de w sur

{L,, Lp, Ra, Ry}, les morphismes L, ou R, apparaissent infiniment
souvent, et, les morphismes L, ou Ry apparaissent infiniment
souvent.
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Périodicité (rappel de la derniére fois)

Montrer (lemme 8.2) corrigé
Pour w un mot infini sur {a, b} :
@ Si w est périodique alors f(w) est périodique pour tout
morphisme f non effacant;
@ Si L(w) ou Lp(w) est périodique alors w est périodique;
@ Si Ry(bw) (resp. Lp(aw)) est périodique alors bw (resp. aw)
est périodique.

Initiation a la combinatoire des mots - GMIN314



Mots sturmiens

Theoreme 8.8

Les assertions suivantes sont équivalentes.

@ Un mot w est sturmien.

@ |l existe une suite infinie de mots (w,),>0, et une suite infinie
de morphismes (¢n)a>0 € {La, Lp, Ra, Rp} telles que :
O wp=w,
0 w, = ©,(wpy1) pour tout entier n > 0,
© un des morphismes L, et R, apparait infiniment souvent, et un
des morphismes L;, ou R}, apparait infiniment souvent,
@ pour un entier n et une lettre «, si v, = R,, alors ;11 # L.
© |l existe deux suites d’entiers (an)n>0 €t (cp)n>o telles que :
® ag>0eta,>1pourn>1,
@ 0<c,<a,pourn>0,
O w=
i oq L50 REO™C0 LG REACH . L Gon Rian—Can 52013 22 3=C2n13 ()
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Mots finis équilibrés et désubstitution

Algorithme linéaire en temps pour tester si un mot fini est équilibré
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Mots finis équilibrés et désubstitution

Algorithme linéaire en temps pour tester si un mot fini est équilibré

Remarque

w équilibré = 3n > 0,
entre 2 occurrences successives de b, a” ou a"t

1
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Mots finis équilibrés et désubstitution

Algorithme linéaire en temps pour tester si un mot fini est équilibré

Remarque

w équilibré = 3n > 0,
entre 2 occurrences successives de b, a" ou a1

Si ‘W’b 2 1, w = 5A1A2 .. AkP avec

k>0

+1 2

SelUia

Aj € {ba", ba"“} (1<i<k)

P e Un—‘rl
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Si|wlp > 1, w=SA1As... AP avec
k>0
SelUp;a
A; € {ba", ba"t1} (1 < i< k)
P e UZI& ba'

reduced,(w) = sajay ... akp such that :
s=cifS#a"tl, elses=b,
a = a ifA,' = ba",
aj=bifA;=ba"t1 (1 <i<k)
p=c if P+ ba"t!, else p = b.
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Réduction et morphismes

Posons r = reduced,(w) = sajaz ... akp :

s=cifS#a""l, elses=b,
a;:aifA,-:ba”,
aj=bifA; = ba"t1 (1 <i<k),
p=c if P+ ba"tl, else p = b.

Définition

@ E : exchange morphim a+— b, b — a

n hn(a) = ba"
® hy=RjolyoFE { h,,Eb)) _ pantl
Shp(r)P sis=¢, p=c¢
b=1Shy(r)P sis#e p=c¢
Shn(r) sis=¢,p#e
b=1Shy(r) sis#e pFe
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Principe actif de I'algo

Lemme

Let w be a word over A containing at least one b. The following
are equivalent :

@ w is balanced

@ w is n-reducible (for an integer n > 0) and
reduced,(w) is balanced.
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Principe actif de I'algo

Lemme

Let w be a word over A containing at least one b. The following
are equivalent :

@ w is balanced

@ w is n-reducible (for an integer n > 0) and
reduced,(w) is balanced.

Preuve similaire aux résultats précédemment vus
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If jw|, <1or|wlp <1, Then w is balanced
Else

If w or E(w) is not reducible,

Then w is not balanced

Else
Let n be the greater integer such that w is n-reducible

Let m be the greater integer such that E(w)
is m-reducible
If n>1 Then let w’ = reduced,(w)
Else let w' = reduced,(E(w))
w is balanced iff w’ is balanced.
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If jw|, <1or|wlp <1, Then w is balanced
Else
If w or E(w) is not reducible,
Then w is not balanced
Else
Let n be the greater integer such that w is n-reducible
Let m be the greater integer such that E(w)
is m-reducible
If n>1 Then let w’ = reduced,(w)
Else let w' = reduced,(E(w))
w is balanced iff w’ is balanced.
Exemples :

@ abababbabaab
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If jw|, <1or|wlp <1, Then w is balanced
Else
If w or E(w) is not reducible,
Then w is not balanced
Else
Let n be the greater integer such that w is n-reducible
Let m be the greater integer such that E(w)
is m-reducible
If n>1 Then let w’ = reduced,(w)
Else let w' = reduced,(E(w))
w is balanced iff w’ is balanced.
Exemples :

@ abababbabaab non équilibré
@ aabaababaabaababaababaabab
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If jw|, <1or|wlp <1, Then w is balanced
Else
If w or E(w) is not reducible,
Then w is not balanced
Else
Let n be the greater integer such that w is n-reducible
Let m be the greater integer such that E(w)
is m-reducible
If n>1 Then let w’ = reduced,(w)
Else let w' = reduced,(E(w))
w is balanced iff w’ is balanced.
Exemples :

@ abababbabaab non équilibré
@ aabaababaabaababaababaabab non équilibré
@ abaababaabaababaababa
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If jw|, <1or|wlp <1, Then w is balanced
Else
If w or E(w) is not reducible,
Then w is not balanced
Else
Let n be the greater integer such that w is n-reducible
Let m be the greater integer such that E(w)
is m-reducible
If n>1 Then let w’ = reduced,(w)
Else let w' = reduced,(E(w))
w is balanced iff w’ is balanced.
Exemples :

@ abababbabaab non équilibré
@ aabaababaabaababaababaabab non équilibré
@ abaababaabaababaababa équilibré
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Complexité

Preuve complexité linéaire en temps :

@ une étape récursive en temps O(|w|)
Soit A tel que temps < A|w|
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Complexité

Preuve complexité linéaire en temps :

@ une étape récursive en temps O(|w|)
Soit A tel que temps < A|w|

o If n>1, |reduced,(w)| < |2M
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Complexité

Preuve complexité linéaire en temps :
@ une étape récursive en temps O(|w|)
Soit A tel que temps < A|w|
o If n>1, |reduced,(w)| < |2M
o if 271 < |w| < 2K,
complexité en temps borné par
STK o A2T = A2k — 1) < 4A|w|
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Complexité

Preuve complexité linéaire en temps :

@ une étape récursive en temps O(|w|)
Soit A tel que temps < A|w|

o If n>1, |reduced,(w)| < |2M

o if 271 < |w| < 2K,
complexité en temps borné par
STK o A2T = A2k — 1) < 4A|w|

o Complexité en O(|w]).
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@ tout mot fini équilibré est facteur d’'un mot de la forme
hpyhny - .. hn(0)

avec « lettre
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@ tout mot fini équilibré est facteur d’'un mot de la forme
hpyhny - .. hn(0)

avec « lettre

@ tout mot fini équilibré est facteur d'un mot infini équilibré
apériodique
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@ tout mot fini équilibré est facteur d’'un mot de la forme
hpyhny - .. hn(0)

avec « lettre

@ tout mot fini équilibré est facteur d'un mot infini équilibré
apériodique

@ tout mot fini équilibré se prolonge en un mot équilibré plus long
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Complexité en facteur

Montrer que :

@ le nombre de facteurs de longueur n est n + 1 pour tout mot

@ cela est caractéristique
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Complexité en facteur

Montrer que :
@ le nombre de facteurs de longueur n est n + 1 pour tout mot

@ cela est caractéristique

Définition

Pour w mot infini, fonction de complexité en facteurs =
complexité = complexité en facteurs =
pw(n) = fonction qui associe n, le nombre de facteurs de longueur n
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Facteurs spéciaux droits

Définition

Un mot u est un facteur spécial droit de w si :
Ja, O lettres, o # [ et
uc, uf facteurs de w
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Facteurs spéciaux droits

Définition

Un mot u est un facteur spécial droit de w si :
Ja, O lettres, o # [ et
uc, uf facteurs de w

Pour des mots binaires infini a droite :
pw(n+ 1) = pw(n) + nombres facteurs spéciaux droits longueur n
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Facteurs spéciaux droits

Définition

Un mot u est un facteur spécial droit de w si :
Ja, O lettres, o # [ et
uc, uf facteurs de w

Pour des mots binaires infini a droite :
pw(n+ 1) = pw(n) + nombres facteurs spéciaux droits longueur n

Conséquence : py, est croissante
(strictement croissante pour un non ultimement périodique)
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Facteurs spéciaux droits

Définition

Un mot u est un facteur spécial droit de w si :
Ja, O lettres, o # [ et
uc, uf facteurs de w

Pour des mots binaires infini a droite :
pw(n+ 1) = pw(n) + nombres facteurs spéciaux droits longueur n

Conséquence : py, est croissante
(strictement croissante pour un non ultimement périodique)

Se généralise a des alphabets quelconques
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Facteurs spéciaux gauches

Définition

Un mot u est un facteur spécial gauche de w si :
da, B lettres, o # (3 et
uc, uf facteurs de w
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Facteurs spéciaux gauches

Définition

Un mot u est un facteur spécial gauche de w si :
da, B lettres, o # (3 et
uc, uf facteurs de w

Pour des mots binaires infini 3 droite récurrents :
pw(n+ 1) = pw(n) + nb facteurs spéciaux gauches longueur n

Initiation a la combinatoire des mots - GMIN314



Facteurs spéciaux gauches

Définition

Un mot u est un facteur spécial gauche de w si :
da, B lettres, o # (3 et
uc, uf facteurs de w

Pour des mots binaires infini 3 droite récurrents :
pw(n+ 1) = pw(n) + nb facteurs spéciaux gauches longueur n

Se généralise a des alphabets quelconques
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Facteurs spéciaux gauches

Définition

Un mot u est un facteur spécial gauche de w si :
da, B lettres, o # (3 et
uc, uf facteurs de w

Pour des mots binaires infini 3 droite récurrents :
pw(n+ 1) = pw(n) + nb facteurs spéciaux gauches longueur n

Se généralise a des alphabets quelconques

Mots bispéciaux

= Spéciaux a gauche et a droite
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Complexité en facteur des mots sturmiens

Theoreme 8.15

Sont équivalents pour un mot infini w sur {a, b} :

@ w est sturmien;
@ w a exactement un mot spécial droit de chaque longueur;
© pw(n) = n+ 1 pour tout entier n > 0.
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Complexité en facteur des mots sturmiens

Theoreme 8.15

Sont équivalents pour un mot infini w sur {a, b} :

@ w est sturmien;
@ w a exactement un mot spécial droit de chaque longueur;
© pw(n) = n+ 1 pour tout entier n > 0.

Preuve?
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C'est un exemple d’extrémalité des mots sturmiens !

Lemme 8.12 [Morse Hedlund 1940]

Sont équivalents pour un mot w infini :
@ w est ultimement périodique;
@ la fonction de complexité de w est bornée;
© il existe n tel que pw(n) < n;
Q il existe n tel que pw(n) = puw(n +1);
@ il existe ng tel que pour tout entier n > ng, pw(n) = pw(n—+1).
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Quelques autres résultats classiques

Remarque : beaucoup de survols de la notion de complexité.

Le dernier en date : Cassaigne, Nicolas, "Factor complexity", dans
livre "Combinatorics, automata, and number theory" édité par V.
Berthé et M. Rigo 2010
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Quelques autres résultats classiques

Remarque : beaucoup de survols de la notion de complexité.

Le dernier en date : Cassaigne, Nicolas, "Factor complexity", dans
livre "Combinatorics, automata, and number theory" édité par V.
Berthé et M. Rigo 2010

Pansiot 1984

La complexité d’'un mot infini engendré par morphisme est en ©(1),
O(n), ©(nloglogn), ©(nlogn) ou ©(n?).
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Quelques autres résultats classiques

Remarque : beaucoup de survols de la notion de complexité.

Le dernier en date : Cassaigne, Nicolas, "Factor complexity", dans
livre "Combinatorics, automata, and number theory" édité par V.
Berthé et M. Rigo 2010

Pansiot 1984

La complexité d’'un mot infini engendré par morphisme est en ©(1),
O(n), ©(nloglogn), ©(nlogn) ou ©(n?).

Pour les mots morphiques, pas de caractérisation compléte
(mais complexité en O(n?)).
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Probléme ouvert

Conjecture S-adic

Soit S un ensemble fini de morphismes.
Il existe une condition sur S tel que tout mot S-adic est de
complexité linéaire.

Récemment :
la condition devrait aussi porter sur la suite infinie de
décomposition.
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Et sur 3 lettres

Equilibré apériodique [Hubert 2000]

Soit k > 3.
Un mot infini apériodique w sur k lettres est apériodique
si et seulement si

I'alphabet peut étre partitionné en deux sous-alphabets A et B

la projection sur A est (a1 ...ayua)” avec {a1,...,aga} = A

°
o la projection sur B est (b ...byp)” avec {b1,...,bya} =B
o l'image de w par aj — a, bj — b (a # b) est un mot sturmien
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Et sur 3 lettres (suite)

Conjecture de Fraenkel
Soit k > 3. Un mot infini périodique équilibré w sur k lettres est un
suffixe de (Frg)® ou

e Fn =1

@ Frp, = Fry,_1nFr, pour n > 2

Résolue pour k=3 a7
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