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RESUMO

O objetivo desse artigo € estudar cortes de arestas em grafos que apresentem uma
coloracdo de arestas previamente definida. Mais especificamente, a partir de um grafo aresta-
colorido estamos interessados em determinar cortes que utilizem o menor ndmero de cores (MIN-
COLORED-CUT). Embora esse problema esteja intimamente relacionado com MIN-CUT, existe uma
diferencga inerente entre eles, pois em MIN-COLORED-CUT estamos interessados no nimero de co-
res presentes no corte, independentemente do nimero de arestas no corte. Enquanto MIN-CUT ¢é
polinomial, provamos que MIN-COLORED-CUT é NP-completo e dificil de aproximar em diversos
cendrios. Além disso, alguns casos polinomias e tratdveis por pardmetro fixo também sdo apresen-
tados.

PALAVRAS CHAVE. Corte minimo. Grafos aresta-coloridos. Complexidade de algoritmos.

ABSTRACT

Our goal in this paper is to study the edge cuts on simple connected graphs where the
edges are colored, in order to determine cuts using the minimum number of colors (MIN-COLORED-
CUT). Although this problem is closely related to MIN-CUT, there is a diference between them,
because in MIN-COLORED-CUT we are interested in the number of colors in the cut, dispite of the
number of edges in it. While MIN-CUT is polynomial, we prove that MIN-COLORED-CUT is NP-
complete and has hard approximation in various scenarios. Besides that, some polynomial and fixed
parameter tractable cases are presented.
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1. Introducao

Seja G = (V, E) um grafo conexo simples, e sejam S e 1" dois subconjuntos ndo vazios disjuntos de
V(G). Usaremos a notagdo [S, '] para representar o subconjunto de F(G) formado pelas arestas
que possuem um extremo em S e o outro em 7. Um corte de arestas de G € um subconjunto
[S,V'\ S] = 0S de E(G) para algum subconjunto nao vazio S C V(G). Dados s e ¢ dois vértices
distintos de V(G), um (s, t)-corte de G é um corte de arestas [S, 7] de Gtalque s € Set € T

Seja G¢ = (V, E, ¢) um grafo conexo simples G = (V, E') com uma coloragéo de arestas
c¢: E(G) — {1,2,--- ,p} ndo necessariamente propria. Aqui os rétulos numéricos representam
as cores atribuidas as arestas de G através da coloragdo c. A capacidade C(0S) de um corte de
arestas 0S € o niimero de cores presentes nesse corte. N6s denotamos por ¢(9S) = {c(e)|e € 0S}.
Observe que C(9S) = |c(99)].
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Figura 1: (a) Um grafo aresta-colorido G e (b) Um corte de G com capacidade 2.

A partir de agora consideramos G¢ = (V, E, ¢) um grafo conexo simples munido de uma
colorac@o de arestas c. Dado um grafo G¢, nosso objetivo é determinar cortes de arestas com a
menor capacidade. Esse é um problema de otimizacdo que chamamos de MIN-COLORED-CUT. A
seguir apresentamos a forma de decisao desse problema.

MIN-COLORED-CUT
INSTANCIA: Um grafo aresta-colorido G¢ e um inteiro & > 0.
PERGUNTA: Existe um subconjunto ndo vazio S C V(G) tal que C'(9S) é no maximo k ?

Esse problema é uma generalizagao do problema cléssico de corte, MIN-CUT, o qual equi-
vale ao caso em que todas as arestas de GG estdo coloridas com cores distintas, ou seja, cada aresta
possui sua cor exclusiva e consequentemente a capacidade de qualquer corte colorido de arestas é
exatamente o nimero de arestas presentes no corte.

Associado ao problema MIN-COLORED-CUT, temos o problema de decisdao MIN-COLORED-
(s,t)-CUT, que é um caso particular obtido a partir do primeiro problema, quando fixamos dois
vérticess € Set e T.

MIN-COLORED- (s, t)-CUT
INSTANCIA: Um grafo aresta-colorido G¢ com vértices s,t € V fixados e um inteiro k£ > 0.
PERGUNTA: Existe um corte de arestas [S, 7] com s € S, ¢ € T e capacidade no maximo & ?

Os problemas MIN-COLORED-CUT e MIN-COLORED-(s, t)-CUT foram inicialmente in-
troduzidos por Coudert et al. [2007]; Rizzi [2000], usando uma terminologia diferente da nossa.

Note que se a fungé@o de coloragdo ¢ : E(G) — {1,2,---,p} é injetiva, isto &, se todas as
arestas possuem cores distintas, entdo os problemas MIN-COLORED-CUT e MIN-COLORED- (s, t)-
CUT correspondem exatamente a MIN-CUT e MIN (s, t)-CUT, respectivamente, sendo portanto solu-
ciondveis em tempo polinomial pelo algoritmo cldssico do Fluxo Maximo: Ford e Fulkerson [1956];
Edmonds e Karp [1972].



Diferentemente do problema MIN-CUT, ndo podemos afirmar que MIN-COLORED-CUT §é
polinomial porque o tamanho do corte de arestas geralmente ndo importa: podemos ter um corte
de arestas com muitas arestas coloridas com poucas cores e, por outro lado podemos encontrar um
corte de arestas pequeno que apresenta muitas das cores da coloragdo de arestas desse grafo. A
Figura 1 mostra alguns exemplos dessas situacdes.
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Figura 2: (a) Um corte colorido minimo com muitas cores e poucas arestas e (b) um corte colorido maximo

de um grafo com muitas (todas as) cores e poucas arestas.

Neste artigo estudamos a complexidade computacional desses problemas, com énfase es-
pecial em suas complexidades aproximativa e parametrizada para vérias escolhas de parametros.
Para uma introdug¢ao ao assunto veja Flum e Grohe [2006]; Niedermeier [2006]; Downey e Fellows
[2013a]; Cygan et al. [2015]. Utilizamos a notagdo padrdo de Teoria dos Grafos: Diestel [2010].
Ao longo do artigo, denotamos por n o nimero de vértices do grafo de entrada do problema consi-
derado.

2. Preliminares

Nesta se¢@o apresentamos alguns conceitos relacionados a algoritmos aproximativos e algoritmos
parametrizados necessarios para este trabalho.

Definicao. Downey e Fellows [2013b](S-redu¢do) Sejam A e B dois problemas de otimizagao,
ca: A — N, cp: B — N suas respectivas fungdes de custo, e OPTs(x4) e OPTg(zp) as
solucdes 6timas dos problemas A e B considerando as instancias x4 € zp. Uma S-redugcdo € um
par de algoritmos de tempo polinomial f e g, tais que:

e flevainstincias x 4 de A em instincias xp = f(z4) de B,
e Se 3y’ é uma solugdo de x g, entdo g(y’) é uma solugdo de x 4
o [OPTp(f(x))| = |OPTa(x)]

e ca(9(y)) = cs(y).

Uma classe de complexidade de aproximagdo é um conjunto de problemas de otimizagdo
que permitem algoritmos de aproximacgdo com uma dada relacdo de aproximagao.

Proposicao 2.1. Crescenzi [1997]. Sejam A e B dois problemas de otimizagdo, se A se S-reduz a
B e B pertence a uma classe de complexidade de aproximagdo C entdo A € C.

A seguir apresentamos alguns conceitos da Complexidade Parametrizada.

Definicao. Downey e Fellows [2013a](Classe FPT) Dado um problema A, diremos que A é tratdvel
a pardmetro fixo, i.e., pertence a classe FPT com relacdo a um pardmetro k (escolhido em A), se
existe um algoritmo que resolve A em tempo f(k) - n°M) para alguma fungio computével f.

Defini¢ao. Downey e Fellows [2013a](FPT-redu¢do) Dados dois problemas parametrizados (A, k)
e (B, k'), uma FPT-redugdo é uma transformac@o que cumpre as seguintes condi¢des:



e leva uma instancia (z, k) de A em uma instancia (2, k') de B

(x,k) € Aseesomentese (2/,k') € B

(2', k") é computdvel em tempo FPT

e k' < g(k) para alguma fun¢do computdvel g

Além da classe FPT, Downey e Fellows definiram classes apropriadas de problemas para-
metrizados, de acordo com seu nivel de intratabilidade parametrizada. Essas classes sdo organizadas
em uma W-hierarquia (FPT C W[1] C W[2] C ... C W[P)), e sdo baseadas na complexidade
dos circuitos necessarios para se verificar a validade de uma solucdo, ou, alternativamente, na pro-
fundidade natural dos circuitos 16gicos para o problema. E conjecturado que cada uma dessas
inclusdes de classes sdo préprias, e se P = N P entdo F'PT = W|[P]. Veja Santos e Souza [2015].

Proposicio 2.2 ( Downey e Fellows [2013a]). Sejam (A, k) e (B, k') dois problemas parametriza-
dos, se A se FPT-reduz a B e B pertence a uma classe da W-hierarquia C entdo A € C.

E conhecido na literatura especializada que todo problema em FPT admite um niicleo
(kernel). Ou seja, € possivel reduzir em tempo polinomial a instincia original do problema em
uma instancia cujo tamanho resultante seja polinomial com relacdo ao paradmetro em andlise, essa
instincia resultante é conhecida como nicleo. Sendo assim, para problemas em FPT cabe perguntar
se tais problemas admitem um ntcleo de tamanho polinomial com relacdo ao pardmetro. Todavia
nicleos polinomiais nem sempre ocorrem|[ Downey e Fellows [2013a]].

A seguir apresentamos um framework para demonstrar a inviabilidade de niicleos polino-
miais. Para estabelecé-lo precisaremos da definicdo de Ou-composicdo e do teorema dado a seguir.

Teorema 2.3. [Bodlaender et al., 2008]. Se o problema 11 admite um algoritmo de Ou-composicdo,
entdo 11 ndo admite niicleo polinomial a menos que NP C coNP /poly.

Um algoritmo de Ou-composicdo para um problema parametrizado II C ¥* x N é um
algoritmo que:

e recebe como entrada uma sequéncia de instancias (G1, k1), -+, (G, ki) de Il e
e produz, em tempo polinomial em ¥|G;|, uma instancia (G, k) tal que
e k < f(max |k;|) com f polinomial e

e (G,k) € II se e somente se existe 1 < i < ¢ tal que (G, k;) € 1L

3. Instancias dificeis para MIN-COLORED- (s, t)-CUT

Richard Karp apresentou 21 problemas combinatérios em seu artigo de 1972 e mostrou que to-
dos eles sao NP-completos. Entre esses problemas figura SET COVER. A seguir apresentamos o
problema SET COVER em sua forma de decisao.

SET COVER

INSTANCIA: Um conjunto C' = {1,--- ,m}, uma familia S = {S1,--- , S,} de subconjuntos
de C tal que C' C |JY_; S; e um inteiro k > 0.

PERGUNTA: Existe uma subfamilia S;,, - - - , S;, com k conjuntos de S tal que C' C U;-C:l Si;?

Se C C U?:l S;; dizemos que a subfamilia S;,, - - - , Sy, cobre C.



A seguir apresentamos uma transformacido de instincias do problema SET COVER em
instancias de MIN-COLORED-(s, t)-CUT. Vamos identificar os elementos de C' e os subconjuntos
de S com vértices de um grafo bipartido G’ = (V', E’') de modo que V' = C U S, C e S sdo
conjuntos independentes e existe uma aresta unindo um elemento ¢ de C' a um conjunto S; de S se
i € Sj. A Figura 3(a) ilustra um exemplo do grafo G'.

Figura 3: (a) Grafo bipartido G’ usado na redugdo de SET COVER e (b) o (s, t)-grafo G°.

A partir de G’ construimos o grafo G¢ = (V, E, ¢) do seguinte modo:

e Crie dois vértices s e t.

. . d(i . d(i)—1
e Paracadai € C com Ng/ (i) = {S},S2,--- ) S; (Z)} crie P; = (s,pl,p?,- - ,pi(l) ,1) um
caminho unindo s a ¢ de forma que o nimero de arestas em P; seja igual ao grau de 7 em G,
e cada aresta em F; tenha uma cor associada a um conjunto S; vizinho de 7 em G, isto &,

c(sp}) = S},c(p{,p{“) = Sg para2 < j <d(i)—1le c(pfj(i)*l,t) = Sf(i).

A Figura 3 ilustra a construg¢o de G a partir do grafo G'.

Teorema 3.1. O grafo G¢ obtido anteriormente tem um corte de arestas [S,T| tal que s € S, t € T
com capacidade no mdximo k se e somente se existem k conjuntos de S que cobrem C.

Demonstragdo. Suponha que o (s,t)-grafo G¢ possui um (s, t) corte de arestas [S, 7] com capa-
cidade k (k cores) em que s € Set € T. Seja {S1,S52,53...,5} o conjunto das cores do
corte [S,T]. Como G tem m caminhos disjuntos ligando s a t, qualquer (s, t)-corte contém pelo
menos uma aresta de cada (s,t)-caminho. Logo, por defini¢do de [S,T], cada um dos m (s,t)-
caminhos possui pelo menos uma aresta colorida com uma das & cores do corte. Assim, para cada
ie€{1,2,3,...,m}existe Sj,j € {1,2,3...,k} tal que ¢ € S;. Portanto, C' C U§:1 S;.

Por outro lado, suponha que existem £ conjuntos S;, , S;,,- - - ,S;, de S cobrindo C, i.e.,
C C U§:1 Si;. Por construgdo, existe um representante de cada uma das cores S;,, Siy, -+, Siy,
em cada um dos (s, t)-caminhos de G’. Dessa forma, o (s,t)-grafo G tem um corte de arestas
[S,T])com s € Set €T com capacidade no maximo k. O

4. Resultados de Complexidade
A seguir apresentamos resultados que serdo utilizados na demonstra¢do do Corolario 4.3.

Lema 4.1. Dinur e Steurer [2014]. Para todo ¢ > 0 é NP-dificil aproximar SET COVER por um
fator de (1 — €) Inm, sendo m o tamanho do universo (niimero de elementos).

Lema 4.2. Downey e Fellows [2013b] SET COVER ¢é W[2]-completo quando parametrizado pelo
tamanho da solucdo buscada.

Nos coroldrios a seguir, representaremos, por abuso de linguagem, o nimero de cores da
coloragdo ¢ : E(G) — {1,2,--- ,p} porc.



Coroléario 4.3. MIN-COLORED-(s, t)-CUT restrito a grafos bipartidos planares

e ndo pode ser aproximado por um fator de (1 — €)ln(c) para qualquer constante ¢ > 0 a
menos que P = NP;

o ¢ W[2]-dificil quando parametrizado pelo tamanho da solugdo.

Demonstracdo. Tome o grafo G¢ construido na Se¢do 3 e para cada um dos n (s,t)-caminhos
P, = (s,p},p?,- ,pf(’)_l, t) execute o seguinte procedimento. Se d(i) é par, entdo mantenha P; e

(1)—1 pd(i) ’ t) ’

suas cores inalteradas. Se d(i) é impar, entdo substitua P; por P = (s, pi,p?, - - , pf \D;

tal que c(pf(i)flp?(i)) = c(p?(l)t) e as demais arestas de P t€ém as suas cores inalteradas. Desse
modo obteremos um (s, t) grafo H¢ é um grafo planar que possui apenas ciclos pares, ou seja, ou
seja, H¢ é um grafo bipartido planar com arestas coloridas. Neste ponto, € facil ver que H¢ tem
um (s, t)-corte [S, 7] com capacidade k se e somente se G¢ também possui tal corte. Logo, pelo
Teorema 3.1 existe um subconjunto de .S de tamanho & que cobre C se e somente se H¢ tem um
(s,t)-corte [S,T] com capacidade k.

Como podemos observar, a construcdo descrita acima € tanto uma S-reducdo quanto uma
FPT-reducdo quando ambos os problemas sdo parametrizados pelo tamanho da solugdo buscada.
Notem que o nimero de cores do grafo G¢ € igual ao nimero de elementos da instincia de SET

COVER. Logo pelo Lema 4.1, Lema 4.2, Proposicao 2.1 e Proposi¢do 2.2 temos o requerido. 0

Podemos modificar a reducdo apresentada na Se¢do 3 também para provar que MIN-
COLORED-(s,t)- cUT é NP-completo em grafos completos.

Corolario 4.4. MIN-COLORED-(s,t)-CUT é W[2]-dificil em grafos completos, quando parametri-
zado pelo tamanho da solugdo buscada.

Demonstragdo. Tome o grafo G¢ construido na Secéo 3 e crie arestas ligando todos os vértices dois
a dois ndo adjacentes, de modo a obter um grafo completo G”. Atribua a todas as novas arestas
uma nova cor diferente das cores j4 existentes em G. A partir dessa construg¢@o teremos o seguinte
resultado: G” tem um corte de arestas [S, T| tal que s € S, t € T e capacidade k + 1 se e somente
se existem & conjuntos de S que cobrem C. Note que a aresta {s,¢} criada tem cor igual a cor
adicional, e portanto essa nova cor estd sempre presente em qualquer [.S, T'| corte. O

Embora o resultado de inaproximagéo para o problema MIN-COLORED-(s, t)-CUT resulte
diretamente da S-reducdo de SET COVER para o problema em grafos bipartidos planares, 0 mesmo
ndo se aplica tio diretamente para grafos completos.

Corolario 4.5. MIN-COLORED-(s, t)-CUT em grafos completos néo pode ser aproximado por um
(1=

fator de Te) In(c) para qualquer constante € > 0 a menos que P = NP.

Demonstracdo. Considere a reducdo apresentada no Corolério 4. Pelo Corolério temos que G”
possui uma solucdo de custo k + 1 se e somente se a instdncia de SET COVER associada possui uma
solugdo de custo k. Sejam Opt e Opt’ solugdes Gtimas para MIN-COLORED- (s, t)-CUT e para SET
COVER, respectivamente. Pela construgio apresentada no Corolario 4 sabemos que Opt = Opt’+1.
Sendo assim, a partir de uma solucdo de custo (1 — €) In(c)(Opt — 1) para MIN-COLORED- (s, t)-
CUT obtém-se uma solucéo de custo (1 — €) In(c)(Opt’) para set cover, que sabemos ser NP-dificil
de ser obtido. Sendo z o fator tal que z.0Opt = (1 — €) In(c)(Opt — 1) temos:

z.0pt = (1 —€)In(c)(Opt — 1)
(1 —¢)ln(c)
Opt
Como Opt > 2entdo x > (1 —€) In(c) — (156) In(c) = (1%6) In(c). O

z.0pt = (1 — €)In(c)Opt — (1 — €) In(c) = (1 — €) In(c) —




A seguir enunciamos o problema de decisdio VERTEX COVER.

VERTEX COVER
INSTANCIA: Um grafo G = (V, E) e um inteiro k& > 0.
PERGUNTA: Existe uma cobertura de vértices S C V com tamanho no maximo k ?

Observe que o problema VERTEX COVER € um caso particular de SET COVER quando os
conjuntos S; da familia S representam os vértices em V (G) e os elementos ¢ € C representam as
arestas em F(G). Portanto a construg¢do da instancia para o Teorema 4.7 serd andloga a realizada
na Secdo 3.

Lema 4.6. Garey et al. [1974]. VERTEX COVER permanece NP-completo mesmo restrito a grafos
ctibicos.

Teorema 4.7. MIN-COLORED-(s,t)-CUT é NP-completo mesmo se toda cor aparece no mdximo
trés vezes e cada (s, t)-caminho tem tamanho dois.

Demonstracdo. Dado um grafo G = (V, E') subcibico com n vértices e m arestas, construa um
(s,t)-grafo G’ com m (s,t)-caminhos P; = (s,p;,t), de modo que se P; corresponde a aresta
(u,v) € G, entdo c(s,p;) = w e c(pi,t) = v. A Figura 4 ilustra essa constru¢do. Temos um
(s,t)-grafo G’ no qual os extremos das arestas de G representam as cores das arestas em G’.

Dado um (s, t)-corte de G’, cada um dos m (s, t)-caminhos tem uma aresta no corte, caso
contrario ¢ poderia ser alcancado a partir de s através de um caminho que nao tivesse arestas no
corte. Como as arestas de G’ estdo coloridas pelos vértices de GG, e os caminhos de G’ representam
as arestas de (G, entdo para cada aresta de G a0 menos um de seus extremos possui sua cor no corte,
sendo assim as cores no corte induzem um conjunto de vértice € uma cobertura das arestas de G.

Reciprocamente, se existe uma cobertura de vértices B C V' de G, entdo todas as arestas
de G tém pelo menos um extremo em B. Portanto, todos os (s, t)-caminhos de G’ t&ém pelo menos
uma aresta colorida por um vértice de B, assim podemos escolher um subconjunto dessas arestas
para formar um (s, ¢t)-corte de G'.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que o grau maximo de cada vértice de G é
trés, implicando que em G’ cada cor ocorrerd no maximo trés vezes. O

(@ (b)

Figura 4: (a) O grafo G e (b) seu (s, t)-grafo G'.

A seguir provamos que MIN-COLORED-(s,t)-CUT é NP-completo mesmo se toda cor
aparece no maximo duas vezes e cada (s, t)-caminho tem comprimento no méaximo trés. Usaremos
uma reducdo de VERTEX COVER em que todo vértice possui grau trés e toda aresta incide a no
maximo um vértice de grau trés.

Lema 4.8. VERTEX COVER permanece NP-completo mesmo em grafos com grau mdximo trés, em
que toda aresta incide a no mdximo um vértice de grau trés.

Demonstracdo. Seja G um grafo ctbico. Construiremos a partir de G um grafo G’ de grau maximo
trés, em que toda aresta incide a no maximo um vértice de grau trés, de modo que G possua uma



cobertura de tamanho k se e somente se G’ possuir uma cobertura de tamanho k + |E(G)|. A
construgdo € dada a seguir partindo de um grafo G’ vazio. Tal construgio € ilustrada na Figura 5

e FacaV(G') = V(G)U{v},v?:e € BE(Q)};
e Para cada aresta e = (u,w) € F(G) acrescente em G’ o caminho (u, v}, v2, w).

Seja B uma cobertura por vértices de G, tal que | B| = k. Podemos construir uma cober-
tura B’ de G primeiramente atribuindo todo vértice em B também a B’. Como B é uma cobertura
de G, entdo para todo caminho (u, v}, v w) de G’ (u,w € V(G)), temos que u ou w ou ambos
pertencem a B’, de acordo com a atribui¢do que foi feita. Desta forma, se v € B’ adicionamos
v2 em B', sendo adicionamos v} em B’. Sendo assim temos que B’ cobre todas as restas de G’ e
possui tamanho k + |E(G)|.

Por outro lado, seja B’ uma cobertura minima de G’ de tamanho k + |E(G)|. Todo
caminho (u, v}, v2,w) de G’ possui a0 menos dois vértices em B’, sendo pelo menos um deles em
{v},v%}. Como B’ é uma cobertura minima, B’ possui exatamente um vértice em {v}, v} para
todo e € E(G). Sendo assim, podemos definir uma cobertura B para G como B = V(G) N B'.
Logo B é uma cobertura de G de cardinalidade k, pois B’ possui exatamente um vértice em {v}, v2}
e consequentemente ao menos um vértice em {u, w} para todo e = (u, w) € E(G). O

(a) (b)

Figura 5: (a) Um grafo ciibico G e (b) seu grafo associado G”.

Teorema 4.9. MIN-COLORED-(s,t)-CUT é NP-completo mesmo se toda cor aparece no mdximo
duas vezes e cada (s, t)-caminho tem comprimento no mdximo trés.

Demonstragdo. Dado um grafo G = (V, E)) em que o grau dos vértices é no maximo trés e toda
aresta incide a no maximo um vértice de grau trés. Construimos um grafo G’ como no Teorema 4.7.
Como cada vértice tem grau no méaximo trés, teremos um (s, t)-grafo G’ no qual para cada cor
ha no méximo trés (s, t)-caminhos com arestas coloridas por essa cor. Usaremos o grafo G’ para
construir um novo grafo G” do seguinte modo:

e Escolha uma cor ¢; que ocorre trés vezes em G’ e selecione os trés (s, t)-caminhos de G’ que
possuem arestas coloridas com a cor ¢;. Substitua os vértices intermedidrios dos caminhos
selecionados por novas arestas, cada uma colorida com uma nova cor, distintas das cores
originais de G/, e distintas entre si. Contraia as arestas coloridas com a mesma cor e que sdo
adjacentes em uma tnica aresta (isto faz com que essa cor apareca no maximo duas vezes em

G");

e Repita o procedimento anterior para as demais cores que também ocorrem trés vezes no grafo
corrente;



Como toda aresta incide a no maximo um vértice de grau trés, o procedimento acima
descrito € aplicado no maximo uma vez para cada (s, t)-caminhos de G’. Sendo assim, G” é um
(s,t)-grafo no qual cada (s, t)-caminho tem comprimento no maximo trés e cada cor aparece no
maximo duas vezes, como ilustra a Figura 6.

Dado um (s, t)-corte de G”, cada um dos (s, t)-caminhos tem uma aresta no corte. Se o
corte s6 envolve arestas coloridas com as cores antigas, isso significa que em cada (s, t)-caminho de
G” (aresta de (7) estd sendo tomado um vértice em cada aresta de GG, ou seja, temos uma cobertura
de vértices de G. Caso o corte envolva arestas coloridas com as cores novas, € possivel trocar cada
cor nova por uma antiga, ja que a remogéo de qualquer aresta do (s,t)-caminho correspondente
desconecta s de t ao longo desse caminho. A reciproca € idéntica a do Teorema 4.7. O

(@)

Figura 6: (a) O grafo G, (b) seu (s, t)-grafo G’ e (c) G”

Na demonstragdo acima, embora as cores ocorram no miximo duas vezes, algumas cores
aparecem em trés (s, t)-caminhos distintos. O préximo resultado complementa a nossa andlise.

Teorema 4.10. MIN-COLORED-(s, t)-CUT pode ser solucionado em tempo polinomial quando toda
cor aparece em no mdximo dois (s, t)-caminhos de G, em que G é um grafo de entrada com (s, t)-
caminhos de comprimentos quaisquer.

Demonstracdo. Primeiramente observe que encontrar, caso exista, um caminho entre s e ¢ passando
por uma determinada aresta e pode ser executado em tempo polinomial através de um algoritmo de
fluxo maximo. Além disso, um segundo e um terceiro caminhos entre s e ¢ passando por e, caso
existam, devem ndo conter a0 menos uma aresta de cada um dos caminhos anteriores que passam
por e. Sendo assim tais caminhos, caso existam, também podem ser obtidos em tempo polinomial.
Note também que se toda cor aparece em no maximo dois (s, t)-caminhos, entdo toda aresta ocorre
em no maximo dois (s, t)-caminhos. Logo, podemos reconhecer em tempo polinomial se toda cor
aparece em no maximo dois (s, t)-caminhos de G, assim como enumerar todos os (s, t)-caminhos
de GG em caso positivo.

Portanto, caso toda cor de G apareca em no maximo dois (s, t)-caminhos, podemos enu-
merar todos os (s, t)-caminhos de G em tempo polinomial. Em seguida, em tempo polinomial,
podemos construir uma instancia F' d¢ MONOTONE WEIGHTED SAT, na qual cada cldsula repre-
senta um (s, t)-caminho e toda cor representa uma varidvel, de tal forma tal que F' possua uma
atribuigdo satisfativel de peso k se e somente se G possui um corte de capacidade k. Neste ponto,
para resolver MIN-COLORED-(s, t)-CUT basta executar em F' o algoritmo polinomial para MO-
NOTONE WEIGHTED SAT quando cada varidvel ocorre no maximo duas vezes (veja Porschen e
Speckenmeyer [2007]). ]

Corolario 4.11. MIN-COLORED- (s, t)-CUT pode ser resolvido em tempo polinomial quando cada
cor ocorre no mdximo duas vezes e cada (s, t)-caminho tem comprimento dois.

A seguir apresentamos alguns resultados sobre a versao que ndo faz uso do par s, t.

Lema 4.12. MIN-COLORED-CUT pode ser resolvido em tempo polinomial quando G tem um (s,t)-
corte ndo colorido de tamanho constante, e pode ser resolvido em tempo O(c® - m) em grafos
planares.



Embora esteja em aberto a complexidade de MIN-COLORED-CUT para grafos ndo direci-
onados, sabemos mostrar que a versdo para grafos direcionados é NP-completo.

Teorema 4.13. MIN-COLORED-CUT é NP-completo para digrafos.

Demonstragcdo. Em um grafo direcionado a capacidade de um corte contabiliza somente arestas que
saem da parte .S e chegam na parte 7T". Sendo assim, podemos modificar a redu¢do de VERTEX CO-
VER para MIN-COLORED- (s, t)-CUT primeiramente direcionando as arestas conforme uma busca
em largura a partir de s. Em seguida, para forcar s e ¢ a ndo pertencerem a uma mesma parte da
particdo, basta para cada vértice intermediario v, adiciond-lo a um subgrafo direcionado completo
I?Z de tamanho 2m + 1, sendo cada aresta de I?v) colorida com uma nova cor. Em seguida adicio-
namos uma aresta partindo de £ com uma nova cor para todo novo vértice de K,,, assim como uma
aresta de cada novo vértice de I?Z para s. Desse modo, todo corte de tamanho menor que m terd
s € 5,t €T, e todo subgrafo completo criado anteriormente devera estar em uma unica particio,
mantendo o comportamento da construcao original. O restante segue como no Teorema 4.8. O

Figura 7: (a) Grafo G’ usado na redugiio de VERTEX COVER e (b) o digrafo G”.

5. Complexidade Parametrizada
A seguir apresentamos alguns resultados referentes a complexidade parametrizada dos problemas.

Teorema 5.1. MIN-COLORED-CUT e MIN-COLORED-(s, t)-CUT sdo FPT quando parametrizados
pelo niimero de cores da coloracdo dada.

Demonstragdo. Dadas as cores 1, - - - | ¢ da coloragfo original do grafo G, testamos a remogao das
arestas coloridas com a cor ¢ para 1 < ¢ < ¢ sucessivamente. Caso nenhuma dessas remocgdes
desconecte G, testamos se para algum par de cores a remocéo das arestas coloridas com uma cor do
par desconecta (7, sendo testamos para todas as combinacdes de trés arestas e assim sucessivamente,
até esgotarmos todas as possibilidades, o que no pior caso, empregaria todas as c cores. Esse
processo tem um custo de 2¢ - O(m), o que justifica o teorema. O

Observe que MIN-COLORED-(s, t)-CUT pode ser resolvido em tempo polinomial quando
¢ = O(logn), e pode ser resolvido em tempo pseudo-polinomial quando G tem um (s, t)-corte nao
colorido de tamanho O(logn). De fato, segundo o Teorema 5.1, o custo é de 2¢ - O(m) e sendo
¢ = O(log n) obtemos um custo da ordem de n®. Por outro lado, caso haja um corte nao colorido de
tamanho O(logn), hd no maximo O(logn) cores presentes nesse corte e portanto serd necessario
testar todas as combinagdo com até O(logn), sendo o custo total de, no maximo, 6™ - O(m).
Uma consequéncia direta dessas observagdes € o lema a seguir.

Como temos um algoritmo FPT para ambos os problemas quando parametrizados pelo
nimero de cores, € interessante verificar se esses problemas possuem nucleo (kernel) polinomial.
Sendo assim o préximo resultado complementa o Teorema 5.1 acima.



Lema 5.2. MIN-COLORED-(s,t)-CUT ndo admite niicleo polinomial quando parametrizado pelo
niimero de cores, a menos que NP C coNP /poly.

Demonstracdo. Usando o Teorema [Bodlaender et al., 2008], basta mostrar que o problema II =
MIN-COLORED- (s, t)-CUT admite um algoritmo de Ou-composi¢do. Para isso, consideremos uma
sequéncia de instancias (G, k1), -+, (Gy, ki) desse problema, nas quais G1,--- , Gy sdo grafos
conexos dois a dois disjuntos tais que em cada G; existem dois vértices distintos s; e t; fixados e k;
€ um inteiro positivo para 1 < ¢ < t. Vamos construir GG colapsando os vértices t; com ;41 para
cadal < i <t —1efazendo s = s; et = t;. Em cada grafo G; existe uma coloracdo com as
cores 1,---,¢; paral <14 < t. Tome ¢ = max;<;<; ¢;. Entdo G tem uma coloragdo com c cores.
Observe que G é construido em tempo polinomial em ¥|G;| (colapsando os vértices especiais) e
k < maxj<;<¢c;. Suponhamos, sem perda de generalidade, que k; = k paratodo 1 < i < .
Existe um (s, t)-corte em G com no maximo k cores se e somente se existe algum 1 < ¢ < ¢ tal que
G; admite um (s;, t;)-corte com no maximo k cores. De fato, se algum G; admite um corte com
no maximo k cores, este também é um corte de G com no maximo k cores. Reciprocamente, se
nenhum grafo G; admitisse um corte com no maximo k cores, entdo todos os (z; admitiriam cortes
com pelo menos k + 1 cores e consequentemente G admitiria apenas cortes com pelo menos k + 1
cores. Desse modo o problema admite um algoritmo de Ou-composicao e o resultado segue. O

A seguir, algumas defini¢des necessarias sdo apresentadas. O span de uma cor i é o
nimero de componentes conexas induzidas pelo conjunto de arestas do grafo coloridas com a cor 3.

Dado o grafo G¢ = (V, E, ¢), se cada cor tem span = 1, vamos construir o hipergrafo
associado no qual o conjunto de vértices que compdem a componente conexa da cor ¢ formam
uma hiperaresta. De acordo com os resultados de Rizzi [2000], MIN-COLORED-CUT pode ser
resolvido em tempo polinomial nesse caso, jd que esse problema € equivalente a determinar o corte
de hiperarestas minimo em hipergrafos.

Teorema 5.3. Dado um grafo aresta-colorido (G, ¢), denotemos por co 0 niimero de cores com
span pelo menos dois. O problema MIN-COLORED-CUT pode ser resolvido em tempo 2°? - O,

Demonstragdo. Aplicaremos indu¢io no nimero de cores com span pelo menos 2. O caso cg = 0
pode ser resolvido em tempo polinomial utilizando-se o algoritmo para MIN-CUT em hipergra-
fos: Rizzi [2000]. Suponha que existe um algoritmo recursivo que resolve o problema quando
0 <cp <t. Secy = t—+ 1, para cada cor 7 com span pelo menos 2, consideremos os dois
grafos seguintes: G (no qual todas as arestas com a cor 4 sdo removidas), e G% (no qual cada
componente com a cor i recebe uma nova cor diferente das ja existentes). Note que OPT(G*) =
min{OPT(G%) + 1,0PT(G%)} e como ambos os grafos decrementam o parimetro cz em uma
unidade, podemos aplicar o algoritmo recursivo para cada um deles.

Mais detalhamente, o algoritmo funciona da seguinte forma: seja OPT(G) o nimero
de cores presentes no corte minimo colorido para G¢. Observe que OPT(GY) < OPT(G) <
OPT(G%) paracadal < i < c. Seja i uma cor com span maior que 1, se existe um corte 6timo de
G que ndo contém i, entio OPT(G) = OPT(G3). Caso contririo OPT(G) = OPT(G4)+1. [

Lema 5.4. Rizzi [2000] MIN-COLORED-CUT € soluciondvel em tempo randomizado polinomial,
quando o span mdximo da instancia G¢ é delimitado por uma constante p.

Dado um inteiro p > 0, denotemos por ¢,(G¢) o nimero de cores com span maior que p.
Teorema 5.5. O problema MIN-COLORED-CUT pode ser resolvido por um algoritmo randomizado
em tempo 2¢7(G) . pO®),

Demonstracdo. Basta aplicar uma abordagem semelhante a apresentada na prova do Theorem 5.3
tomando a cada passo uma cor com span maior que p, até obter um grafo com span maximo p (caso
base da nossa recursdo) que serd solucionado diretamente pelo algoritmo randomizado polinomial
de Blin et al. [2014]. ]
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