LPSIL Année 2007-2008
TD MathOpt - Feuille 2 - Correction

L’algorithme du Simplexe

1. Correction de 1’exercice 1

(a) 1. Oui réalisable
ii. Non (valeur négative)
iii. Non (contrainte 1 non vérifiée)

(b) Non (par exemple, (22,20,20) est meilleur)

2. Correction de I’exercice 2

(a)
(b) Réalisable et de base
(©)

(d

(e
(f
(8

Réalisable mais non de base

De base mais non réalisable

) De base mais non réalisable
) De base mais non réalisable

) Ni réalisable ni de base
) Réalisable mais non de base (il y a trois équations vérifées mais elles ne sont pas
indépendantes, en effet —2x1 + 229 — 223 = 6 est la somme de 227 + 9 — x3 = 18

et —4x1 +x9 — 13 = *12)
3. Correction de I'exercice 3 (1)

Maximize 3x; + 3z2 + A4x3
Sous les conditions:

r1 + To + 223 < 4
2z + 3x3 < 5
201 + xzo 4+ 3x3 < 7

x1,x2,23 > 0

On introduit les variables d’écart et on écrit le dictionnaire:

Si x3 entre en base

Ty = 4 — rT — Xro — 2.%3 2

r5 = 5 — 2:131 — 3£U3 5

Tg = 7 - 2%1 - Tro — 3333 z
z = 3%1 + 3%2 + 4.753 H

On choisit de faire entrer xg qui a le plus fort ceefficient & la place de x5 qui correspond a
I’équation avec la contrainte la plus forte sur x3. Le dictionnaire se réécrit :



Si x9 entre en base

5 2 1
r3 = g — §x1 — gfﬂf) o0
2
Ty = 3 + 341 — T2 + 3L5 3
Te = 2 - Tr9 + x5 2
20 1 1
z 3T T 371 + 3Ty — 35 H

On choisit de faire entrer x9 qui a le plus fort ceefficient a la place de x4 qui correspond a
I’équation avec la contrainte la plus forte sur xo. Le dictionnaire se réécrit :

Si x1 entre en base

Ty = g + lxl - x4 + 2565 00
r3 = § — 3T — 55 %
T = 3 — 3T1 + T4 + 3Ts 4
26 4 _ 2
z T T 3% 3ry + 3w5

On choisit de faire entrer 1 qui a le plus fort ccefficient & la place de x3 qui correspond &
I’équation avec la contrainte la plus forte sur x1. Le dictionnaire se réécrit :

- 5 _ 3 _ 1
S B b .
T2 = ? - ?x?, - x4 ?965
Treg = 5 + §$3 + T4 + 5.’135

z 12 — 2z3 — 3xy4

Toutes les variables dans ’expression de z ont des ceefficients négatifs : z est optimal avec
comme solution z; = g, To = % et x3 = 0.

Remarque :

On peut faire d’autres itérations (pas dans ce cours car on vous demande d’appliquer la regle
du plus fort ceefficient) en choisissant de faire entrer x1 d’abord. On trouve la solution apres
avoir écrit les deux dictionnaires suivants :

— 5 _ 3 _ 1
ry = g %xfﬂ %$5
Tre = 2 — ) + xIs5

15 T 3
z 5 + 32 — 513 — 55

5 3 1
ry = g - ?TCS - ?335
T2 = ? - ?1‘3 - T4 + 375
T6 = 3 + zx3 + Ty + 3T
z 12 — 2z3 — 3xy4

Enfin, si on fait entrer la variable x2, on obtient directement le dictionnaire :

o = 4 — x1 — I3 — T4

Irs = 5 — 2.%1 - 3333

T = 3 — x1 — X3 + T4
z = 12 — 2x3 — 314



4. Correction de ’exercice 4

On définit les variables d’écart et on

obtient le premier dictionnaire :

gy = 10 — 221 — 29 + x3| B

5 = 10 — 3x1 + 2x9 — x3| 00

g = 10 — x1 + 32 — x3| 0
z r1 + 3x9 — x3 H

La variable x5 a le plus grand coeflicient positif, c’est donc elle qui entre en base. La contrainte
x4 > 0 est celle qui borne le plus la croissance de zo, elle limite en effet ’augmentation de s
a 5 alors que les contraintes x5 > 0 et xg > 0 ne bornent pas la croissance de xo. C’est donc
T5 qui quitte la base et apres avoir effectué le pivot, on obtient le dictionnaire :

1

x2 = 5 — x + %3 — 3r4| 00

r5 = 20 — 5x — x4 o0

T = 20 — 4dx1 + %1’3 — %:Lq 00
z = 15 — 2x1 + %1’3 — %x4 H

La variable x3 entre en base et on remarque qu’aucune variable n’est candidate pour quitter
la base, puisqu’aucune des variables de base (z2, x5 et xg) n'impose une borne supérieure sur
la croissance de z3. Cela signifie que le probleme est non borné.

5. Correction de ’exercice 5

a. Premiere phase.

On définit et on résout le probleme auxiliaire :

Maximiser
Sous les contraintes :

I
2131

_|_

Tro9 —
45
Z2

x1,x2,

xo
o < -1

1
w0 < -3 (1)
i) < 4
i) > 0

On introduit les variables d’écart et on obtient le premier dictionnaire :

x3
T4
L5

-1
-3 +
4

T
I
21‘1

+ 9
+ T2
— I

w

+ 2o
+ i)
+ 29
— 20

Ce dictionnaire n’est pas réalisable, puisque la solution de base associée (rg = 1 = z2 =
0, xz3 = —1, x4 = —3 et x5 = 4) viole les contraintes de positivité des variables pour x3
et 4. On va donc rendre ce dictionnaire réalisable en effectuant un pivot : x( entre en
base et la variable d’écart violant le plus la contrainte de positivité (z4 car —3 < —1)

quitte la base.
Remarque :

Cette maniere de choisir la variable quittant la base n’est employée que

dans ce cas précis ou l'on désire rendre le premier dictionnaire du probleme auxiliaire
réalisable. Une fois que le dictionnaire est réalisable, on effectue ’algorithme du sim-

pleze.



Apres avoir pivoté xg et x4, on obtient le dictionnaire réalisable :

ro = 3 — r1T — To + X4
r3 = 2 — 2x + x4
Tr5 = 7T — 3x1 — 2x9 4+ x4

w = -3 4+ x1 + x2 — X4

Deux variables, x1 et x9, sont candidates pour entrer en base. On choisit 1. x3 sort
de la base car elle borne le plus la croissance de z1. En effet, xg > 0 = 21 < 3,
rz3>0=>21<letzs>0=121 < % On obtient le dictionnaire suivant :

1

r = 1 - 3x3 + %u 0
T = 2 — To + %563 + %.7}4 2
x5 = 4 — 2wy + w3 — Swy| 2
w = —2 4+ 1lxyg — %.Tg — %x4 H

On peut noter que deux variables sont candidates pour quitter la base, xg et zs,
puisqu’elles limitent toutes deux la croissance de x9 & 1, mais on choisit toujours, dans ce cas, xg, c’est une 1
On a alors :

reg = 2 + %$3 + Iz — @
rn = 1 — %m'g + 524

T5 = %563 — %x4 + 2z
w = - 2o

On peut noter que la solution de base associée a ce dictionnaire est dégénérée.

Ce dictionnaire est optimal. Puisque la valeur optimale du probleme auxiliaire est nulle,
ce dictionnaire fournit une solution réalisable du probléme originel (1 = 1 et 23 = 2). De
plus, ce dictionnaire donne un dictionnaire réalisable pour le probleme originel, il suffit
en effet de recopier les trois premieres lignes en oubliant tous les termes impliquant xg
et d’exprimer la fonction objectif originelle z en fonction des variables hors base x3, x4.

z = 3x1+ 29
= 3(1— 323+ 324) +2+ 2as + Loy
= b —x3+2x4
Deuxiéme phase.

On résout maintenant le probleme originel, en appliquant ’algorithme du simplexe sur
le dictionnaire réalisable obtenu lors de la premiere phase.

T = 2 + %xg + %x4 00
T = 1 - %$3 + %1'4 &8
Irs = %.%3 — %l’4 0
z =5 — 13 + 2z

x4 entre en base, x5 sort de la base. L'itération est dégénérée (z n’augmente pas).
On obtient :

T2 = 2 + %963 - %%
rT = 1 - X3 — 35
T4 = 3%3 — 375

z = 5 — ix3 — 2z
- 33 345

Les coefficients de la fonction objectif sont tous négatifs, on a donc fini et la solution
optimale est z1 = 1, zo = 2.



b. Premiére phase.
On définit et on résout le probléme auxiliaire :

Maximiser — X0
Sous les contraintes :
rT — Iy — X S -1
(2)
—r1 — X2 — X9 S -3
201 + x0 — 1z < 2
z1,x2,70 > 0

On introduit les variables d’écart et on obtient le premier dictionnaire :

rz3 = —1 — 1 + x3 + x9
ry = -3 4+ x1 + x99 + xo
Tr5 = 2 — 2x1 — x2 + xo
w — X0

Ce dictionnaire n’est pas réalisable, on pivote xg et x4 pour le rendre réalisable.

Tg = 3 — x1 — x2 4+ x4
xr3 = 2 — 2x + x4
Ty = 5 — 3x1 — 220 + x4
w = -3 + ry + Tro — T4
1 entre en base.
x020:>a:1§3,:17320:x1Sletx5ZO:>m1§%. C’est donc 3 qui quitte la

base. On obtient le dictionnaire :

1

Ty = — 5T3 + T4 0
rg = 2 — x + §333 + %u 2
Trs = 2 — 2x0 + 5T3 — 35T4 1
w = —2 + 1lxy — %.%’3 - %m
9 entre en base, x5 sort de la base.
1 - 1 3 1 4
Ty = T3+ %934 + 3T
r1 = 1 — %1’3 + 514 2
Ty = 1 + %xg — %9:4 — %1:5 00
w -1 + %m;g — %1'4 — %m5
x3 entre en base, x1 sort de la base :
1 1 1 1
Zo 2 + g:ﬁ + ?m + ?$5
T2 = 5 — 3T1 + T4 — 3Ts
xr3 = 2 — 2r1 + T4
— _1I _ 1 _ 1 _ I
w = 3 21‘1 2.%4 2335

Les coefficients de w étant tous négatifs, ’algorithme est fini et la solution optimale du

probléeme auxiliaire est x; = 0, 2o =

5
27

xozéetw:—

donc non réalisable (se reporter au cours).

1

3-

Le probleme originel est



. Premieére phase.
On définit et on résout le probléme auxiliaire :

Maximiser — x0
Sous les contraintes :
r1y — X9 — X9 § -1
(3)
—r1 — X2 — X9 § -3
2$1 — T2 — X0 é 2
x1,x2,70 > 0

On introduit les variables d’écart et on obtient le premier dictionnaire :

r3 = —1 — x + x + xo
T4 = -3 + r1 + T2 + Xo
T5 = 2 — 221 + x + xo
w = — X0

On pivote xg et x4 pour rendre ce dictionnaire réalisable. On obtient ainsi :

rg = 3 - r1 — T2 + X4
r3 = 2 — 2.%1 + x4
r5 = 5 — 3x + x4
w = —3 + x1 + X2 — T4

On choisit d’entrer x1 en base. g > 0= 21 <3,23>0=>z1 <letx5>0=x21 < %
C’est donc x3 qui quitte la base. On obtient le dictionnaire :
1

T, = 1 — %QL’3 + 5x4| 00
Tg = 2 — x9 + zx3 + %$4 2
T5 = 2 + %.%’3 — %4 | 00
w = —2 4+ x5 — %xg — %m H

9 entre en base, xg sort de la base.

To = 2 + %1‘3 + %x4 — xy
rn = 1 — %l‘g + %.u
x5 = 2 + %1:3 — %az4
w = — 20

On a résolu le probleme auxiliaire et en supprimant tous les termes relatifs a xg, on
a un dictionnaire réalisable pour le probleme d’origine. Il suffit maintenant d’écrire la
fonction objectif z du probléme originel dans ce dictionnaire :

z = 3x1+x9
= 3(1 — %x’g + %1'4) + 2+ %.%'3 + %JL’4
= b—1x3+ 224
Deuxiéme phase.
On résout maintenant le probleme originel, en appliquant ’algorithme du simplexe sur
le dictionnaire réalisable obtenu lors de la premiere phase.

1 1

To = 2 4+ zsx3 + x4 00

= 1 — gx3 + 57400

T5 = 2 + %xg — %$4 4
z 5 — x3 + 214 H



x4 entre en base, x5 sort de la base. On obtient :

ro = 4 4+ 2x3 — x5 00

r1 = 3 4+ x3 — x5 ©

ry = 4 4+ 3x3 — 25| 00
z = 13 + bxg — Adxj H

On choisit d’entrer x3 en base et on constate qu’aucune variable n’est candidate pour
quitter la base, car aucune contrainte ne limite la croissance de la variable xz3. Cela
signifie donc que le probleme est non borné.



