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Problème de Condorcet-Kemeny

Étant donné un profil  de m ordres totaux définis sur X, déterminer un ordre total O*  défini sur X qui minimise l’éloignement f par rapport à  (O* est un ordre médian de  )
:




avec 

, où  est la distance de la différence symétrique (mesure le nombre de désaccords entre  et O.

Problème de Slater


Étant donné un tournoi T sur X, déterminer un ordre total O*  défini sur X qui minimise l’éloignement  par rapport à T (O* est un ordre de Slater de T)
:




Représentation commune

*
Pour le problème de Condorcet-Kemeny,  est représenté par un tournoi T = (X, A) pondéré, dans lequel un arc de x à y traduit le fait que x est préféré à y par une majorité de votants ; l’arc (x, y) est pondéré par wxy = mxy – myx ≥ 0, où m = nombre de votants qui préfèrent  à .

*
Pour le problème de Slater, on garde le tournoi T (tournoi majoritaire) et tous les poids sont pondérés par 1.

( Étant donné un tournoi T = (X, A) pondéré par w, déterminer B ( A tel que :

1. inverser les arcs de B dans T transforme T en un ordre total ;

2. le poids de B soit minimum.

Exemple

m = 9 votants doivent classer n = 4 candidats x, y, z et t. Les préférences des votants sont données par :
· pour 3 votants : x > y > z > t;

· pour 2 votants : y > t > z > x;

· pour 1 votant : t > z > x > y;

· pour 1 votant : x > z > y > t;
· pour 1 votant : t > y > x > z;
· pour 1 votant : z > t > y > x.
Alors :

· mxy = 5; myx = 4;

· mxz = 5; mzx = 4;
· mxt = 4; mtx = 5;
· myz = 6; mzy = 3;
· myt = 6; mty = 3;
· mzt = 5; mtz = 4.
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Application de la relaxation lagrangienne

(D. Arditti, 1984)

*
Pour un tournoi 

, on pose :




(  
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On pose :
 

.

(  
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Pour 1 ≤ i < j ≤ n, on pose : 

. D’où : 



.

G est transitif ssi pour 1 ≤ i < j < k ≤ n :

 

.

(  Formulation comme problème de programmation linéaire en 0-1 (problème primal de la relaxation lagrangienne) :

Minimiser 


avec les contraintes




Soit fmin le minimum de f sur l’ensemble des ordres totaux.

*
Relaxation des contraintes de transitivité :
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où G est un tournoi et 

 ≥ 0 et 

 ≥ 0 sont les multiplicateurs de Lagrange. 

( Expression finale de L :
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avec 
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Pour  ≥ 0 et M ≥ 0, la fonction duale D est :



 = 


où G appartient à l’ensemble des tournois définis sur X.

Pour  et M donnés, il est facile de calculer D :



 = 0 ( 

 > 0.

(  
Problème dual :


.

· Théorème : le maximum Dmax de D donne un minorant de fmin.

Amélioration de la relaxation lagrangienne

Soit S = 

 un ensemble de triplets 

 avec :


a - 


b - pour 1 ≤ s < t ≤ 

, Bs = 

 et 

Bt = 

 sont disjoints.

L’ensemble S peut être considéré comme un ensemble de 3-circuits dans le tournoi défini sur X tel que l’orientation des arcs est donné par le signe de coeff : l’arc entre i et j avec i < j est (i, j) ssi coeff(i, j) ≥ 0. 

On pose 

. Alors :
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* Si O est un ordre total, on ne peut avoir simultanément :
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 et  


ni
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 et  

.

Pour 1 ≤ s ≤ 

, soit 

 défini par :
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(  Dans les deux cas, la contribution de 

 dans le calcul de 

 peut être augmentée de

gain(s) = min{|

|, |

|, |

|}
D’où 



pour tout ensemble S vérifiant les conditions précédentes.

( relax
Méthode arborescente 

par séparation et évaluation
*
Borne (majorant) initiale : calculée par une métaheuristique (bruitage auto-réglé).

*
Fonction d’évaluation : relaxation lagrangienne.

*
Principe de séparation (J.-P. Barthélemy, A. Guénoche, O.H., 1989) :




Élagage de l’arbre de recherche
*
Arbre des sections commençantes (A. Guénoche, 1995)
Un sommet N de l’arbre de recherche contient tous les ordres totaux de section commençante de la forme

SC = 

.

On pose 


 =




 = poids cumulé des arcs que l’on doit inverser pour obtenir SC.

(  
On construit un arbre auxiliaire dont les sommets correspondent aux sous-ensembles de X associés aux sections commençantes SC dont la valeur 

 a été calculée.

Quand une nouvelle section 

 est calculée, on compare 

 à la valeur V de la meilleure section commençante déjà calculée et définie sur le même sous-ensemble de X que SC. Si 

 ≥ V, 

 est éliminée ; sinon, V est remplacé par 

. 

(  
BegSec
*
Modifications des sections commençantes : 

Quand on prolonge 

 par x pour obtenir
SC = 

, on essaie d’améliorer SC par des transformations locales.

• Principe du chemin hamiltonien : l’arc entre 

 et x dans T doit être 

.

(  
ham
• Insertions : on considère les sections commençantes comme 




et SC est éliminée de l’arbre de recherche si on trouve une telle section meilleure que SC (par rapport à la valeur ou à l’ordre lexicographique).

(  
lex et Smoves
* 
Prise en compte des sommets non placés

Dans SC, on décale un intervalle 

 à la fin de l’ordre en cours de construction:




Si on obtient mieux, on élimine SC.

(  
OSmoves
• Cas particulier pour le calcul d’un ordre de Slater

- le demi-degré extérieur d’un vainqueur de Slater vaut au moins  

 (J.-C. Bermond, 1972).

D’autres fonctions d’évaluation sont envisageables :

· à l’aide d’un transversal minimum de l’hypergraphe des circuits

· à l’aide de circuits arc-disjoints

· à l’aide de la borne de Ryser

· ...

Réglage des paramètres

Tous les paramètres numériques du bruitage et de la relaxation lagrangienne sont réglés automatiquement à partir des caractéristiques de T, en particulier à l’aide de son indice de Kendall-Babington Smith index (T):



 = 

.

Résultats

*
Instance aléatoire du problème de Slater : Slater32

 n = 32, 

 = 0,0875, poids max = 1, temps CPU = 509 sec.




Nombre de sommets éliminés de l’arbre de recherche pour Slater32

*
Instance aléatoire du problème de Kemeny : Median39

 n = 39, 

 = 0,0785, poids max = 10, temps CPU time = 2208 sec




Nombre de sommets éliminés de l’arbre de recherche pour Median39

*
Agrégation de préférences : 

On considère m « juges » qui veulent ranger n candidats xi 
(1 ≤ i ≤n). Pour 1 ≤ i < j ≤ n, chaque juge préfère i à j avec une probabilité égale à

 


avec 0,5 ≤ ProbMin ≤ ProbMax  ≤ 1.

( 
Juges100 :

 n = 100, m = 50, 

 = 0,5, 

 = 0,85,



 = 0,8275, poids max = 44, temps CPU = 2451 secondes.




Nombre de sommets éliminés de l’arbre de recherche pour Juges100

Évolution du temps CPU



 



 = 

 = 0,5





 0,5 ; 

 = 1






 = 

 = 0,75

*
Agrégation d’ordres totaux



Autres méthodes exactes 

* B. Korte et W. Oberhofer (1969) : tournois aléatoires avec 13 sommets

* H.W. Lenstra Jr. (1973) : tournois aléatoires avec 17 sommets

* J.-F. Marcotorchino et P. Michaud (1979): problèmes réels avec 36 vertices et 72 sommets (1 cas)

* H. Wessels (1981) : tournois aléatoires avec 25 sommets

* R. Kaas (1981) : problèmes réels avec 34 sommets et tournois aléatoires avec 25 sommets

* K. Boenchendorf (1982) : tournois aléatoires avec 30 sommets

* M. Grötschel, M. Jünger et G. Reinelt (1985) : tournois dont les poids simulent des données réelles avec 80 sommets
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