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Probléme des chaines aréte-disjointes

Etant donné un graphe H = (V, E) et k paires de sommets {s;, t; },
décider s'il existe k chalnes aréte-disjointes, chacune reliant une paire s;, t;.
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Probléme des chaines aréte-disjointes

Etant donné un graphe H = (V, E) et k paires de sommets {s;, t; },
décider s'il existe k chalnes aréte-disjointes, chacune reliant une paire s;, t;.

Reformulation en ajoutant I'ensemble F des arétes s;t;.

Paquage complet des cycles

Etant donné un graphe H' = (V, E + F), décider s'il existe |F| cycles
aréte-disjoints dans H’, chacun contenant exactement une aréte de F.

Supposons H’ planaire. Le probléme dans le dual :

Paquage complet de coupes

Etant donné un graphe G = (V’, E' + F’), décider s'il existe |F’| coupes
aréte-disjointes dans G, chacune contenant exactement une aréte de F’.
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Un exemple

Probléme des chaines aréte-disjointes

tr g 13
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Un exemple

Paquage complet de chaines
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Un exemple

Ajout des arétes
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Un exemple

Paquage complet de cycles
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Un exemple

H' est planaire
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Un exemple
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Un exemple

H’ et son dual
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Un exemple

Paquage complet de cycles et de coupes
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Paquage complet de coupes

Les graphes ne sont plus planaires!
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Paquage complet de coupes

Le probleme

Etant donné un graphe G = (V, E + F), décider s'il existe |F| coupes
aréte-disjointes dans G, chacune contenant exactement une aréte de F.
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Paquage complet de coupes

Le probleme

Etant donné un graphe G = (V, E + F), décider s'il existe |F| coupes
aréte-disjointes dans G, chacune contenant exactement une aréte de F.

Condition nécessaire

Si le graphe G = (V, E + F) admet un paquage complet de coupes, alors
F est un joint : pour tout cycle C, |[CNF| < |C\ F|.

A\

Z. Szigeti (G-SCOP, Grenoble) Caractérisation des graphes Seymour 29 May 2008 5 /17



Paquage complet de coupes

Le probleme
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A\

Condition suffisante ?

Si F est un joint, le graphe G = (V, E + F) admet-il un paquage complet
de coupes?
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Paquage complet de coupes

Le probleme

Etant donné un graphe G = (V, E + F), décider s'il existe |F| coupes
aréte-disjointes dans G, chacune contenant exactement une aréte de F.

Condition nécessaire

Si le graphe G = (V, E + F) admet un paquage complet de coupes, alors
F est un joint : pour tout cycle C, |[CNF| < |C\ F|.

Condition suffisante ?

| A\

Si F est un joint, le graphe G = (V, E + F) admet-il un paquage complet
de coupes?

A,

Théoreme (Middendorf, Pfeiffer)

Etant donné un joint dans un graphe, décider s'il existe un paquage
complet de coupes est un probleme NP-complet.

A,
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Graphes Seymour

Théoreme (Seymour)

Si G est un graphe biparti,
alors pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.
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Graphes Seymour

Théoreme (Seymour)

Si G est un graphe biparti,
alors pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.

A\

Théoreme (Seymour)

Si G est un graphe série-parallele,
alors pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.

A\
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Graphes Seymour

Théoreme (Seymour)

Si G est un graphe biparti, (<= pas de cycle impair)
alors pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.

\
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alors pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.
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Graphes Seymour

Théoreme (Seymour)

Si G est un graphe biparti, (<= pas de cycle impair)
alors pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.

\

Théoreme (Seymour)

Si G est un graphe série-paralléle, (<= pas de subdivision de Kj)
alors pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.

A\
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si pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.
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Graphes Seymour

Théoreme (Seymour)

Si G est un graphe biparti, (<= pas de cycle impair)
alors pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.

\

Théoreme (Seymour)

Si G est un graphe série-paralléle, (<= pas de subdivision de Kj)
alors pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.

A\

Définition

G est un graphe Seymour <—?
si pour tout joint il existe un paquage complet de coupes.
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Autour des graphes Seymour

Sous-classes

Z. Szigeti (G-SCOP, Grenoble) Caractérisation des graphes Seymour 29 May 2008 7/17



Autour des graphes Seymour

Sous-classes

© Seymour : Graphes sans cycle impair,

_
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Autour des graphes Seymour

Sous-classes

© Seymour : Graphes sans cycle impair,

© Seymour : Graphes sans subdivision de Ky,

_
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Autour des graphes Seymour

Sous-classes

© Seymour : Graphes sans cycle impair,

© Seymour : Graphes sans subdivision de Ky,

© Gerards : Graphes sans K, impair et sans prisme impair,

_
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Autour des graphes Seymour

Sous-classes

© Seymour : Graphes sans cycle impair,

© Seymour : Graphes sans subdivision de Ky,

© Gerards : Graphes sans K, impair et sans prisme impair,

Ka prisme
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Autour des graphes Seymour

Sous-classes

© Seymour : Graphes sans cycle impair,

© Seymour : Graphes sans subdivision de Ky,

© Gerards : Graphes sans K, impair et sans prisme impair,

AT 4 F

Ka prisme K4 impair prisme impair

Z. Szigeti (G-SCOP, Grenoble) Caractérisation des graphes Seymour 29 May 2008 7/17



Autour des graphes Seymour

Sous-classes

© Seymour : Graphes sans cycle impair,

© Seymour : Graphes sans subdivision de Ky,
© Gerards : Graphes sans K, impair et sans prisme impair,

© Szigeti : Graphes sans Ky impair non-Seymour et sans prisme
impair non-Seymour.

v

_
A A

Ka prisme K4 impair prisme impair
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Autour des graphes Seymour

Sous-classes

© Seymour : Graphes sans cycle impair,
© Seymour : Graphes sans subdivision de Ky,
© Gerards : Graphes sans K, impair et sans prisme impair,

© Szigeti : Graphes sans Ky impair non-Seymour et sans prisme
impair non-Seymour.

Graphe Seymour = sans subdivision paire de K et de prisme.
A Ay A
i

Ky prisme K4 impair prisme impair subdivisions paires
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Classes des graphe

sans cycle impair

sans subdivision de Ky

sans K impair et sans prisme impair

Graphes Seymour

sans subdivision paire de Ky et de prisme
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Préliminaires

Definition
Etant donné un joint F, un cycle C est F-serrési [CNF|=|C\ F].
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Préliminaires

Remarques

Etant donné un joint F, un paquage F-complet de coupes O, deux cycles
F-serrés C; et G, et un cycle C dans C; U Cy, alors
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Etant donné un joint F, un paquage F-complet de coupes O, deux cycles
F-serrés C; et G, et un cycle C dans C; U Cy, alors

@ toute aréte de C; (et donc de C) appartient a une coupe Q € Q,
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Préliminaires

Remarques

Etant donné un joint F, un paquage F-complet de coupes O, deux cycles
F-serrés C; et G, et un cycle C dans C; U Cy, alors

@ toute aréte de C; (et donc de C) appartient a une coupe Q € Q,
0 {CNR: Qe Q,CNQ #D} partitionne C et |[C N Q| est pair,
@ |C]| est pair donc G; U G est biparti.
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Préliminaires

Remarques

Etant donné un joint F, un paquage F-complet de coupes Q, deux cycles
F-serrés C; et G, et un cycle C dans C; U Cy, alors

@ toute aréte de C; (et donc de C) appartient a une coupe Q € Q,
0 {CNR: Qe Q,CNQ #D} partitionne C et |[C N Q| est pair,
@ |C]| est pair donc G; U G est biparti.

| A\

Lemme
Si pour un joint F de G il existe deux cycles F-serrés dont la réunion n'est
pas biparti, alors G n'est pas Seymour.
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Caractérisation co-NP des graphes Seymour

Théoreme (Ageev, Kostochka, Szigeti)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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Caractérisation co-NP des graphes Seymour

Théoreme (Ageev, Kostochka, Szigeti)
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Caractérisation co-NP des graphes Seymour
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Caractérisation co-NP des graphes Seymour

Théoreme (Ageev, Kostochka, Szigeti)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
© G n’est pas Seymour,

© G admet un joint F tel qu'il existe deux cycles F-serrés dont la
réunion n’'est pas biparti,

© G admet un joint F tel qu'il existe deux cycles F-serrés dont la
réunion est un Kj impair ou un prisme impair.

Exemples

%|

Ka impair prisme impair
Seymour non-Seymour
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Caractérisation co-NP des graphes Seymour

Théoreme (Ageev, Kostochka, Szigeti)
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Caractérisation co-NP des graphes Seymour

Théoreme (Ageev, Kostochka, Szigeti)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
© G n’est pas Seymour,

© G admet un joint F tel qu'il existe deux cycles F-serrés dont la
réunion n’'est pas biparti,

© G admet un joint F tel qu'il existe deux cycles F-serrés dont la
réunion est un Kj impair ou un prisme impair.

A\ e

Ka impair prisme impair
Seymour non-Seymour

| \

Exemples
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Caractérisation co-NP des graphes Seymour
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2orie des couplages
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Théorie des couplages

© G est facteur-critique si Vv € V, G — v admet un couplage parfait.
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Théorie des couplages
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Théorie des couplages

© G est facteur-critique si Vv € V, G — v admet un couplage parfait.

© G est bicritique si Yu,v € V, G — u — v admet un couplage parfait,
(c-a-d Vu € V, G — u est facteur-critique).
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Théorie des couplages

© G est facteur-critique si Vv € V, G — v admet un couplage parfait.

Q G est bicritique si Yu,v € V, G — u — v admet un couplage parfait,
(c-a-d Yu € V, G — u est facteur-critique).

subdivisions paires

Théoreme (Lovasz-Plummer)

Tout graphe bicritique non-trivial admet une subdivision paire de K, ou de
prisme.
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Théorie des couplages

© G est facteur-critique si Vv € V, G — v admet un couplage parfait.

© G est bicritique si Yu,v € V, G — u — v admet un couplage parfait,
(c-a-d Vu € V, G — u est facteur-critique).

© La contraction d'un sous-graphe facteur-critique et ses voisins est une
facteur-contraction. )

facteur-
contraction

G/(X UN(X))

Théoreme (Lovasz-Plummer)
Tout graphe bicritique non-trivial admet une subdivision paire de K; ou de
prisme.

Z. Szigeti (G-SCOP, Grenoble) Caractérisation des graphes Seymour 29 May 2008 11 /17



Nouvelle caractérisation co-NP des graphes Seymour

Théoreme (Ageev, Sebd, Szigeti)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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Nouvelle caractérisation co-NP des graphes Seymour

Théoreme (Ageev, Sebd,

Szigeti)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

@ G n'est pas Seymour,
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Nouvelle caractérisation co-NP des graphes Seymour

Théoreme (Ageev, Sebd, Szigeti)
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
@ G n'est pas Seymour,

@ G peut étre facteur-contracté en un graphe contenant un graphe
bicritique non-trivial,
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Nouvelle caractérisation co-NP des graphes Seymour

Théoreme (Ageev, Sebd, Szigeti)
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
@ G n'est pas Seymour,

@ G peut étre facteur-contracté en un graphe contenant un graphe
bicritique non-trivial,

@ G peut étre facteur-contracté en un graphe contenant une subdivision

paire de K4 ou de prisme,

12 /17
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Nouvelle caractérisation co-NP des graphes Seymour

Théoreme (Ageev, Sebd, Szigeti)
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
@ G n'est pas Seymour,

@ G peut étre facteur-contracté en un graphe contenant un graphe
bicritique non-trivial,

@ G peut étre facteur-contracté en un graphe contenant une subdivision

paire de K4 ou de prisme,

@ G contient un mauvais Kz impair ou un mauvais prisme impair.
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Graphes principaux

Les 3 graphes

Ky prisme biprisme
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Graphes principaux

Les 3 graphes

Ao

prisme biprisme

et leurs subdivisions paires

A X
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Mauvais K, impair
Ks impair H de G est mauvais s'il existe U; C V(H) disjoints tq
© H[U; U Ny(Uj;)] soit une subdivision paire d'une 3-étoile,

© en contractant chaque U; U Ng(U;), H se transforme en une
subdivision paire de Kj.

contraction

o dans G
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Mauvais K, impair
Ks impair H de G est mauvais s'il existe U; C V(H) disjoints tq
© H[U; U Ny(Uj;)] soit une subdivision paire d'une 3-étoile,

© en contractant chaque U; U Ng(U;), H se transforme en une
subdivision paire de Kj.

contraction
dans G

contraction

U dans G
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Mauvais prisme impair

Prisme impair H de G est mauvais s'il existe U; C V/(H) disjoints tq
Q@ H[U; U Ny(U;)] soit une subdivision paire d'une 2- ou 3-étoile,

© en contractant chaque U; U Ng(U;), H se transforme en une
subdivision paire de prisme ou de biprisme (sans aréte de G entre les
deux composantes connexes du biprisme moins son séparateur).

contraction
dans G
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Mauvais prisme impair
Prisme impair H de G est mauvais s'il existe U; C V/(H) disjoints tq
Q H[U; U Ny(U;)] soit une subdivision paire d'une 2- ou 3-étoile,
Q en contractant chaque U; U Ng(U;), H se transforme en une
subdivision paire de prisme ou de biprisme (sans aréte de G entre les
deux composantes connexes du biprisme moins son séparateur).

Uy

contraction
—_—

dans G
Uy

U

A

contraction
—_—
dans G

U
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Mauvais prisme impair

Prisme impair H de G est mauvais s'il existe U; C V/(H) disjoints tq
Q@ H[U; U Ny(U;)] soit une subdivision paire d'une 2- ou 3-étoile,
© en contractant chaque U; U Ng(U;), H se transforme en une

subdivision paire de prisme ou de biprisme (sans aréte de G entre les
deux composantes connexes du biprisme moins son séparateur).

contraction
dans G

2 .
' contraction
—_—

dans G
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K, impairs et prismes impairs non-Seymour

()
1/1 1/2 3

—_—
®

1 1 1 0
1 1 1 1
1 11 0 0 0 1 0 1 0 0 1
1 1 0 0
1 1 1 1
/1 /2 /3 /4
T BT & T G
0 0 1 1 1
0 1 Ojou |0 10 1 1 ojou |l 1 o0jou |1 10
1 1 0 0 0
1 1 1 1 (J 1 O
N
1175 DG
1 1 O 1 f) 1 O 1 f)
0 0 0 0 0
0 0 O0fou |0 0 O0fou |0 0 0 1 1 1jou |l 1 1
0 0 0 0 0
(J 1 O 1 1 1 (J 1 O
7 e

Z. Szigeti (G-SCOP, Grenoble) Caractérisation des graphes Seymour 29 May 2008



Caractérisation NP ?
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Caractérisation NP ?

Trouver une construction des graphes Seymour !
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