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Résune : sure de la luminance éechantillonnée indexée a

Nous proposons dans cet article de caractériser le com- |3 fois chronologiqguement et spatialement.
portement d’un noyau d’échantillonage sommatif par une

grandeur que nous appeloggnulosie. Nous montrons " : s >
que cette caractérisation permet une adaptation com- S'il existe une grande quantite de problemes

portementale entre noyaux sommatifs. Nous comparons en traitement du signal qui peuvent faire I'ob-

cette adaptation a I'adaptation utilisée classiquemsant ; ) Ari _

statistiques non paramatriques. jetd’'une apprqche purement numerique, la plu
part des problématiques de filtrage, de recons-

Mots-clés : . ) )
granulosité, noyau sommatif, adaptation truction, de déconvolution ou d’analyse sont
Abstract: plus aisées a formaliser dans I'espace continu.

In this paper, we propose tigeanulosityas a characte-  Pour cette classe de problemes, le noyau som-

rization of the behavior of a summative sampling kernel. T3 A i i ,
We show that this characterization allows a behavioral matif joue un role primordial de passage d'un

adaptation. We compare this adaptation to the adaptation Probleme continu a un probleme discret et vice-
classicaly used in non parametric statistics. versa. |l permet de définir un voisinage pondéré
Keywords: _ _ de chaque échantillon numérique, permettant
granulosity, summative kernel, adaptation d’étendre la valeur de la mesure aux points voi-
sins, c’est I'interpolation, d’atténuer les effets
des aléas de mesure en utilisant une ergodi-

L . L. ¢ genéral td cité supposée de ce bruit, c’est la régularisation,
€s sighaux numeriques sont generalement des, , opfin ge simplement représenter la relation

ensergblers Se valelurs rde’elles qu\antlflee;]s Prove-antre le signal original continu et son observa-
nant de I'observation d’'un systeme physique tion, c’est I'echantillonnage.

gue l'on souhaite mesurer, ou dont on sou-
haite analyser ou modifier le comportement. En traitement du signal, les noyaux sont sou-

Ces valeurs sont organisées chronologiquementvent utilisés pour réaliser ces trois opérations

ou spatialement de fagon ordonnée si la me- de fagon conjointe a tel point que les arguments
sure est systématique ou désordonnée en casavancés pour le choix d’'une méthode abou-

d’observation aléatoire. Par exemple, un signal tissent souvent a des prises de décision contra-
numeérigue acoustique est une série chronolo- dictoires.

gique réguliere dont les valeurs représentent
'amplitude de la déflagration locale percue par

une membrane réceptrice (micro) pendant une
durée donnée. Une image numérique est une
mesure locale (et incomplete) de la luminance
en des sites régulierement répartis sur un sup-
port (rétine). Une séquence vidéo est une me-

1 Introduction

En traitement d’'images, plus particulierement,
la plupart des algorithmes d’estimation, de fil-
trage et d’analyse utilisent les noyaux somma-
tifs. Leur role principal est d’assurer le trans-
fert continu/discret. La reconstruction tomogra-
phique en est un bon exemple. Globalement,



reconstruire une image tomographique consiste — sacapacie a contenir de I'information o

a estimer une image de la coupe d'un objet
a partir de ses projections. La modélisation
mathématique de la relation entre I'image a re-
construire et ses projections fait intervenir un

collecter des observatiorgour I'estimation
de densité par la méthode de Parzen Rosen-
blatt.

Par analogie avec les rough sets de Pawlak [3],

opérateur intégrale, appelé transformée de Ra- on appellegranulosité cette mesure. Pour Paw-

don, dont la discrétisation fait intervenir un
noyau sommatif. L'image est recherchée dans

lak, la granulositédranularity) est un marqueur
de résolution ou d’'indistinguablité de granules,

la classe des images obtenues par interpola- notion qui rejoint la notion intuitive de pouvoir

tion par un autre noyau sommatif d'une image
échantillonnée.

En statistigues non paramétriqgues également,

et plus particulierement en estimation de den-
sité de probabilité, les noyaux sommatifs sont
tres employés. lls sont d’ailleurs le coeur de la
méthode de Parzen Rosenblatt (voir [2, 4]).

Dans ces differents domaines applicatifs que
sont le traitement du signal et I'estimation de
densité de probabilité, la forme du noyau, par
le biais de la fonction de bad€, et son champ
d’action ou son rayon d’influence, par le biais
de son supporD ou de sa largeur de bande
A, parametrent les differents algorithmes ou
differentes méthodes employés.

En traitement du signal, on constate souvent
des guerres d’écoles pour imposer I'optimalité
de tel ou tel noyau dans les méthodes. Alors
gu’en estimation de densité de probabilité par

de résolution.

La variance, la largeur de bande ou de sup-
port de noyaux pourraient étre de bons can-
didats, en ce sens que I'étendue du voisinage
pondéré croit avec ces trois grandeurs. Ce-
pendant, la granulosité doit aussi permettre de
définir des classes de noyaux dont les compor-
tements sont équivalents. Aucun de ces trois in-
dices ne convient alors.

Nous proposons de définir ranulosité d’'un
noyau sommatif en nous appuyant sur la trans-
formation probabilité~possibilité (ou transfor-
mation P — II) proposée par Dubois et al. [1].

Cet article est organisé de la fagon suivante : la
section 2, est dédiée aux noyaux sommatifs et a
leur utilisation en traitement du signal et en sta-
tistiques. Nous y présentons la notion d’adap-
tation entre noyaux sommatifs. Dans la section
3, nous présentons les noyaux non sommatifs

la méthode a noyau, les noyaux sont supposéset la transformation® — II. Cette transfor-
échangeables du moment que I'on adapte leurs mation permet d’associer, a tout noyau somma-

largeurs de bande pour uniformiser leur com-
portement asymptotique.

Cette approche sous-entend gu’il existe une me-
sure permettant de caractériser le comportement

du noyau, utilise comme voisinage pondéré ou
comme fenétre d’intégration, avec une largeur

de bande donnée. Le comportement d’'un noyau

peut étre caractérisé paétendue du voisinage

ponceré qu’il représente, qui est suivant les cir-

constance d’utilisation du noyau :

— son pouvoir ingégrateur lorsqu’on fait des
aquisitions ou des mesures de signal,

— sonpouvoir de ésolution dans la reconstruc-
tion d’un signal,

tif, un noyau non sommatif. Dans la section 4,
nous proposons une définition degi@anulosité
d’'un noyau sommatif. Nous comparons ensuite,
dans la section 5, I'adaptation basée sur ce mar-
gueur de comportement a I'adaptation présentée
en section 2.

2 Noyaux sommatifs

2.1 Noyaux deéechantillonnage ou passage
continu/discret

Un noyau sommatif (ou noyau probabiliste)
est une fonctionn (parfois une distribu-
tion) généralement monomodale, symétrique,



centrée et vérifiant la propriété de sommativite : En ce qui concerne le noyay il représente
l'integration spatiale ou temporelle du signal
/n(w)dw -1 1) original s. Si les conditions de Shannon sont
Q respectées concernant I'echantillonnage, alors
le support de ce noyau est aussi dans l'intervalle
(- 2,%). La formule (7) montre que la rela-
tion entre la valeur du signal reconstruite par in-
terpolationS, et la valeur du signal original
S, = S(wy) (2) se fait au travers d’un noyat(w), de support

(—AA) telque:

Soit (Sy,)n=1,....n un signal échantillonné de di-
mension finie.S,, peut étre considéré comme la
valeur de la fonction de mesure au paint:

Le signalS(w) peut étre vu comme une convo-

lution du signals(w) avec la réponse indicielle g(w) _ / s(u)k(w — u)du (8)
du capteur(w) : Q

ol
S(w) = /Qs(u)l/(w —u)du (3) N
Parce queS(w), I'observation des(w), est flw —u) = ; n(w —wp)v(wp —u)  (9)

échantillonnée, on n'a acces a cette observa-
tion qu’en des valeurs discretes et généralement
uniformément espacé€s,, ),,—1... y. SOitA ce

pas d’échantillonnage :

2.2 Lien avec les noyaux de Parzen et Ro-
senblatt

Soit f une densité de probabilite. L'estimateur
a noyau de Parzen Rosenblatt de cette densité
Le noyau de reconstruction; permet de utilisant le noyau sommatif paik et la largeur
realiser une interpolation de I'observation de bandel estdonneé par:
échantillonné€s,,),—:.... v, par la formule :

Wy = wo +nA 4)

N
1 T — Ty
R N fKA(x):mZ:IK( A ) (10)
Sw) =Y 1w =wa)Su = (S n)(w) (5) "=
n=1 ou {z1,...,zny} est un échantillon dé&v obser-

Donc en final, il existe une relation entre la va- Vations issues d’une expérience dont la densité

leur du signal reconstruite par interpolation, et de probabilité sous-jacente ¢st

la valeur du signal original : Le noyau sommatifs n'est pas de largeur de

N bandeA, mais le noyauilaté K 5, défini par :
S(w) = Zn(w—wn) / s(u)v(wp—u)du (6) 1

Et don )
donc, I'est, et reste sommatif.

N
SN Z La mesure empiriquey, desN observations,
S = - Wn n d z
() /Q su) ( m—t 1w = wn(w u)) N est donnée par

(7 N
Sil'on souhaite que le noyapne réalise qu’une 1 Z 5 (12)
interpolation, c’est-a-dire, tel qu&(w,,) = S, IN =N —~ n

Vn € {1,..., N}, il faut et il suffit que son sup-

port soit dang — 2, £

2,51, avecs,, la mesure de Dirac en,.



On remarque aisément que bande optimales donnée par I'expression (15).

On obtient
fra(@) = (uy * Ka)(2) (13) Ak, = (B2 A%, (16)

Le lien entre cette expression (13) et I'expres- ©U (i le coefficient d'adaptation d&, a i,
sion (5) apparait immédiatement, permettant €Sttelque:

ainsi de faire une analogie entre la reconstruc- wy  [R(K2)73 [R(K1)1-3
tion d’un signal et I'estimation de densité de Cki = [ ] } [ ] }
probabilité par noyau. Dans ces deux expres- _ K _ K
sions, le noyau de largeur de bantig(n pour On voit, par I'expression (15), que la largeur
(5) ou Ko pour (13)), jouera un role d’interpo- de bande optimale dépend de la densité a es-

lation de la mesure de¥ observationsS pour ~ timer (via R(f")) et du nombre d'observations
(5) oupy pour (13). N. Le facteur d’adaptatioq;:> ne dépend lui

gue des caractéristiques des noydixet K.
II'semble donc naturel d'utiliser les mémes Ce facteur est donc calculable a priori et per-
criteres pour définir une mesure du comporte- met de reporter la connaissance que 'on a du
ment des noyaux sommatifs dans ces deux ap- comportement de I'estimateur basé sur le noyau
plications differentes. K, avec une largeur de bandky, donnée

(pas nécessairement optimale), sur un estima-

2.3 Adaptation entre noyaux sommatifs  teyr basé sur le noyali,, en choisissant la lar-
par la méthode de Parzen Rosenblatt geur de bande\ i, = (X2 A
2 1 1*

(17)

Le probleme de I'adaptation entre deux noyaux 3 Noyaux non sommatifs et trans-
sommatifsK; et K5, consiste a définir une re- formation P — 11

lation entre leurs largeurs de bande respectives
Ak, et Ak, qui rendra les noyauxs; et K,
équivalents, en identifiant leur comportement
asymptotique.

Noyaux non sommatifs

De méme qu'un noyau sommatif peut étre
Le comportement asymptotique est caractérisé aSsocie a une distribution de probabilite, un
par la distance (ou l'erreurAMISE [5] noyau non som'manf (ou noyau possibiliste)
(asymptotic mean integrated squared error) Peut étre associé une distributierde possibi-
entre I'estimateur & noyau et la densité sous- lité vérifiant la propriété de normalisation :

jacente (a estimerj : max 7(z) = 1 (18)
e
R(K) | Aok R(f"
AMISE = ]\(f A> + =K 1 ) (14) Cette propriété des noyaux non sommatifs est le
. ) , , pendant de la propriété de sommativité (1) des
OUR(¢) = [ ¢*(u)du eto] = [u’¢p(u)du. noyaux sommatifs.
On appelle la largeur de bande optimalg, Il y a une analogie compléte entre distribution

la valeur de la largeur de bande qui minimise de possibilité, et sous-ensemble flou. Une distri-
I'erreur AMISE. Cette minimisation est obte-  pytion de possibilitér définit un sous-ensemble

nue par annulation de la dérivée de I'expression flou £ de, par identification avec sa fonction

(14), par rapport &. On obtient : d’appartenance (z) = up(z).
R(K) 75,1 :
K= N75 15 . —
K L;&R(f”)] (15) 3.2 Transformation P — II

La relation d’adaptation entey, etAj , peut Dubois et al. ont proposé une transformation
étre obtenue en faisant le rapport des largeurs de permettant de passer d’une distribution de pro-



babilité a une distribution de possibilité. Celle-
ci permet d’associer un noyau non-sommatif a
tout noyau sommatif.

Cette transformation s’appuie sur trois prin-
cipes :

1. Consistance. Soit  P(II)
{P /VA C Qmesurable, P(A) <TII(A)}.
On dira que la transformation est consis-
tante, siP € P(Il), lorsqueP et Il sont
les acteurs de la transformation.

2. Syecificitt maximale. Il résultat de la
transformation est minimale au sens de
linclusion (I € II' & VA C
Q mesurable, II(A) < II'(A)), ou de
I'aire produite par la distribution de pos-
sibilite, c’est-a-diref, 7 (z)dz.

3. Préservation de l'ordre.Propose qu’un
evenement plus probable qu’un autre est
aussi plus possible, autrement dit, pour les
distributions associéeg(z) > p(z') =
m(x) > m(2').

Cette transformation S’appuie sur la
représentation para-coupes des distribu-
tions de possibilité, en identifiant sescoupes
avec les intervalles de confiance de niveau
(1 — «) d’'une distribution probabiliste.

Définition 1 . Le sous-ensemble flou de
confiance, induit par une dengitle probabilié
continuep autour dex*, est la distribution de
possibilie, note 7*, dont lesa-coupes sont
les intervalles de confiance de nivefiu— «)

a specificit maximale (c’es&-dire minimaux
au sens de linclusion d’ensembles) induits
par la densié de probabilie p autour dex*.
Autrement dit,

() sup{l — P(I}), v € I}

Théoreme 1 . Pour une distribution de pro-
babilité unimodale (de mode™), synétrique,
continue et sans palier constant, getp, le
sous ensemble flou de confiance induit par
autour du moder™ est la distribution de pos-
sibilite, noke 7™, obtenue par transformation
P < 1I, c’esta-dire, qui \erifie les principes
de consistance, de &gificit maximale et de
préservation de l'ordre. On a les expressions
suivantes :

Vo € [—oo, 2™, 7" (x)
Vo € [2™, 00|, 7 (x)

1 —2P([z, ™))
1 —=2P([z™, z))

ou P est la mesure de probab#itasso@ea p.

Remarque 1 7™ est syratrique autour de:™,
autrement dityx, 7 (z) = 7™ (22™ — x). Pour
™ = 0, p etr sont paires.

3.3 La transformation pour des noyaux
usuels

Le tableau 1 est une table (non exhaustive) de
transformations de noyaux sommatifs usuels en
noyaux non sommatifs. Sa lecture fait intervenir
deux fonctiong; et h, de supports respectifs,
etD,,.

La fonction g (premiére colonne) est la partie
négative (valable pour < 0) du noyau som-
matif de base pairé’, que I'on prolonge, pour
x € R, par

K(z) = g(=|x)

La fonction i (deuxieme colonne), est la par-
tie négative (valable pour < 0) du noyau non
sommatif r, associé ak par transformation
P — 11, que I'on prolonge, pour € IR, par

i (x) = h(=l|z])

De plus, on peut retrouver le noyau non som-

(19)

(20)

Le résultat fondamental dans le cas des noyaux matif associé au noyau dilaf€, de largeur de
sommatifs, en général unimodaux, symeétriques bandeA associé &, comme défini par I'ex-

autour du mode:™, continus, est le théoréme
suivant toujours issu de [1] :

pression (11), grace a I'expression :

X

s () = 7l 5) (21)



L'expression du noyau sommafif’ et de son
noyau non sommatif associgcp, symeétrique
centré enr™, dont les fonctions de base respec-
tives sonty et h sont donnés par les expressions

Vo€ R, K¥(z) = Lg(—2=20)  (22)

Ve € R, mgp(z) = h(—%) (23)

Tableau 1 — noyaux transformés

| | sommatifg(x)| non sommatifh(x) |

D, =[-1,0] Dy, =[-1,0]

(@) 1/2 (1+x)

(b) (1+z 1+ 2z + 22

| 2(1-2? 1+3z-%

d)| 8122 |[1-BE-gsrs_d)

(e) 7 cos(§x) 1 +sin(5x)

) | 2(3-52?) 149 — 52
D, =] — o0, 0] Dy, =] — 00, 0]

(9) 52" e

Ces noyaux ont pour noms usuels : (a) uni-
forme, (b) triangulaire, (c) Epanechnikov, (d)
triweight, (e) cosinus, (f) Deheuvels et (g) ex-
ponentiel

4 Granulosité et adaptation
4.1 Granulosite d’'un noyau non sommatif

Une caractéristique des noyaux non somma-
tifs, ou des distributions de possibilite, déja
tres utilisee dans la litterature estdgecificite
d'un sous-ensemble flod', notée Sp(F), a
valeur dans0, 1], introduite par Yager [6, 7].
Ce concept de spécificité, peut étre interprété
comme une mesure de précision. C’est un in-
dice qui décroit avec la quantité d’information
gue peut contenir ce sous-ensemble flou. Elle
indique la capacité d’'un sous-ensemble flou a
ne contenir qu’un seul élément.

La granulosité d’'un noyau non sommatif que
nous proposons ici, est un indice dual de la

spécificité d’'un sous-ensemble flou. C’est une
valeur qui croit avec la quantité d’information
gue peut contenir un sous-ensemble flou. Donc,
ce marqueur doit étre croissant au sens de I'in-
clusion des sous-ensembles flous, définie pour
F et G deux sous-ensembles flous e par
FcGeVreQ ur(r) < pe(r). En nous
inspirant de la cardinalité d’'un sous ensemble
flou défini sur un domaine fini, nous proposons
pour un noyau non sommatif défini sur un do-
maine infini :

Définition 2 . La granulosieé d’'un noyau non
sommatifr est donge par

(24)

qui est bien un indice croissant avec l'inclusion
des sous-ensembles flous (ou des distributions
de possibilités) r < 7’ = G(7) < G(7').

4.2 Granulosite d’'un noyau sommatif

Définition 3 . La granulosié d’'un noyau som-
matif i, noteel i estégalea la granulosié de

son noyau non sommatif asse@ar la trans-

formation probabilie—possibilié.

Ainsi, pour un noyau d’échantillonag€,, de
largeur de band4, dont le noyau non sommatif
obtenu par transformatiaf — II est notérg, ,
ona

FK:/IRWKA(x)dx (25)

4.3 Adaptation entre noyaux sommatifs
par méthode possibiliste

Nous venons de définir la granulosité d’un
noyau sommatif comme indicateur de son com-
portement. Donc, adapter un noyAY, , de lar-
geur de bandeé\; a un noyauk3 , de largeur
de bande\,, consiste a identifier leurs granulo-
sités.

A chague noyauk,, de largeur de band4,
peut &tre associé un noyau de bdse voir



I'expression (11). Notonsy, la granulosité du
noyauls, donnée patix = [, 7k (z)dx.

Théoreme 2 . Soit KA un noyau sommatif
paire de largeur de band4, on a

Ik =vxA (26)

ou I'x et~ sont les granulosés respectives
des noyaw¥a, et K, qui \erifient (11).

Preuve du tleoreme 2.
Rappel :7x,(r) = 7mx(%) (voir expression
(21)), d’au

Ty = /m Tra(2)dr = /}R WK(%)CZ:E
- /IR Arge(v)dv = Ay

L'adaptation étant déduite de I'égalité
FKgl = FKgQ (27)

On a, d’apres le theoreme 2, la relation d’adap-
tation entrek! et K? suivante :

Ay = 8T (28)

ou g;gf, le coefficient d’adaptation d&? a K*
est tel que

¢ = 1 (29)
YK?2

5 Expérimentation et comparaison

Le tableau 2 contient les coefficients d’adapta-
tion des noyauxs (x)
— (a) d’Epanechnikov(1 — 2?)1_y 1),
— (b) Triweight :25(1 — 2?)31_; ;) et
2

x

- (©) Gaussieni/%e e
par rapport au noyau unifornté(z) = 11_; 4y,

obtenus par les deux méthodes présentées dan: %

cet article. La premiere colonne contient les co-

Tableau 2 — Comparaison des coefficients
d’adaptation

¢ &
@) | 1.2724 | 1.3333
(b) | 1.7115 | 1.8286
(c) | 0.5747 | 0.6270

la granulosité d’un noyau sommatif dans la sec-
tion 4 justifie dans un premier temps de propo-
ser cette grandeur comme mesure du comporte-
ment d’un noyau sommatif. Le tableau 2 justifie
dans un deuxieme temps cette affirmation, car
les coefficients d’adaptation sont tres proches
pour ces deux méthodes differentes. Autrement
dit, 'uniformisation des granulosités de noyaux
est trés proche de l'uniformisation des compor-
tements asymptotiques des estimateurs de Par-
zen Rosenblatt utilisant ces noyaux.

La figure 1 justifie également notre proposition

de caractériser le comportement d’un noyau en
tant que voisinage pondéré par la granulosité.
Les figures 1(a) et 1(b) comportent des estima-

(a) sans adaptation possibiliste

T T T T

x1073

S

0 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6

<10-3 (b) avec adaptation possibiliste

efficients d’adaptation obtenus par la méthode Figure 1— Estimations de densité de probabilité
de Parzen Rosenblatt. La seconde, ceux obtenuspar noyau

par la méthode possibiliste. La construction de



tions par noyau uniforme, d’Epanechnikov, tri-
weight et Gaussien, de la densité sous-jacente
a N = 107 observations de la longueur (en
metres) duOld Faithfull Geyserlocalisé dans

le parc deYellowstongU.S.A.). La figure 1(a)
contient ces estimations sans adapter les com-
portements des noyaux. La méme largeur de
bandeA est fixée pour les quatres estimateurs
de cette figure. La figure 1(b) contient ces esti-
mations avec adaptation des comportements des
noyaux par rapport au noyau uniforme.

Tableau 3 — Granulosité de noyaux usuels de
base

K(x) VK
(@) 2 L
(b) 1= o] 2/3
() 2.25 % ew?-1 0.6679
(d) 3%(1 xz)g 4/3
(e) 5(1-2?) 35/64
® 7 cos(5T) 2—4/m

1—|z T n2—

(9) oY <1+|u2|> e
(h) §H|z|<% +3(1 - ‘x|)]1\:p\2% 7/9
(i) 33— 55622) 3/8
() \/L?_We—% 1.5948
(K) %6—‘%‘ 1/2a

Le tableau 3 contient les granulositég, des
noyaux usuels de basds de supportD
[—1, 1] suivants : (a) uniforme, (b) triangulaire,
(c) hyperlisse, (d) Epanechnikov, (e) triweight,
(f) cosinus, (g) triangulaire sur quadratique, (h)
trapézoidal et (i) Deheuvels, et de suppbrt=

IR suivants : (j) Gaussien et (k) exponentiel.

Retrouver le coefficient d’adaptation d’'un de
ces 11 noyaux par rapport a un autre de ces
noyaux, revient a faire un simple rapport des
granulosités de base. Par exemple, le coefficient
d’adaptation du noyau hyperlisse (c) par rap-
port au noyau trapézoidal (h) sera calculé par :

6((;)) = V(h)/'y(c) = 1.1645.

6 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article le concept
de granulosité d’'un noyau sommatif, comme
un indice de son comportement en tant que voi-
sinage pondéré. Nous avons identifié cette gra-
nulosité d’un noyau sommatif a la granulosité
de son noyau non sommatif associé par la trans-
formationP — 1I.

Nous avons proposé une adaptation entre
noyaux sommatifs par égalité des granulosités.
Il s’avere que cette adaptation rejoint celle uti-
lisée par la communauté des statistiques non pa-
ramétriques

On peut discuter de la pertinence de notre
construction de la granulosite, et proposer
d’autres indices, peut-étre plus adéquats, du
comportement de noyaux possibilistes, parti-
culierement si ceux-ci ont un domaine infini.

La suite de notre travail va concerner I'utilisa-
tion de I'aptitude des noyaux non sommatifs a
représenter des classes de noyaux sommatifs,
pour définir de nouvelles méthodes d’estima-
tion robuste.
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