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Résuḿe :
Dans cet article, nous nous interrogeons sur la

différence entre la transformation floue et les tech-
niques de traitement du signal classiques permettant de
transférer, dans le domaine discret, un problème défini
dans le domaine continu. Nous proposons d’utiliser la
représentation de l’échantillonnage par noyaux maxi-
tifs pour justifier de l’utilisation de la théorie des sous-
ensembles flous dans ce contexte.
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matifs et maxitifs, théorie des possibilités.

Abstract:
This article proposes a constructive comparison bet-

ween the so-called fuzzy transform and the classical si-
gnal processing method that allows to handle continuous
problems with discrete operations. We introduce an im-
precise fuzzy transform based on a maxitive kernel based
approach.
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1 Introduction

En traitement du signal et de l’information
il est souvent nécessaire de passer d’une
représentation continue à une représentation
discrète pour des raisons calculatoires – par
exemple résoudre des équations différentielles,
inverser des modèles, réaliser analyses, fil-
trages, etc. La transformation floue [1] semble
avoir le même objectif et utiliser les mêmes
outils. Ne serait-elle pas, alors, une simple
réécriture des transformations discret-continu
utilisées en traitement du signal ? Si oui, quel
pourrait-être l’apport de ce formalisme, et
plus particulièrement de l’utilisation des sous-
ensembles flous, dans un tel contexte ? Irina
Perfilieva a proposé une réponse intéressante
à cette interrogation en développant une trans-

formation floue basée sur les treillis résidués
[1] et aboutissant à un couple de transforma-
tions supérieures et inférieures. Nous tentons ici
d’aller un peu plus loin dans cette voie en ré-
interprétant le formalisme de la transformation
floue.

2 Rappels, d́efinitions et notations

2.1 Notations

Dans cet article, nous nous intéressons fonc-
tions réelles à une dimension. L’extension des
concepts que nous manipulons à des espaces de
dimension supérieure est relativement triviale.

Nous notonsR l’ensemble des réels etIR
l’ensemble des intervalles deR. Pour ce qui
concerne le domaine continu, nous considérons
un intervalle réelΩ = [ωmin, ωmax] ⊂ R et
P(Ω) la collection de tous les sous-ensemble
mesurables deΩ. Pour ce qui concerne le do-
maine discret, nous considérons un intervalle de
p entiersΘ = {0, . . . , p − 1} ⊂ N etP(Θ) la
collection de tous les sous-ensemble deΘ.

2.2 Noyaux sommatifs, noyaux maxitifs

Les noyaux sont utilisés en traitement du signal
pour définir un voisinage atour d’un élément
de Ω. Ce voisinage permet de réaliser des
agrégations linéaires.

On appellenoyau sommatif continu [2] une
fonction continueκ : Ω −→ R+ telle que
∫

Ω
κ(x)dx = 1. Une telle fonction définit une

mesure de probabilité notéePκ par : ∀A ∈
P(Ω), Pκ(A) =

∫

A
κ(x)dx. On noteraK(Ω)

l’ensemble de tous les noyaux sommatifs surΩ.



On appellenoyau maxitif continu [2] une
fonction continueπ : Ω −→ [0, 1] telle que
supΩ π(x) = 1. Une telle fonction définit deux
mesures de confiance duales surΩ appelées
possibilité (Ππ) et nécessité (Nπ) par :Ππ(A) =
supx∈A π(x) et Nπ(A) = 1 − supx 6∈A π(x).
Comme indiqué dans [2], un noyau maxitif
continu π définit un sous-ensemble convexe
M(π) de noyaux sommatifs continus par :
M(π) = {κ ∈ K(Ω)/∀A ∈ P(Ω), Nπ(A) ≤
Pκ(A) ≤ Ππ(A)}. M(π) est appelé lecœur1

deπ.

Ces définitions peuvent aisément être étendues
à l’espace discret [2].

On appellenoyau sommatif discretune fonc-
tion discrèteη : Θ −→ [0, 1] telle que
∑

k∈Θ η(k) = 1. Une telle fonction définit une
mesure de probabilité notéePη par : ∀A ∈
P(Θ), Pη(A) =

∑

k∈A η(k). On noteraK(Θ)
l’ensemble de tous les noyaux sommatifs surΘ.

On appellenoyau maxitif discret une fonc-
tion discrèteπ : Θ −→ [0, 1] telle que
supk∈Θ π(k) = 1. Une telle fonction définit
deux mesures de confiance duales surΘ ap-
pelées possibilité (Ππ) et nécessité (Nπ) par :
Ππ(A) = supk∈A π(k) et Nπ(A) = 1 −
supk 6∈A π(k). De façon analogue au cas continu,
un noyau maxitif discretπ définit un sous-
ensemble convexeM(π) de noyaux sommatifs
discrets.

2.3 Les noyaux en traitement des signaux
discrets

En traitement du signal, les noyaux somma-
tifs sont souvent utilisés pour réaliser des
opérations discrètes sur des données discrètes
équivalentes à des opérations continues sur des
données continues [3]. Dans cette approche, on
modélise l’échantillonnage d’une fonction (par
exemple la fonction de luminance dans le cas
d’une image numérique) par la convolution de
la fonction continue avec un noyau sommatif.
Ce dernier modélise à la réponse impulsionnelle
du capteur utilisé. L’échantillonnage est illustré
par la Figure 1. Il fait intervenirκ ∈ K(Ω),

1. Traduction approximative du termecore

un noyau sommatif d’échantillonnage, et pro-
duit {Fk}k∈Θ, la représentation échantillonnée
de la fonction continuef , par :

∀k ∈ Θ, Fk =

∫

Ω

f(x)κ(ωk − x)dx, (1)

avec ωk = ωmin + k∆ et ∆ étant
le pas d’échantillonnage (voir Figure 1).
L’échantillonnage est ditparfait lorsqueFk =
f(ωk), ce qui n’est obtenu que lorsque le noyau
d’échantillonnage estδ la fonction associée à
la distribution de Dirac. Sinon,Fk est une ver-
sionlisséede cet échantillonnage parfait :Fk =
g(ωk), avecg = f⊗κ,⊗ symbolisant le produit
de convolution2 .
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Figure 1 –Échantillonnage.

Dû a l’échantillonnage, une partie de l’informa-
tion disparaı̂t. On admet généralement quef est
connue au travers de sa version échantillonnée
f ∗ (oug∗) =

∑

k∈Θ Fkδ(x−ωk). La reconstruc-
tion de f̂ , une estimation def , n’est possible
que si l’échantillonnage respecte les condi-
tions de Shannon qui imposent à la période
d’échantillonnage∆ d’être inférieure à 1

2νmax
,

νmax étant la plus haute fréquence du signalf .
Elle impose aussi au noyau d’échantillonnageκ
d’avoir un supportau plus égal à2∆. Cette re-
construction est alors obtenue en convoluantf ∗

avec la réponse impulsionnelle d’un filtre passe-
bas (voir Figure 2). Ce filtrage revient à inter-
polerF , en chaquex ∈ Ω, à l’aide d’un noyau
d’interpolationηx qui, contrairement au noyau
d’échantillonnage, n’est pas invariant par trans-

2. ∀x ∈ Ω, (f ⊗ κ)(x) =
∫

R
f(u)κ(x − u)du



lation. Cette interpolation s’écrit :

∀x ∈ Ω, f̂(x) =
∑

k∈Θ

Fkη
x(k). (2)

On rajoute généralement des contraintes
supplémentaires sur le noyau d’interpolation de
façon à ce quêf soit le plus proche possible
deg = f ⊗ κ au sens de la normeL2, ou pour
réaliser un compromis entre temps de calcul et
optimisation de la reconstruction. Unser [3] a
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ηx(k), le noyau 

d’interpolation

Ω

fo
nc

tio
n interpolée

ωmin+kΔωmin

Figure 2 – Interpolation d’une fonction
discrète.

proposé d’utiliser les noyaux splines (somma-
tifs) pour réaliser cette paire échantillonnage
/ interpolation. L’idée sous-jacente à ce qu’il
appelle l’adéquation parfaiteest de proposer
un couple (κ, η) tel qu’il y ait identité entre
f et f̂ en chaque position d’échantillonnage :
f̂(ωk) = f(ωk). Une telle contrainte aboutit
à définir le noyau d’interpolation comme
échantillonnage de l’inverse de la transformée
de Laplace inverse du noyau d’échantillonnage,
ce qui se définit très simplement avec des
noyaux splines. Cette technique nécessite la
connaissance du noyau d’échantillonnage.
Sinon le couple (κ, η) est arbitrairement choisi
pour realiser le compromis sus-cité.

Le couple échantillonnage / interpolation est un
approximateur universel au sens où il existe tou-
jours un triplet (∆, κ, η) permettant de rendre la
distance entref et f̂ inférieure à une borne pré-
définie.

2.4 Esṕerance pŕecise, esṕerance imprécise

Soit f : Ω → R une fonction bornéeL1 deΩ
dansR et κ un noyau sommatif deK(Ω), on

appelle espérance def dans le voisinage défini
parκ la valeurEκ(f) définie par :

Eκ(f) =

∫ ∞

0

fdPκ =

∫

Ω

f(x)κ(x)dx. (3)

Cette notion d’espérance peut aisément être
étendue aux noyaux maxitif. Soitπ un noyau
maxitif de Ω dans[0, 1], on appelle espérance
imprécise def dans le voisinage défini parπ
l’intervalle Eπ(f) définie par :

Eπ(f) =
[

Eπ(f), Eπ(f)
]

= [CNπ
(f), CΠπ

(f)] , (4)

Cν étant l’intégrale asymétrique de Choquet
définie par rapport à la capacitéν [4]. Une pro-
priété issue des travaux de Denneberg [5] relie
l’espérance précise à l’espérance imprécise.

Propri été 1 Soit f : Ω → R une fonction
bornée L1 de Ω dansR et π un noyau maxi-
tif de Ω, ∀κ ∈ M(π), Eκ(f) ∈ Eπ(f) et
∀y ∈ Eπ(f), ∃κ ∈ M(π) tel quey = Eκ(f).

On peut aussi définir l’opérateur espérance dans
l’espace discret. SoitF : Θ → R une fonction
bornée deΘ dansR. Soit η un noyau somma-
tif deK(Θ), l’espérance deF dans le voisinage
défini parη estEη(F ) définie par :

Eη(F ) =
∑

k∈Θ

Fkη(k). (5)

Soitπ un noyau maxitif deΘ dans[0, 1], on ap-
pelle espérance imprécise deF dans le voisi-
nage défini parπ l’intervalleEπ(F ) définie par :

Eπ(F ) =
[

Eπ(F ), Eπ(F )
]

= [CNπ
(F ), CΠπ

(F )] , (6)

Cν étant l’intégrale asymétrique de Choquet
discrète définie par rapport à la capacité discrète
ν. La propriété 1 est vraie aussi dans le cas dis-
cret.

L’échantillonnage comme l’interpolation
peuvent être réécrits comme des espérances.
En effet, en posantκk comme étant le noyau
κ translaté enωk, alors l’échantillonnage de
f par κ s’écrit : Fk = Eκk(f). De même, en
considérant le noyauηx défini en section 2.3, la
reconstruction def s’écrit : f̂(x) = Eηx(F )



3 Transformation floue

La transformation floue (ou F-transform) a été
fortement théorisée par Irina Perfilieva. Elle
peut être vue comme la décomposition d’une
fonction connue sur une partition floue de son
ensemble de définition. Le calcul arithmétique
sur les nombres flous peut alors être utilisé pour
réaliser des opérations approximatives sur la
(ou les) fonction(s) décomposée(s) aboutissant
à leur modification ou à leur analyse. La trans-
formation inverse permet alors de recomposer
la fonction originale après manipulation.

3.1 Transformation directe

Soit une fonctionf : Ω → R. Soit {Ck}k∈Θ

une partition floue dep cellules surΩ, i.e. un
ensemble d’intervalles flous monomodaux et
symétriques vérifiant [1, 6]∀x ∈ Ω :
–

∑

k∈Θ µCk
(x) = 1,

– ∃!k ∈ Θ, µCk
(x) > 0, µCk+1

(x) ≥ 0,
– ∀k ∈ Θ , µCk

est continue.
Une des façons les plus simple d’obtenir une
partition flouerégulìere est de définir un sous-
ensemble flou monomodal centréE de support
borné [−∆, ∆] avec∆ = ωmax−ωmin

p
, et d’en

déduire les cellulesCk par∀x ∈ Ω, µCk
(x) =

µE(x − ωk), en posantωk = ωmin + k∆.
Pour que{Ck}k∈Θ soit une partition floue, le
sous-ensemble flouE doit vérifier∀x ∈ [0, ∆

2
],

µE(x) = 1 − µE(∆ − x).

Propri été 2 La granularit́e3 [2] du sous-
ensemble flouE, définie par γ(E) =
∫

R
µE(x)dx, estégaleà ∆.

Preuve Du à la symétrie deE,
∫

R
µE(x)dx =

∫ ∆

−∆
µE(x)dx = 2

∫ ∆

0
µE(x). Or

∫ ∆

0
µE(x) =

∫ ∆
2

0
µE(x)+

∫ ∆
∆
2

µE(x) =
∫ ∆

2

0
1−µE(∆−x)+

∫ ∆
∆
2

µE(x) =
∫ ∆

∆
2

1 − µE(x) +
∫ ∆

∆
2

µE(x) = ∆
2

�

La transformation floue de la fonctionf est
alors définie comme l’ensemble{Fk}k∈Θ ob-

3. mesure de non-spécificité d’un sous-ensemble flou
qui influence la granularité du partitionnement

tenu en décomposantf sur la partition floue :

∀k ∈ Θ, Fk =

∫

Ω
f(x)µCk

(x)dx
∫

Ω
µCk

(x)
. (7)

Les utilisateurs de la transformation floue vont
souvent jusqu’à considérer toute suite{Fk}k∈Θ

comme une transformation floue [1]. Ce n’est
pas tout à fait faux car, à première vue,
l’équation (7) ressemble beaucoup à l’équation
d’échantillonnage d’une fonction réelle définie
en section 2.3. En fait, une transformation floue
n’est autre qu’un échantillonnage surp va-
leurs à l’aide d’un noyauκ défini par∀x ∈

[−∆, ∆], κ(x) = µE(−x)/
∫ ∆

−∆
µE(x)dx. Ce

noyau est sommatif continu car il est positif et
∫

R
κ(x)dx = 1 par construction. Il y a alors

identité des expressions (1) et (7) .

3.2 Transformation inverse

Comme son nom l’indique, la transformation
floue inverse doit être perçue comme l’inversion
de l’équation (7). Elle consiste en fait à obtenir
une estimation̂f la fonctionf , dont la transfor-
mation floue estF , par :

∀x ∈ Ω, f̂(x) =
∑

k∈Θ

FkµCk
(x). (8)

L’expression (8) coı̈ncide avec l’expression (2)
en posant simplementηx(k) = µCk

(x). Par
constructionηx est un noyau sommatif dis-
cret vérifiant les propriétés nécessaires. Mieux
encore, en considérant la deuxième partie de
la définition de la partition floue, on se rend
compte que c’est une interpolation linéaire : en
posantk(x) l’entier tel quex − ∆ < k(x)∆ +
ωmin ≤ x on a :

∀x ∈ Ω, f̂(x) = αFk(x) + (1 − α)Fk(x)+1, (9)

avecα = µCk(x)
(x).

Cette interpolation fait intervenir un noyau d’in-
terpolationηx défini pour chaquex ∈ Ω par
ηx(k(x)) = α, ηx(k(x) + 1) = 1 − α, et
ηx(k) = 0 si k ∈ N/{k(x), k(x) + 1}.



Propri été 3 La transformation floue munie de
la transformation floue inverse est un ap-
proximateur universel [1] au sens où, quelle
que soit la pŕecision demand́ee, il existe un
sous-ensembleΘ ∈ N et une partition floue
décomposantf en{Fk}k∈Θ telle que||f − f̂ ||
soit inf́erieureà la précision souhait́ee.

Propri été 4 SoitE un sous-ensemble flou per-
mettant de ǵeńerer une partition floue{Ck}k∈Θ

comme indiqúe en section 3.1. Soientf une
fonction deΩ dansR, F sa d́ecomposition sur
la partition floue (7) etf̂ l’interpolation deF
sur Ω (8), alors f̂ est la convolution def par
le noyau sommatifϕx défini en chaquex ∈ Ω
par : ∀u ∈ R, ϕx(u) = 1

∆

∑

k∈Θ µCk
(x)µCk

(u).

Preuve L’expression deϕx découle de (7)
et (8) : ∀x ∈ Ω, f̂(x) =

∑

k∈Θ FkµCk
(x),

or Fk = 1
∆

∫

Ω
f(u)µCk

(u)du, d’où f̂(x) =
∫

Ω
f(u)

(

1
∆

∑

k∈Θ µCk
(x)µCk

(u)
)

du =
∫

Ω
f(u)ϕx(u)du. Le noyau ϕx est po-

sitif par construction. D’autre part
∫

Ω
ϕx(u)du =

∫

Ω

(

1
∆

∑

k∈Θ µCk
(x)µCk

(u)
)

du
= 1

∆

∑

k∈Θ µCk
(x)

(∫

Ω
µCk

(u)
)

du. Or
∫

Ω
µCk

(u) =
∫

Ω
µE(u) = ∆. Donc

∫

Ω
ϕx(u)du =

∑

k∈Θ µCk
(x) 1

∆
∆du = 1.

ϕx est donc un noyau sommatif.�

L’approximation def par f̂ est fonction de la
spécificité deϕx qui dépend directement de∆,
la granularité de la partition.

3.3 Discussion

Le terme detransformationfloue est un peu
trompeur et la comparaison qui en est faite
avec les transformations de Laplace, de Fou-
rier, de Radon ou les ondelettes [1] peut sembler
exagérée. En effet, dans ces dernières, la trans-
formation inverse est une inversion de la trans-
formation au sens où, siF est la transformation
directe def alorsf est la transformation inverse
de F . Ce n’est pas vrai pour la transformation
floue parce que c’est un échantillonnage et que
l’échantillonnage fait perdre de l’information.
Tout au mieux peut-on minimiser la distance
entre la fonction reconstruitêf et la fonction

originalef moyennant la connaissance a-priori
des conditions d’échantillonnage (κ et∆).

Le couple transformation floue / transforma-
tion floue inverse revient à définir un couple
de noyaux d’échantillonnage et d’interpolation
définis à partir du même sous ensemble flouE.
Ce choix est justifié par Perfilieva [1] en mon-
trant que le noyau interpolateur défini parE
est l’interpolateur linéaire qui minimise la dis-
tance entref et f̂ . Ce choix de reconstruire
avec une interpolation linéaire ne peut être jus-
tifié (au sens du traitement du signal classique)
que par une volonté de réduction du temps
de calcul ou une minimisation du risque de
se tromper d’interpolateur (au cas où le noyau
d’échantillonnage serait mal connu).

Finalement, la seule différence existant entre
la transformation floue et le schéma clas-
sique échantillonnage / interpolation est la
contrainte supplémentaire imposée au couple
de noyaux (κ, η). Ainsi, si la théorie clas-
sique de l’échantillonnage préconise un noyau
de spécificité la plus grande possible (au sens de
l’entropie), au contraire la transformation floue
impose un noyau dont la spécificité est la plus
petite possible (i.e.[−∆, ∆]). On peut alors se
poser légitimement la question del’apport du
floudans ce contexte. L’argument d’approxima-
teur universel n’est pas suffisant puisque cette
propriété est déjà aquise dans le schéma clas-
sique interpolation / échantillonnage.

Nous proposons dans cet article de revisiter
la transformation floue, justifiant ainsi l’utilisa-
tion de la théorie des sous-ensembles flous dans
l’approche classique.

4 Transformation impr écise

La nouvelle approche que nous proposons s’ap-
puie sur l’extension de la convolution proposée
dans [7]. Dans cette approche, nous considérons
le sous-ensemble flouE, permettant de générer
la partition floue{Ck}k∈Θ, comme un noyau
maxitif [2].



4.1 Transformation impr écise directe

Soit E un sous ensemble flou symétrique
permettant de définir une partition floue par
µCk

(x) = µE(x − ωk), comme défini en sec-
tion 3.1, la transformation floue imprécise est
définie par :

F k =
[

F k, F k

]

= Eπk(f) =
[

Eπk(f), Eπk(f)
]

,
(10)

en posantπ = µE etπk = µCk
.

Propri été 5 Soitπ un noyau maxitif, soitf une
fonction deΩ dansR, ∀κ ∈ M(π), la fonc-
tion discr̀ete pŕeciseF de Θ dansR obtenue
par échantillonnage def via κ (1) est incluse
dans l’intervalleF obtenu par transformation
floue impŕecise def via π (10). De m̂eme soitF
deΘ dansIR la transformation floue imprécise
def via π (10),∀F ∈ F 4, ∃κ ∈ M(π), tel que
F soit obtenue paŕechantillonnage def via κ
(1).

Preuve Il suffit de remarquer que siκ est un
noyau sommatif, alors l’échantillonnage def
via κ peut s’écrire∀k ∈ Θ, Fk = Eκk(f), κk

étant le noyauκ translaté enωk. La transforma-
tion floue def sur Θ via la partition{Ck}k∈Θ

étant définie en translatant le sous ensemble flou
E en chaqueωk, elle peut s’écrire comme une
espérance imprécise :∀k ∈ Θ, F k = Eπk(f)
avecπk = µCk

. La propriété 1 induit alors la
double inclusion. �

Remarque 1 Comme montŕe dans [2] en s’ap-
puyant sur [8], les noyaux maxitifs symétriques
triangulaires de support[−∆, ∆] sont les plus
sṕecifiques contenant tous le noyaux sommatifs
syḿetriques de support[−δ, δ] ⊆ [−∆, ∆]. De
cette propríet́e, ainsi que des deux propriét́es
préćedentes, d́ecoule qu’une transformation
floue impŕecise d́efinie surΩ utilisant une par-
tition géńerée par un sous-ensemble flous tri-
angulaire de support[−∆, ∆] contient toute
fonction échantillonńee avec un noyau som-
matif d’échantillonnage de support[−δ, δ] ⊆
[−∆, ∆] en chaque positionωk (k ∈ Θ).

4. c’est à dire que∀k ∈ Θ, Fk ∈ F
k

Remarque 2 La transformation floueétant
un cas particulier d’́echantillonnage avec un
noyau sommatif de supportégal à [−∆, ∆],
toute transformation floue tel que définie par
(7) utilisant un noyau maxitif triangulaire
syḿetrique est incluse dans la transformation
floue impŕecise tel que d́efinie par (10).

4.2 Transformation impr écise inverse

Soit πx une distribution de possibilité définie
sur Θ pour toutx ∈ Ω telle que, en posant
en posantk(x) l’entier tel queωk(x) < x ≤
ωk(x)+1, πx est une fonction qui décroı̂t avec
|k − k(x)|, on définit la transformation floue
imprécise inverse par :

f(x) =
[

f(x), f(x)
]

= Eπx(F ), (11)

la distribution de possibilitéπx ainsi définie est
appelléenoyau maxitif d’interpolationenx.

Propri été 6 ∀x ∈ Ω, πx étant un noyau d’in-
terpolation maxitif permettant de reconstruire
f(x) ∈ IR à partir deF : Θ → R (11), quelque
soit ηx un noyau d’interpolation sommatif de
M(πx) permettant de reconstruirêf(x) ∈ R à
partir deF (8), on af̂(x) ∈ f(x). Inversement,

∀y ∈ f(x), ∃ηx ∈ M(πx) tel quey = f̂(x),

f̂(x) étant l’interpolation deF par ηx (8).

PreuveLa preuve de la propriété 6 est triviale.
Il suffit de remarquer quêf(x) = Eηx(F ) et
f(x) = Eπx(F ) et d’utiliser la propriété 1.�

Remarque 3 La transformation floue inverse,
dans sa version imprécise, rev̂et alors un grand
intérêt dans les applications nécessitant du cal-
cul garanti [9] à partir de la reconstruction
d’un signal lorsque le noyau d’échantillonnage
est mal connu. En effet, dans ce cas, en utili-
sant un noyau maxitif approprié dominant avec
certitude le noyau d’interpolation ńecessaire,
il est possible de garantir l’inclusion du si-
gnal vrai dans le signal intervalliste recons-
truit. Reste maintenant̀a définir des r̀egles
de construction de tels noyaux maxitifs. Un



bon candidat pourrait être le noyauπx :
Θ → [0, 1] défini par ∀k ∈ Θ, πx(k) =
∫ 1

0
supu∈Ω {µCk

(u) : µE(x − u) ≥ α} dα.

Remarque 4 Si la fonctionFk est impŕecise
car issue de la transformation floue imprécise
propośee en section 4.1, l’approxima-
tion inférieure est obtenue par estimation
inférieure de la transformation inférieure :
f(x) = Eπx(F ) et l’approximation suṕerieure
est obtenue par estimation supérieure de la
transformation suṕerieure : f(x) = Eπx(F ).
Cette propríet́e est due au fait que l’intégrale
de Choquet est un opérateur croissant [11].

4.3 Discussion

Cette étude est préliminaire. Encore beau-
coup de travail est nécessaire pour terminer la
construction complète de cette transformation
floue. Le but ultime de ce travail serait de définir
un couple de transformations, directe et inverse,
telles que la fonction précisef soit incluse dans
la fonction imprécisef recomposée. Il serait
bien sûr souhaitable que la fonction imprécise
recomposée soit la plus spécifique possible.

Dans l’espace binaire une telle transformation
est très simple à définir. Soit{Bk}k∈Θ une par-
tition binaire dep cellules définies parBk =
[ωk − ∆

2
, ωk + ∆

2
[ et ωk = ωmin + k∆. La

décomposition imprécise def sur la partition
binaire est alors donnée par∀k ∈ Θ :

F k = [F k, F k] = [ inf
x∈Bk

f(x), sup
x∈Bk

f(x)]. (12)

La transformation imprécise inverse est alors
donnée par∀x ∈ Ω :

f(x) = [Eπx(F ), Eπx(F )], (13)

πx = χIx étant le noyau maxitif binaire défini
par l’intervalle Ix = [x − ∆

2
, x + ∆

2
[Bk

. Par
construction, on vérifie aisément la propriété
d’inclusion souhaitée. La fonction intervalliste
ainsi reconstruite n’est pas très spécifique et
n’est pas stable par translation du domaine de
définition. Elle est cependant plus spécifique

que l’approche par treillis résidués proposée par
Perfilieva dans [1].

Dans la remarque 3, nous proposons un
noyau d’interpolation maxitif. Ce noyau n’est
autre que l’échantillonnage du noyau continu
πx : Ω → R défini par∀ω ∈ Ω, πx(ω) =
∫ 1

0
supu∈Ω {µE(u − ω) : µE(x − u) ≥ α} dα

qui est le plus spécifique dominant le noyauϕx

défini dans la propriété 4 [12].

5 Expérimentation

Nous proposons d’illustrer notre propos en re-
prenant l’expérience d’Irina Perfileva [1]. Elle
consiste à échantillonner puis reconstruire un
signal donné par∀x ∈ Ω = [0, 1], f(x) =
|sin2πx|. Dans l’approche de Perfilieva, le si-
gnal doit être ramené à un intervalle[0, 1] pour
être compatibles avec des opérations de logique
floue qu’elle utilise. Les trois expériences uti-
lisent une partition de 21 cellules deΩ. Sur les
figures 3, 4 et 5 sont représentées la fonction
f (en gras) son approximation supérieuref et
son approximation inférieuref . La figure (3)
présente la reconstruction de la fonctionf par
l’approche utilisant les treillis résidués ([1] p.
1018). La figure (4) présente la reconstruction
de f après décomposition et recomposition bi-
naire comme proposé dans la section 4.3. Enfin
la figure (5) présente une reconstruction def
basée sur sa décomposition imprécise sur une
partition floue triangulaire et un noyau maxitif
d’interpolation tel que défini dans la remarque
3.

Dans l’approche binaire (figure (4)) la fonction
f est entièrement incluse dans son approxima-
tion imprécise. Elle n’est pas très spécifique.
Par contre, la distance def(x) et def(x) est très
dépendante de la position dex avec les points
d’échantillonnage, ce qu’on retrouve dans l’ap-
proche par treillis résidués (figure (3)). Dans
l’approche imprécise floue (figure (5)), comme
dans l’approche par treillis résidués (figure
(3)) f sort des bornes d’estimation imprécise
lorsque la fonction n’est pas suffisamment lisse,
ce qui est le cas enx = 0.5 où la fonc-
tion n’est pas dérivable. Avec la transformation



imprécise, la reconstruction imprécise est beau-
coup plus spécifique que dans les deux autres
cas. Dans l’approche par treillis résidués, la
fonction f doit être normalisée pour être à va-
leur dans[0, 1] ce qui interdit toute récursivité.
Ce n’est pas le cas dans les approches que nous
proposons.

ƒ
ƒ

ƒ

Figure 3 – Reconstruction par la méthode des
treillis résidués (figure extraite de [1])

ƒƒ

ƒ

Figure 4 – Reconstruction par la méthode bi-
naire discutée dans la section 4.3

6 Conclusion

Nous avons proposé, dans cet article, de
redéfinir la transformation floue comme
une transformation imprécise permettant de
gérer l’erreur d’approximation induite par
l’échantillonnage d’un problème continu.
Beaucoup de travail reste à faire pour parvenir à
un couple de transformations garantissant l’in-
clusion de la fonction continue originale dans la
fonction imprécise recomposée. Actuellement,
tout au plus, peut on garantir l’inclusion de tout
échantillonnage d’une fonction dans sa trans-
formation floue imprécise. Il serait intéressant

ƒƒ

ƒ

Figure 5 – Reconstruction par la méthode pos-
sibiliste utilisant un noyau maxitif triangulaire

de pouvoir inverser cette propriété et de trouver
un noyau maxitif discret permettant d’obtenir,
à partir d’un fonction discrète, l’intervalle le
plus spécifique possible contenant la fonction
originale.
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