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Préface

Le présent ouvrage est le septieme de la série « Informatique Mathéma-
tique : une photographie ». Il rassemble des cours donnés lors de 1'édition
2019 de I’Ecole de Jeunes Chercheurs/Chercheuses en Informatique Mathé-
matique, organisée a Marseille du 4 au 8 mars. Au-dela d’étre de simples
supports de cours, ces livres ont vocation a constituer des photographies
instantanées de notre domaine, qui illustrent sa diversité, sa vitalité et
sa perpétuelle évolution. Ils constituent probablement la meilleure intro-
duction a I'Informatique Mathématique que 'on puisse trouver. Au fil du
temps, ils sont devenus la principale «vitrine» du GDR IM.

Les Fcoles de Jeunes Chercheurs/Chercheuses en Informatique Ma-
thématique sont organisées chaque année depuis la création en 2006 du
GDR IM. Le but de ces écoles est de donner une formation complémen-
taire de haut niveau a un public constitué en général de doctorants ou
de chercheurs ou enseignants chercheurs récemment recrutés. Cela peut
constituer pour eux une mise a niveau dans certains domaines ou une véri-
table ouverture vers de nouvelles problématiques. Ceci est important car
nos domaines évoluent et de nouvelles questions surgissent : qui travaillera
exactement sur son sujet de thése dans 10 ans? En leur montrant 1’état de
la recherche dans des domaines voisins de leur spécialité, I’école permet
d’élargir la culture scientifique des doctorants et des jeunes chercheurs,
et leur donne des outils qui leur permettront de mieux s’adapter a des
environnements variés. Elle contribue ainsi a faciliter leur recrutement,
leur mobilité et d’éventuelles reconversions. En leur donnant I'occasion de
se rencontrer, de présenter leurs travaux et de confronter leurs idées, elle
contribue aussi a créer une communauté de jeunes scientifiques autour des
thémes de I'informatique mathématique.
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Chapitre 3

Géométrie et topologie pour
les maillages 3D

Franck Hétroy-Wheeler
Jean-Luc Mari
Gérard Subsol

Les formes géométriques, qu’elles proviennent du monde naturel ou
du monde manufacturé par I'Homme, ont tendance a étre de plus en plus
numeérisées, cela, entre autres, a des fins de visualisation ou de mesure. Ce
processus produit en général des maillages 3D, composés d’une multitude
de polygones plans. Ces maillages sont la représentation discreéte la plus
commune pour caractériser la surface d’une forme virtuelle. Ces représenta-
tions surfaciques 3D sont traitées le plus souvent de maniére automatique,
parfois interactive, afin que leur structure globale ou certains détails soient
analysés ou calculés. Cela peut étre fait en extrayant des caractéristiques
géométriques ou topologiques pertinentes. De telles caractéristiques de forme
peuvent simplifier la fagon dont I’objet est considéré, elles peuvent aider a la
reconnaissance, et elles peuvent le décrire et le classifier selon des criteres
spécifiques. Ce cours traitera de la définition et du calcul de caractéristiques
sur un maillage surfacique 3D et de leur utilisation pour I'analyse de forme.
Des méthodes récentes seront décrites pour extraire des caractéristiques
ayant une signification liée non seulement a la géométrie mais aussi a la
topologie. Plusieurs applications seront développées au cours des travaux
pratiques.
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3.1 Introduction

Nous rappelons pour commencer quelques définitions de base sur les
objets qui nous intéressent. Un maillage est un triplet d’ensembles M =
(V,E,F). V est 'ensemble des sommets, qui sont simplement des points
dans l'espace Euclidien R? échantillonnant la forme géométrique étudiée.
E est ’ensemble des arétes, qui sont des segments reliant les points de
V:E C V x V. F est '’ensemble des faces, qui sont des polygones dont
les sommets et les arétes sont dans V et E, respectivement. Souvent, on
se restreint a des faces triangulaires par souci de simplicité. Notons que
le couple (V, E) forme un graphe au sens mathématique du terme, et on
reprend d’ailleurs dans le cas des maillages beaucoup de la terminologie
utilisée pour les graphes : adjacence, incidence, voisinage, degré ou valence
d’un sommet ...

Les maillages sont beaucoup utilisés dans 1'industrie en raison de
quelques bonnes propriétés. Tout d’abord, ils sont généralement faciles
et rapides a générer a partir de nuages de points 3D, qui constituent eux-
mémes la donnée de sortie de la plupart des appareils de numérisation
(scanners laser, caméras de profondeur, etc.). Ensuite, leur cofit de stockage
est assez faible, puisqu’il suffit de stocker les coordonnées 3D (donc 3 flot-
tants) de chaque point et un peu d’information de voisinage pour chacun
de ces points (par exemple, quels sont les identifiants entiers des sommets
de chaque face). De plus, ils peuvent s’adapter a des géométries complexes
et étre utilisés dans des applications variées. Enfin, leur analyse locale est
relativement facile car I'information de voisinage est donnée explicitement
par les primitives géométriques (arétes et faces). Cependant, ils ne sont pas
dépourvus d'inconvénients. Par exemple, ils représentent une surface de
maniere plane par morceaux et non lisse. Il peut également étre laborieux
de les modifier /adapter, car il faut pour cela souvent calculer un voisinage
de chaque point qui va au-dela du voisinage immédiat.

D’apreés le dictionnaire Larousse [11], une caractéristique est “ce qui
constitue le caractere distinctif, le trait dominant de quelque chose”. Ceci souléve
deux questions principales :

— caractére : comment définit-on un caractere?

— distinctif : aux yeux de qui?

Pour les formes tridimensionnelles, différentes définitions de caractéris-
tiques ont été proposées, selon la réponse apportée a ces deux questions.
Nous n’entrerons pas dans les détails ici, mais le lecteur doit garder a
'esprit que d’autres caractéristiques existent que celles présentées dans ce
cours. Elles ont notamment été introduites dans les domaines de la topo-
graphie, de la perception visuelle et de la vision par ordinateur. Pour notre
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part, nous nous intéressons a la définition de caractéristiques analogues a
celles définies en mathématiques, mais pour des surfaces discrétisées sous
forme de maillages.

3.2 Caractéristiques géométriques s’appuyant sur les
courbures

3.2.1 Introduction

En 1983, des chercheurs [24] ont proposé d'utiliser la géométrie diffeé-
rentielle pour décrire la forme d’une surface discrete (dans leur cas, définie
comme une image d’élévation z = f(x,y)). Pour cela, ils ont introduit une
description appelée topographic primal sketch composée de points (comme
des pics, des creux ou des selles), de lignes (comme des crétes ou des ravins)
et de morceaux de surface (en particulier plans) caractéristiques de la forme.
Deux ans apres, d’autres chercheurs [5] ont décrit une autre modélisation
fondée elle aussi sur la géométrie différentielle pour analyser la forme
d’une surface représentée par un maillage 3D et ils 'ont appliquée sur
plusieurs exemples réels. IlIs ont utilisé comme caractéristiques des lignes
de courbure et des morceaux de plans. Au méme moment, dans sa these
de doctorat [3], Besl a proposé de calculer les courbures principales d"un
maillage 3D pour créer une HK-sign map qui permet de segmenter une
surface en régions homogenes ot des primitives géométriques peuvent
étre ajustées.

Depuis, de nombreuses recherches ont été menées sur 1’extraction
et 1'utilisation de caractéristiques géométriques de maillages 3D fondées
sur la géométrie différentielle. Nous pouvons trouver facilement dans des
livres de mathématiques les formules pour calculer les parameétres diffé-
rentiels sur une surface paramétrique C2. Mais dans le cas d’un maillage
3D discret, le probleme devient beaucoup plus complexe puisque I'on perd
la définition analytique de la surface. Nous devons dong, soit introduire
un schéma d’approximation s’appuyant sur des mesures éparses, soit faire
quelques hypotheses afin de pouvoir adapter une représentation continue.

De nombreuses méthodes ont été proposées afin de calculer des pa-
rametres différentiels sur un maillage 3D et on peut trouver des études
assez completes dans [30], [19] ou [50]. Dans la suite, nous présentons des
versions simplifiées de quelques-uns des algorithmes les plus connus.
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3.2.2 Quelques rappels mathématiques

La géométrie différentielle est fondée sur la notion de courbure locale
de la surface. Sur une surface X (voir figure 3.1), en un point P, un plan
normal IT; est défini par le vecteur normal n et un vecteur tangent t. I1;
sectionne X suivant la courbe plane &;. La courbure plane de S; en P est
appelée la courbure normale k; en P de la surface X suivant la direction t.

On peut démontrer que si on fait pivoter le vecteur tangent t, la cour-
bure normale k; atteint un minimum et un maximum appelés les courbures
principales en P de la surface X (et notés dans la suite k; et k;). Les direc-
tions tangentes associés a ces deux extrema sont appelés les directions
principales en P de la surface ¥ (notées dans la suite t; et t). Il s’agit
de directions, c’est-a-dire de vecteurs dont le sens n’a pas d’importance,
puisque les deux sections S¢ et S_¢ sont les mémes.

Et on peut démontrer aussi que ces deux directions principales sont
orthogonales. On a donc construit en un point P le repére intrinseque
(P, t1,t2) qui caractérise localement les courbures de la surface X et par
la-méme sa forme.

>, tangent

normal
curvature 23

FIGURE 3.1 — Sur une surface ¥, en un point P, un plan normal 11; est défini
par le vecteur normal n et un vecteur tangent t. Iy sectionne X suivant la courbe
plane S;. La courbure plane de Sy en P est appelée la courbure normale k¢ en P
de la surface X suivant la direction t.

On trouvera plus de détails dans les livres [25], [12], [46], [49] ou [38].

3.2.3 Quelques notations

On considere que le maillage 3D surfacique M est défini par son en-
semble de sommets P;(x;,y;,z;), par 'ensemble d’arétes e{ reliant deux
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sommets P; et P; et par un ensemble de faces i composées d’arétes, au
nombre de 3 dans le cas standard (des faces triangulaires que nous considé-
rerons dans la suite).

Pour chaque sommet P;, on définit son voisinage N(P;) comme 'en-
semble de tous les sommets connectés a P;. On suppose que le maillage est
orientable, ce qui signifie que I'ordre des sommets d’"une face est cohérent !
pour deux faces adjacentes : lorsque deux sommets d’une aréte commune
sont ordonnés dans un sens pour une face, ils doivent étre ordonnés dans
le sens opposé pour l'autre face. Ceci permet de définir les deux cotés de
M.

3.2.4 Estimation de la normale

Pour calculer les parametres différentiels, de nombreuses méthodes
nécessitent, en premier lieu, le calcul du vecteur normal discret n; en chaque
sommet P; d’un maillage 3D. C’est un point important car il peut avoir
des conséquences importantes sur la suite du processus. De nombreux
algorithmes ont été proposés et il est possible de trouver un état de I’art de
la plupart d’entre eux dans [27].

Parmi les approches classiques, on peut trouver les méthodes s’ap-
puyant sur la moyenne pondérée, en particulier celle décrite dans [31]. Les
auteurs font ’hypothese que tous les triangles du maillage sont orientés de
manieére cohérente. Dans le cas de la moyenne pondérée par les aires des
triangles adjacents, ’algorithme est présenté dans l'algorithme 3.1.

Il est généralement accepté que le vecteur normal calculé pointe vers
I'extérieur du maillage. Ceci dépend, en réalité, du choix initial de 1’orienta-
tion des faces qui définit la direction du produit vectoriel. Dans la plupart
des cas, le processus de conception ou d’acquisition d’un maillage 3D
génere une orientation correcte de toutes les faces. Cependant, certaines
méthodes ont été proposées pour corriger les incohérences de |’orientation
des faces ou de la direction des normales (voir par exemple [48]).

3.2.5 Calcul des courbures par ajustement local de fonction para-
métrique

Pour calculer les parametres différentiels, une premiére idée consiste a
ajuster localement une surface continue paramétrée f (1, v) sur le maillage
3D, autour du point P;. Un des premiers algorithmes a été proposé dans
[23] méme sil’on peut trouver dans des articles plus anciens des méthodes

1. Dans le sens direct (CCW pour counter clockwise en anglais) ou dans le sens indirect
(CW pour clockwise).
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Algorithme 3.1 : Calcul du vecteur normal n; au sommet P; par
la méthode de la moyenne pondérée par les aires des triangles
adjacents.

Entrée : Sommet P;

Sortie : Vecteur normal n;

début

Extraire 'ensemble des sommets voisins Pj € N(P;).

Tous ces sommets composent un ensemble de faces Fij qui
partagent le sommet P;.

pour chaque face F] (qui peut étre trzangulazre ou non) faire
Calculer les 2 vecteurs e} et e ) correspondant aux deux
arétes de la face F] 1nc1dentes aP;.
Définir le triangle (P;, e, e ) et calculer son aire
A] > He X e, J|| et son vecteur normal n} (e X e; )/A]

Le vecteur normal a P; sera calculé par la moyenne de tous les
vecteurs normaux aux triangles incidents pondérée par les

aires :
Z A
z Af

similaires mais qui n’ont été appliquées qu’a des images de profondeur [47].
L’algorithme 3.2 vise a ajuster une surface quadratique autour de chaque
sommet dans le but de calculer formellement les parametres différentiels.

Dans [39], il est souligné que cette classe de méthodes repose fortement
sur la précision du calcul des normales a la surface. Les auteurs proposent
donc un algorithme plus sophistiqué qui s’appuie sur une surface quadra-
tique étendue, ce qui permet de raffiner itérativement le calcul du vecteur
normal.

Dans [6], les auteurs proposent d’utiliser un ajustement polynomial
de degré supérieur a 2. En augmentant le degré, il est possible de calculer
les dérivées des parametres différentiels, ce qui permet de définir des
lignes caractéristiques. Cette méthode est intégrée dans la bibliothéque
open-source CGAL 2 (Computational Geometry Algorithms Library, voir aussi

[7]).

2. http://doc.cgal.org/latest/Jet_fitting_3/classCGAL_1_1Monge__via__jet_
_fitting.html
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Algorithme 3.2 : Calcul des parameétres différentiels par ajuste-
ment local d"une fonction quadratique.

Entrées : Sommet P;, vecteur normal n;

Sorties : Courbures principales (ki (P;), k2(P;)) et directions

principales associées (t1(P;), t2(P;))

début

Définir le plan Il passant par P; et de vecteur normal n;. I'T
correspond au plan tangent en P; au maillage 3D.

Construire un repere orthogonal centré en P; et défini par le
vecteur normal n; et deux vecteurs orthogonaux u et v pris au
hasard dans I1. Par exemple, on peut utiliser (apres
normalisation) u = n; X i et v=n; X u ou i est le premier
vecteur du repére courant.

pour chaque sommet voisin P; € N(P;) faire

L Calculer les coordonnées (u, v, wj) de P; dans ce repére. En

Ajuster localement au maillage 3D une surface paramétrique
définie par un polyndme bivarié de degré 2 (ce qui correspond
au développement de Taylor a I’ordre 2 autour de P;) :

w(u,v) = au® 4 2buv + cv?

w(0,0) = 0 du fait de la définition de l'origine du repére en P; et
les valeurs w(u;, v;) doivent étre aussi proches que possible
des w;.

En introduisant la distance au carré :

E= ) [(aujz- + 2bujv; + cvjz) — wj]?
N(Py)

I’objectif est donc de trouver les parametres a, b et ¢ qui

minimise E. Ceci correspond a une minimisation classique aux

moindres carrés (voir par exemple, la section 15.1 de [41]).
Nous avons maintenant une surface continue autour de P; qui

Nous pouvons donc calculer formellement les courbures
principales (k1(P;), k2(P;)) et les directions principales
associées (t1(P;), t2(P;)).

particulier, w; correspond a la distance entre P; et le plan I'T.

est définie par la fonction paramétrique P(u, v)=(u, v, w(u,v)).
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3.2.6 Calcul des courbures par opérateur de Géométrie Différen-
tielle Discrete

L’objectif de la Géométrie Différentielle Discrete (GDD) est de définir
des opérateurs différentiels géométriques, tels que les courbures Gaus-
sienne ou moyenne directement, a partir de mesures effectuées sur les
éléments discrets d’un maillage 3D, comme 1’aire des faces ou les angles
entre deux sommets. En d’autres termes, tous les calculs sont effectués sans
aucune approximation (voir [10] pour plus de détails).

L’idée est de caractériser la forme locale d"un maillage 3D (que I'on
considére triangulé) au sommet P; par la primitive géométrique la plus
simple afin de calculer la courbure Gaussienne (en s’appuyant sur une
sphére) ou la courbure moyenne (en utilisant des cylindres).

Courbure Gaussienne [33]

Définissons le cone I' par son sommet P, son angle « et la longueur de
sa génératrice [ (voir la figure 3.2, gauche). Le rayon de la base du cone est
alors R = Isinw, ce qui donne le périmetre 27t/ sin «. Si nous découpons
le cone I' le long d’une génératrice et si nous déplions sa surface sur un
plan, nous obtenons un secteur circulaire de rayon [ et d’angle 6 (voir la
figure 3.2, droite). Notons que 27t — 6 est appelé le déficit d’angle ou le défaut
d’angle au point P.

FIGURE 3.2 — Gauche : le cone T est défini par le sommet P, I'angle w et la longueur
de la génératrice . Droite : le cone est développé sur le plan et forme un secteur
circulaire d’angle 6.

Le périmétre du secteur circulaire est 0/. Par construction, il est égal au
périmetre de la base du cone ce qui donne 27t/ sina = 0] ou 27t sina = 6.

Maintenant, introduisons dans le cone une sphére de rayon r. Elle se
stabilise en touchant le cone le long d’un cercle tangent de rayon R. Soit A
l'aire de la calotte sphérique X qui est au-dessus du cercle tangent. Si nous
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notons & la hauteur de la calotte (voir la figure 3.3, gauche), nous avons A =
27trh et donc h = A/27tr. En utilisant les relations du triangle rectangle, il
est facile d’obtenir 1 = r(1 —sina) = r(1 — 6/27). Du coup, a partir des
deux expressions précédentes, nous en déduisons 1/7% = (1/A) (2w — 0).

P

FIGURE 3.3 — Gauche : si nous introduisons la sphere de rayon r dans le cone,
elle se stabilisera le long d’un cercle tangent de rayon R; la calotte sphérique ¥. de
hauteur h et d’aire A se trouve au dessus du cercle. Droite : la courbure Gaussienne
discrete au sommet Py est fondée sur les angles 6, des faces F adjacentes a Py qui
définissent un “déficit d’angle” et sur une “aire” définie autour de P;.

Si nous approximons la courbure Gaussienne en P par la courbure
Gaussienne de la sphére qui est, par définition, égale a 1/r%, nous pouvons
en déduire la formule suivante qui relie la courbure Gaussienne et le déficit
d’angle :

_1
A

Dans un maillage 3D discret, 'ensemble des faces F/ qui partagent le
sommet P; forme un cone généralisé (avec une véritable forme conique
si le maillage est localement convexe ou concave). Il est alors possible
d’obtenir une formule similaire a I'équation 3.1 pour calculer la courbure
Gaussienne :

ke(P) = — (27 — 0) (3.1)

ko(Pi) = (27— Y6
! j

ol 9{ est 'angle de la face Fl.] au sommet P; et A; est une “aire” calculée
autour du sommet P; (voir la figure 3.3, droite).

La démonstration de cette formule est assez complexe car elle fait
intervenir soit le théoréme de Gauss-Bonnet [35], soit 'application de Gauss
[1] ou I’étude des polygones sphériques [32].
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En fait, comme indiqué dans [15], il y a différentes manieres de définir
l'aire A; ce qui donne des résultats différents. Les formulations les plus
utilisées sont : , ‘
— Aire barycentrique. Nous avons alors A; = %Z]- Al ot Al est l'aire
de la face F/.

— Aire mixte (quelquefois appelée aire de Voronoi) [35]. Dans ce cas,
pour chaque face F] , nous effectuons une triangulation de Voronoi
a partir des trois sommets et nous prenons seulement en compte
'aire de la cellule de Voronoi contenant P;.

Nous pouvons trouver une discussion sur ces deux définitions dans
[52].

Courbure moyenne [34, 15]

Supposons que nous remplagons chaque aréte e} entre les sommets P;
et P; par une petite portion cylindrique ¥} de rayon r, qui joint les faces
adjacentes tangentiellement (voir la figure 3.4, gauche). Pour un cylindre
de rayon 7, la courbure principale associée a la génératrice est égale a 0 (le
rayon de courbure est infini le long de la génératrice) alors que 1'autre, qui
est associée a un cercle, est égale a 1/7. Ainsi pour tout point de Z] nous

avonsk; =1/ r] ko = 0 et donc comme courbure moyenne K, =1/ 21’1-.
P; ) P;
e/ P:

FIGURE 3.4 — L'aréte e entre le sommet P; et un somimet voisin Pj est approximée
par la portion cylindrique tangente 27 de rayon r

Soit 7} 'angle entre les vecteurs normaux des deux faces adjacentes
(voir figure 3.4, droite). L'aire de la portion cylindrique X} est égale a
I — A4 ]
Ay =i |leg -
Maintenant, I'idée est d’approximer la courbure moyenne au sommet

P; en effectuant la moyenne des courbures moyennes de chaque £} pondé-
rée par leurs aires. Comme chaque aire concerne deux faces, il faut diviser
le résultat par 2. Nous obtenons alors :
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1 1 i 1 15,1 1 i

k) = - 2340 = 1 E vl = gz Do el

ou A; est l’aire autour de P;. Comme pour la courbure Gaussienne, on
prend souvent pour A; la formule de 1’aire barycentrique ou de 1’aire mixte.

Une autre méthode pour calculer la courbure moyenne a été proposée
dans [35]. Elle est fondée sur la version discrete de I’'opérateur de Laplace-
Beltrami et elle fournit aussi une somme pondérée des longueurs des arétes
incidentes a P;, mais avec des angles différents :

kon(Py) = % " (cota] +cot Bl el
]
ott & et B sont les mesures des angles opposés a l'aréte e} et A est
I’aire mixte. Une discussion sur ces deux formules se trouve dans [34] et
[45].
Dans sa forme la plus simple, I’algorithme s’appuyant sur les opéra-
teurs de Géométrie Différentielle Discrete est décrit dans I'algorithme 3.3.

3.2.7 Calcul de courbures s’appuyant sur les courbures 2D

Un des premiers algorithmes pour calculer des parametres différentiels
sur un maillage 3D a été décrit dans [8]. Il se fonde sur le calcul des rayons
des cercles allant d'un sommet a deux des sommets de son voisinage. Pour
chaque cercle, I'inverse du rayon donne une estimation de la courbure 2D
dans une direction tangente, grace a un théoréme classique de géométrie
différentielle nommé théoreme de Meusnier (voir [38, section 3.3]). En
utilisant I’estimation pour plusieurs cercles, il devient possible d’estimer
les courbures principales grace a un autre théoreme classique de géométrie
différentielle, le théoreme d’Euler (voir [38, section 10.2.1]). L'algorithme 3.4
présente une version simple de I’algorithme.

Notons que dans la méthode originale, le vecteur normal n; était
calculé a partir des vecteurs njy.

Dans [51] et [13], nous pouvons trouver d’autres méthodes similaires
qui sont aussi fondées sur le théoreme d’Euler. Cependant, ’approximation
de la courbure n’utilise qu'un seul voisin Pj mais prend en compte le
vecteur normal n;.
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Algorithme 3.3 : Calcul des parametres différentiels par opéra-
teurs de Géométrie Différentielle Discréte.
Entrée : Sommet P;
Sorties : Courbure Gaussienne kg et moyenne k,,, courbures
principales ( k1 (P;), k2(P;)) et directions principales
associées (t1(P;), t2(P;))

début

pour chaque face Fij adjacentes au sommet P; (qui sont supposées
triangulaires) faire

Calculer laire A{
Calculer I'angle 6/ en P;.
pour chaque aréte e]; faire
Calculer I'angle 7/} entre les deux faces adjacentes.

Calculer A; = %Zj Af
Calculer :

ko(Pi) = (27— 6]
! ]

1 . .
n(B2) = 1 0 [l
gl
]

Calculer kq (P;) et ko(P;) en résolvant I’équation du second
degré donnée par la relation kik; = kg et (k1 +k2)/2 = k.

Calculer les directions principales associées (t1(P;), t2(P;)), par
exemple, par la méthode d’ajustement aux moindres carrés
décrite dans [35, section 5.3].
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Algorithme 3.4 : Calcul des parametres différentiels s’appuyant
sur les courbures 2D.
Entrées : Sommet P;, vecteur normal n;
Sorties : Courbures principales (k1 (P;), k2(P;)) et directions
principales associées (t1(P;), t2(P;))

début
pour chaque couple de sommets voisins de P; : P, Py € N(P;)
faire
Calculer une valeur d"“opposition” M = (P;P;, P;Py). Plus
M est grand, plus les sommets P; et Py sont opposés.
Trier les couples en ordre décroissant de leur valeur
d’opposition et garder les premiers couples dans la liste A.
pour chaque couple Pj, Py de A faire
Calculer le centre Cji du cercle Cj; passant par Pj, P;, Py.
n; = C P/ H CxP; H est le vecteur normal a Cj; en P;.
ki =1/ HCjkPi H est la courbure de Cj; en P;.
Calculer tjx = n; X nji.. Par définition, tji est un vecteur
orthogonal a n; et est donc parallele au plan tangent.
Soit Il le plan normal en P; défini par le vecteur tangent
tji- Le plan contenant Cj; peut étre considéré comme
une rotation de Ij d"un angle a; autour de I'axe
(P;, tji) avec : cosajp = n; - Njy.
Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Meusnier
et nous obtenons une approx1mat1on de la courbure

normale dans la direction t;i par : kt = kjx cos .

Maintenant, nous pouvons appliquer le théoreme d’Euler
pour estimer les courbures pr1nc1pales Nous obtenons
donc : kq cos 0]k + ky sin? O = k] ot O = Z(tq, tjx).

Or, dans un repere tangent decale d’un angle 6y par rapport
a ty, nous pouvons écrire :
k1 COSZ(Q]'k — 90) + ko sinz(ij — 90) = k]tk

Si nous développons :
acos? ik +bcosBj sinby +c sin? Ok = k]tk.

Sinous avons n couples (P]-, Py ), nous obtenons n équations.
En utilisant la méthode des moindres carrés, nous pouvons
calculer a, b et ¢ et par la méme ®y. Cela donne directement
le repere des directions principales (t1(P;), t2(P;)). Enfin,
nous calculons les courbures principales (ki (P;), k2(P;)).
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3.2.8 Calcul des lignes de courbure sur un maillage 3D

Pour extraire les lignes de courbures sur un maillage discret, les au-
teurs de [42] proposent de calculer d’abord les vecteurs des directions
principales t; et t; en tout sommet du maillage 3D. Ceci peut étre effectué
grace a I'une des méthodes présentées plus haut. Il est alors possible d’ob-
tenir ces vecteurs principaux en n’‘importe quel point d"une face (supposée
triangulaire) par interpolation barycentrique des vecteurs des 3 sommets.
Nous allons maintenant construire la ligne de courbure en partant d"un
sommet Py par intégration locale, par face, le long d"une direction princi-
pale sélectionnée t (t correspond donc soit a t;, soit a tz). Pour cela, nous
allons utiliser 1’algorithme 3.5.

Algorithme 3.5 : Calcul d"une ligne de courbure sur un maillage
3D.
Entrées : Sommet Py et vecteur correspondant a la direction
principale sélectionnée tg
Vecteurs de la direction principale sélectionnée t; en
chaque sommet du maillage P;
Longueur maximale de la ligne de courbure max_length
Sortie : Liste des points Ly de la ligne de courbure
début
Lo =Py
k=0
Fy face adjacente a Py dans la direction de to.
tant que (k < max_length) et (Ly n’est pas sur un bord du maillage
3D) faire
Soit Fi;1 la face contenant Ly et opposée a F.
Calculer le vecteur de la direction principale sélectionnée
ti (L) par interpolation barycentrique des vecteurs . 1

associés aux sommets P,i 41 de Fiyr.

Projeter ty sur Fi 1 et normaliser le vecteur obtenu. Nous
obtenons tﬁ.

Déterminer le prochain point de la ligne de courbure par
Lxi1 =L+ htﬁ ou & est une valeur donnée du pas
d’intégration.

Si Li1 est en dehors de la face Fy 4, calculer le point
d’intersection entre Ly Ly 1 et ’aréte intersectée de Fy 1.
Ly 1 sera alors placé a cette intersection.

L k=k+1
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En fait, cet algorithme donne seulement un morceau L™ de la ligne de
courbure. Nous devons maintenant relancer 1’algorithme depuis le sommet
Py mais dans 1’autre sens, suivant —t, pour obtenir le second morceau L™.
La ligne de courbure L passant par Py sera donc obtenue en raboutant L™
et L™.

Mais nous devons traiter d’autres difficultés. D’abord, nous devons
étre stir que tous les vecteurs principaux des 3 sommets de la face sont
orientés de maniere cohérente afin que l'interpolation barycentrique donne
un résultat significatif. Pour cela, il est proposé dans [42] que lorsqu’un
segment P;P; 1 entre dans une nouvelle face F; 1, tous les vecteurs princi-
paux de la face soient orientés de telle fagon que leur produit vectoriel avec
P;P; .1 soit maximal.

D’autre part, la valeur & du pas a une grande influence sur l'intégration
de la ligne de courbure. En particulier, si elle est trop importante, nous
pouvons facilement dévier de la véritable ligne. L'idée est donc d’ajuster
la valeur a chaque étape, en particulier en fonction de la forme locale de
la face courante ;. Nous pouvons trouver dans [42], la formule suivante
qui suppose que les faces sont triangulaires. Cette formule est heuristique
mais fonctionne bien d’apreés de nombreuses expériences et est trés rapide
a calculer :

C
=
2(1 +Z]:1 lx])

ou c est la circonférence de la face triangulaire F; et «; le plus petit
angle entre deux directions principales calculées aux sommets de la face.

Ce schéma d’intégration discrete est amélioré dans [2]. Les auteurs
calculent t! en utilisant un tenseur de courbure 2D qui est obtenu a par-
tir d"une paramétrisation conforme qui aplatit localement la surface. Ils
distinguent deux ensembles de lignes de courbure, correspondant aux cour-
bures principales minimale et maximale. Ils supposent qu’une ligne de
courbure, soit relie deux ombilics, soit est fermée, soit se termine sur un
bord du maillage 3D. Aussi, ils détectent d’abord les ombilics afin d’avoir
des points de départ pour calculer les lignes de courbure. Ils appliquent
un schéma numérique de Runge-Kutta au 4°™ ordre avec un pas adaptatif
s’appuyant sur un tenseur nommé “déviateur”.

Dans [36], les auteurs détaillent une méthode pour détecter la ferme-
ture d’une ligne de courbure. Elle consiste a suivre la distance entre les
deux morceaux de ligne Lt et L™ et le point de départ Py. Si dans les deux
cas, la distance minimale (en dehors du voisinage de Py bien entendu) est
tres faible, la ligne de courbure est considérée comme fermée. Pour autant,
dans la plupart des cas, les deux morceaux L™ et L™ ne sont pas connectés.
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Un champ de distance d est alors créé a partir des points de L™ et L™. La
ligne d’isoparametre d(P) = 0 interpole des points de L™ et L™ et est, par
construction, fermée; elle définit alors la ligne de courbure L.

Notons que dans [28], les auteurs généralisent 1’algorithme ci-dessus
au cas olt nous n’avons plus un maillage 3D mais seulement un nuage de
points 3D, sans aréte, ni face. Il est alors nécessaire d’estimer des plans
tangents en chaque sommet du maillage.

3.3 Caractéristiques topologiques

La topologie est une branche des mathématiques visant a une analyse
qualitative des principales propriétés de certains espaces. En particulier, la
topologie s’intéresse aux caractéristiques invariantes lors de déformations
continues (pas de déchirure ou de collage) de ces espaces. Contrairement
a la géométrie, on ne se soucie donc pas des mesures et des distances,
et on s’intéresse uniquement a des caractéristiques globales des espaces
considérés. Dans cette section, on supposera par souci de simplicité les
surfaces représentées sous forme de complexes simpliciaux, c’est-a-dire de
collections de sommets (0-simplexes), arétes (1-simplexes) et triangles (2-
simplexes) agencés de maniere cohérente, i.e. telle que l'intersection de deux
simplexes soit vide, ou bien soit un simplexe de dimension strictement
inférieure et appartenant au complexe.

3.3.1 Les surfaces topologiques

En topologie, la définition habituelle d"une surface est celle d"une 2-
variété : une surface topologique est un espace bidimensionnel tel que le
voisinage de tout point y est homéomorphe a un disque. On parle de surface
a bord lorsque le voisinage de tout point est homéomorphe soit a un disque,
soit a un demi-disque. La figure 3.5 montre quelques exemples de surfaces
topologiques.

Un des intéréts majeurs de la topologie est qu’elle permet de classer
les surfaces. Rappelons qu'un sous-ensemble compact d"un espace eucli-
dien R” de dimension n est un sous-ensemble fermé (c’est-a-dire que son
complément dans R” est un ouvert) et borné (c’est-a-dire qu’il est contenu
dans une boule euclidienne de rayon fini). Un sous-ensemble d"une sur-
face est connexe s’il ne peut pas étre représenté comme 1'union d’au moins
deux sous-ensembles ouverts disjoints et non vides de la surface. Les sous-
ensembles connexes maximaux d"une surface sont appelés les composantes
connexes de la surface. Le nombre de composantes connexes est la pre-
miere caractéristique topologique permettant de classer les surfaces. Par
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(a) (b) (©) (d)

FIGURE 3.5 — Quelques exemples de surfaces topologiques. (a) Une surface non
connexe (deux composantes connexes). (b) Une surface de genre non nul : le tore.
(c) Une surface non orientable : la bouteille de Klein. (d) Une surface non bornée :
le cylindre infini.
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exemple, les surfaces de la figure 3.5 (b,c,d) ont une seule composante
connexe, alors que la surface de la figure 3.5 (a) en possede deux. La
deuxieme caractéristique topologique d’une surface est appelée le genre
de la surface et découle du théoreme de classification des surfaces :

Toute 2-variété (sans bord) compacte et connexe est homéomorphe
soit & une sphere a g trous, g > 0, soit a une sphére a g bonnets croisés
(cross-caps), § = 13. De plus, une surface homéomorphe a une sphére a
g1 trous ne peut étre homéomorphe ni a une sphere a g, trous si g1 # g2,
ni a une sphere a g» bonnets croisés méme si g1 = g>. Un bonnet croisé est
une surface a bord construite en attachant un ruban de Mdébius au bord
d’un disque. Cette surface n’a qu'une face (donc n’engendre pas de notion
d’intérieur ou d’extérieur) et s’auto-intersecte le long d"un intervalle. g est
appelé le genre de la surface. Une surface homéomorphe a une sphere a g
trous peut étre plongée dans R® (c’est-a-dire qu'il existe une application
f de la surface X dans R® qui définit un homéomorphisme entre X et
f(X)) et est dite orientable, quelque que soit la valeur de g. Une surface
homéomorphe a une sphere a g bonnets croisés ne peut pas étre plongée
dans R? et est dite non orientable, quelque que soit la valeur de g.

Calcul du nombre de composantes connexes et du genre d"une surface

Les composantes connexes d'une surface discrétisée sous forme de
complexe simplicial peuvent étre calculées facilement en temps linéaire
par rapport au nombre de simplexes de la surface en utilisant une struc-

3. Une 2-variété contenant a la fois des trous et des bonnets croisés est en fait homéo-
morphe a une 2-variété ne contenant que des bonnets-croisés, chaque trou étant équivalent
a deux bonnets croisés dans ce cas.
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ture de données d’ensemble disjoint [9]. Une telle structure de données
opere sur des ensembles disjoints dynamiques identifiés par un élément
les représentant. Dans notre cas, ces ensembles contiennent par exemple
les sommets de la surface. Typiquement, une structure de données d’en-
semble disjoint définit une procédure Find(v) qui renvoie le représentant
de I'’ensemble contenant I’élément v, ainsi qu’une procédure Union(v,w)
qui fusionne les ensembles contenant les éléments v et w. Au début un
ensemble est créé par sommet, ne contenant que ce sommet. Calculer les
composantes connexes de la surface revient ensuite a parcourir les arétes
de la surface. Pour chaque aréte vw, on a uniquement besoin de trouver les
ensembles contenant les sommets v et w et de les fusionner s’ils different,
afin de garder un unique ensemble par composante connexe. Les deux
procédures Find(v) et Union(v,w) ont un cotit amorti presque constant si
les ensembles sont implémentés avec des foréts et les procédures écrites
avec précaution [9], ce qui rend le cotit total linéaire.

Le genre d'une surface connexe X se calcule facilement a partir de
sa caractéristique d’Euler x(X), comme nous le verrons dans la section
suivante. Par ailleurs, la formule d’Euler dit que cette caractéristique d’Euler
peut étre calculée comme la somme alternée du nombre d’éléments de
dimensions successives : x(X) = V —E+ T avec V, E et T le nombre
de sommets, arétes et triangles, respectivement. On peut donc calculer
g a partir de V, E et T. Notons que si la surface n’est pas connexe, les
caractéristiques d’Euler de ses composantes connexes s’additionnent. Par
exemple, si X comporte deux composantes connexes X; et X», alors x(X) =

x(X1) +x(Xa2).

3.3.2 Homologie

L’homologie est une technique mathématique permettant le calcul d’in-
variants topologiques plus fins que le nombre de composantes connexes et
le genre. Les caractéristiques qu’étudie I’'homologie sont des cycles de sim-
plexes de dimension k pour tout k plus petit que la dimension du complexe
simplicial considéré (2 en ce qui nous concerne puisqu’on s’intéresse aux
surfaces), et donc appelés k-cycles. Parmi ces cycles, ’'homologie s’intéresse
plus particulierement aux classes d’équivalence de cycles qui ne sont pas le
bord d"un sous-ensemble de dimension k + 1 du complexe, et qu’on appelle
des chaines.

L’homologie est décrite en termes de groupes d’homologie. Chaque
groupe d’homologie Hy(X) d’une surface X contient les classes d’équiva-
lence des k-cycles de X qui ne sont pas un bord. Détaillons I'exemple de la
2-sphere. Les O-cycles sont les points de la sphere. Aucun point ne forme
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le bord d’une courbe sur la spheére (sous-ensemble de dimension 1 de la
sphere) car une courbe comporte soit deux extrémités, soit aucune si elle
est fermée. Tous les points d"une sphere sont homologues (c’est-a-dire ap-
partiennent a la méme classe d’équivalence pour I’homologie), en gros car
chacun d’entre eux peut étre déplacé de maniere continue vers un autre sur
la sphere le long d’une courbe appartenant a la sphere (car la sphére est
connexe). Ainsi, Hy(X) contient une unique classe d’équivalence. H; (X)
ne contient aucune classe d’équivalence car tout cycle fait de courbes est le
bord d"un sous-ensemble connexe de dimension 2 de la sphere. Puisque
la sphere est de dimension 2, elle ne contient pas de sous-ensemble de
dimension 3, donc aucun cycle surfacique (i.e. de dimension 2) n’est un
bord. Tous ces cycles étant encore une fois équivalents, H(X) contient
également une unique classe d’équivalence. Dans le cas d"un tore, Hy(X)
et Hy(X) contiennent également une unique classe d’équivalence chacun,
mais cette fois Hq(X) contient deux classes d’équivalence, représentées par
les deux cycles visibles sur la figure 3.6 (b). Notons qu’aucun de ces deux
cycles n’est le bord d’un sous-ensemble du tore, car un tel sous-ensemble
nécessiterait des courbes supplémentaires pour compléter ce bord.

(b)

FIGURE 3.6 — (a) Exemples d'un 1-cycle et d"un 2-cycle sur la sphere. (b) Deux
1-cycles représentant les deux classes d’équivalence dans Hy (X) pour le tore.

Les rangs by des groupes d’homologie Hi(X) sont appelés nombres de
Betti. by possede une interprétation géométrique simple : il s’agit du nombre
de composantes connexes de X. by correspond au nombre de courbes fer-
mées non équivalentes, qui vaut deux fois le genre de la surface si X est
une surface orientable, et le genre moins un si X est une surface non orien-
table. b, peut étre interprété comme le nombre d’espaces de dimension
3 entourés par la surface. Il vaut un si X est orientable puisque dans ce
cas X sépare 'espace tridimensionnel en deux sous-espaces, en vertu du
théoreme de Jordan-Brouwer. Il vaut zéro sinon, car une surface non orien-
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table n’est le bord d’aucun objet de dimension 3. La somme alternée des
nombres de Betti by — by + b, est appelée la caractéristique d’Euler x(X) de la
surface. Ainsi, la caractéristique d’Euler d"une surface connexe orientable
vaut 2 — 2g avec g le genre de la surface, et la caractéristique d’Euler d"une
surface non orientable vaut 2 — g.

Dans le cas des surfaces non orientables, ’homologie s’intéresse aussi
aux k-cycles qui ne sont le bord d’aucune chaine de dimension k + 1 mais
qui deviennent un bord si on les “prend” Ay fois. Ces nombres A sont
appelés coefficients de torsion. Ils permettent de classer les k-cycles non
orientables. Par exemple, une bouteille de Klein (voir la figure 3.5 (c))
possede un coefficient de torsion A égal a 2.

Les nombres de Betti b, et les coefficients de torsion A, donnent
I'information homologique complete d’une surface. Tout ensemble de
b + Ak k-cycles représentatifs (un par classe d’équivalence de Hy (X)) est
appelé un ensemble de k-générateurs de la surface.

Calcul des groupes d’homologie

La maniere la plus classique de calculer les groupes d’homologie d"une
surface représentée sous forme de complexe simplicial est de réduire ses
matrices d’incidence a une forme canonique appelée la forme normale de
Smith (FNS) [14]. Les matrices d’incidence sont des matrices d’entiers qui
codent quels simplexes du complexe simplicial sont le bord d’un sim-
plexe de plus grande dimension. Ordonnons arbitrairement les simplexes
ok,...,0f de dimension k quelconque du complexe simplicial; alors I'é1é-
ment a la ligkne1 i+ 1 et la colonne j + 1 de la matrice (ki’ilncidence I¥ est

égal a 0 si o n’appartient pas au bord de ¢¥, 1 si ;" appartient au

bord de ¥ et —1 si —a]’f’l (le méme simplexe mais d’orientation opposée)
appartient au bord de c¥. Par exemple, dans le cas simple d'un complexe

composé d’'un triangle (73 et de ses sommets incidents (78, (7?, (Tg et arétes

1 10
og =030, 0l =0)0), 03 =00, onal' =0 1 1]etl?’=(1 1 1).
1 01

Une matrice d’incidence I* est généralement de taille gigantesque puisque
celle-ci vaut le nombre de simplexes de dimension k — 1 fois le nombre
de simplexes de dimension k. Sa FNS est une matrice diagonale avec un
nombre limité d’éléments diagonaux non nuls. Cependant, la réduction
d’une matrice d'incidence a sa FNS est tres cotiteuse en temps. Les meilleurs
algorithmes actuels, comme celui de [14], possédent une complexité super-
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cubique. Cette méthode est donc uniquement applicable en pratique pour
des complexes simpliciaux de petite taille.

Afin de calculer I'information homologique de complexes simpliciaux
de grande taille, une approche est de réduire le complexe a un complexe
contenant significativement moins de simplexes, tout en préservant son
homologie. La théorie de Morse discreéte, introduite par Forman [18], peut
étre utilisée a cette fin. La théorie de Morse est un outil mathématique d’étude
de la topologie d"une variété X avec des fonctions différentiables f. Plus
précisément, f étant lisse, la ligne de niveau des points de X partageant la
méme valeur pour f est ordinairement un ensemble de courbes fermées
sur X. Les cas dégénérés apparaissent lorsque la topologie de la ligne de
niveau change, par exemple lorsque deux courbes fermées se rejoignent.
Ces cas correspondent aux points pour lesquels le gradient de f disparait.
Ces points sont appelés points critiques de f sur X. Pour la plupart des
fonctions, dites fonctions de Morse, les points critiques sont isolés et la ligne
de niveau correspondante soit est réduite a un unique point, soit comprend
plusieurs courbes fermées se rejoignant au point critique. Dans le premier
cas, le point correspond a un minimum ou un maximum local de f, alors
que dans le second cas on 'appelle point selle (voir la figure 3.7 (a)). L'indice
d’un point critique x est le nombre de valeurs propres négatives de sa
matrice hessienne (la matrice des dérivées secondes de f en x). Dans le cas
d’une surface, cet indice est égal a zéro pour un minimum local, un pour
un point selle et deux pour un maximum local. Toutes ces notions et les
résultats liés ont été étendus au cas discret par Robin Forman en 1998 [18].
En particulier, plusieurs inégalités relient le nombre 7; de points critiques
d’indice i et les nombres de Betti. Soit k la dimension de la variété X (k = 2
dans notre cas). Alors :

X(X)=by—by+-- b =ng—n +-- Lt (3.2)
Vie [0,k],n; = b; (3.3)
Vi e [O,k],ni—ni,1+-~ﬂ:no >b,—b,_ 1+ ---%by. (3.4)

Les équations (3.3) et (3.4) sont appelées inégalités faibles de Morse et inégalités
fortes de Morse, respectivement. Elles peuvent étre utilisées pour calculer
de maniere efficace les nombres de Betti, puisque seuls les points critiques
d’une fonction de Morse f ont besoin d’étre calculés. Cette fonction de
Morse doit cependant étre choisie avec précaution, de maniere a garder
son nombre de points critiques faible par rapport a la taille du complexe
simplicial. Ce nombre peut parfois rester élevé malgré tout. Les champs de
vecteurs discrets homologiques ont été proposés récemment pour résoudre
ce probleme [21].
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Une troisieme catégorie d’approche utilise la théorie de 1’homologie
constructive [43] afin de calculer I'homologie d"un complexe simplicial. Par
exemple, Boltcheva et al. [4] décomposent le complexe simplicial étudié
en composantes dites variété-connexes [26], dont ’homologie se calcule
ensuite indépendamment les unes des autres. Ceci se fait par réduction des
matrices d’incidence correspondantes en leur FNS, ce qui est rapide car
chaque composante est petite. L'homologie du complexe global est ensuite
déduite en calculant itérativement ’homologie de sous-complexes A U B
a partir de '’homologie de A, B et AN B, et en partant des composantes
variété-connexes.

3.3.3 Un exemple de caractéristiques topologico-géométriques :
graphe de Reeb et complexe de Morse-Smale

Comme on l’a vu, dans la théorie de Morse les points critiques d'une
fonction lisse f sur la surface sont utilisés pour calculer les nombres de
Betti. On peut en fait aller plus loin et connecter ces points critiques, selon
f mais aussi selon la géométrie de la surface.

Soit X une surface et f une fonction de Morse lisse définie sur X.
Connecter chaque point critique de f a ses “voisins” génere un squelette
topologique de la surface (voir la figure 3.7 (a)). Ce squelette est un graphe,
appelé graphe de Reeb. Le graphe de Reeb de f sur X est formellement
défini comme l'espace quotient X/ ~, avec ~ la relation d’équivalence
sur X telle que x1 ~ xp <= f(x1) = f(x2) et x1 et xp appartiennent
a la méme composante connexe de f~1(f(x1)). Les nceuds du graphe de
Reeb correspondent aux points critiques de f, et ses arétes sont créées en
balayant les lignes de niveau de f et en rétrécissant chaque composante
connexe de ces lignes entre deux points critiques en une courbe. Notons
que la définition d"un graphe de Reeb s’étend a des espaces plus généraux
que les surfaces. On parle aussi parfois de graphe des contours.

Au-dela de la “contraction” d"une surface en un squelette topologique,
les points critiques d'une fonction de Morse f peuvent étre utilisés pour
décomposer la surface en cellules. Pour cela, nous nous intéressons aux
lignes intégrales de f, c’est-a-dire les courbes paramétriques 7 : [0, +-00) —
X vérifiant la condition :

(1) = V(1))

Cette condition exprime qu’en chacun de ses points la vitesse le long
de la courbe doit correspondre au gradient de f. Remarquons que toute
ligne intégrale sur X se termine en un point critique de f, ou sa vitesse
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devient alors nulle. En effet les points critiques sont par définition les points
ot le gradient de f disparait. Soit x un point critique de f, I'ensemble
des lignes intégrales de f convergeant en x est une cellule appelée la
variété descendante de x. De maniére équivalente, I’ensemble des lignes
intégrales de — f convergeant en x est appelé la variété ascendante de x. La
dimension de ces variétés dépend de l'indice i du point critique. La variété
descendante d'un minimum local (i = 0) est réduite au point lui-méme,
tandis que sa variété ascendante est une cellule de dimension 2, c’est-a-dire
un morceau continu de la surface. Réciproquement, la variété descendante
d’un maximum local (i = 2) est une cellule de dimension 2 alors que sa
variété ascendante est réduite au point critique. La variété descendante tout
comme la variété ascendante d’un point selle (i = 1) sont des cellules de
dimension 1, c’est-a-dire des courbes sur la surface. Prises toutes ensemble,
les variétés descendantes décomposent X en un complexe cellulaire (un
ensemble de cellules telles que le bord d’une cellule de dimension k est
l"'union de cellules de dimension k — 1) appelé complexe de Morse descendant.
De méme, les variétés ascendantes définissent le complexe de Morse ascendant.
Dans le cas ot toute variété descendante intersecte toute variété ascendante
uniquement de maniére transversale, f est dite fonction de Morse-Smale et
lI'intersection du complexe de Morse descendant et du complexe de Morse
ascendant est appelé complexe de Morse-Smale de f.

Un complexe de Morse-Smale sur une surface est une collection de
cellules quadrangulaires de dimension 2, ayant chacune pour sommets
deux points critiques, un minimum local et un maximum local, et dont le
bord est constitué de courbes joignant soit un minimum local a un point
critique, soit un point critique a un maximum local (jamais deux points
critiques). La figure 3.7 (b) présente un complexe de Morse-Smale possible
pour la surface et la fonction de la figure 3.7 (a).

De nombreuses méthodes ont été proposées pour calculer efficacement
les complexes de Morse-Smale sur des surfaces discretes, voir [17] pour
un état de I’art. Un des intéréts principaux de ces complexes réside en leur
simplification, pour des applications a la fois topologiques et géométriques.
Comme expliqué auparavant, les fonctions de Morse peuvent avoir beau-
coup de points critiques sur la surface, ce qui rend les algorithmes de calcul
de I'homologie particuliérement cotiteux en temps. Simplifier un complexe
de Morse-Smale permet de supprimer les points critiques “superflus” de
maniere itérative, en fusionnant une paire maximum local-point selle en un
maximum local ou une paire minimum local-point selle en un minimum
local. Ceci conduit a des algorithmes de calcul de I’homologie plus efficaces.
D’un point de vue géométrique, les complexes de Morse-Smale ont été
largement utilisés pour 1’analyse et la simplification de champs de vecteurs,
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FIGURE 3.7 — (a) Théorie de Morse : exemple 2D avec une fonction de hauteur f.
Les points critiques sont en bleu (minima locaux), rouge (maxima locaux) et vert
(points selles). Quelques lignes de niveau sont représentées en lignes pointillées.
Le graphe de Reeb de f est en vert. (b) Complexe de Morse-Smale de la fonction f.
Les courbes bleues sont les variétés descendantes des points selles, tandis que les
courbes rouges sont leurs variétés ascendantes.

voir par exemple [22]. Dans ce cas, la fonction de Morse-Smale f est choisie
de maniere a ce que son champ de gradient corresponde au champ de
vecteurs. Une autre application des complexes de Morse-Smale concerne la
segmentation hiérarchique de la surface. Celle-ci a montré son intérét en
particulier en biologie structurelle [37].

3.4 Conclusion

Dans ce cours, nous avons vu qu’un maillage 3D pouvait principale-
ment étre analysé de deux manieres : soit en considérant sa géométrie, soit
en caractérisant sa topologie. Ces deux fagons de “voir” un objet 3D, ces
deux angles différents pour la compréhension d’une forme, peuvent étre
totalement décorrélés ou bien partiellement liés. Certaines approches mé-
langent en effet la géométrie et la topologie, soit en proposant des solutions
géométriques qui prennent en compte certaines garanties topologiques,
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soit au contraire en analysant la topologie et en ajoutant quelques notions
géométriques qui enrichissent ainsi la compréhension de la forme.

La premiere moitié du cours était dédiée a 1'étude de la géométrie
d’une forme, notamment a l'aide d’un outil puissant issu de la géométrie
différentielle : les courbures. L'enjeu repose ici sur la transposition du calcul
de parametres différentiels non plus dans le monde continu, mais dans
le monde du maillage surfacique plongé dans I'espace tridimensionnel.
Pour aller plus loin, une fois le calcul de ces estimateurs effectué, on peut
s’intéresser a leur utilisation. Des caractéristiques géométriques pertinentes
peuvent alors étre extraites des maillages 3D. Par exemple, sil’on considere
des caractéristiques linéiques, des lignes de crétes peuvent étre calculées
[53]. Elles correspondent a des ensembles de sommets dont les variations
des courbures sont extrémales, et elles peuvent étre liées a des éléments
visuels, voire sémantiques. Parfois, le contexte peut étre pris en compte
et ces lignes peuvent avoir un sens dans les domaines de la géologie, de
la planétologie, de la médecine, de la biologie, etc. Les algorithmes pour
extraire ces lignes sont nombreux, et certains ont une considération pour
la topologie des entités calculées, par exemple, en veillant a préserver la
connexité des lignes, ou les cycles qui pourraient exister sur des zones de la
surface a traiter [29]. Outre ces attributs linéiques, il est également possible
de calculer des caractéristiques surfaciques sur un maillage, en détectant des
zones ayant des propriétés différentielles similaires et en groupant les som-
mets d’apres de tels critéres. On parle alors de “segmentation de maillages”
[44]. Certains travaux vont plus loin en proposant des techniques pour
extraire des caractéristiques d’ordre structurel : des graphes sont utilisés
pour expliciter 'agencement des différentes zones similaires, et permettent
ainsi de mettre en évidence certains motifs dans les formes [40].

La deuxieme moitié du cours était consacrée a 1’étude de la topologie
d’une forme, en particulier au calcul d’invariants topologiques et de I’ho-
mologie. Des structures topologiques enrichies de notions géométriques
telles que les graphes de Reeb et les complexes de Morse-Smale ont été
présentées, mais il est possible d’aller plus loin encore dans 1’analyse de la
topologie avec des considérations géométriques. Il est par exemple intéres-
sant de pouvoir mieux comprendre l'agencement, la structure et 1’allure
d’une forme en observant la création et la disparition de ses composantes
connexes, de ses trous ou de ses cavités a I’aide d’une fonction dite de
“filtration”. Ainsi, la notion de persistance homologique a été utilisée dans
de nombreux algorithmes permettant de comprendre la facon dont ces
invariants naissent, meurent ou perdurent lorsque ’on fait varier une fonc-
tion sur la surface [16]. Ils aident a la détection et a la filtration du bruit
topologique, a la mise en évidence de structures plus ou moins importantes
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et qui ont un sens géométrique, a la détection de caractéristiques difficiles
a observer d"un point de vue purement visuel. Il est également possible, a
’aide de ces techniques, de “quantifier” la topologie d"une forme : la taille
des trous, leur épaisseur ou leur fragilité peuvent étre calculées et ainsi
enrichir I’analyse topologique d’estimateurs géométriques pertinents [20].
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