1G4 - Polytech Montpellier

Vincent Berry

ComplexitZ

Cours 1
Evaluation de la complexité
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Motivation

Un ingénieur doit avoir une bofte a outils
méthodologiques pour pouvoir :

comprendre quel est le probleme
vers quel type de solutions se tourner
comment la mettre en oeuvre

savoir si un prototype/implémentation
passera a I’échelle (anticiper)




Objectifs de ce cours

En quelques séances (4 x 1h30 CM, 5 x 1h30 TD, CC écrit donc q. de cours)
Savoir évaluer
la complexité d"une solution
la difficulté d’un probleme (variantes de problemes combinatoires récurrents)
Savoir réagir : arsenal de techniques de résolution

Savoir se documenter : derriére les problémes rencontrés par les ingénieurs en
pratique se cachent souvent des problemes déja bien étudiés :

les reconnaitre (réductions)

trouver des informations sur la facon de les résoudre (documentation,
veille technologique : culture G a former)
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Quelques exemples
tirZs de stages et projets industriels (Polytech MTP)

1 - Salon mettant en rapport entreprises et étudiants
demandeurs d’emploi :

candidat -> entreprises qu’il veut voir
entreprise -> créneaux disponibles

PBM a résoudre = préparer un planning affectant des rendez-vous
(candidat,entreprise)

Question = peut-on satisfaire tout le monde ?

Contrainte : ’algorithme doit tourner vite (mise a jour en temps réel)




Quelques exemples

tirZs de stages et projets industriels (Polytech MTP)

1 - Salon mettant en rapport entreprises et demandeurs
d’emploi

Questions naturelles :
quelle modélisation ?
le probléeme est-il connu ?
quelles solutions sont possibles ?

quel compromis facilité / temps calcul / optimalité ?

Quelques exemples

tirZs de stages et projets industriels (Polytech MTP)

2 - Dictionnaire stocké dans un SGBD questionné via un serveur web
Données :

deux langues L1 et L2

1 motdeLl->{motsde L2}
Question : on veut inverser : L2 -> tab de mots de L1

1ére solution pratique : pas de réponse aprés d'une heure de traitement. Que faut-il
faire ?

Parametres a prendre en compte !
cotit de chaque connexion au SGBD
cotit de chaque requéte sur L1 (requéte d’interrogation)

cotit du recalcul des index a chaque modification de L2 (requéte de
modification)

Morale : I'algorithme doit prendre en compte I'acquisition et la production de
données quand les tailles de celles-ci ne sont pas négligeables Te o




Quelques exemples

tirZs de stages et projets industriels (Polytech MTP)

3 - Affectation de n ressources a p endroits :
ex : chafne de traitement, députés, ...
PBM a résoudre : on veut que
max (| ai/ni - aj/njl) soit minimum

ou ai est le nb de députés dans la circonscription i est ni est le nb de
personnes de cette circ.

Quelques exemples

tirZs de stages et projets industriels (Polytech MTP)

4 - Réconciliation d’une base de données

une base de données est partagée entre un serveur et un
itinérant utilisant un pocket PC.

Sur chacune de ces machines on conserve la liste des
modifications faites dans la journée avec ’heure de chaque
modification.

PBM = reconstituer la base de données en fonction des
modifications de la journée de fagon a en prendre un
maximum en compte (parfois conflits).




Quelques exemples

tirZs de stages et projets industriels (Polytech MTP)

5 - Planification d'une session d’examens :

N examens doivent se dérouler

Certains examens ne peuvent pas se chevaucher (ei,ej)
Questions :

Est-il possible que tous les examens se déroulent en 5 jours ?

Si on utilise s salles ayant chacune un effectif ti donné, combien de
jours d’examens seront nécessaires ?

Modélisation sous la forme d’une partition min de stables dans un graphe

Solution ? on ne connait pas de solution exacte en temps polynomial

Quelques exemples
tirZs de stages et projets industriels (Polytech MTP)

6 - Probleme de logistique : une entreprise doit rationaliser la fagon dont elle
approvisionne ses différents centres frangais.

liste des villes o1 un camion de livraison doit passer
distances et temps de trajet entre villes

contrainte : algorithme rapide car recalculs fréquents : la quantité de matériel a
livrer a chaque centre est variable.

Questions :
quelle route pour minimiser les cotits (= fonction distance)
combien de temps pour desservir tous les centres ?

combien de camions si on veut approvisionner tous les centres en moins de 2
jours ?

Modélisation -> circuit hamiltonien dans un graphe.

Solution ? aucune connue ayant un temps polynomial




Plan

< Modele de calcul : la RAM, vision d’un programme sous la forme d’une fonction ou d'un
langage

= Rappels sur la complexité d'un algorithme

= Définitions & regles (notamment pour les programmes récursifs)
« Calculabilité :

» modele de la machine de Turing

« Problémes semi-décidables et non décidables
= Classes de problemes P et NP

« définitions & réductions

Complexité paramétrique : comment tourner un pbm difficile en pbm facile
o Guide de survie face a un probleme «difficile»

o rappel sur la programmation dynamique / mémoisation

o énumération et branch & bound

o algorithmes gloutons ayant des garanties (algorithmes d’approximation)
o Documentation sur les problemes rencontrés / rencontrables

o modélisations et formalismes : graphes, logique, ...

(]
o sources d’information sur le web 1GIO e

Analyse dOun algorithme

Analyser un algorithme :

une telle étude permet de prévoir les ressources nécessaires :
temps calcul, temps E/S, espace mémoire, bande passante, ...

modele de machine pour «calculer»

évaluer le temps de calcul / I’espace mémoire. Ils
dépendent :

de la machine (jeu d’instructions, ...)
de la taille de la donnée

de la nature de la donnée (cas favorable / défavorable)




modele R.A.M.

Une zone d’entrée en lecture seule : x1,x2,...

Une zone de sortie en écriture seule : y1,12,...

un programme non modifiable

une zone mémoire composée de registres : r0,r1,r2,...

10 est 'accumulateur stockant le résultat des opérations

modele R.A.M.

Programme = séquence d’instructions (ayant éventuellement une étiquette)

Le nom exact des instructions importe peu, leur fonctionnalités sont proches de celles
des ordinateurs actuels :

»
4

Instruction = code de I'opération + Opérande. Exemples :




modele R.A.M.

Un programme RAM est
une procédure de calcul bien définie
qui en fonction d’une entrée (ensemble de valeurs)
produit une sortie (ensemble de valeurs)

Vision mathématiques : c’est une application partielle (cas ol il ne
finit pas), ce donne lieu a deux interprétations bien connues :

*

Evaluer un algonthme

Questions qui se posent sur un programme :
Arrét - Correction - Complexité

Outils :
invariants

théorie de la complexité au sens large




ComplexitZ dOun algorithme

Evaluation du temps calcul d'un programme :

on compte le nombre d’opérations élémentaires (dont le temps
d’exécution est < Cte)

dans le plus mauvais cas
» plus simple a calculer qu’en moyenne
» garantie

en fonction de la taille de la donnée :

Taille de la donnZe

elle doit étre exprimée dans un codage «raisonnable».
Exemples :

deux «petits» entiers : 2

tableau ou ensemble de 1 éléments : n

algorithme sur des graphes a n sommets : n+m




ComplexitZ dOun algorithme

Ordre de grandeur

1. Le temps dOexZcution dZpend de la taille des donnZes :
Soit N cette taille,

on veut une expression Ty (N) du temps dOexZcution du programme.

2. Le temps dOexZcution varie dOun facteur plus ou moins caasit dOun ordinateur

“un autre.

3. Latemps dOexZcution pour les petites donnZes est nZgligeble

I On calcule seulement IQordre de grandeur del (n) " une constante pres.

[ )

Notation de Landau

Caractérise le comportement asymptotique de la complexité
d’un algorithme (i.e. quand n — o0)

c.f(n)
T(n)

g(n)

T(n)eO(f(n)) < dc,ng> 1 tels que
vn >np, T(n) <c.f(n)




Notation de Landau

Caractérise le comportement asymptotique de la complexité
d’un algorithme (i.e. quand 1 — o0)

c.f(n)
T(n)

g(n)

n

T(n) € O(f(n)) < deci,c2,n0 >0, tels que
Vn > nog,c1.f(n) <T(n) <c.f(n)

Exemples

T(N)=2n°+6n°+12n+20 = O(n®
T(n)=nlogn+4n+10 = O(nlogn)
2n
T(N)=12,n"+ == = 02"

16




ComplexitZ dOun algorithme

Evaluation de T (n) sZquence

Somme des cozts.
Traitement1 Ti(n)
Traitement2 T2(n)

ComplexitZ dOun algorithme

Evaluation de T (n) embranchement

Max des cozts :

si < condition > alors
Traitementl T; (n)

sinon
Traitement2 T, (n)




ComplexitZ dOun algorithme

Evaluation de T (n) boucle

Sommes des cozts de chaque passage

tant que < condition > faire
Traitementl T:(n)

fin faire

Evaluation de T (n) (fonctions récursives)

fonction exemple-recursive (n)
si (N> 1) alors

—h

2 Recursive(n/ 2), cout T(n/ 2)
3 Traitement(n), cout C(n)
4 Recursive(n/ 2), colt T(n/2)

Equation récursive

[ J

siC(n)=1alorsT(n)= K xn
siC(n) = nalors T(n) = K xn xlogn

pour K une constante




Exemple : tri a bulle.

fonction Tri (S, n)

.

2
3
4

pour i := N a 2 faire

pourj :=1ai — 1 faire

si (S[j]>S]j +1]) alors [
permuter S|j| et S[j + 1] dans S,

Les principales classes de complexitZ

Algorithmes polynomiaux :

O(1)

O(log n)

O(n)

O(n log n)

On?)

O(n3)

N\ N\ DN NIC DN
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RZsistance au progres

On pourrait penser qu’au fur et a mesure que les ordinateurs sont

plus rapides, 'importance d’avoir un algorithme efficace soit

moindre...

® Quelle est la taille maximale du probleme que I'on peut traiter ?

f(n) En 1 seconde En 1 minute En 1 heure
n 1x 108 6 x 107 3.6 x10°
400n 2500 150 000 9x 108
2n? 707 5477 42426
n* 31 88 244
2n 19 25 31

RZsistance au progres

e Si m est la taille maximale que I'on pouvait traiter en un temps donné,
que devient m si I'on recgoit de notre sponsor favori un processeur 256

fois plus rapide?

f(n) Nouvelle taille maximale
n 256m
400n 256m
2n? 16m
n* 4m
2n m+8

De ce calcul il ressort qu’il vaut bien mieux passer d'un algorithme
exponentiel a un algorithme polynomial que d’attendre apres les progres
technologiques (tant que les ordinateurs utilisent le méme modele de calcul)




PrZcautions

La régle générale s’applique mais donne dans ce cas une équation récurrente.

|

Attention O ne s’applique qu’a une fonction déja définie.
Pour les appels récursifs, il ne faut pas employer O.

Exemple 1

ig+o ,,,,,,,,

[ PrZcautions }
T(n)=Tn-1) | T'(n)=2T(n—1)

Te o




PrZcautions }

Exemple 2

On pourrait croire que

T(0) = O(1)
T(1) = O(1) + O(1) = O(1)

et que par induction :

T(n) = O(1), ce qui est évidemment faux puisque 1'(n) = @44.)...

-~

[ Equations rZcursives }
fCas, gZnZral

T(n)=ax T(n/b)+ f(n)

® mZthode par substitution,
® mZthode par dZveloppement itZratif,
® mZthode gZnZrale.




RZsolution de rZcurences

Soit une récurrence :

T'(n)=a.T((nm)+f(n) e T(1)=c

Résolution par méthode de substitution :

nécessite de pressentir la solution : T(n) = g(n)

Conclusion de la preuve : a . g(n/b) + f(n) = g(n)

a démontrer en fixant les constantes

permet de borner une expression soit par exces soit
par défaut

RZsolution de rZcurmrences

Résolution par méthode de substitution :

Exemple :

fonction RechercheDichotomique ( x, T[1..n])

1 g:=0,d=n+1, e 2
2 tantque (g<d-1) faire
3 si (x > T[inf(g+d)/2)] alors
4 g :=(g +d)/2,
5
6

sinon

d:= (g +d)/2,
7 Pn tant que
8 renvoyer d

Nombre d’itérations [ ]




RZsolution de rZcurences

Résolution par méthode de substitution
(1) T(n)=1+T(n2) et T(1)=1

En habitué, on pressent une solution en O(n log ). On pose donc
I’hypothese :

T(n)=a.logn+c (2)
Conclusion : T(n)=logn+1

RZsolution de rZcurences

Méthode itérative
n’oblige pas a deviner la réponse
nécessite plus de manipulations algébriques

Idée = développer la récurrence (itérer) et
I’exprimer sous la forme de sommations
dépendant de n et des conditions initiales,
puis simplifier les sommations




RZsolution de rZcurences

MZthode itZrative [rappel sommations]

RZsolution de rZcurmrences

Méthode itérative

Exemple :
fonction Tri Fusion ( T[1..n]) Cofits :

1 si(n=1)alors renvoyer T
2 décomposer TenTietTo

3 Ty := Tri Fusion ( Ty)

4 To:= Tri Fusion ( T2)

5 T:= fusion(Ty, T2)

6 renvoyer T L y

T(n) = [ ] i




RZsolution de rZcurences

Méthode itérative

T(1)=1
T(n)=2n+1+2T(n/?2)

s

Arbre récursif : \

RZsolution de rZcurences

Méthode itérative [Equations récursives]

N

hauteur !log, n" /\ /\

/N /N NN
AN AW ANV AWANVAWANIVA

T(n)=n#!logy n"

risualise les itérations de la récurrence




mZthode GZnZrale

équation récurrente ou... T(n)= O(...)
T(n)= cT(n—1)+ bk | c=1 nk+l
" c>1 cn
T(n) = cT'(n/d)+ bn* | c> dF nlogac
c=d* n* logn
" c < d” nk

Exemple : retour sur le tri fusion :

[ mZthode GZnZrale

_ Une variante du théoréeme précédent :
T(n) = axT(n/b)+ f(n)

aveca> 1, b>1letf(n) est positive asymptotiquement.

® side> 0, f(n)= O(n'°% =) alors T(n) = ! (n'°% ),
® sif(n)=1! (n'% %) alors T(n)=! (n'°% @ x Ig n),

® side> 0, f(n)="(n'9 @*¢) et

Le tri par fusion (T(n)=2n+1+2 T(n/2)) estdanslecas 2:

a=b=2etf(n)=2n+1="1(n)etT(n)="! (nlog n)

sidc< 1, dng, Vn>ny, axf(n/b) <cxf(n)alorsT(n)=

L (f(n))
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