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In tro duction

Le domaine de rec herc he de la programmation par con train tes mêle In telligence

Arti�cielle, Calcul Sym b olique et Logique Computationnelle. Depuis sa formalisation

par Mon tanari [Mon74] puis Mac kw orth [Mac77 ], la Programmation par Con train tes a

été appliquée a v ec succès dans de nom breux domaines. Les récen tes utilisations de la

programmation par con train tes incluen t l'analyse de la cohérence géométrique dans les

scènes graphiques [MC02], les problèmes d'optimisation (l'allo cation de ressources par

exemple) [W al96 ], la biologie moléculaire a v ec le séquençage d'ADN [ZGS08 ], etc . . .

Depuis les années 60 et le calcul des situations de McCarth y [McC63], les c herc heurs

étudien t activ emen t la plani�cation de tâc hes. Le problème t ypique de plani�cation de

tâc he est de trouv er un plan d'actions successiv es à e�ectuer p ermettan t d'év oluer d'un

état initial v ers un ob jectif. Les plani�cateurs de première génération supp osaien t des

h yp othèses fortes sur les données. Notammen t, l'état initial et les e�ets des actions

p ossibles étaien t en tièremen t conn us. Ces restrictions limiten t énormémen t les p ossi-

bilités d'applications de ces métho des p our des problèmes réels. Cep endan t, depuis le

milieu des années 90, les c herc heurs de ce domaine se p enc hen t sur la plani�cation en

présence d'incertain [Bly99]. Ils relâc hen t p our cela certaines restrictions sur les h yp o-

thèses faites, en particulier le fait que l'en vironnemen t soit en tièremen t conn u et qu'il

ne subisse aucune in�uence extérieure sur laquelle on n'aurait pas de con trôle. L'in térêt

p our la programmation par con train tes dans le domaine de la plani�cation de tâc hes

s'est accru récemmen t [NFF

+
05].

L'ob jectif initial de cette thèse est l'étude de l'une des généralisations de la pro-

grammation par con train te qui prend en compte des év ènemen ts hors de con trôle : les

réseaux de con train tes quan ti�ées [BM02]. Cette généralisation p ourrait être in té-

grée à l'a v enir dans des plani�cateurs de la même manière que le son t les tec hniques de

réseaux de con train tes classiques.

Ce man uscrit a plusieurs ob jectifs. Le premier p orte sur la résolution de problèmes de

satisfaction de réseaux de con train tes quan ti�ées (QCSP). L'in térêt de la comm unauté

5



6 In tro duction

p our les QCSP est récen t, et p eu de solv eurs on t vu le jour à l'heure actuelle. Nous

prop osons un algorithme p our la résolution de QCSP que nous v alidons empiriquemen t.

Le second ob jectif de ce man uscrit part du constat que la mo délisation de problèmes à

l'aide du formalisme QCSP n'est pas in tuitif. A�n de pallier cet écueil, nous prop osons

donc un nouv eau formalisme très pro c he des QCSP qui remédie à certains problèmes de

mo délisation grâce à ce qui est app elé la quanti�c ation r estr einte . En�n le dernier p oin t

ab ordé par le man uscrit p orte sur la résolution de réseaux de con train tes quan ti�ées a v ec

quan ti�cation restrein te, et décrit notammen t une heuristique qui guide la rec herc he.

Plan du man uscrit

Ce man uscrit s'organise de la manière suiv an te. Dans le c hapitre 1, nous in tro duisons

les réseaux de con train tes et les tec hniques de résolution qui leurs son t liés, ainsi que les

réseaux de con train tes quanti�é es que l'on étudie dans le man uscrit. Dans le c hapitre

2, nous in tro duisons BlockSolve , un algorithme de résolution de QCSP utilisan t

des tec hniques imp ortées des CSP classiques, ainsi que quelques pistes d'améliorations.

Le c hapitre 3 est un c hapitre in tro ductif à la seconde moitié du man uscrit, qui mon tre

les di�cultés de mo délisation de problèmes dans le formalisme QCSP . Le c hapitre 4

présen te le formalisme de CSP Stratégique , a y an t le même p ouv oir expressif que les

QCSP mais don t l'utilisation p our la mo délisation est plus in tuitif. En�n, nous nous

in téressons dans le c hapitre 6 à la résolution de problèmes mo délisés dans le formalisme

QCSP

+
don t le but est similaire à celui des CSP stratégiques. Nous étudions par ailleurs

l'impact d'une heuristique utilisan t les informations sur l'ob jectif dans le cadre de la

résolution de problèmes tels que la rec herc he de stratégie gagnan te p our les jeux de

plateaux.

Con tributions

Les con tributions présen tées dans cette thèse p orten t sur deux domaines dans les

con train tes quan ti�ées, la mo délisation et la résolution. La partie mo délisation des

con tributions inclut la dé�nition de la stratégie gagnan te d'un QCSP , et in tro duit

un nouv eau formalisme pro c he de QCSP . La partie résolution des con tributions com-

prend les algorithmes de Bac ktrac k basiques p our la résolution de QCSP et QCSP

+
,

qui n'a v aien t jamais explicités jusqu'alors, et une heuristique de c hoix de v aleur p our

QCSP

+
.

Nous listons ici les con tributions de cette thèse dans l'ordre où elles apparaissen t
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dans le man uscrit :

� la dé�nition de stratégie gagnan te dans les QCSP qui n'est pas basée sur la réso-

lution mais sur ses propriétés en termes d'arbre (Section 1.2.1),

� Un algorithme de Bac ktrac k c hronologique p our les QCSP (Section 1.2.2),

� L'algorithme de résolution de QCSP BlockSolve qui évite le tra v ail redondan t

par une appro c he b ottom-up (Chapitre 2). Cet algorithme a été publié dans la

conférence CP' 06 [VB06b ],

� le formalisme de CSP Stratégique qui p ermet une mo délisation plus in tuitiv e que

le formalisme QCSP p our des problèmes comme les jeux de plateaux (Chapitre

4). Ces tra v aux on t été publié dans le w orkshop Mo delling de CP'06 [BV06],

� Un algorithme de Bac ktrac k c hronologique p our les QCSP

+
(Section 5.2.1),

� L'heuristique de c hoix de v aleur Goal-Driven Heuristic dans le cas des QCSP

+
,

basée sur des tests de consistance de con train tes tirées du monde des CSP clas-

siques (Chapitre 6). Nous a v ons présen téces tra v aux lors de la conf érence CP'08

[VB08].
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Chapitre 1

Dé�nitions et État de l'Art

Dans ce c hapitre, nous in tro duisons les notions qui v on t nous suivre tout au long

de ce man uscrit. Nous dé�nissons le problème de satisfaction de con train tes dans un

premier temps (Section 1.1), puis dans un deuxième temps (Section 1.2) l'une de ses

généralisations sur laquelle ce man uscrit se p enc he : le problème de satisfaction de

con train tes quan ti�ées.

1.1 CSP , le Problème de Satisfaction de Con train tes

Dans cette section, nous ab ordons de manière succincte les di�éren ts concepts et

métho des de résolution liés aux réseaux de con train tes. Cep endan t, ceci est loin de

constituer un ensem ble exhaustif des tec hniques liées aux problèmes de satisfaction de

réseaux de con train tes. P our plus de détails, le lecteur p ourra se référer au Handb o ok of

Constr aint Pr o gr amming [RvBW06], ainsi qu'à Constr aint Pr o c essing [Dec03 ].

1.1.1 In tuition

Commençons par appréhender manière in tuitiv e les di�éren tes notions nécessaires à

la b onne compréhension de ce do cumen t.

Une con train te ?

T out au long de ce do cumen t nous allons parler de satisfaction de réseaux de

c ontr aintes . Une con train te est une relation logique en tre di�éren tes inconn ues, les va-

riables . Le monde fourmille de con train tes, et pas seulemen t le monde informatique ou

mathématique. P ar exemple, le fait que des feux tricolores de deux routes qui se croisen t

9



10 Dé�nitions et État de l'Art

ne soien t jamais au v ert en même temps est une con train te, qui p ermet (si l'on resp ecte

le co de de la route) d'éviter un certain nom bre de désagrémen ts.

Une con train te con tien t une information p artiel le sur les v ariables qu'elle implique.

P ar exemple, la con train te �le cercle à l'in térieur du carré�, qui implique un cercle et

un carré, donne comme information des p ositions relativ es en tre les deux v ariables au

niv eau lo cal, mais en aucun cas les co ordonnées précises du cercle et du carré.

Une con train te est dé clar ative , c'est-à-dire qu'elle ne con tien t pas la métho de grâce à

laquelle on p eut la faire resp ecter. De plus, p eu imp orte l'ordre dans lequel son t a joutées

di�éren tes con train tes, seul compte le fait qu'elles soien t présen tes.

En�n, une con train te est r ar ement indép endante , et doit souv en t partager des v a-

riables a v ec d'autres con train tes. P ar exemple �Je dois être au four à 17h", et �je dois

être au moulin cet après-midi" son t deux con train tes dép endan tes.

Un réseau de con train tes ?

On app elle r ése au de c ontr aintes un ensem ble de con train tes dé�nies sur un ensem ble

de v ariables. P ar exemple p oser un cercle un carré et un triangle sur une table en

resp ectan t les relations �le cercle à l'in térieur du carré�, �le triangle à gauc he du cercle�,

et �le triangle et le carré ne se c hev auc hen t pas� est un réseau de con train tes. On p eut lui

trouv er une m ultitude de solutions. Dans le cas général, on se demandera seulemen t si

il existe une solution à ce problème, c'est-à-dire un placemen t de nos ob jets qui n'en tre

en con�it a v ec aucune con train te.

Fig. 1.1 � Ceci est une solution Fig. 1.2 � Ceci n'est pas une solution

Dans la �gure 1.1 toutes les con train tes son t satisfaites , on a placé correctemen t les

trois ob jets, alors que dans la �gure 1.2, seule la con train te qui nécessite que le triangle

et le carré ne se c hev auc hen t pas est satisfaite, les deux autres étan t violé es .



CSP , le Problème de Satisfaction de Con train tes 11

1.1.2 Dé�nition

La programmation par con train tes (PPC) est un paradigme dé clar atif . On distingue

deux grandes parties, la partie dé clar ation dans laquelle on s'attac he à créer un mo dèle

représen tan t le problème que l'on v eut résoudre, et la partie r ésolution dans laquelle on a

un mo dèle de réseau de con train tes et l'on c herc he à déterminer s'il y a une solution. Ces

deux parties son t indép endan tes, même s'il p eut souv en t être a v an tageux de connaître

la manière de résoudre un problème de satisfaction de con train tes au momen t de la

mo délisation, a�n de rendre la résolution plus e�cace.

On dé�nit un Réseau de Con train tes (qui p ermet la mo délisation de problèmes)

ainsi :

Dé�nition 1.1 (Réseau de Con train tes) Un R ése au de Contr aintes est un triplet

(X; D; C ) c omp osé c omme suit :

� X un ensemble �ni de variables,

� D leurs domaines �nis de valeurs, les valeurs que p euvent pr endr e les variables,

� C un ensemble de c ontr aintes, les r elations entr e les variables.

Dans l'ensem ble de ce man uscrit, nous noterons D(x) le domaine d'une v ariable x ,

c'est-à-dire l'ensem ble de v aleurs que x p eut prendre. On app elle une a�e ctation x  v

l'a�ectation d'une v aleur v à la v ariable x .

SA T est une restriction séman tique des CSP dans laquelle les con train tes son t b o o-

léennes

1

, et les con train tes son t des disjonctions de littéraux

2

. La comm unauté SA T est

très activ e.

Une con train te p orte sur une ou plusieurs v ariables. On dit d'une con train te qui

p orte sur n v ariables qu'elle est n -air e (ou d'arité n ). On distingue habituellemen t des

autres con train tes :

� les con train tes unair es p orten t sur une v ariable. P ar exemple la con train te � x > 5�

est une con train te unaire,

� les con train tes binair es p orten t sur deux v ariables, comme par exemple la con train te

� x > y � qui p orte sur les v ariables x et y .

P ar généralisation on parlera d'un r ése au de c ontr aintes binair e lorsque toutes les

con train tes seron t au plus d'arité 2. Dans ce cas, nous noterons Cx i x j ou Cij la con train te

dé�nie en tre les v ariables x i et x j .

La dé�nition d'une con train te se fait soit en extension en donnan t explicitemen t

1

une v ariable b o oléenne p eut prendre la v aleur VRAI ou FAUX

2

un littéral est une v ariable x ou sa négation : x
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l'ensem ble des tuples de v aleurs acceptées (ou refusées), soit en in tension, par un pré-

dicat.

Dé�nition 1.2 (Satisfaction) Si toutes les variables d'une c ontr ainte sont a�e cté es,

on dit que c ette c ontr ainte est

� satisfaite lorsque le tuple formé p ar les variables de la c ontr ainte fait p artie des

tuples autorisés (en extension), ou lorsque le pr é dic at est vr ai p our les valeurs des

variables (en intension),

� violée dans le c as c ontr air e.

Certaines con train tes on t une séman tique précise. Elles son t dé�nies sur un nom bre

non précisé de v ariables. On les app elle c ontr aintes glob ales . P ar exemple la con train te

alldiff( x1 : : : xn ) [Lau78 ] exprime le fait que les v ariables x i doiv en t prendre des v a-

leurs di�éren tes les unes des autres. Il est p ossible de décomp oser la con train te alldiff

en con train tes binaires (une clique d'inégalités), mais la structure du problème est p er-

due. Dans [BV03 ], Bessière et V an Hen tenryc k formalisen t la notion de con train te globale

en fonction de critères de décomp osabilité.

À partir d'un réseau de con train tes, il est p ossible de rec herc her :

� s'il existe ou non une solution, et le cas éc héan t une solution ou l'ensem ble des

solutions, c'est le Pr oblème de Satisfaction de Contr aintes (CSP) ,

� une solution optimale, ou au moins b onne, suiv an t des critères donnés par une

fonction d'év aluation établie sur une partie ou l'ensem ble des v ariables. Dans ce

cas on parle de Pr oblème d'Optimisation de Contr aintes (COP) .

Dans le cadre de ce man uscrit, on considère le problème de décision (que ce soit

p our les CSP ou p our les CSP quan ti�és dé�nis plus bas), c'est-à-dire le cas où l'on

v eut déterminer s'il existe une solution.

On dé�nit une solution d'un CSP ainsi :

Dé�nition 1.3 (Solution d'un CSP) Soit un CSP (X; D; C ) . Une solution du CSP

est un ensemble d'a�e ctations de chaque variable x 2 X p ar une valeur v 2 D(x) , tel

que toutes les c ontr aintes c 2 C sont satisfaites.

T rouv er une solution dans un réseau de con train te est un problème NP-Complet.

1.1.3 Bac ktrac k

P our résoudre le problème de Satisfaction de Con train tes, les algorithmes les plus

utilisés son t des dériv és de la rec herc he systématique (complète, et én umérativ e) par

Backtr ack . L'algorithme du Bac ktrac k (BT) c herc he à étendre de manière incrémen tale
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une solution partielle du CSP (a�ectation correcte d'un sous-ensem ble des v ariables)

v ers une solution complète du CSP , en c hoisissan t p our une v ariable non encore a�ectée

une v aleur compatible a v ec les v aleurs c hoisies dans la solution partielle, et en réitéran t

ce pro cessus jusqu'à une solution complète, ou une preuv e qu'il n'existe pas de solution.

Dans le cas où la solution partielle ne satisfait pas les con train tes, BT revien t sur une

décision prise précédemmen t, et prend une autre décision. Dans le cas le plus classique

du Bac ktrac k chr onolo gique , BT revien t sur la dernière v ariable a�ectée.

L'algorithme 1.1 teste la consistance d'un ensem ble d'a�ectations suiv an t un en-

sem ble de con train tes. On utilisera cet algorithme p our déterminer la consistance d'une

a�ectation partielle de l'ensem ble de v ariables d'un CSP .

Algorithme 1.1 : Consistan t

Données :

A un ensem ble d'a�ectations,

C un ensem ble de con train tes

Résultat : FAUX si une con train te est violée, VRAI sinon

début

p our c haque ci 2 C faire

si toutes les variables de ci sont dans A alors

si ci n 'est p as satisfaite p ar A alors

retourner FAUX ;

retourner VRAI ;

�n

On dé�nit main tenan t la métho de du Bac ktrac k c hronologique p our la résolution de

CSP . L'idée de l'algorithme est d'étendre l'a�ectation partielle ( A ) couran te v ers une

a�ectation de toutes les v ariables. Lors de l'initialisation de l'algorithme (Algorithme

1.2, cet ensem ble d'a�ectations est vide, puis on l'augmen te incrémen talemen t au fur

et à mesure des app els récursifs de CSP-BT-1 (Algorithme 1.3). Si, p our une v ariable

donnée, aucune v aleur ne p ermet de résoudre le CSP , on revien t à la v ariable précéden te.

En pratique, cet algorithme n'est pas utilisé en tan t que tel. Plusieurs comp ortemen ts

on t été iden ti�és comme étan t rédhibitoires lors du parcours de l'arbre de rec herc he par

l'algorithme de Bac ktrac k.

� Le phénomène de thr ashing ( c.-à-d. éc hecs rép étés p our les mêmes raisons) est

présen t. En e�et BT n'iden ti�e pas les raisons d'un éc hec (les v ariables mises en

cause) et p eut donc s'obstiner à tester des com binaisons d'a�ectations de v ariables

sans lien a v ec l'inconsistance couran te. Des tec hniques de retour arrière in telligen t

( b ackjumping [Gas79]) p ermetten t d'éviter ce phénomène de thrashing. Ces tec h-
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Algorithme 1.2 : CSP-BT

Données :

X un ensem ble de v ariables,

D les domaines asso ciés,

C un ensem ble de con train tes

Résultat : VRAI si le CSP (X,D,C) a une solution, FAUX sinon

début

retourner CSP-BT-1( ; ,X,D,C ) ;

�n

Algorithme 1.3 : CSP-BT-1

Données :

A un ensem ble d'a�ectations,

X un ensem ble de v ariables non a�ectées,

D les domaines des v ariables de X ,

C un ensem ble de con train tes

Résultat : VRAI si le CSP (X,D,C) a une solution compatible a v ec les

a�ectations de A , FAUX sinon

début

si X = ; alors

retourner VRAI

x i  une v ariable de X ;

p our c haque vj 2 D(x i ) faire

si Consistant( A [ f x i  vi g, C ) alors

S  CSP-BT-1( A [ f x i  vi g, X n f x i g, D n D(x i ) , C ) ;

si S = VRAI alors

retourner VRAI ;

retourner FAUX ;

�n
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niques p ermetten t de rev enir à la dernière décision étan t en cause dans le con�it

couran t.

� Un autre incon v énien t est le tra v ail redondan t. Même si un con�it est détecté,

BT ne s'en souvien t pas lors des a�ectations suiv an tes, et risque donc de rép éter

une séquence d'a�ectation similaire qui mène elle aussi à un con�it. Une métho de

prop osée p our éviter cela en sauv egardan t des con�it est app elée b ackmarking

[Gas77]. Il est imp ortan t de noter que les métho des utilisées p our éviter la re-

dondance, même si elles réduisen t toujours le nom bre de no euds explorés dans

l'arbre de rec herc he, p euv en t être coûteuses en termes de temps de résolution et

en termes d'espace mémoire, et ainsi être in utilisables en pratique.

� En�n BT détecte les con�its trop tard (seulemen t au momen t où il y a réelle-

men t con�it). Ceci p eut être évité en appliquan t des tec hniques de v éri�cation de

consistance (dans l'Algorithme 1.1) plus p oussées. Le c hapitre 3 du Handb o ok of

Constr aint Pr o gr amming [RvBW06] traite des di�éren tes métho des de main tien

de consistance et des p erformances asso ciées.

Le lecteur in téressé par plus de détails sur les di�éren tes tec hniques de rec herc he dans

le domaine des réseaux de con train tes p ourra se rep orter aux livres [Dec03 , RvBW06].

1.1.4 Main tien de la Consistance

L'une des tec hniques essen tielles à la résolution de problèmes de satisfaction de

con train tes est le maintien de la c onsistanc e des con train tes au cours de la rec herc he. Les

algorithmes actuels de résolution de problèmes de satisfaction de con train tes utilisen t

p our la plupart une com binaison de rec herc he systématique (BT par exemple) couplée

à une phase d' infér enc e . Le but de ces algorithmes est de réduire l'espace de rec herc he

p endan t la rec herc he systématique. Quand un algorithme de main tien de consistance

détecte une inc onsistanc e ( c.-à-d. une v aleur qui ne p ourra pas satisfaire une con train te),

on est sûr qu'il n'existe pas de solution au CSP con tenan t cette v aleur. Il est alors

p ossible de supprimer la v aleur inconsistan te sans altérer l'ensem ble des solutions du

problème. Cep endan t, ne pas détecter d'inconsistance n'est pas synon yme de présence

de solution. Les di�éren ts algorithmes de main tien de consistance ne son t en général

pas complets, et ne constituen t donc pas à eux seuls des algorithmes de résolution de

CSP .

La consistance des con train tes unair es p eut être v éri�ée grâce à l'algorithme de

Consistanc e de No eud . Cet algorithme teste simplemen t p our c haque v aleur v du do-

maine de c haque v ariable x si elle est compatible a v ec les con train tes unaires dé�nies

sur la v ariable x , et la supprime dans le cas con traire.
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L'algorithme de consistance le plus comm unémen t utilisé est app elé ar c-c onsistanc e

(A C). Il est à l'origine dé�ni dans [Mac77] sur les con train tes binair es , et a été étendu

p our les con train tes n-aires. C'est l'algorithme de main tien de consistance qui est le

plus souv en t couplé au Bac ktrac k dans les solv eurs de CSP . La raison est qu'il o�re

souv en t un b on compromis en tre e�cacité de l'élagage de l'arbre et temps d'exécution.

Il supprime des v aleurs des domaines des v ariables a�n de rendre le réseau de con train tes

arc-consistan t, ou de détecter une inconsistance.

Dé�nition 1.4 (Arc-Consistance) Nous dé�nissons la c onsistanc e d'une valeur, d'une

variable et d'une c ontr ainte a�n de dé�nir l'ar c-c onsistanc e sur un r ése au de c ontr aintes.

� Une valeur v d'une variable x est c onsistante ave c une c ontr ainte c lorsqu'il existe

un ensemble d'a�e ctations A p our les autr es variables de c tel que A [ f x  vg

satisfasse c.

� Une variable x app artenant à une c ontr ainte c est c onsistante p ar r app ort à c si

toutes les valeurs de son domaine sont c onsistantes ave c c.

� Une c ontr ainte c est c onsistante lorsque toutes les variables qu'el le implique sont

c onsistantes p ar r app ort à c.

� Un r ése au de c ontr aintes (X; D; C ) est dit arc-consistan t lorsque toutes les c ontr aintes

de C sont c onsistantes.

Si une con train te c est arc-consistan te, le sous-réseau constitué des v ariables impli-

quées par c et de la seule con train te c a une ou plusieurs solutions. Cep endan t, ceci n'est

vrai qu'au niv eau lo cal de la con train te : le réseau global n'a pas forcémen t de solution

même si toutes les con train tes son t arc-consistan tes.

Main tenir (ou appliquer) l'arc-consistance est le fait de supprimer des v aleurs dans

les domaines des v aleurs jusqu'à a v oir un réseau arc-consistan t, ou jusqu'à ce que le

domaine d'une v ariable soit vidée.

De nom breux algorithmes p our main tenir l'arc-consistance on t été prop osés depuis le

plus basique A C-1 [Mac77 ] à des algorithmes optimaux comme A C-2001 [BR01, ZY01],

en passan t notammen t par A C-3 [Mac77 ]. . . Ces algorithmes p ermetten t tous de v éri�er

l'arc-consistance d'un réseau, les plus récen ts étan t à la fois optimaux en termes de

complexité dans le pire des cas, et incrémen taux ( c.-à-d. il est p ossible d'utiliser les

calculs faits sur un no eud de l'arbre p our rendre plus e�cace ceux des no euds enfan ts).

D'autres t yp es de consistances on t été prop osés, certains étan t plus forts

3

qu'A C,

comme la consistance de c hemin ( Str ong Path-Consistency [Mac77]), ou encore la sin-

gleton consistance d'arc (SA C [DB01]) qui prend en compte les v aleurs des v ariables

3

plus une consistance est forte, plus elle est susceptible de détecter des inconsistances
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séparémen t les unes des autres, d'autres étan t plus faibles. On p eut citer principale-

men t F orwar d Che cking [HE80 , GB65], qui p ermet d'assurer à c haque a�ectation la

consistance des con train tes en tre v ariables a�ectées et v ariables futures. Dir e cte d A r c-

Consistency [DP88 ] ordonne les v ariables du CSP et propage les con train tes à la manière

d'A C mais seulemen t dans le sens dé�ni par l'ordre.

Les con train tes globales on t fait l'ob jet de nom breuses rec herc hes, connaître de b ons

algorithmes de �ltrage p our ces con train tes p ermet d'accélérer notoiremen t la résolution.

P ar exemple, v éri�er l'arc-consistance de la con train te alldiff est plus fort que v éri�er

lo calemen t l'arc-consistance des inégalités. Une b onne propriété de cette con train te est

que le temps nécessaire au �ltrage est p olynomial en le nom bre de v ariables impliquées,

et non exp onen tiel comme c'est le cas en général.

1.1.5 Heuristiques

L'algorithme du Bac ktrac k (Algorithme 1.2) est mo dulable. On a vu que l'on p eut

y branc her un mécanisme d'inférence plus ou moins sophistiqué p our élaguer l'arbre de

rec herc he, ainsi que des métho des plus �nes que le simple bac ktrac k c hronologique, en

prenan t en compte les v ariables impliquées dans les con�its.

Dans l'algorithme 1.3, rien n'est précisé sur la façon de c hoisir la v ariable x i à

c haque étap e, ni sur l'ordre dans lequel on v a év aluer ses v aleurs vj . Or trouv er de b ons

ordonnancemen ts p our le c hoix des v ariables et des v aleurs p eut améliorer drastiquemen t

la rec herc he.

P ar exemple, si le CSP est satis�able (il y a une solution), il est p ossible de c hoisir la

b onne v aleur p our c haque v ariable, et ainsi résoudre le problème sans bac ktrac k. Bien

sûr il est aussi di�cile de déterminer quelle est la b onne v aleur (ou bien le meilleur

ordre sur les v aleurs) que de déterminer si le CSP a une solution, mais dans la plupart

des cas, il est p ossible d'accélérer la rec herc he en c hoisissan t un ordre qui est b on �en

général�.

1.1.5.1 Heuristiques de c hoix de v ariables

La satis�abilité d'un CSP n'a pas de lien a v ec l'ordre dans lequel on visite les v a-

riables. Cep endan t, l'e�cacité en termes de nom bre de no euds explorés et en termes

de temps d'exécution p eut v arier considérablemen t suiv an t l'ordre. On p eut distinguer

deux t yp es d'ordonnancemen ts de v ariables. Cet ordre p eut être déterminé statique-

ment , c'est-à-dire a v an t la résolution, et ainsi rester le même duran t toute l'exploration

de l'arbre de rec herc he. Il p eut aussi être déterminé dynamiquement , et être réév alué à
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c haque no eud de l'arbre p our év aluer le meilleur ordre en tre les v ariables dans un état

donné.

Dans le cas général, a�n de trouv er une solution à un CSP , il est nécessaire de visiter

toutes les v ariables, quel que soit l'ordre dans lequel on les parcourt. De plus suiv an t

cet ordre, on est susceptible de découvrir les inconsistances plus ou moins tôt dans la

rec herc he dans le cas où la branc he couran te ne conduit à aucune solution.

Ces deux raisons conduisen t à appliquer le princip e de fail-�rst sur le c hoix des

v ariables : il est a v an tageux de c hoisir en premier les v ariables par lesquelles on v a

détecter le plus de con�its.

Golom b et Baumert, dans [GB65], on t été les premiers à prop oser une heuristique

dynamique de c hoix de v ariable. Cette heuristique ( dom ) c hoisit en priorité la v ariable

qui a le domaine le plus p etit.

Dans [Bré79 ], Brélaz prop ose une amélioration de cette heuristique qui prend en

compte le domaine comme dom et qui parmi les v ariables a y an t la même taille de

domaine, préfère celles don t le de gr é ( c.-à-d. le nom bre de con train tes liées à la v ariable)

est le plus grand. Cette heuristique est nommée dom+de g .

Bessière et Régin prop osen t dans [BR96] une autre extension dom/de g . Cette heuris-

tique c hoisit la v ariable don t le ratio taille du domaine divisé par le degré est minimal.

Boussemart et al. [BHLS04 ] a jouten t à dom/de g un p oids w asso cié à c haque

con train te, a v ec lequel ils compten t le nom bre de fois où une con train te est rendue

insatis�able au cours de la rec herc he. Ce n'est plus le degré qui est compté, mais la

somme des coûts asso ciés aux con train tes liées à la v ariable. Ainsi, au cours de la re-

c herc he, l'heuristique app elée dom/wde g tend à faire �remon ter� v ers la racine de l'arbre

de rec herc he les v ariables impliquées dans les con train tes les plus di�ciles à satisfaire.

Cette heuristique se rév èle e�cace sur nom bre de problèmes.

1.1.5.2 Heuristiques de c hoix de v aleurs

Une fois la v ariable c hoisie, il faut lui a�ecter une v aleur. Dans le cas où l'on c hoisit

une v aleur qui n'appartien t pas à une solution, la rec herc he v a conduire à une impasse

p our tous les no euds après celui de l'a�ectation couran te. Dans le cas où l'on c hoisit une

v aleur qui mène à une solution, on résoudra le problème dans la branc he couran te. Si

l'on est capable de toujours c hoisir une v aleur qui mène à une solution, on résout le CSP

sans retour en arrière. Dans la pratique on ne sait pas exactemen t quelle est la b onne

v aleur à a�ecter à une v ariable, car le déterminer est aussi di�cile que de résoudre le

CSP directemen t. Cep endan t il est p ossible de c hoisir une v aleur a v ec une métho de

heuristique qui mène généralemen t v ers une solution. On essaie de c hoisir une v aleur
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qui p ermet d'éviter les con�its, c'est ce que l'on app elle le princip e de suc c e e d-�rst .

Une manière d'év aluer la promesse de solution liée aux v aleurs vj 2 D(x i ) d'une

v ariable x i est de maximiser le nom bre d'options restan tes. Il est p ossible de compter

p our c haque v ariable non a�ectée le nom bre de v aleurs restan tes dans son domaine suite

à l'a�ectation x i  vj par F C, A C, ou un autre t yp e de consistance. Deux heuristiques

son t nées de cette métho de. L'heuristique min-c on�icts c hoisit la v aleur qui maximise

la somme des tailles des domaines restan ts [FD95], ainsi que l'heuristique pr omise qui

compte le pro duit des tailles des domaines restan ts [Gee92 ].

Une autre manière d'év aluer la meilleure v aleur d'un domaine est de compter le

nom bre de solutions dans un CSP r elâché

4

. On crée un CSP relâc hé C0
à partir du

CSP couran t C . Les solutions de C son t incluses dans les solutions de C0
, mais il est

p ossible que certaines solutions de C0
ne soien t pas solution de C . Le but étan t que

calculer le nom bre de solutions exact de C0
doit être p olynomial en temps (par exemple,

si la structure du CSP est un arbre [DP88 ]). Cep endan t le nom bre de solutions de C

et C0
p euv en t être complètemen t di�éren ts, ce qui rend l'heuristique ine�cace. De plus

calculer la relaxation d'un CSP p eut être coûteux, sp écialemen t lorsque l'on est au

début de la rec herc he.

1.1.6 Autres tec hniques

Nous sommes loin d'a v oir présen té exhaustiv emen t l'ensem ble des tec hniques utili-

sées p our la résolution du problème de satisfaction de con train tes. Nous nous sommes

con ten tés des tec hniques qui son t habituellemen t utilisées dans les solv eurs génériques.

P our des détails sur les tec hniques que nous n'a v ons pas ab ordées, le lecteur p ourra se

rep orté au Handb o ok [RvBW06 ].

1.2 QCSP , le CSP Quan ti�é

Les problèmes dans lesquels il y a une part d'incertain son t di�ciles à mo déliser en

CSP classique et/ou nécessiten t un nom bre exp onen tiel de v ariables. L'incertain p eut

v enir de n'imp orte quel év ènemen t extérieur, que ce soit le temps qu'il fait, un adv ersaire

dans un jeu, di�éren tes con�gurations p ossibles dans le futur, etc . . . Cet év ènemen t est

dans tous les cas hors de con trôle. Il n'est alors pas p ossible comme dans les CSP de

lui �xer une v aleur qui p ermet de satisfaire les con train tes. A�n de déterminer si le

problème est soluble, il faudra s'assurer de la satis�abilité de toutes les con�gurations

p ossibles.

4

un CSP dans lequel on a supprimé des con train tes, agrandi des domaines. . .
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Exemple 1.2.1 (La balance) Un b oulanger souhaite êtr e c ap able de p eser entr e 1g et

40g de farine. Pour c ela il disp ose d'une b alanc e à plate aux et veut ac quérir quatr e p oids

(chaque p oids p esant entr e 1g et 40g). Son but est de choisir des p oids qui lui p ermettent

de mesur er n 'imp orte quel p oids de farine entr e 1g et 40g. Pour p eser une quantité, il

lui est p ossible soit de mettr e chaque p oids sur le plate au de gauche, soit sur c elui de

dr oite, soit de ne p as le mettr e sur la b alanc e.

Dans le cas de l'exemple 1.2.1, on ne connaît pas à l'a v ance ce que v eut p eser

le b oulanger, il est donc imp ossible de c hoisir les p oids en fonction. On est alors en

présence d'év ènemen t hors con trôle, don t on ne connaît pas le comp ortemen t a v an t la

résolution du problème. Il faut donc être capable de prév oir tous les cas p ossibles.

Le CSP Quan ti�é (QCSP [BM02]) est une généralisation du CSP dans lequel les

v ariables son t soit existentiel lement quan ti�ées, soit universel lement quan ti�ées

5

. Nous

con trôlons les v ariables existen tielles (on c hoisit leur v aleur), mais nous n'a v ons aucun

con trôle sur les v ariables univ erselles (qui son t susceptibles de prendre n'imp orte quelle

v aleur de leur domaine).

A�n de résoudre de tels problèmes, il ne �su�t� pas de déterminer des a�ectations

p our c haque v ariable existen tielle (ce qui est fait a v ec les CSP), mais il faut aussi tenir

compte des v aleurs des v ariables univ erselles sur lesquelles nous n'a v ons aucune prise.

L'expressivité de tels mo dèles a un coût sur la complexité : on passe de problèmes NP-

complets dans le cadre des CSP à des problèmes PSP A CE-complets dans le cadre des

QCSP . La classe PSP A CE, qui con tien t les problèmes solubles a v ec un espace p olyno-

mial, est considérée plus di�cile que la classe NP .

1.2.1 Dé�nitions

On dé�nit un Réseau de Con train tes Quan ti�ées (qui p ermet la mo délisation de

problèmes quan ti�és) ainsi :

Dé�nition 1.5 (Réseau de Con train tes Quan ti�ées) Un R ése au de Contr aintes

Quanti�é es est un quadruplet (X; D; C; Q ) c omp osé c omme suit :

� X = f x1; x2; : : : ; xng un ensemble �ni de variables,

� D leurs domaines �nis de valeurs, les valeurs que p euvent pr endr e les variables,

� C un ensemble de c ontr aintes, les r elations entr e les variables,

� Q = q1x1; qx2; : : : ; qxn une séquence de quanti�c ateurs sur les variables de X ,

ave c 8i; qi 2 f9 ; 8g.

5

P ar abus de langage nous utiliserons les termes de v ariables existen tielles, et v ariables univ erselles.
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9 est app elé quan ti�cateur existen tiel et 8 quan ti�cateur univ ersel. Il con vien t de

noter que Q est une sé quenc e de quan ti�cateurs, l'ordre est donc imp ortan t. Dans le

cadre des QBF

6

, la séquence est app elée pr é�xe , car elle est la première partie de la

form ule b o oléenne. Dans le cadre de notre tra v ail sur les QCSP , nous utilisons les ex-

pressions variable extérieur e et variable intérieur e . Une v ariable x i est extérieure ( r esp.

in térieure) à une autre v ariable x j si elle apparaît a v an t ( r esp. après) dans la séquence

Q , c'est-à-dire si i < j ( r esp. i > j ). P ar ailleurs, nous utilisons dans ce man uscrit la

notion de réseau de con train tes asso cié au réseau de con train tes quan ti�ées. Ce réseau

de con train tes asso cié est simplemen t le réseau de con train tes quan ti�ées (X; D; C; Q 0)

dans lequel tous les quan ti�cateurs son t existen tiels ( Q0 = 9x19x2 : : : 9xn ) : c'est le le

réseau de con train tes (X; D; C )

1.2.1.1 Un exemple

Nous dé�nissons dans l'exemple 1.2.2 un problème simple qui v a nous p ermettre

d'illustrer les di�éren tes notions qui suiv en t dans cette section.

Exemple 1.2.2 Soit le r ése au de c ontr aintes quanti�é es suivant : 9x19x28x38x49x59x6 ,

(x1 6= x5) ^ (x1 6= x6) ^ (x2 6= x6) ^ (x3 6= x5) ^ (x3 6= x6) ^ (x4 6= x6); D (x i ) =

f 0; 1; 2; 3g; 8i .

La �gure 1.3 mon tre graphiquemen t les relations d'inégalité en tre les di�éren tes

v ariables de l'exemple 1.2.2.

x1 x2 x3 x4 x5 x6

Fig. 1.3 � Con train tes d'inégalité de l'exemple 1.2.2

6

QBF est la v ersion b o oléenne des QCSP , comme SA T p our les CSP .
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1.2.1.2 Solution d'un QCSP

La notion de solution dé�nie p our les CSP (Dé�nition 1.3) existe aussi dans le cas

les QCSP . V oici sa dé�nition :

Dé�nition 1.6 (Solution d'un QCSP) Soit le r ése au de c ontr aintes quanti�é es P =

(X; D; C; Q ) . Une solution de P est une solution du CSP asso cié (X; D; C ) . C'est un

ensemble d'a�e ctations de chaque variable de X tel que toutes les c ontr aintes sont sa-

tisfaites.

f x1  0; x2  1; x3  1; x4  2; x5  3; x6  3g est une solution de l'exemple

1.2.2. Les di�éren tes a�ectations resp ecten t les con train tes p osées dans le problème.

1.2.1.3 Stratégie gagnan te

Il est imp ortan t de noter que la solution d'un QCSP ainsi dé�nie ne p ermet pas de

déterminer si un QCSP est satis�able ou non. Lorsque l'on résout un QCSP , on c herc he

une str até gie gagnante . La stratégie gagnan te d'un QCSP est habituellemen t présen tée

dans la littérature d'une manière récursiv e pro c he d'un algorithme de résolution. Nous

prop osons une dé�nition nouv elle de la stratégie gagnan te d'un QCSP par des propriétés

sur un arbre que nous app elons arbr e-solution .

Dé�nition 1.7 (Arbre-Solution) Soit P = ( X; D; C; Q ) un r ése au de c ontr aintes

quanti�é es. Un arbr e-solution du QCSP P p ossè de les pr opriétés suivantes :

� le no eud r acine r n 'a p as d'étiquette,

� chaque no eud s à distanc e i (1 � i � n) de la r acine r est étiqueté p ar l'a�e ctation

(x i  v) ave c v 2 D(x i ) ,

� p our chaque no eud s à la pr ofondeur i , le nombr e de suc c esseurs de s dans l'arbr e

est jD (x i +1 )j si x i +1 est une variable universel le ou 1 si x i +1 est existentiel le. Si

x i +1 est universel le, chaque valeur v de D(x i +1 ) app ar aît dans l'étiquette de l'un

des suc c esseurs de s,

� p our chaque feuil le, l'ensemble des a�e ctations de x1; : : : ; xn dé�nies p ar les éti-

quettes des no euds de r à la feuil le est une solution de P .

Une str até gie gagnante , ou un arbr e-solution p our un QCSP est donc un ensem ble de

solutions qui partagen t des propriétés comm unes. La �gure 1.4 mon tre un arbre-solution

p our l'exemple 1.2.2. Dans cet arbre, les deux v ariables univ erselles x3 et x4 pro v o quen t

une rami�cation de l'arbre : il faut prendre en compte c haque v aleur que ces v ariables
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 0  1  2  3  0  1  2  3 0  1  2  3  0  1  2  3

 2  0  0  0

 2  0  0  0

 3

 0  1  2  3

x2

x3

x4

x5

x6

 3x1

 1  2  1  1  0  0  0  0  0

 1  2  1  1  0  0  0 0  0  0 1

 1  0

 1

 1

Fig. 1.4 � Un arbre-solution p our l'exemple 1.2.2

p euv en t prendre. Chaque branc he de la racine à une feuille est bien solution du CSP

asso cié.

On p eut v oir un QCSP comme un jeu en tre deux joueurs, le joueur qui con trôle

les v ariables existen tielles (le joueur- 9 ), et celui qui con trôle les v ariables univ erselles

(le joueur- 8 ). La résolution d'un QCSP p ermet de sa v oir si le joueur- 9 a des coups qui

lui assuren t la victoire quelle que soit la tactique de son adv ersaire, sans connaître à

l'a v ance cette tactique. Dans ce man uscrit, on emploie indi�éremmen t le terme c oup

(comme le coup d'un joueur dans un jeu) et le terme a�e ctation .

La notion de stratégie gagnan te, lorsqu'on la compare à la notion de solution, donne

une idée précise de la di�érence en tre CSP et QCSP . Dans la �gure 1.5, on décrit un

mo dèle de QCSP p our l'exemple du b oulanger et de la balance (Exemple 1.2.1). Ce

mo dèle est assez in tuitif, et nous le comparons à un mo dèle en CSP classique du même

problème. Il est toujours p ossible de mo déliser des problèmes QCSP à l'aide de CSP ,

mais cela necessite une duplication des v ariables en fonction des v ariables univ erselles, et

p eut pro duire un co dage dn8
fois plus gros, où d est la taille des domaines des v ariables,

et n8 le nom bre de v ariables univ erselles. Il est conjecturé que NP ( PSP A CE, et dans

ce cas, il n'existe pas d'enco dage d'un problème QCSP en CSP p olynomial en espace.

Dans ce man uscrit, on utilisera aussi la notion de stratégie gagnan te p artiel le p our

un ensem ble d'a�ectations f x i  vi g8i 2 [1::k]. Une stratégie gagnan te partielle est re-

présen tée par un arbre-solution du QCSP (X; D 0; C; Q) , a v ec D 0
l'ensem ble des domaines
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On p eut exprimer le problème ainsi : on c herc he à c hoisir quatre p oids en tre 1 et 40
( c.-à-d. à a�ecter quatre v ariables don t les domaines son t comp osés des en tiers de 1 à

40), tels que quel que soit le p oids de la farine en tre 1 et 40 (une v ariable hors-con trôle

don t les v aleurs p euv en t v arier en tre 1 et 40), on est capable de p eser cette farine ( c.-à-d.

on p eut placer c haque p oids sur un plateau, ou ne pas l'utiliser a�n que la somme des

p oids sur les deux plateaux soit égale).

Plus formellemen t,

9p1p2p3p4 2 [1::40]8f 2 [1::40]9c1c2c3c4 2 f� 1; 0; 1g;
4X

i =1

ci pi = f

a v ec les pi représen tan t c haque p oids c hoisi, f le p oids le la farine, et c l'endroit où on

met c haque p oids pi .

Il est p ossible de mo déliser ce problème à l'aide des CSP classiques, mais il faut alors

dupliquer les v ariables ci p our prendre en compte c haque v aleur di�éren te de f . On

aurait ce CSP :

p1p2p3p4c1
1c1

2c1
3c1

4c2
1c2

2c2
3c2

4 : : : c40
1 c40

2 c40
3 c40

4 ;
40^

p=1

(
4X

i =1

cp
i pi = p)

a v ec les domaines D(pi ) = [1 ::40] et D(cj
i ) = f� 1; 0; 1g. Le mo dèle CSP est appro xima-

tiv emen t 40 fois plus grand que le mo dèle QCSP .

Fig. 1.5 � Un mo dèle p our le b oulanger et la balance (Exemple 1.2.1)
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tels que D 0(x i ) = f vi g8i � k; D 0(x i ) = D(x i )8i > k . Dans la �gure 1.6 est représen tée

une stratégie gagnan te partielle p our l'ensem ble d'a�ectations f x1  3; x2  3; x3  1g

p our l'exemple 1.2.2.

x2

x3

x4

x5

x6

x1

 3

 3

 1

 2  0  0  0

 2  0  0  0

 0  1  2  3

Fig. 1.6 � Une stratégie gagnan te partielle f x1  3; x2  3; x3  1g p our l'exemple

1.2.2

Notons qu'une solution d'un QCSP n'est pas forcémen t une branc he d'une stratégie

gagnan te. L'ensem ble d'a�ectations f x1  0; x2  1; x3  1; x4  2; x5  3; x6  3g

est bien solution du QCSP de l'exemple 1.2.2, mais elle n'appartien t à aucune stratégie

gagnan te ! En e�et, si l'on c hoisit les v aleurs 0 et 1 p our x1 et x2 , il sera imp ossible

d'a�ecter les v ariables x5 et x6 dans le cas où le joueur- 8 c hoisit les v aleurs 2 et 3

p our les v ariables x3 et x4 . Or dans une stratégie gagnan te, on doit prendre en compte

toutes les p ossibilités des coups univ ersels. Bordeaux, Cadoli et Mancini, dans [BCM05],

in tro duisen t la notion d' outc ome . Un outcome est une solution d'un QCSP qui fait partie

d'une stratégie gagnan te. Cette notion est très pratique lorsque l'on v eut caractériser

la consistance des v aleurs dans les domaines des v ariables. En e�et, si la notion de

consistance dans les CSP est liée à la notion de solution (une v aleur est consistan te si

une solution la con tien t), la notion de consistance dans les QCSP est liée aux stratégies

gagnan tes, et non plus aux solutions. Les stratégies gagnan tes son t formées par des

outcomes, on p eut donc s'in téresser aux outcomes p our le test de consistance.
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1.2.1.4 Blo c de v ariables

Dé�nition 1.8 (Blo c) Un blo c dans un r ése au (X; D; C; Q ) est un ensemble de va-

riables de X de même quanti�c ateur formant une sous-sé quenc e maximale de Q . On

app el le un blo c c ontenant des variables quanti�é es existentiel lement un blo c existen tiel ,

et un blo c c ontenant des variables quanti�é es universel lement un blo c univ ersel .

Dans l'exemple 1.2.2, on distingue trois blo cs ; deux blo cs existen tiels (x1; x2) et

(x5; x6) , et un blo c univ ersel x3; x4 .

Deux v ariables d'un même blo c p euv en t être libremen t in terv erties sans c hanger

l'ensem ble des stratégies gagnan tes du problème. Cep endan t, in v erser des v ariables de

blo cs di�éren ts est plus délicat. Dans la plupart des cas c'est imp ossible. Cep endan t

Benedetti a mon tré dans le cadre des QBF [Ben05 ] que l'on p eut décomp oser le pré�xe et

le réordonner a�n d'améliorer la résolution de tels problèmes. Pralet, Sc hiex et V erfaillie

[PSV06 ] on t généralisé cette idée dans un cadre théorique plus générique que les QBF,

les requêtes m ulti-op érateurs sur les mo dèles graphiques basés sur les semi-anneaux.

1.2.2 Bac ktrac k

L'algorithme le plus in tuitif p our résoudre le problème du QCSP est tiré de l'al-

gorithme de Bac ktrac k. Il est très ressem blan t à celui utilisé p our les CSP et dé�ni

dans l'algorithme 1.2. De plus il utilise l'algorithme Consistant (Algorithme 1.1) dé�ni

précédemmen t p our les CSP . Nous décriv ons l'algorithme de Bac ktrac k c hronologique

p our les QCSP ( QCSP-BT ) dans l'algorithme 1.4.

Algorithme 1.4 : QCSP-BT

Données :

X un ensem ble de v ariables,

D les domaines asso ciés,

C un ensem ble de con train tes,

Q la séquence quan ti�ée

Résultat : VRAI si le QCSP (X; D; C; Q ) a une stratégie gagnan te, FAUX sinon

début

retourner QCSP-BT-1( ; ,X,D,C, Q ) ;

�n

Dans l'algorithme 1.5 ainsi que dans l'ensem ble de ce man uscrit, p our une séquence

s, head (s) corresp ond au premier élémen t dans une séquence, et tail (s) corresp ond à

la séquence dans laquelle le premier élémen t a été supprimé.
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Algorithme 1.5 : QCSP-BT-1

Données :

A un ensem ble d'a�ectations,

X un ensem ble de v ariables non a�ectées,

D les domaines des v ariables de X ,

C un ensem ble de con train tes,

Q la séquence quan ti�ée

Résultat : VRAI si le QCSP (X; D; C; Q ) a une stratégie gagnan te compatible

a v ec les a�ectations de A , FAUX sinon

début

si X = ; alors

retourner VRAI

x i  la v ariable de X dans head ( Q ) ;

qi  le quan ti�cateur asso cié à x i ;

p our c haque v 2 D(x i ) faire

si Consistant( A [ f x i  vg, C ) alors

S  QCSP-BT-1( A [ f x i  vg, X n f x i g, D n D(x i ) , C, tail ( Q ) ) ;

sinon

S  FAUX ;

si (S = VRAI ^ q = 9) _ (S = FAUX ^ q = 8) alors

retourner S ;

retourner qi = 8 ;

�n
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Les di�érences en tre les algorithmes de Bac ktrac k c hronologique p our les CSP et

p our les QCSP son t liées aux quan ti�cateurs. D'une part, l'ordre dans lequel les v ariables

son t c hoisies n'est plus aussi libre. P our les CSP , il est p ossible de c hoisir n'imp orte quelle

v ariable à c haque pas de la rec herc he. Cep endan t, comme discuté dans la section 1.2.1,

le c hoix de la v ariable dans le cas des QCSP est dé�ni par la séquence Q . On p eut

c hoisir n'imp orte quelle v ariable du même blo c que la première v ariable de Q . Dans

l'algorithme 1.5, p our des b esoins de simplicité d'écriture, nous c hoisissons la première

v ariable de la séquence, mais ce c hoix p ourrait être plus �n. On p eut tout à fait imaginer

c hoisir une v ariable à l'in térieur d'un blo c à l'aide d'une heuristique de c hoix de v ariable

tirée du monde des CSP classiques.

D'une autre part, le traitemen t des v ariables existen tielles et univ erselles est symé-

trique. Supp osons que l'on doiv e a�ecter une v aleur à la v ariable x i . Les a�ectations

précéden tes son t dans l'ensem ble app elé A dans l'algorithme 1.5.

� Les v ariables existen tielles son t utilisées exactemen t de la même manière que les

v ariables des CSP . Supp osons que x i soit quan ti�ée existen tiellemen t. Si l'on

trouv e une v aleur v telle que l'on a une stratégie gagnan te partielle p our l'af-

fectation A [ f x i  vg, alors il existe une stratégie gagnan te p our l'a�ectation A .

Si quelle que soit la v aleur v 2 D(x i ) , il n'y a pas de stratégie gagnan te partielle

p our A [ f x i  vg, alors il n'existe pas de stratégie gagnan te partielle p our A .

� Les v ariable univ erselles son t utilisées de manière symétrique. Supp osons que x i

soit quan ti�ée univ ersellemen t. Si l'on trouv e une v aleur v telle que l'on n'ait pas

de stratégie gagnan te partielle p our l'a�ectation A [ f x i  vg, alors il n'existe

pas de stratégie gagnan te p our l'a�ectation A . Si quelle que soit la v aleur v 2

D(x i ) , il y a une stratégie gagnan te partielle p our A [ f x i  vg, alors il existe

une stratégie gagnan te partielle p our A .

Comme dans le cas des CSP , l'algorithme de Bac ktrac k seul n'est pas e�cace p our

la résolution de QCSP , mais on p eut mo duler cet algorithme et lui a jouter di�éren tes

améliorations. Gen t, Nigh tingale et Stergiou, dans [GNS05 ], prop osen t un solv eur de

QCSP basé sur le Bac ktrac k dans lequel est a jouté un algorithme de consistance de

con train tes basé sur F orw ard Chec king, du bac kjumping (basé sur les con�its et sur

les solutions), ainsi qu'une adaptation de la règle de pur e liter al du monde des QBF,

nommée pur e value rule . Une v aleur pur e dans le domaine d'une v ariable est une v aleur

qui n'est en con�it a v ec aucune autre v aleur d'une v ariable. Connaître de telles v aleurs

p ermet de les �xer (a�ecter la v aleur pure à la v ariable) dans le cas des v ariables

existen tielles, ou de les supprimer du domaine p our les v ariables univ erselles.
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1.2.3 Propagation de con train tes

L'algorithme Consistant utilisé par QCSP-BT p eut être remplacé par un algorithme

de �ltrage de con train tes comme p our les CSP .

Le main tien de la consistance (quelle que soit sa force) dans les CSP classiques

supprime des v aleurs n'appartenan t à aucune solution. Dans un QCSP , les v aleurs à

supprimer son t les v aleurs n'appartenan t à aucun outc ome .

T ous les outcomes son t des solutions, une v aleur supprimée par consistance de CSP

n'appartien t donc à aucun outcome. Dans le cas d'une v ariable existen tielle, on p eut

la supprimer, car on sait qu'elle ne mène à aucun outcome. Dans le cas d'une v ariable

univ erselle, si une v aleur n'est pas dans un outcome, le QCSP est inconsistan t : toutes

les v aleurs d'une v ariable univ erselle doiv en t apparaître dans l'arbre-solution.

Cep endan t, comme toutes les solutions ne son t pas des outcomes, il est p ossible

que la consistance classique ne détecte pas d'inconsistance alors que certaines v aleurs

n'apparaissen t dans aucune stratégie gagnan te. P our la consistance dans les QCSP , on

p eut donc utiliser la consistance classique, mais on ne p eut garan tir dans ce cas les

mêmes propriétés d'élagage.

Dans un QCSP , on p eut supprimer des domaines des v ariables existen tielles les

v aleurs qui ne mènen t à aucun outcome. De part la symétrie en tre v ariables existen tielles

et v ariables univ erselles, il est aussi p ossible de supprimer des v aleurs des v ariables

univ erselles lorsque l'on sait qu'elles mènen t à un outcome . Nous utilisons cette

propriété dans une heuristique de c hoix de v aleurs p our les QCSP

+
dans le c hapitre 6.1.

1.2.3.1 Les con train tes binaires

Mamoulis et Stergiou, dans [MS04], étudien t le cas des con train tes binaires dans

les QCSP . Ils distinguen t quatre cas de con train tes p our ce qui est de la propagation.

Supp osons une con train te cij dé�nie sur x i et x j , a v ec x i précédan t x j dans la séquence

Q . Suiv an t commen t son t quan ti�ées les deux v ariables, on p eut déterminer des com-

p ortemen ts di�éren ts de main tien de consistance des con train tes :

� 9x i ; 9x j : c'est le cas classique, c haque v aleur de x i doit être consistan te a v ec une

v aleur de x j , c haque v aleur de x j doit être consistan te a v ec une v aleur de x i ,

� 9x i ; 8x j : c haque v aleur de x i doit être consistan te a v ec toutes les v aleurs de x j ,

� 8x i ; 9x j : c haque v aleur de x i doit être consistan te a v ec une v aleur de x j , c haque

v aleur de x j doit être consistan te a v ec une v aleur de x i ,

� 8x i ; 8x j : c haque v aleur de x i doit être consistan te a v ec toutes les v aleurs de x j ,

c haque v aleur de x j doit être consistan te a v ec toutes les v aleurs de x i ,
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Dans c haque cas, une v aleur ne satisfaisan t pas ces critères doit être supprimée.

Si l'on supprime une v aleur du domaine d'une v ariable quan ti�ée univ ersellemen t, la

con train te est inconsistan te.

Mamoulis et Stergiou remarquen t que les con train tes de la forme 9x i ; 8x j et 8x i ; 8x j

p euv en t être v éri�ées en pré-traitemen t puis retirées du réseau, car elles resteron t consis-

tan tes tout au long de la rec herc he.

1.2.3.2 Les con train tes n-aires

Dans [BL V06], Benedetti, Lallouet et V autard on t prop osé di�éren tes manières de

propager les con train tes, qu'elles soien t binaires ou n-aires, grâce aux algorithmes de

propagation classique, a v ec di�éren tes forces de consistance. Ils distinguen t quatre cas

de propagation dans le cadre QCSP :

� l'analyse existen tielle, qui est la propagation classique des CSP directemen t ap-

pliquée p our les QCSP ,

� l'analyse de domaines dans le cas de con train tes fonctionnelles, qui prend en

compte le fait que toutes les v aleurs d'une v ariable univ erselle doiv en t apparaître

dans la stratégie gagnan te. Cette analyse p ermet la détection d'inconsistances

en comptan t le nom bre de v aleurs des domaines des v ariables dans le cas de

con train tes fonctionnelles ( c.-à-d. p our une des v ariable x , c haque com binaison de

v aleurs des autres v ariables est consistan te a v ec une seule v aleur de x ).

� l'analyse d'an ticipation, qui p our c haque v aleur d'une v ariable prise séparémen t

propage les con train tes selon une des métho des prop osées (par exemple l'analyse

existen tielle) a v an t de fusionner les résultats,

� l'analyse duale, qui traite les con train tes duales (la négation des con train tes). La

propagation d'une con train te duale donne des indications sur le réseau initial.

Dans leur solv eur QeCo de les analyses existen tielle et fonctionnelle son t implémen tées .

Les exp érimen tations faites en comparaison du solv eur QCSP-solv e, sur des con train tes

binaires en extension mon tren t que QeCo de p eut être comp étitif a v ec QCSP-solv e sur

certaines instances. QeCo de p eut traiter des réseaux de con train tes n-aires, mais aucun

autre solv eur à l'heure actuelle n'en est capable, l'e�cacité de cet algorithme est donc

di�cile à év aluer.

Nigh tingale, dans [Nig05 ], a analysé di�éren ts t yp es de consistances dans le cadre

des QCSP . Il dé�nit la Str ong Quanti�e d GA C , qui est équiv alen te à l'arc-consistance

globale

7

dé�nie par Bordeaux, Cadoli et Mancini dans [BCM05]. F ace au coût com-

7

c'est la généralisation de A C p our les CSP dans laquelle on supprime les v aleurs n'appartenan t à

aucun outcome
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putationel de la propagation de cette consistance, il dé�nit une consistance plus faible

qu'il nomme W e ak Quanti�e d GA C , qui prend en compte p our c haque v ariable don t elle

teste les v aleurs les com binaisons de v aleurs des v ariables univ erselles in térieures. Cette

consistance est plus forte que l'arc-consistance classique des CSP appliquée directemen t

aux QCSP , mais a v ec un coût plus élev é. Il prop ose algorithmes et structures de données

p our la propagations des deux t yp es de consistances prop osées.

1.2.4 Algorithmes de résolution de QCSP

L'étude des QCSP est récen te, l'article fondateur [BM02] a y an t été publié en 2002.

P eu de solv eurs on t vu le jour à l'heure actuelle. A notre connaissance, deux solv eurs

complets on t été prop osés, QCSP-solv e [GNS05] et QeCo de [BL V06].

QCSP-solv e est prop osé p our résoudre les QCSP binaires. Il utilise di�éren tes tec h-

niques adaptées des CSP classiques, comme du F orw ard Chec king et du bac kjumping.

Du monde QBF a été imp orté la pure literal rule. En�n, en prétraitemen t, l'algorithme

v éri�e et supprime les con train tes de la forme 9x i ; 8x j et 8x i ; 8x j comme nous l'a v ons

vu dans la section précéden te.

QeCo de est prop osé p our résoudre les QCSP de manière générale. Il utilise des tec h-

niques de propagation de con train tes sp écialemen t désignées p our les v ariables quan ti-

�ées. Il n'est pas aussi e�cace que QCSP-solv e sur les réseaux de con train tes binaires,

mais n'utilise pas son plein p oten tiel dans ce cas.
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Chapitre 2

BlockSolve : un algorithme de

résolution de QCSP

Dans ce c hapitre, nous nous in téressons à la résolution du problème de satisfac-

tion de réseaux de con train tes quan ti�ées. Nous prop osons l'algorithme BlockSolve qui

factorise les branc hes de l'arbre de rec herc he dans le but d'éviter le tra v ail redondan t

e�ectué par une appro c he classique.

La manière la plus naturelle de résoudre des instances de QBF ou de QCSP , à cause

de la séquence de v ariables (le pré�xe, p our les QBF), est d'a�ecter les v ariables du

quan ti�cateur le plus extérieur au plus in térieur ( cf. Algorithme 1.4). Cette appro c he

est app elée top-down . La plupart des solv eurs QBF implémen ten t des tec hniques top-

do wn. Ces solv eurs adapten t les tec hniques de SA T au QBF. Cep endan t, Biere [Bie04 ],

ou P an et V ardi [PV04 ] prop osen t d'autres appro c hes de résolution de QBF. Les deux

essaien t d'éliminer les v ariables de la plus in térieure v ers la plus extérieure, dans une

appro c he app elée b ottom-up . Biere utilise une expansion des v ariables univ erselles dans

des clauses p our les éliminer, et P an et V ardi utilisen t des tec hniques sym b oliques.

L'appro c he b ottom-up est motiv ée par le fait que l'e�cacité des heuristiques tirées de

SA T est p erdue dans le cas quan ti�é lorsque l'on suit l'ordre des v ariables du pré�xe.

L'incon v énien t ma jeur est cep endan t le coût en espace.

L'in térêt de la comm unauté dans la résolution de QCSP est plus récen t que celui de

la comm unauté QBF. Gen t, Nigh tingale et Stergiou on t prop osé le solv eur QCSP-solv e

[GNS05 ], un solv eur top-do wn qui reprend certaines tec hniques bien conn ues du monde

CSP comme F orw ard Chec king, Bac kjumping, ainsi que des tec hniques tirées de QBF

comme la pure v alue rule. Ce solv eur état de l'art est plus rapide que les appro c hes

existan tes qui transformen t un QCSP en QBF a v an t l'app el d'un solv eur QBF.

33
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Dans ce c hapitre, nous in tro duisons BlockSolve , le premier algorithme b ottom-up

de résolution de QCSP . BlockSolve a�ecte les v ariables de la plus in térieure v ers la plus

extérieure. D'un coté, cela p ermet de factoriser les sous-arbres équiv alen ts p endan t la

rec herc he, et d'un autre coté, nous utilisons des tec hniques de propagation de con train tes

des CSP classiques sans a v oir à les adapter. Nous utilisons l'arc-consistance (A C), mais

il est p ossible d'utiliser n'imp orte quelle tec hnique tan t qu'elle est au moins aussi forte

que F orw ard Chec king. F argier, Lang et Sc hiex on t utilisé une tec hnique pro c he de notre

appro c he dans [FLS96 ], dans le cadre des Mixed CSP , les Mixed CSP étan t des QCSP

dans lesquels la séquence de v ariable est consistuée de deux blo cs, l'un univ ersel et l'autre

existen tiel. Comme les algorithmes b ottom-up p our la résolution de QBF, BlockSolve

a b esoin d'un espace exp onen tiel p our sto c k er les com binaisons de v aleurs de v ariables

de c haque blo c. Il est donc nécessaire de sto c k er ces com binaisons de manière astucieuse

p our éviter l'explosion en mémoire.

Dans la section 2.1, nous dé�nissons certains concepts étroitemen t liés à note solv eur

BlockSolve . Nous décriv ons ensuite in tuitiv emen t le comp ortemen t de BlockSolve sur

un exemple a v an t de présen ter l'algorithme, et de le v alider par des exp érimen tations.

Ces tra v aux on t été publiés dans [VB06b ]. En�n nous terminons sur des améliorations

que nous a v ons app ortées à BlockSolve depuis cet article.

2.1 Dé�nitions supplémen taires

BlockSolve p eut résoudre des problèmes dans lesquelles les con train tes on t leurs

v ariables dans deux blo cs au maxim um, a v ec une seule v ariable dans le blo c le plus

extérieur s'il y a deux blo cs. Notons que dans ce c hapitre, nous nous limitons aux

con train tes binaires p our des b esoins de clareté de présen tation.

La notion de blo c (Dé�nition 1.8) p eut être utilisée p our dé�nir le concept d'arbre-

solution en blo c, qui est une v ersion compressée de l'arbre-solution (Dé�nition 1.7).

Dé�nition 2.1 (Arbre-Solution en Blo c) Une str até gie gagnante d'un pr oblème de

r ésolution de c ontr aintes quanti�é es (X; D; C; Q ) p eut êtr e r epr ésenté e p ar un arbr e-

solution en blo c, qui est un arbr e tel que :

� le no eud r acine r n 'a p as d'étiquette,

� chaque no eud s à distanc e i de la r acine r r epr ésente le ieme
blo c de la sé quenc e, et

est étiqueté p ar un ensemble d'a�e ctation des variables du blo c s'il est existentiel,

ou p ar une union de pr o duits c artésiens de sous-domaines des variables du blo c

s'il est universel,
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� p our chaque no eud s à pr ofondeur i , le nombr e de suc c esseurs de s dans l'arbr e

est 1 si le (i + 1) eme
blo c est existentiel, ou au moins 1 si le (i + 1) eme

blo c est

universel. Quand le (i + 1) eme
blo c est universel, chaque c ombinaison de valeurs

de ses variables app ar aît dans l'étiquette de l'un des suc c esseurs de s,

� p our chaque feuil le, une a�e ctation A de chaque variable dé�nie p ar les étiquettes

des no euds existentiels de r à la feuil le et une des c ombinaisons de valeurs de

chaque étiquette de no eud universel satisfait les c ontr aintes de C . A est alors un

outc ome.

Exemple 2.1.1 Nous r epr enons l'exemple 1.2.2 du chapitr e 1.2. Considér ons le r ése au

de c ontr aintes quanti�é es suivant : 9x19x28x38x49x59x6 , (x1 6= x5) ^ (x1 6= x6) ^ (x2 6=

x6) ^ (x3 6= x5) ^ (x3 6= x6) ^ (x4 6= x6); D (x i ) = f 0; 1; 2; 3g; 8i .

L'arbre-solution en blo c corresp ondan t à l'arbre-solution de la �gure 1.4 est présen té

dans la �gure 2.1. Le no eud racine n'est pas a�c hé car le premier blo c est existen tiel.

Le problème est divisé en trois blo cs, deux existen tiels et un univ ersel. Les no euds

existen tiels son t complètemen t a�ectés (les v ariables de ces blo cs n'on t qu'une v aleur)

alors que c haque représen tation du blo c univ ersel est décrite par un pro duit cartésien

des sous-domaines des deux v ariables.

Fig. 2.1 � Arbre-solution en blo c de l'exemple 2.1.1

BlockSolve utilise le concept de blo c p our résoudre un QCSP , en essa y an t de re-

group er les v ariables univ erselles p our fusionner les branc hes redondan tes.

2.2 L'algorithme BlockSolve

Dans cette section, nous analysons le comp ortemen t l'algorithme BlockSolve sur

un exemple a v an t de le décrire.
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Comme dans QCSP-solv e, nous commençons par un prétraitemen t qui v éri�e et

supprime de manière p ermanen te les con train tes de t yp e 8x i 8x j cij and 9x i 8x j cij .

BlockSolve utilise des tec hniques de propagation des CSP classiques (A C dans le

cadre de ce c hapitre), et p eut donc être facilemen t in tégré dans un solv eur CSP (comme

Cho co [Cho]). Il hérite ainsi de tous les algorithmes de propagation fournis par le solv eur.

Dans la section suiv an te, nous illustrons le comp ortemen t de BlockSolve sur l'exemple

2.1.1.

2.2.1 Exécution de BlockSolve sur un exemple

Dans cette section, nous exécutons l'algorithme BlockSolve sur l'exemple 2.1.1

a v an t de le décrire plus généralemen t. La stratégie gagnan te est présen tée dans la �gure

2.1. Les �gures suiv an tes mon tren t le comp ortemen t pas à pas de l'algorithme.

L'idée principale de l'algorithme est d'a�ecter en premier des v aleurs aux v ariables

existen tielles du blo c le plus à l'in térieur, et de remon ter v ers la racine en a�ectan t

des v aleurs aux v ariables existen tielles uniquemen t. Lorsque l'on ten te de résoudre un

blo c, on ne prend pas en compte les blo cs in térieurs à celui-ci car on supp ose qu'ils

son t satis�ables

1

. Nous utilisons un algorithme de propagation de CSP classique qui ne

prend pas en compte les quan ti�cateurs des v ariables. Chaque a�ectation x i  vi p eut

mener à la suppression d'une v aleur dans une v ariable extérieure par propagation de

con train tes.

Si l'on supprime dans un blo c extérieur une v aleur d'une v ariable existen tielle, le cas

est similaire aux CSP classiques. T an t que le domaine n'est pas vide, il est p ossible de

con tin uer à a�ecter des v aleurs aux v ariables. Si un domaine est vidé, on doit rev enir à

un p oin t de c hoix précéden t.

Si l'on supprime une v aleur d'une v ariable univ erselle qui est extérieure au blo c cou-

ran t, cela implique qu'il faudra trouv er ensuite une autre a�ectation de v aleurs p our le

blo c couran t qui est compatible a v ec la v aleur que l'on vien t de supprimer, car toutes

les v aleurs des v ariables univ erselles doiv en t apparaître dans la stratégie gagnan te. Mais

con trairemen t à la propagation de con train tes quan ti�ée ordinaire dans une appro c he

top-do wn, supprimer une v aleur d'une v ariable univ erselle n'est pas in terdit

dans notre appro c he b ottom-up ! L'a�ectation couran te du blo c couran t p eut tou-

jours être compatible a v ec d'autres com binaisons de v aleurs des v ariables univ erselles.

C'est ainsi que l'on factorise les branc hes au niv eau des v ariables univ erselles. Plus une

a�ectation est compatible a v ec un grand nom bre de com binaisons de v aleurs, moins on

aura de fois à résoudre les sous-problèmes. Chaque fois que l'on trouv e un ensem ble

1

les blo cs plus in térieurs son t satis�ables car l'algorithme l'a prouv é précédemmen t.
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d'a�ectations A des v ariables du blo c couran t compatibles a v ec des com binaisons de

v aleurs de v ariables univ erselles extérieures, cette partie de l'arbre est résolue, mais il

reste à examiner les com binaisons de v aleurs qui n'étaien t pas compatibles a v ec A .

Une fois que l'on a trouv é des v aleurs compatibles a v ec toutes les com binaisons de

v aleurs des v ariables univ erselles, on p eut remon ter v ers la racine.

Le premier sous-problème que BlockSolve essaie de résoudre est le plus in térieur.

Dans l'exemple 2.1.1, BlockSolve commence par a�ecter des v aleurs aux v ariables du

dernier blo c ( x5 et x6 ) comme s'il s'agissait d'un CSP classique.

Premier pas.

A v an t l'a�ectation Après a�ectation de x5 et x6

BlockSolve a trouv é un ensem ble d'a�ectations f x5  0; x6  0g (noté (x5; x6) =

(0; 0)). A C a supprimé la v aleur 0 p our x3 et x4 , et p our x1 et x2 . L'a�ectation (x5; x6) =

(0; 0) n'est donc pas consistan te a v ec ces v aleurs. Cela v eut dire que BlockSolve n'a

pas encore trouv é d'a�ectation compatible a v ec les tuples de D(x3) � D (x4) con tenan t 0

soit p our x3 , soit p our x4 . Donc, au pas suiv an t, BlockSolve v a c herc her une a�ectation

du dernier blo c compatible a v ec des tuples de f 0g � f 0; 1; 2; 3g [ f 1; 2; 3g � f 0g p our

(x3; x4) .

Second pas.

A v an t l'a�ectation Après a�ectation de x5 et x6

Dans ce second pas, BlockSolve a trouv é l'a�ectation (1; 1) p our (x5; x6) , qui est

consistan te a v ec certains tuples de (x3; x4) . Cette solution partielle est inconsistan te

a v ec (x3; x4) = (1 ; 0) et (x3; x4) = (0 ; 1). Notons que les domaines de x1 et x2 on t été

aussi réduits, et ne con tiennen t que des v aleurs consistan tes a v ec les v aleurs prises par

x5 et x6 dans les deux premiers pas.
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Dernier pas.

A v an t l'a�ectation Après a�ectation de x5 et x6

Finalemen t, dans ce dernier pas, BlockSolve trouv e un ensem ble d'a�ectations

(x5; x6) = (2 ; 2) qui est consistan t a v ec toutes les v aleurs restan tes de x3 et x4 . A

ce momen t, nous sa v ons que toute com binaison de v aleurs de x3 et x4 p eut être étendue

à x5; x6 . Le sous-problème à partir du blo c univ ersel est résolu. On sait main tenan t que

s'il est p ossible d'a�ecter des v aleurs p our x1 et x2 dans les domaines réduits par les

a�ectations des blo cs in térieurs, alors le problème sera satis�able. Il reste à résoudre

le problème suiv an t : 9x1x2; D (x1) = D(x2) = f 3g, qui est satis�able. Le problème de

l'exemple 2.1.1 est donc satis�able, et la �gure 2.1 en est une preuv e.

Notons que s'il n'a v ait pas été p ossible de résoudre le premier blo c existen tiel, on

aurait pu supprimer le tuple (3; 3) p our (x1; x2) et recommencer. BlockSolve n'a eu à

résoudre le dernier blo c que 3 fois, alors qu'il y a 16 branc hes.

2.2.2 Description de BlockSolve

Dans cette section, nous décriv ons l'algorithme de résolution de QCSP BlockSolve

(Algorithme 2.1). Après un prétraitemen t qui supprime les con train tes 9x i 8x j cij et

8x i 8x j cij , il rep ère les di�éren ts blo cs du problème, et les sto c k e dans une séquence

B . Il est p ossible d'en extraire le premier blo c a v ec head ( B ), et la suite de la séquence

tail ( B ). De plus, p our c haque blo c bi 2 B , il est p ossible de retrouv er :

� son quan ti�cateur q, a v ec quant ( bi ),

� l'ensem ble de ses v ariables, a v ec vars ( bi ),

� l'ensem ble des tuples autorisés p our ses v ariables, a v ec tuples ( bi ),

tuples ( bi ) corresp ond à l'ensem ble de tuples autorisées par les a�ectations succes-

siv es des v ariables in térieures dans les branc hes en cours.

F reuder et Hubb e dé�nissen t dans [FH95] une manière de sto c k er des tuples de

v aleurs p our extraire des sous-problèmes. Cette représen tation est basée sur des unions

de pro duits cartésiens. Nous nous basons sur cette idée p our garder en mémoire les

tuples autorisés dans un blo c. Au lancemen t de l'algorithme (à la création des blo cs),

l'ensem ble des tuples autorisés p our un blo c bi est le pro duit cartésien des domaines des
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v ariables de vars ( bi ).

tuples (bi ) =
Y

x i 2 vars (bi )

D(x i )

L'ensem ble de tuples autorisés est une con train te sur l'ensem ble des v ariables du blo c

qui est amenée à être mo di�ée p endan t l'exécution de l'algorithme.

Algorithme 2.1 : BlockSolve

Données :

X un ensem ble de v ariables,

D les domaines asso ciés,

C un ensem ble de con train tes,

Q la séquence de v ariables

Résultat : VRAI si le QCSP (X,D,C, Q ) a une stratégie gagnan te, FAUX sinon

début

T raiter les con train tes 9x i 8x j cij et 8x i 8x j cij ;

B  séquence de blo cs selon Q ;

retourner BlockSolve-1( ; , B ) ;

�n

L'algoritme BlockSolve (Algorithme 2.1) passe le relai à l'algorithme BlockSolve-1

(Algorithme 2.2), qui construit l'ensem ble des tuples autorisés du blo c couran t. Ensuite,

suiv an t le quan ti�cateur du premier blo c de la séquence, il en v oie le QCSP à l'algorithme

concerné : BlockSolve-Universel (Algorithme 2.3) si le quan ti�cateur est univ ersel, et

BlockSolve-Existentiel (Algorithme 2.4) si le quan ti�cateur est existen tiel.

Algorithme 2.2 : BlockSolve-1

Données :

ExtB l'ensem ble de blo cs extérieurs,

B la séquence de blo cs couran ts

Résultat : VRAI si le QCSP dé�ni par B a une stratégie gagnan te consistan te

a v ec ExtB , FAUX sinon

début

b  head (B ) ;

tuples( b )  
Q

x i 2 vars (b) D(x i ) ;

si quant( b ) = 8 alors

retourner BlockSolve-Universel( ExtB,B ) ;

sinon

retourner BlockSolve-Existentiel( ExtB,B ) ;

�n
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Dans le cas de l'algorithme BlockSolve-Universel (Algorithme 2.3), le comp orte-

men t est assez simple. L'algorithme résout le sous-problème in térieur une première fois

(ligne 1). A l'issue de cette résolution, deux cas son t à considérer :

1. Il a été p ossible de résoudre le sous-problème in térieur. Cette résolution in térieure

a un e�et de b ord : les domaines des v ariables du blo c couran t son t mo di�és !

Seules les v aleurs consistan tes a v ec la stratégie gagnan te du sous-problème res-

ten t dans les domaines. Cela v eut dire que p our toute com binaison de v aleurs

appartenan t à

Q
x i 2 vars (b) D(x i ) , il y a une stratégie gagnan te. Cep endan t, p our

les v aleurs qui on t été éliminés par e�et de b ord, il n'a pas encore été trouv é de

stratégie gagnan te. Il faut donc réitérer les op érations p our les tuples non encore

explorés (ligne 3)

2. Il n'a pas été p ossible de résoudre le sous-problème in térieur (ligne 2). Dans ce cas

il existe au moins un tuple de tuples ( b) qui rend le sous-problème insatis�able,

donc le problème couran t est aussi insatis�able.

Si on trouv e des stratégies gagnan tes p our tout tuple de tuples ( b) (ligne 4), alors

le problème couran t a une stratégie gagnan te. A v ec l'e�et de b ord, les tuples des blo cs

précéden ts p euv en t a v oir été mo di�és, et son t consistan ts a v ec la stratégie trouv ée. On

p eut remarquer que cet algorithme n'a�ecte jamais de v aleur aux v ariables univ erselles,

l'e�et de b ord lié au main tien de la consistance des blo cs in térieurs su�t à prouv er

l'existence d'une stratégie gagnan te, car les con train tes en tre v ariables univ erselles on t

été supprimées en pré-traitemen t.

Algorithme 2.3 : BlockSolve-Universel

Données :

ExtB l'ensem ble de blo cs extérieurs,

B la séquence de blo cs couran ts, le premier blo c étan t univ ersel

Résultat : VRAI si le QCSP dé�ni par B a une stratégie gagnan te consistan te

a v ec ExtB , FAUX sinon

début

b  head (B ) ;

rép éter

solved BlockSolve-1( ExtB [ f bg; tail (B ) ) ;1

si : solved alors2

retourner FAUX ;

tuples( b )  tuples( b ) n
Q

x i 2 vars (b) D(x i ) ;

3

jusqu'à tuples( b ) = ; ;4

retourner VRAI ;

�n
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L'algorithme BlockSolve-Existentiel (Algorithme 2.4) résout un QCSP don t le

premier blo c est existen tiel. Son comp ortemen t est le symmétrique du comp ortemen t de

BlockSolve-Universel . Premièremen t, on teste la présence d'une stratégie gagnan te

dans le sous-problème in térieur (ligne 1). Cette résolution a un e�et de b ord sur les do-

maines des v ariables de vars ( b). De même que p our l'algorithme BlockSolve-Universel ,

deux cas son t à considérer :

1. La résolution in térieure a éc houé. Dans ce cas, aucune a�ectation des v ariables du

blo c couran t ne p eut être étendue à une stratégie gagnan te. Mais certaines v aleurs

p euv en t a v oir été éliminées duran t la rec herc he. Il est donc nécessaire de tester

aussi l'existence de stratégie gagnan t p our les tuples qui on t disparus p endan t la

rec herc he (ligne 5), c'est-à-dire les tuples qui étaien t présen ts a v an t de tester le

blo c in térieur ( tuples ( b)) mais qui n'apparaissen t plus dans les domaines couran ts

( T ) après la rec herc he.

2. La résolution in térieure est un succès. S'il est p ossible de trouv er un ensem ble

d'a�ectations p our les v ariables de vars ( b) selon les com binaisons de v aleurs res-

tan tes dans tuples ( b) et selon les con train tes les impliquan t, alors on aura une

stratégie gagnan te (ligne 4). L'algorithme CSP-Solve(X,Y) utilisé ligne 3 est un

solv eur de CSP classiques qui ten te d'a�ecter des v aleurs aux v ariables de X (dans

ce cas, le blo c b), de manière consistan te a v ec les v ariables de Y (dans ce cas, les

v ariables extérieures au blo c b). Cet algorithme mo di�e les domaines des v ariables

extérieures lorsqu'il trouv e une solution p our le blo c b. CSP-Solve doit au moins

propager F orw ard Chec king p our s'assurer que les v aleurs des v ariables extérieures

inconsistan tes a v ec les a�ectations son t supprimées. Ceci est dû au fait que nous

limitons les con train tes à deux blo cs, a v ec seulemen t une v ariable dans le blo c ex-

térieur. Dans le cas où il est imp ossible de trouv er un ensem ble d'a�ectations p our

les v ariables de vars ( b) selon les com binaisons de v aleurs restan tes dans tuples ( b)

et selon les con train tes les impliquan t, on se ramène au cas 1.

Dans la section suiv an te, nous v alidons empiriquemen t notre algorithme par des

exp érimen tations sur des problèmes aléatoires, en le comparan t au solv eur de QCSP

état de l'art QCSP-solv e.

2.3 Exp érimen tations

BlockSolve est dév elopp é en Ja v a, et utilise la librairie de con train tes Cho co [Cho ].

Cette librairie prop ose di�éren ts algorithmes de propagation ainsi qu'un algorithme de

résolution de CSP classiques.
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Algorithme 2.4 : BlockSolve-Existentiel

Données :

ExtB l'ensem ble de blo cs extérieurs,

B la séquence de blo cs couran ts, le premier blo c étan t existen tiel

Résultat : VRAI si le QCSP dé�ni par B a une stratégie gagnan te consistan te

a v ec ExtB , FAUX sinon

début

b  head (B ) ;

rép éter

solved BlockSolve-1( ExtB [ f bg; tail (B ) ) ;1

T  
Q

x i 2 vars (b) D(x i ) ;

si solved alors2

af f  CSP-Solve( vars ( b),

S
bi 2 ExtB vars( bi )) ;

3

si af f alors4

retourner true ;

tuples( b )  tuples( b ) n T ;5

jusqu'à tuples( b ) = ; ;6

retourner FAUX ;

�n

Alors qu'il existe une librairie d'instances de CSP tirés du monde réel disp onible

sur In ternet [GW99], aucune instance de QCSP n'a publiquemen t vu le jour à l'heure

actuelle. Les tec hniques prop osées son t v alidées exp érimen talemen t sur des instances

générées aléatoiremen t. Dans cette section, nous in tro duisons le générateur aléatoire

que nous a v ons utilisé p our les résultats présen tés ensuite.

2.3.1 Le générateur aléatoire de problèmes

Les instances de QCSP présen tées dans les exp érimen tations on t été créées à l'aide

d'un générateur basé sur celui décrit dans [GNS05], dans lesquels les QCSP son t bi-

naires et comp osés de trois blo cs, le premier étan t un blo c existen tiel. Une instance

est paramétrée par sept données : < n; n 8; n9; d; p; q89 ; q99 > . n est le nom bre de v a-

riables du problème, n8 est le nom bre de v ariables univ erselles, n9 est le nom bre de

v ariables existen tielles du premier blo c, d est la taille des domaines des v ariables (la

même p our c haque v ariable), p est le rapp ort du nom bre de con train tes sur le nom bre

total de con train tes binaires p ossibles. T outes les con train tes son t de t yp e 8x i 9x j cij

ou 9x i 9x j cij , les autres p ouv an t être traitées complètemen t en prétraitemen t. q89 et

q99 corresp onden t à l'in v erse de la dureté des con train tes en tres v ariables 89 et 99 ,

c'est-à-dire le nom bre de tuples autorisés dans les con train tes comme une fraction du
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nom bre de tuples total. A�n d'éviter que la plupart des QCSP soien t insatis�ables, les

con train tes de t yp e 8x i 9x j cij on t très p eu de couples in terdits. Nous étendons ce gé-

nérateur p our p ermettre de créer des instances de problèmes a v ec plus de trois blo cs.

Nous a joutons un h uitième paramètre, b8 , le nom bre de blo cs univ ersels dans le pro-

blème. La séquence de v ariables est dé�nie ainsi : n9 v ariables existen tielles, suivies par

n8 v ariables univ erselles, puis encore n9 v ariables existen tielles suivies par n8 v ariables

univ erselles. . .

Dans les résultats présen tés, on fait v arier la dureté des con train tes en tre v ariables

existen tielles de tr ès dur es à tr ès p eu dur es . Les instances satis�ables son t à droite

des graphiques, les insatis�ables à gauc he.

2.3.2 Heuristiques

Lors de l'a�ectation des v ariables existen tielles, nous a v ons c hoisi l'heuristique de

c hoix de v ariable dom/de g qui a fait ses preuv es dans le monde CSP .

BlockSolve factorisan t les branc hes de l'arbre de rec herc he, il paraît naturel de

ten ter de réduire le nom bre de sous-arbre qu'il v a dev oir fusionner a�n de parcourir

l'ensem ble des branc hes. Une des façons d'y parv enir est de dé�nir une heuristique de

c hoix de v aleur p our CSP-Solve qui privilégie les v aleurs compatibles a v ec le plus de

tuples de v aleurs des v ariables extérieures. Nous a v ons implémen té une heuristique selon

ce princip e et l'a v ons in tégrée à BlockSolve . A�n de déterminer l'ordre dans lequel on

teste les v aleurs, le solv eur les teste une à une. Il a�ecte successiv emen t c haque v aleur

v 2 D(x) à x et propage les con train tes. P our c haque v aleur, il compte le nom bre de

branc hes dans lequel on se trouv e ( c.-à-d. le nom bre de tuples consistan ts dans les blo cs

extérieurs). Plus ce nom bre est grand, plus la v aleur a de c hances d'être c hoisie en

premier.

2.3.3 Résultats

Dans cette section, nous présen tons les résultats obten us sur les instances générées

par le générateur dé�ni plus haut. P our c haque exp érimen tation, nous générons 100

instances p our c haque v aleur de q99 en tre 0,05 to 0,95.

Les deux premières �gures présen ten t les résultats sur des problèmes a v ec ces ca-

ractéristiques : c haque instance con tien t 15 v ariables, don t 7 v ariables univ erselles. La

�gure 2.2 mon tre les résultats en termes de nom bre de no euds explorés. Les deux al-

gorithmes détecten t des inconsistances a v an t l'exploration d'un no eud dans la partie

la plus à gauc he du graphique. BlockSolve explore b eaucoup moins de no euds que
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QCSP-solv e. Notons tout de même que BlockSolve n'explore que les no euds des v a-

riables existen tielles. P our c haque no eud, BlockSolve trouv e la meilleure v aleur p ossible

p our fusionner le plus grand nom bre p ossible de sous-arbres. La transition de phase est

attein te p our q99 = 25 . Les instances à gauc he de cette transition son t généralemen t in-

satis�ables, alors qu'il existe souv en t une stratégie gagnan te p our les instances à droite.

La �gure 2.3 mon tre les résultats de temps CPU sur les mêmes instances de pro-

blèmes. La comparaison a v ec la �gure 2.2 mon tre clairemen t que BlockSolve e�ectue

b eaucoup de tra v ail à c haque no eud. Notons que QCSP-solv e détermine plus rapide-

men t qu'un problème est insatis�able( q99 < 25), mais BlockSolve est b eaucoup plus

rapide lorsqu'il existe une stratégie gagnan te ( q99 > 25). P our de très hautes v aleurs de

q99 , QCSP-solv e détermine plus rapidemen t qu'il existe une stratégie gagnan te.

Nous a v ons testé les deux algorithmes sur des instances de plus de trois blo cs. La

�gure 2.4 présen te les résultats p our des instances à cinq blo cs ( 98989 ) et la �gure2.5

les résultats sur des instances à sept blo cs. Les résultats sem blen t mon trer que le com-

p ortemen t général des deux algorithmes reste similaire quelque soit le nom bre de blo cs.

P our les problèmes insatis�ables, QCSP-solv e détecte l'inconsistance plus tôt, mais il

met b eaucoup de temps à trouv er une stratégie gagnan te lorsqu'il y en a une.
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2.4 Pistes d'améliorations

Nous a v ons présen té BlockSolve , notre algorithme de résolution de problèmes de ré-

seaux de con train tes quan ti�ées b ottom-up que nous a v ons prop osé dans [VB06b ]. Dans

cette section, nous explorons quelques pistes p our améliorer BlockSolve , notammen t

dans le cas des instances insatis�ables qui son t son p oin t faible.

En premier lieu, nous a joutons deux métho des p our p ermettre la détection d'incon-

sistances plus tôt, puis nous testons l'in�uence de la taille des blo cs dans la résolution

de QCSP par BlockSolve .

2.4.1 T ec hniques F ail-First

Dans cette section nous présen tons deux tec hniques qui p ermetten t de réduire le

temps d'exécution de BlockSolve dans la région des problèmes insatis�ables. Nous

mettons tout d'ab ord en a v an t l'une des faiblesses de BlockSolve , puis nous décriv ons

c hacune des deux tec hniques que nous a v ons dév elopp é.
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2.4.1.1 F aiblesses de BlockSolve

Lorsque BlockSolve c herc he à résoudre un problème, il c herc he d'ab ord des a�ecta-

tions compatibles a v ec des tuples des blo cs extérieurs. T an t qu'il est p ossible de trouv er

des a�ectations consistan tes a v ec un sous-ensem ble des tuples des blo cs extérieurs, il

réitère cette rec herc he. Si en rev anc he, il n'est pas p ossible de trouv er des a�ectations

consistan tes a v ec les tuples autorisés des blo cs extérieurs, il remon te au blo c existen tiel

le précédan t dans la séquence.

S'il existe un tuple de v aleurs des v ariables univ erselles qui rend l'ensem ble du pro-

blème insatis�able, BlockSolve v a d'ab ord c herc her à a�ecter les v ariables existen tielles

qui lui son t in térieures de manière consistan te a v ec le plus de tuples p ossibles. Dans ce

cas il détectera le tuple qui rend le problème inconsistan t seulemen t après a v oir v alidé

tous les autres tuples. Si BlockSolve a v ait ten té de trouv er des a�ectations consistan tes

a v ec ce tuple en premier, il aurait détecté immédiatemen t l'insatis�abilité du problème.

Les deux tec hniques prop osées ci-dessous son t deux appro c hes di�éren tes p our le même

problème, c'est-à-dire la détection de tuples de blo cs univ ersels qui mènen t à l'insatis-

�abilité.

2.4.1.2 Dernier-Echec : se souv enir des éc hecs passés

Une manière de sa v oir si un tuple ou un ensem ble de tuples p osen t problème p our

la satis�abilité du QCSP est de mémoriser au cours de la résolution les tuples qui on t

emp êc hé BlockSolve de construire un ensem ble d'a�ectations consistan tes. Au cours de

la rec herc he, s'il n'est plus p ossible de trouv er une stratégie gagnan te consistan te a v ec

les tuples d'un blo c univ ersel, on mémorise ces tuples comme étan t problématiques,

et on remon te le fait que le problème couran t n'est pas satis�able. La fois suiv an te

où l'on redescend dans ce blo c, on ten te de résoudre en premier ces tuples, plutôt

que directemen t le pro duit cartésien des domaines des v ariables. Nous app elons cette

v arian te BlockSolve-DE .

2.4.1.3 Vers-L-Echec : une stratégie éc hec d'ab ord

Lorsque BlockSolve a�ecte des v aleurs aux v ariables d'un blo c existen tiel, il le fait

de manière à être consistan t a v ec des tuples des blo cs extérieurs. Il doit rép éter cette

op ération jusqu'à ce que tous les tuples univ ersels aien t été couv erts. Or, dans la v ersion

que nous a v ons présen tée, si certains tuples ne s'étenden t pas à une stratégie gagnan te

partielle, BlockSolve v a le détecter en dernier. Sac han t qu'il doit tous les satisfaire, il

paraît plus judicieux de commencer par ceux qui paraissen t le plus dur à satisfaire, par
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une stratégie fail-�rst . La raison est exactemen t la même que p our les heuristiques de

c hoix de v ariables dans les CSP classiques.

P our faire cela, nous ordonnons les v aleurs des v ariables univ erselles de manière à

ce que p our c hacune des v ariables, la v aleur qui est consistan te a v ec le moins de tuples

in térieurs est placé en premier. Lorsque les solv eur CSP ten te d'a�ecter des v aleurs

aux v ariables existen tielles, il le fait de sorte que ces v aleurs soien t consistan tes a v ec

les v aleurs des v ariables univ erselles rangées en premier dans les tuples restan ts.Nous

app elons cette v arian te BlockSolve-VLE .

2.4.1.4 Exp érimen tations

Nous a v ons exp érimen té les tec hniques décrites ci-dessus sur des instances plus

grosses ( 21 v ariables) que les précéden tes ; a�n de p ouv oir di�érencier les di�éren tes

appro c hes.

Les tec hniques fail-�rst présen tées ci-dessus on t été exp érimen tées sur des exemples

aléatoires don t les résultats son t dans la �gure 2.6. Dans cette �gure, nous a v ons rep orté

les résultats de BlockSolve tel qu'il a été présen té dans la section 2.2.2 sous le nom de

BlockSolve . BlockSolve a v ec mémorisation des tuples univ ersels inconsistan ts (section

2.4.1.2) est représen té sous le nom de BlockSolve-DE . BlockSolve a v ec la stratégie

d'éc hec d'ab ord présen té section 2.4.1.3 a p our nom BlockSolve-VLE . En�n, une v ersion

de BlockSolve regroupan t les deux tec hniques est représen tée dans la �gure sous le nom

de BlockSolve-FF (p our F ail-First).

Dans la �gure 2.6, on p eut constater que les deux tec hniques p ermetten t d'améliorer

BlockSolve dans le cas des instances insatis�ables, la stratégie d'éc hec d'ab ord donnan t

de meilleurs résultats. Le gain est cep endan t pratiquemen t inexistan t p our les problèmes

satis�ables. De plus il est in téressan t de noter que la com binaisons des deux précéden tes

tec hniques p ermet une amélioration de c hacune des deux.

Dans la �gure 2.7, nous comparons le nom bre de no euds explorés des mêmes ins-

tances. En termes de no euds, la hiérarc hie est très claire en tre les di�éren tes tec hniques,

celle mélangean t les deux appro c hes étan t nettemen t meilleure. Nous p ouv ons noter

égalemen t que la l'algorithme BlockSolve-DE se comp orte mal p our q99 = 80% . T ester

le dernier éc hec n'est pas une b onne idée lorsqu'il est facile de mon trer la satis�abilité

du problème.
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2.4.2 T aille des Blo cs

Un blo c, d'après la dé�nition 1.8, est une sous-séquence maximale de v ariables de

même quan ti�cateur. BlockSolve , dans l'algorithme 2.1, n'utilise pas le fait que la

sous-séquence est maximale . Si deux blo cs existen tiels (ou univ ersels) se suiv en t, l'al-

gorithme de résolution sera exactemen t le même. Or BlockSolve utilise un espace exp o-

nen tiel p our sto c k er les tuples autorisés dans les blo cs. Nous a v ons donc testé l'in�uence

de la taille des blo cs dans la résolution des QCSP par BlockSolve . P our cela, lors de la

détermination des blo cs en prétraitemen t, nous les divisons en �xan t le nom bre maximal

de v ariables par blo c.

On dé�nit BlockSolve(k) ainsi : p our c haque blo c de n v ariables, si n > k on

découp e ce blo c en n=k sous-blo cs. On répartit les v ariables p our que les blo cs soien t

de tailles presque égales. P ar exemple, si l'on doit découp er un blo c de 12 v ariables car

k = 5 , on sait que l'on doit faire 3 sous-blo cs. On ne fera pas des blo cs de taille 5, 5 et

2, mais des blo cs tous de taille 4.

De plus, on trie les v ariables existen tielles a v ec la même heuristique de c hoix de

v ariable utilisée dans BlockSolve ( dom/de g , et on place les v ariables que l'on aurait

c hoisies en premier dans la résolution dans les blo cs les plus inférieurs. Les v ariables

univ erselles ne son t pas triées.
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Les résultats des exp érimen tations en fonction de la taille des blo cs son t présen tés

dans la �gure 2.8. L'algorithme utilisé est celui qui utilise les deux tec hniques fail-�rst

présen tées section 2.4.1, le c hi�re en tre paren thèses donne la taille maximale des blo cs

autorisée. On y v oit que réduire la taille des blo cs p eut p ermettre de réduire de manière

signi�cativ e le temps d'exécution p our les instances insatis�ables pro c hes de la transition

de phase (p our q99 ). P our les instances satis�ables, il est plus in téressan t de garder les

blo cs de taille maximale(ici, la taille des blo cs est 7). Il reste cep endan t in téressan t dans

tous les cas de ne pas éclater totalemen t les blo cs. En e�et on v oit qu'a v ec des blo cs de

taille 3, la résolution est toujours plus e�cace qu'a v ec des blo cs d'une v ariable.
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Dans la �gure 2.9 son t présen tés les résultats sur les mêmes instances, mais cette

fois-ci en termes de no euds. On y v oit que, conformémen t à l'in tuition, plus la taille

des blo cs est grande, moins BlockSolve explore de no euds. L'e�cacité de BlockSolve

dép end b eaucoup de l'implémen tation des structures de données et des op érations sur

les tuples. Plus on implémen te �nemen t les tuples, plus il est a v an tageux d'utiliser des

tailles de blo cs plus imp ortan tes.



52 Réseaux de Con train tes Quan ti�ées

2.5 Conclusion

Dans ce c hapitre nous a v ons présen té BlockSolve , un algorithme b ottom-up de ré-

solution de problèmes de satisfaction de réseaux de con train tes quan ti�ées qui utilise

des tec hniques directemen t imp ortées des réseaux de con train tes classiques. Cet algo-

rithme a fait l'ob jet de la publication [VB06b]. Sa sp éci�cité est qu'il traite les v ariables

dans l'ordre in v erse de la séquence de quan ti�cateurs en factorisan t les branc hes simi-

laires a�n d'éviter le tra v ail redondan t. Plus la factorisation est imp ortan te, plus on

gagne en e�cacité. Les exp érimen tations faites sur des problèmes aléatoires mon tren t

que BlockSolve est e�cace surtout sur les instances satis�ables. Le nom bre de no euds

visité est toujours largemen t inférieur au nom bre de no euds visités par QCSP-solv e.

Nous a v ons ensuite présen té quelques améliorations qui p ermetten t d'améliorer les p er-

formances de BlockSolve p our les instances insatis�ables.
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Chapitre 3

Du quan ti�cateur au quan ti�cateur

restrein t

Le paradigme QCSP est, comme le paradigme CSP , dé clar atif . Exprimer un pro-

blème dans le mo dèle QCSP et le résoudre son t deux tâc hes que l'on p eut considérer

comme indép endan tes. Il n'est pas nécessaire de connaître la métho de de résolution p our

décrire un problème, et il n'est pas non plus nécessaire de connaître la mo délisation d'un

problème p our le résoudre

1

.

Résolution et Mo délisation

Dans la partie précéden te, nous nous sommes in téressés à des tec hniques de r ésolu-

tion de CSP quan ti�és. Nous a v ons vu qu'il est p ossible d'emprun ter aux CSP classiques

un certain nom bre de tec hniques qui, en les adaptan t un p eu p our prendre en compte

les quan ti�cateurs univ ersels, paraissen t e�caces dans la résolution de QCSP . Il en est

ainsi p our le Bac ktrac k (Section 1.2.2) et la propagation de con train tes (Section 1.2.3)

par exemple.

Si l'on se p enc he v ers la mo délisation en QCSP , on v oit que l'on manque cruellemen t

d'instances disp onibles, que ce soit dans la littérature, sur le w eb etc . . . La raison ne

vien t pas de la di�culté de trouv er un format su�sammen t expressif p our prendre en

compte l'étendue des con train tes disp onibles, puisqu'il existe de nom breuses instances

tirées du monde réel décrites p our le mo dèle CSP [GW99]. De même il existe b eaucoup

d'instances p our les problèmes mo délisés à l'aide des form ules b o oléennes, que ce soit

1

cep endan t il est souv en t souhaitable de connaître la métho de de résolution p our mo déliser e�c a-

c ement son problème

53
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p our SA T [HS], ou p our sa généralisation quan ti�ée QBF [GNT01 ]. Le fait que l'on

trouv e p our QBF des instances tirées de problèmes réels (plani�cation, jeux, v éri�cation

formelle. . . ) mon tre que les quan ti�cateurs ne son t pas la cause de l'absence d'instances

de problèmes disp onibles dans le formalisme QCSP . Nous discutons de la cause de cette

absence en section 3.1.

Suite du man uscrit

Dans ce c hapitre, nous commençons par déterminer ce qui rend le mo dèle QCSP

non in tuitif p our l'expression de problèmes, puis nous examinons les solutions qui on t

été prop osées p our les QCSP ainsi que p our les QBF a�n de gérer cette di�culté.

Dans la suite de ce do cumen t nous nous in téressons à la mo délisation de problèmes

de jeux de plateaux grâce aux con train tes quan ti�ées. Nous in tro duisons tout d'ab ord

le mo dèle de CSP Stratégique, qui mo di�e la séman tique du quan ti�cateur univ ersel

p our prendre en compte le con texte lors de l'év aluation du domaine des v ariables. Ce

tra v ail a fait l'ob jet de la publication [BV06]. Nous discutons ensuite dans le c hapitre

suiv an t du mo dèle des QCSP

+
dé�ni par Benedetti, Lallouet et V autard dans [BL V07 ],

qui p oursuit le même but de mo délisation.

Dans le cadre de la résolution de tels problèmes, nous prop osons ensuite une heu-

ristique de c hoix de v aleur dans le cas des QCSP

+
, qui a fait l'ob jet de la publication

[VB08].

3.1 Une mo délisation di�cile a v ec les QCSP

La raison du manque d'instances disp onibles dans le monde des QCSP p eut s'expli-

quer par deux p oin ts.

1. Une première raison de cette absence d'instances disp onibles est que l'in térêt des

c herc heurs p our l'étude des QCSP est récen te. En e�et l'article fondateur de ce

domaine a été publié en 2002 [BM02].

2. La seconde raison est qu'il sem ble di�cile de mo déliser des problèmes grâce aux

QCSP .

Que ce soit a v ec SA T ou QBF, mo déliser un problème ne se fait en général pas �à la

main�. On passe la plupart du temps par une phase de compilation automatique en tre

le mo dèle du problème et la mo délisation dans le formalisme SA T, dans lequel il est

di�cile de retrouv er l'in tuition du problème original.
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Les mo dèles CSP son t plus pro c hes des problèmes qu'ils exprimen t. Ils on t une

séman tique plus ric he que celle des mo dèles SA T. Il existe b eaucoup de con train tes,

a v ec des séman tiques v ariées, a�n de rester pro c he du mo dèle in tuitif du problème.

Les QCSP , étan t une généralisation des CSP , son t censés a v oir eux aussi une sé-

man tique pro c he des problèmes qu'ils mo délisen t. Cep endan t on s'ap erçoit qu'il est très

di�cile de mo déliser un problème, même simple, dans ce formalisme. C'est cette di�-

culté qui sem ble expliquer le manque d'exemples tirés de la vie réelle dans le domaine

des QCSP .

Les articles publiés dans le domaine des CSP Quan ti�és [BM02 , GNS05, VB06a]

a�rmen t que ce formalisme p eut être utilisé p our mo déliser des problèmes de plani-

�cation en présence d'incertain, de jeux de plateau, d'ordonnancemen t robuste etc . . .

P ourtan t, dans l'in tro duction de ce c hapitre, nous a�rmons qu'il est di�cile de mo-

déliser un problème même simple tiré du monde réel par un QCSP . Mon trons par un

exemple où se trouv e la di�culté de la mo délisation.

Exemple 3.1.1 (Jeu des m ultiples, in tuition) Imaginons un jeu dans le quel il y a

des jetons numér otés 1; 2::k . Chaque joueur pr end alternativement un jeton. L e joueur 1

p er d dès que la somme des numér os des jetons dans sa main est un multiple de 3. Si

tous les jetons ont été pio chés, le joueur 1 gagne. Il semble natur el de c o der c e jeu

ave c un QCSP, puisque l'on p eut c onsidér er le joueur 1 c omme le joueur existentiel

(joueur- 9 ) et le joueur 2 c omme le joueur universel (joueur- 8 ). Dans c e c as, p our une

p artie ave c k = 5 , la mo délisation du pr oblème est la suivante : 9x18y19x28y19x3; C

ave c D(x i ) = D(yj ) = f 1::5g. Chaque x i r epr ésente le jeton pio ché p ar joueur- 9 p our à

son ieme
c oup, et chaque yj r epr ésente le jeton pio ché p ar joueur- 8 à son j eme

c oup. L e

QCSP ser a VRAI si joueur- 9 gagne, FAUX s'il p er d. C est l'ensemble des c ontr aintes qui

vont r epr ésenter les r è gles du jeu. L e fait que les jetons ne sont p as r emis sur la table une

fois pio chés c orr esp ond intuitivement à la c ontr ainte alldi� sur l'ensemble des c oups :

6= ( x1; y1; x2; y2; x3) . L e fait que joueur- 9 doive ne p as avoir un multiple de 3 en main

est exprimé ainsi : x1 mod3 6= 0 p our le pr emier c oup de joueur- 9 , (x1 + x2) mod3 6= 0

p our son deuxième c oup, et (x1 + x2 + x3) mod3 6= 0 p our son dernier c oup.

L e mo dèle QCSP pr op osé est donc le suivant : 9x18y19x28y29x3;

6= ( x1; y1; x2; y2; x3) ^ (x1 mod3 6= 0) ^ ((x1 + x2) mod3 6= 0) ^ ((x1 + x2 + x3) mod3 6= 0)

Le QCSP prop osé dans l'exemple 3.1.1 est trivialemen t inconsistan t. En e�et, la

con train te alldiff sur l'ensem ble des v ariables v a supprimer des v aleurs dans y1 dès

que x1 aura pris une v aleur. Or, supprimer une v aleur d'une v ariable univ erselle dans

un QCSP est synon yme d'inconsistance, alors que ce jeu a une stratégie gagnan te. Il ne
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su�t donc pas d'écrire les con train tes aussi in tuitiv emen t que p our les CSP classiques.

On doit exprimer le fait qu'une v ariable x i (ou yj ) puisse prendre les v aleurs (jetons)

r estantes , et non pas n'imp orte quel jeton initialemen t sur la table. On p eut exprimer

celà a v ec des con train tes conditionnelles (implications) p our lesquelles la partie droite

est la règle exprimée comme précédemmen t, et la partie gauc he v éri�e que l'on est bien

dans un état p ermis.

Exemple 3.1.2 (Jeu des m ultiples,corrigé) Dans c et exemple nous r epr enons le jeu

dé�ni dans l'Exemple 3.1.1. L a structur es du mo dèle QCSP ser a similair e, ave c les

joueurs existentiel et universel 9x18y19x28y19x3; C . Pour chaque c oup x i de joueur- 9 ,

on doit véri�er que si l'on est dans un état valide (véri�é p ar la c ontr ainte Vi ), joueur- 9

ne triche p as (véri�é p ar la c ontr ainte Ti ) et ne p er d p as (véri�é p ar la c ontr ainte

Pi ). Chaque c ontr ainte ser a de la forme Vi ! (Ti ^ Pi ) , et C ser a la c onjonction des

c ontr aintes de chaque c oup. L e détail des c ontr aintes de l'exemple est pr ésenté dans le

T able au 3.1.

� Pour le c oup x1 , l'état est for c ément valide ( V1 ) puisque c'est le pr emier c oup.

De plus il est imp ossible à joueur- 9 de tricher ( T1 ) en pr ennant un jeton déjà

choisi pr é c é demment puisqu'aucun jeton n 'a été pio ché. S'il pr end un jeton dont

le numér o est un multiple de 3, il p er d ( P1 ). On a donc dans notr e mo dèle la

c ontr ainte

x1 mod3 6= 0

� Pour le c oup x2 , l'état est valide si joueur- 9 n 'a p as enc or e p er du ( c.-à-d. il a joué

x1 sans p er dr e : V1 ^ T1 ^ P1 ), et si joueur- 8 n 'a p as triché au c oup pr é c é dent :

y1 6= x1 . Il a le dr oit de pr endr e un jeton non pris pr é c é demment ( T2 ). De plus il

p er d si la somme de ses jetons est un multiple de 3 ( P2 ). On a donc dans notr e

mo dèle la c ontr ainte

x1 mod3 6= 0 ^ y1 6= x1 ! (x2 6= x1 ^ x2 6= y1 ^ (x1 + x2) mod3 6= 0)

� Pour le c oup x3 , les di�ér entes p arties de la c ontr aintes sont c onstruites de ma-
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Vi Ti Pi

x1 > > x1 mod3 6= 0
x2 (V1 ^ T1 ^ P1) ^ y1 6= x1 x2 6= x1 ^ x2 6= y1 x1 + x2 mod3 6= 0
x3 (V2 ^ T2 ^ P2)^ x3 6= x1 ^ x3 6= y1^ x1 + x2 + x3 mod3 6= 0

(y2 6= x1 ^ y2 6= y1 ^ y2 6= x2) x3 6= x2 ^ x3 6= y2

T ab. 3.1 � Décomp osition des con train tes

nièr e similair e à c el les du c oup x2 , c e qui pr o duit la c ontr ainte

(x1 mod3 6= 0^ y1 6= x1^ x2 6= x1^ x2 6= y1^ (x1+ x2) mod3 6= 0)

^ (y2 6= x1 ^ y2 6= y1 ^ y2 6= x2) !

((x3 6= x1^ x3 6= y1^ x3 6= x2^ x3 6= y2)^ (x1+ x2+ x3) mod3 6= 0)

Au tra v ers des deux exemples précéden ts, nous constatons que mo déliser un pro-

blème à l'aide des QCSP p eut s'a v érer di�cile. Si par exemple on souhaite mo déliser

le fait que deux coups doiv en t être di�éren ts, on ne p eut pas utiliser seulemen t la

con train te 6= et la p oser dans l'ensem ble de con train tes, on doit prendre en compte les

autres con train tes du mo dèle. En e�et, si l'on considère que la séquence de v ariables

d'un QCSP corresp ond à un ordre temp orel sur les v ariables, le domaine de v aleurs

p ossibles d'une v ariable v a in tuitiv emen t dép endre des v aleurs prises par les v ariables

plus tôt dans le temps. C'est le cas p our les jeux de plateau, mais ça l'est aussi p our

des problèmes de plani�cation. A�n de mo déliser de tels problèmes, il est nécessaire de

dé�nir les con train tes comme des implications, ce qui demande une certaine habitude

dans la mo délisation par QCSP . De plus, a v ec l'exemple 3.1.2, on s'ap erçoit que de telles

con train tes risquen t de se propager très p eu, de par leur nature disjonctiv e.

3.2 Mo délisation de jeux dans la littérature

L'exemple des jeux de plateau est un b on exemple p our mon trer les di�cultés de

mo délisation rencon trées a v ec les quan ti�cateurs. Les v ariables quan ti�ées son t ordon-

nées c hronologiquemen t suiv an t les di�éren ts coups joués, et un coup dép end toujours

du con texte, donc des coups précéden ts.

Dans le domaine des QCSP , aucune publication n'a prop osé de traiter cette di�culté.

Nigh tingale, dans [Nig05 ], prop ose des algorithmes p our l'arc-consistance dans les QCSP
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en prenan t p our exemple le jeu du Puissance- 4. Cep endan t dans son mo dèle, il n'y a

qu'une con train te sur l'ensem ble des v ariables, et cette con train te décrit le fait que

joueur- 9 gagne. Il ne donne pas le détail de cette con train te, mais on p eut imaginer

qu'elle est dé�nie comme l'ensem ble des tuples qui p ermetten t de gagner. C'est la seule

publication dans laquelle on s'in téresse à résoudre un problème de ce t yp e par les QCSP .

Cep endan t l'ob jectif de cette publication n'a v ait pas de lien a v ec la manière de mo déliser

de tels problèmes à l'aide de QCSP , mais plutôt de décrire des algorithmes génériques

de propagation de con train tes dans le cas des QCSP .

Dans le domaine des QBF, les form ules b o oléennes quan ti�ées, Ansótegui, Gomes

et Selman se son t p enc hés sur le problème de le mo délisation des jeux dans [A GS05 ].

Cep endan t leur but est di�éren t du notre dans le sens où ils se son t in téressés à ce

problème uniquemen t dans un souci de p erformance de résolution, et non de facilité

de mo délisation. Quand joueur- 8 joue un coup illégal, la form ule b o oléenne devien t

automatiquemen t satisfaite. Il faut encore de nom breuses a�ectations aux solv eurs de

QBF p our rep érer que la matrice corresp ondan t à la form ule est satisfaite. Dans leur

article, les auteurs in tro duisen t ce qu'ils app ellen t les indic ator variables dans la form ule,

qui p ermetten t une détection immédiate de la v alidité de la matrice dans le cas d'un

coup illégal, et p ermet ainsi un gain dans le temps d'exploration de l'arbre de rec herc he.

Dans le c hapitre suiv an t nous prop osons un formalisme qui p ermet de mo déliser des

problèmes de même complexité de façon plus in tuitiv e : les CSP Stratégiques.



Chapitre 4

Les CSP Stratégiques

Le mo dèle de CSP Stratégique (SCSP) présen té dans ce c hapitre est basé sur les ob-

serv ations faites dans le c hapitre 3. Les QCSP ne p ermetten t pas une mo délisation aisée

de problèmes tirés de la vie réelle, et ceci à cause de la forme prénexe de la séquence

de v ariables qui implique l'asp ect statique des domaines des v ariables univ erselles. Les

SCSP son t une rép onse à cet asp ect de mo délisation. Cette appro c he est à notre connais-

sance la première prop osition prenan t en compte les di�cultés de mo délisation dans le

domaine des CSP Quan ti�és. Les tra v aux que nous présen tons dans ce c hapitre on t été

décrits dans [BV06].

4.1 Dé�nitions

Dans un CSP Stratégique, nous séparons les v ariables en deux ensem bles di�éren ts.

Un ensem ble con tien t les variables de dé cision qui son t quan ti�ées soit existen tiellemen t

soit univ ersellemen t, comme dans les QCSP . Le second ensem ble de v ariables con tien t les

variables d'état , p ermettan t d'exprimer les con train tes du monde, ou les règle du jeu.

Ces v ariables ne corresp onden t pas à des c hoix faits duran t la rec herc he de stratégie

gagnan te (que ce soit par le joueur existen tiel ou univ ersel), et donc aucun joueur n'a

sur elles de con trôle direct ( c.-à-d. ne p eut c hoisir directemen t leur v aleur) si ce n'est

par le biais des con train tes qui les lien t aux v ariables de décision.

Dé�nition 4.1 (Réseau de Con train tes Stratégique) Nous dé�nissons un r ése au

de c ontr aintes str até gique p ar :

� un ensemble de variables d'état X = f x1; : : : ; xn g,

� un ensemble de variables de dé cision Y = f y1; : : : ; ym g,

59
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� un ensemble de domaines D = f D(x1); : : : ; D (xn ); D (y1); : : : ; D (ym )g, où le do-

maines D(x i ) ( resp. D(yi ) ) est l'ensemble �ni de valeurs que la variable x i (r esp.

yi ) p eut pr endr e,

� une sé quenc e de quanti�c ateurs Q = ( q1y1; : : : ; qm ym ) , où qi 2 f9 ;�8g; 8i 2 1::m ,

� un ensemble de c ontr aintes C = f c1; : : : ; ceg, où var(ck ) � X [ Y;8k 2 1::e

Une v ariable quan ti�ée a v ec

�8 (que nous app ellerons quan ti�ée univ ersellemen t par

abus de langage) doit être capable de prendre n'imp orte quelle v aleur encore consistan te

après l'a�ectation de toutes les v ariables quan ti�ées la précédan t dans la séquence. C'est

la principale di�érence en tre les QCSP est les réseaux de con train tes stratégiques.

Dé�nition 4.2 (Satis�abilité) Un CSP Str até gique (SCSP) (X; Y; D; � ; C) est satis-

�able (p ossè de une str até gie gagnante) ssi :

� Y = ; et (X; D; C ) est un CSP satis�able, ou

� head (Q) = 9yi et p our une valeur v 2 D(yi ) tel le que ( yi  v ) est c onsistant ave c

X , (X [ f yi g; Y n f yi g; D; tail (Q); C [ f yi = vg) est satis�able, ou

� head (Q) = �8yi et p our chaque valeur v 2 D(yi ) , si ( yi  v ) est c onsistant ave c

X , alors (X [ f yi g; Y n f yi g; D; tail (Q); C [ f yi = vg) est satis�able.

Notons que décider quelles v aleurs doiv en t être testées p our une v ariable est un

problème NP-di�cile. En e�et il faut v éri�er quelles v aleurs son t consistan tes a v ec

toutes les v ariables d'état, c'est-à-dire tester la consistance des v aleurs dans le réseau

de con train tes don t les v ariables son t x1; : : : ; xn ; y1; : : : ; yi .

4.1.1 Un exemple

Il est p ossible de mo déliser l'exemple du jeu des m ultiples (exemple 3.1.1) présen té

dans le c hapitre 3 à l'aide des SCSP . V oici un exemple de mo délisation. Il n'y a pas de

v ariable d'état. 9x18y19x28y19x3;

(y1 6= x1)^

(x2 6= x1 ^ x2 6= y1)^

(y2 6= x1 ^ y2 6= y1 ^ y2 6= x2)^

(x3 6= x1 ^ x3 6= y1 ^ x3 6= x2 ^ x3 6= y2)^

x1 mod3 6= 0 ^ (x1 + x2) mod3 6= 0 ^ (x1 + x2 + x3) mod3 6= 0 .

Nous v o y ons que p our ce mo dèle nous n'a v ons pas b esoin de dé�nir les implications

qui rendaien t le mo dèle QCSP p eu compréhensible. Les con train tes de di�érence son t

p our exprimer que l'on ne p eut pas c hoisir un pion déjà pio c hé, et les con train tes de

mo dulo exprimen t le fait que l'on p erd si on a un m ultiple de 3 dans la main.
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4.1.2 SCSP est PSP A CE-Complet

Nous mon trons main tenan t que SCSP est P-SP A CE complet.

Théorème 4.1.1 (Complexité) L e pr oblème de satis�abilité de CSP Str até giques est

PSP A CE-c omplet.

Preuv e: Nous mon trons que SCSP est PSP A CE, puis nous réduisons QCSP (qui est

PSP A CE-Complet) à SCSP . P our déterminer si un SCSP est satis�able, selon la dé�-

nition 4.2, à c haque pas du Bac ktrac k sur le SCSP on a seulemen t b esoin de garder

en mémoire les v ariables d'état et les v ariables quan ti�ées précéden tes, et on a joute

une con train te d'égalité ( yi = v ). Ceci p eut être sto c k é a v ec un espace p olynomial ;

SCSP est PSP A CE. Nous réduisons main tenan t QCSP (qui est P-SP A CE complet) à

SCSP . Soit (Y; D; Q; C) un QCSP . On construit un ensem ble de v ariables Y c
con te-

nan t une copie yc
i de yi p our c haque yi 2 Y . On dé�nit la séquence de quan ti�cateurs

Qc = ( qc
1yc

1qc
2yc

2 : : : 9y19y2 : : :) où qc
i = 9 si qi = 9 et qc

i = �8 si qi = 8 . Il con vien t de noter

que toutes les v ariables de Y son t quan ti�ées existen tiellemen t dans Qc
, et il n'y a pas

de v ariable d'état. L'ensem ble C0
des con train tes con tien t toutes les con train tes de C

sur Y (comme dans le QCSP), auxquelles on a joute les con train tes yc
i = yi p our c haque

i . Comme il n'y a aucune con train te en tre les yc
i , les yc

i on t les même domaines que

les yi . Le SCSP (; ; Y c [ Y; D; Qc; C0) est satis�able ssi le QCSP est satis�able. Comme

QCSP est PSP A CE-Complet, SCSP est aussi PSP A CE-Complet.

4.2 Résolution d'un CSP Stratégique

Dans cette section nous nous in téressons à la résolution des CSP Stratégiques. Nous

discutons sur la manière de résoudre un SCSP à l'aide d'un algorithme de Bac ktrac k

sur les v ariables existen tielles et univ erselles, en tenan t compte des v ariables d'état.

Comme a v ec les CSP classiques (Section 1.1.3) ou les QCSP (Section 1.2.2), il est

p ossible de résoudre les CSP Stratégiques à l'aide d'un algorithme de Bac ktrac k.

Que ce soit dans le cas des v ariables existen tielles ou univ erselles, une v aleur est

autorisée p our une v ariable seulemen t si elle est consistan te a v ec les v ariables d'état et

les a�ectations précéden tes. P our une a�ectation de yi p endan t le Bac ktrac k, il faudra

donc v éri�er que le sous-réseau comp osé des v ariables X [ f y1 : : : yi g est satis�able

( c.-à-d. a une solution).

L'algorithme 4.1 p ermet de déterminer s'il existe une stratégie gagnan te p our un

SCSP donné. Cet algorithme est très pro c he de l'algorithme 1.4. Les di�érences notables

son t l'utilisation de l'algorithme CSP-BT ( cf. Algoritme 1.2) au lieu de l'algorithme
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Consistant ( cf. Algoritme 1.1), et la v éri�cation du CSP constitué des v ariables d'état

dans le cas où on est à une feuille de l'arbre de rec herc he.

Algorithme 4.1 : SCSP-BT

Données :

X les v ariables d'état,

Y les v ariables de décision,

D les domaines des v ariables de X [ Y ,

C un ensem ble de con train tes,

Q la séquence quan ti�ée

Résultat : VRAI si le SCSP (X; Y; D; C; Q ) a une stratégie gagnan te, FAUX sinon

début

si Y = ; alors

retourner CSP-BT( X; D; C ) ;

yi  la v ariable de Y dans head ( Q ) ;

qi  le quan ti�cateur asso cié à yi ;

p our c haque vi 2 D(yi ) faire

si CSP-BT( (X [ yi g; D; C [ (yi = vi )) ) alors

S  SCSP-BT( X [ f yi g, Y n f yi g, D , C [ f yi = vi g, tail (Q) ) ;

si (S = VRAI ^ qi = 9) _ (S = FAUX ^ qi = �8) alors

retourner S ;

retourner qi = �8 ;

�n

Dans le cas des v ariables existen tielles, on assigne des v aleurs aux v ariables de la

même manière que dans les CSP classiques. S'il n'est pas p ossible d'assigner à la v ariable

existen tielle couran te une v ariable, car elles on t été toutes testées ou bien car aucune

n'est consistan te a v ec les v ariables d'état et les v ariables quan ti�ées précéden tes, on

remon te à la v ariable existen tielle précéden te et on lui c hoisit une autre v aleur. S'il n'y

a pas de v ariable existen tielle précéden te, le SCSP ne p ossède pas de stratégie gagnan te.

Dans le cas des v ariables univ erselles, on assigne aussi des v aleurs consistan tes a v ec

les v ariables d'état et les v ariables quan ti�ées précéden tes. S'il n'est pas p ossible d'as-

signer à la v ariable couran te une v aleur parce qu'aucune des v aleurs non testées n'est

consistan te, on remon te à la v ariable univ erselle précéden te. S'il n'y a pas de v ariable

univ erselle précéden te, le SCSP a au moins une stratégie gagnan te.

Dans le cas où toutes les v ariables on t été a�ectées, le scénario est dit gagnant , et

l'on remon te à la dernière v ariable univ erselle p our tester ses autres v aleurs.
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Fig. 4.1 � Morpion, le joueur O gagne

4.3 Exemples

Dans cette section, nous mo délisons deux exemples de jeux de plateaux, et nous

comparons les di�éren ts mo dèles.

4.3.1 Le jeu du morpion

Le jeu du morpion est un jeu de plateau en tre deux joueurs O et X , qui placen t

en alternance des pions sur une grille de 3 lignes et 3 colonnes. Un joueur qui aligne

trois pions gagne la partie. Si la grille est remplie sans qu'aucun joueur n'ait aligné trois

pions, les joueurs son t déclarés ex-ae quo .

La question que l'on se p ose est : �existe-t-il une stratégie gagnan te p our le joueur

1� ? Il est p ossible de mo déliser ce problème à l'aide des SCPS. Les v ariables d'état

corresp onden t à l'état de la grille p endan t la partie. Les v ariables de décision corres-

p onden t aux coups joués par les deux joueurs, et son t liées aux v ariables d'état par des

con train tes qui garan tissen t la cohérence des décisions prises par les joueurs.

Mo dèle 1

L'ensem ble des v ariables d'état con tien t les 9 cases de la grille et 8 v ariables �dra-

p eau� qui représen ten t les états gagnan ts. Sur elles v on t être p osées les con train tes

corresp ondan t aux règles du jeu (mouv emen ts autorisés et détection du v ainqueur).

Les v ariables de grille son t x1:1; : : : ; x3:3 , où x i:j prend comme v aleur le n uméro

du joueur (1 ou 2) qui p ose un jeton sur la case de co ordonnées i:j , ou 0 si la case

est vide ; D(x i:j ) = f 0; 1; 2g; 8i; j 2 1::3. Les v ariables drap eau Fr: 1; Fr: 2; Fr: 3; Fc:1;

Fc:2; Fc:3; Fd:1; Fd:2 donnen t le statut des lignes ( Fr;i ), colonnes ( Fc;i ), ou diagonales

( Fd;i ) auxquelles elles son t asso ciées : la v ariable F� :i prend la v aleur 1 si la ligne est

remplie par le joueur 1, 2 si elle est remplie par le joueur 2, et 0 si des jetons des deux
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joueurs son t présen ts sur la ligne ; D(F� :i ) = f 0; 1; 2g.

L'ensem ble des v ariables quan ti�ées con tien t 9 v ariables de coup P1; : : : ; P9 qui re-

présen ten t les décisions des joueurs, 4 v ariables d'arrêt Stop1; Stop3; Stop5; Stop7 qui

p ermettron t d'arrêter le jeu dès que le joueur 1 a gagné, et une v ariable d'état �nal

F p our déterminer si le joueur 1 gagne. Chaque v ariable Pi prend comme v aleur les

co ordonnées de la case dans laquelle est placée le pion au coup i (par le joueur 1 si i

est impair, par le joueur 2 s'il est pair). Si la partie se termine a v an t le coup i , Pi prend

la v aleur 0. Donc, D(Pi ) = f 0; 1:1; : : : ; 3:3g; 8i 2 1::9. Chaque v ariable b o oléenne Stopi

( i est impair) prend la v aleur 1 si et seulemen t si le joueur 1 a gagné au coup i ou plus

tôt ; D(Stopi ) = f 0; 1g.

Les con train tes suiv an tes assuren t que les v ariables prennen t des v aleurs comme

décrit plus haut.

On p ose les con train tes qui lien t la grille xv aux coups des joueurs Pi .

Pi = v ! xv = (( i � 1)mod2) + 1 ; 8i 2 1::9; v 2 1:1::3:3

La con train te Alignement (X; Y; Z; G ) est vraie si (X = Y = Z = k) $ (G = k); k 2

1; 2. Ainsi, les trois v ariables de case X; Y; Z son t remplies par le joueur k si et seulemen t

si la v ariable drap eau G a p our v aleur k . On p ose la con train te Alignement sur c haque

ligne, colonne, et diagonale p our garan tir que le drap eau d'une ligne donnée indique s'il

y a un gagnan t p our cette ligne.

Alignement (x i: 1; x i: 2; x i: 3; Fr:i ); 8i 2 1::3; /* lignes */

Alignement (x1:j ; x2:j ; x3:j ; Fc:j ); 8j 2 1::3; /* colonnes */

Alignement (x1:1; x2:2; x3:3; Fd:1); et

Alignement (x1:3; x2:2; x3:1; Fd:2) /* diagonales */

On p ose les con train tes qui garan tissen t que le joueur 1 est gagnan t (au moins une ligne

est remplie par le joueur 1, et aucune par le joueur 2) :

max(F� :i ) = F ^ F = 1

Notons que si nous a vions p osé directemen t la con train te max(F� :i ) = 1 , les v aleurs 2

de c haque F� :i auraien t été supprimées par main tien de la consistance car les v ariables

F� :i son t des v ariables d'état. Ainsi les con train tes Alignement (X; Y; Z; F � :i ) auraien t

emp êc hé le joueur 2 de p oser un pion qui l'aurait rendu gagnan t, et le SCSP aurait été
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satis�able même s'il n'y a pas de stratégie gagnan te p our le joueur 1. A v ec la v ariable

quan ti�ée F , la con train te max(F� :i ) = F n'est pas utilisée p our le test de consistance

aussi longtemps que F n'est pas a�ectée (v oir la dé�nition 4.2). De cette manière rien

n'emp êc he le joueur 2 de remplir une ligne. Dans ce cas, l'éc hec viendra de l'imp ossibilité

d'a�ecter une v aleur à F .

En rev anc he, nous dev ons in terdire au joueur 2 de remplir une ligne lorsque le

joueur 1 a déjà gagné. P our cela, nous p osons des con train tes d'arrêt qui p ermetten t au

joueur 1 d'arrêter la partie dès qu'il a gagné. Elle emp êc hen t aussi le joueur 2 de passer

son tour.

Stopi = 1 $ Pi +1 = 0 ; 8i 2 f 1; 3; 5; 7g

Stopi = 1 $ Pi +2 = 0 ; 8i 2 f 1; 3; 5; 7g

Stopi = 1 ! Stopi +2 = 1 ; 8i 2 f 1; 3; 5g

Le CSP Stratégique (f x1:1; : : : ; x3:3; F� :i ; : : :g; f P1; Stop1; P2; P3; Stop3; : : : ; P9; F g;

(9P1; 9Stop1;�8P2; 9P3; 9Stop3; : : : ; 9P9; 9F ); C) est satis�able si et seulemen t s'il existe

une stratégie gagnan te p our le joueur 1. Nous v o y ons que lorsque toutes les v ariables

F� :i son t a�ectées, cela imp ose une v aleur unique p our la v ariable F , et l'a�ectation est

consistan te si et seulemen t si la v aleur p our F est 1. Les v ariables Stopi son t quan ti�ées

existen tiellemen t car c'est le joueur 1 qui décide à quel momen t arrêter la partie.

Mo dèle 2

Nous prop osons un second mo dèle qui utilise le fait que les v ariables univ erselles

n'on t pas b esoin d'a v oir de v aleur consistan te lorsque c'est leur tour d'être a�ectée

(alors que c'est le cas p our les QCSP). Une v ariable existen tielle sans v aleur signi�e un

éc hec alors qu'une v ariable univ erselle sans v aleur signi�e une branc he satis�able.

Nous transformons le mo dèle 1 ainsi : les v ariables de coup Pi n'on t plus la v aleur

0 dans leur domaine : D(Pi ) = f 1:1; : : : ; 3:3g. Il n'y a plus de v ariable d'arrêt Stopi , ni

de con train te d'arrêt. Nous a joutons la con train te :

pas-en-même-temps-1-et-2 (Fr: 1; Fr: 2; Fr: 3; Fc:1; Fc:2; Fc:3; Fd:1; Fd:2)

qui est satisfaite si les v aleurs 1 et 2 n'apparaissen t pas sim ultanémen t dans les v ariables

F� :i (les deux joueurs ne p euv en t pas a v oir gagné).

Le CSP Stratégique dé�ni par (f x1:1; : : : ; x3:3; F� :i ; : : :g; f P1; P2; P3; : : : ; P9; F g; (9P1;
�8P2; 9P3; : : : ; 9P9; 9F ); C) est satis�able s'il existe une stratégie gagnan te p our le joueur 1.

Ce mo dèle p eut paraître de prime ab ord surprenan t. Premièremen t aucune v ariable
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Fig. 4.2 � Puissance 4 : les noirs gagnen t

ou con train te n'indique clairemen t un arrêt. Les v ariables Stopi du mo dèle 1 étaien t

nécessaires p our s'assurer qu'un joueur ne passe pas son tour et n'arrête pas la partie

tan t qu'elle n'est pas terminée. Dans le mo dèle 2, les v ariables Pi ne con tiennen t pas la

v aleur 0. Elles son t donc obligées de prendre une v aleur qui corresp ond à un coup réel.

Une fois que le joueur k a rempli une ligne, la v ariable drap eau F� :i corresp ondan t à

cette ligne prend la v aleur k , et toutes les autres v ariables drap eaux v oien t la v aleur k

supprimée de leur domaine par la con train te pas-en-même-temps-1-et-2 (F� :i ) .

4.3.2 Puissance 4

Nous nous in téressons main tenan t à un jeu un p eu plus complexe : le jeu du Puis-

sance 4.

Puissance 4 (v oir la �gure 4.2) est un jeu à deux joueurs qui est joué sur un plateau

v ertical a v ec 6 lignes et 7 colonnes. Les joueurs on t c hacun 21 disques que l'on distingue

par leur couleur. P endan t son tour de jeu, un joueur fait tom b er un des ses disques

dans l'une des colonnes non remplie. Le disque o ccup e alors la case vide la plus basse

de cette colonne. Un joueur est déclaré gagnan t lorsqu'il parvien t à aligner 4 disques

consécutiv emen t dans la grille, que ce soit horizon talemen t, v erticalemen t ou en diago-

nale. La partie se termine sur une égalité lorsque l'ensem ble de la grille est remplie alors

qu'aucun joueur n'a gagné.

Un mo dèle

On se base sur le second mo dèle de Morpion p our dé�nir celui du Puissance 4.

Comme un disque ne p eut jamais se placer sous un disque qui a été joué précédemmen t,

nous dev ons garder l'ordre des mouv emen ts.

Le CSP Stratégique du Puissance 4 con tien t des v ariables d'état ainsi que des v a-
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riables quan ti�ées. L'ensem ble des v ariables d'état comprend les 42 cases de la grille

x1:1; : : : ; x6:7 , où x i:j représen te la case à l'in tersection de la i

eme
ligne et de la j

eme

colonne, et prend comme v aleur le n uméro du coup auquel un disque a été placé dans

la case. Nous a v ons donc D(x i:j ) = f 1::42g; 8i; j . Nous utilisons aussi des v ariables dra-

p eau Fk1 ; Fk2 : : : , une p our c haque séquence de 4 cases alignées sur la grille. Les Fk i

nous donnen t le statut de leur ligne asso ciée : 1 si la ligne est remplie par le joueur 1,

2 si elle est remplie par le joueur 2, et 0 sinon, D(Fk i ) = f 0; 1; 2g.

L'ensem ble des v ariables quan ti�ées con tien t 42 v ariables de coup P1; : : : ; P42 repré-

sen tan t les di�éren ts coups des joueurs. La v ariable Pi prend comme v aleur les co ordon-

nées de la case remplie au tour i . On a donc D(Pi ) = f 1:1; : : : ; 6:7g; 8i 2 1::42.

Nous dé�nissons les con train tes suiv an tes, qui assuren t que les v ariables décrites

précédemmen t prennen t des v aleurs cohéren tes.

Les con train tes lian t le plateau aux coups :

Pi = v $ xv = i; 8i 2 1::42; v 2 1:1::6:7

Les con train tes qui garan tissen t qu'un disque récen t n'est pas p osé sous un disque

plus ancien :

x i +1 :j > x i:j ; 8i; j

Les con train tes qui détecten t que 4 disques son t alignés : Alignement (W; X; Y; Z; G )

est consistan te si et seulemen t si :

� W; X; Y; Z son t tous pairs et G = 2 , ou

� W; X; Y; Z son t tous impairs et G = 1 , ou

� W; X; Y; Z n'on t pas tous la même parité et G = 0 .

Nous p osons donc les con train tes p our c haque alignemen t de 4 cases :

Alignement (x i:j ; x i:j +1 ; x i:j +2 ; x i:j +3 ; Fkc ) ^ : : :

^ Alignement (x i:j ; x i +1 :j ; x i +2 :j ; x i +3 :j ; Fk l ) ^ : : :

^ Alignement (x i:j ; x i +1 :j +1 ; x i +2 :j +2 ; x i +3 :j +3 ; Fkd ) ^ : : :

^ Alignement (x i:j ; x i +1 :j � 1; x i +2 :j � 2; x i +3 :j � 3; Fke ) ^ : : :

Les con train tes qui assuren t que les deux joueurs ne p euv en t pas gagner :

pas-en-même-temps-1-et-2 (Fk1 ; Fk2 ; : : :)
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En�n, la con train te assuran t la victoire au joueur 1 :

max(F� :i ) = F ^ F = 1

Le CSP Stratégique dé�ni par (f x1:1; : : : ; x6:7; Fk1 ; : : :g; f P1; P2; P3; : : : ; P42; F g;

(9P1;�8P2; 9P3; : : : ;�8P42; 9F ); C) est satis�able si et seulemen t si il existe une straté-

gie gagnan te p our le joueur 1.

4.4 Ev aluation exp érimen tale

Nous fournissons dans cette section des exp érimen tations vraimen t préliminaires

qui mon tren t que le mo dèle SCSP est une appro c he prometteuse p our résoudre des

problèmes de jeux de plateaux à deux joueurs.

Nous utilisons un algorithme similaire à l'algorithme 4.1 a v ec la librairie de con train tes

Cho co [Cho] p our tester la résolution sur les deux jeux présen tés dans la section 4.3.

P our le morpion, nous a v ons testé les deux mo dèles, a�n de déterminer lequel est le

plus e�cace à résoudre. Le mo dèle 2 sans les v ariables d'arrêt est presque trois fois plus

rapide à résoudre (2,05 secondes con tre 5,74 p our le mo dèle 1). Ces résultats p euv en t

être comparés à ceux obten us dans [Nig05 ], où Nigh tingale a aussi testé deux mo dèles

di�éren ts. Le premier s'est résolu en 26,20 secondes et le second en 13,78 secondes, sur

un ordinateur plus rapide que celui sur lequel nous a v ons fait nos exp érimen tations

(3GHz a v ec 1Go de mémoire viv e p our le sien, 1,6GHz et 1Go de mémoire viv e p our le

notre).

P our le Puissance 4, l'instance classique de 6 lignes et 7 colonnes est trop di�cile à

résoudre, et de loin. Nous a v ons donc testé les mo dèles p our des tailles di�éren ts de grille,

comme présen té dans [GR03] p our leurs ep érimen tations d'enco dage de Puissance 4 en

QBF.

Le tableau 4.1 exhib e les résultats obten us par Gen t et Ro wley p our leur résolution

a v ec QBF, et ceux obten us a v ec notre le mo dèle SCSP dé�ni plus haut. On p eut v oir

dans ces résultats que notre mo dèle est plus rapide à résoudre sauf dans le cas de grilles

de 5 � 5 a v ec des lignes à remplir de taille 4.

4.5 Conclusion et Discussion

P our certains problèmes comme les jeux de plateaux, nous a v ons b esoin de p ouv oir

exprimer le fait que les domaines des v ariables dép enden t des v aleurs des v ariables pré-

céden tes, ce qui est faisable a v ec les QCSP mais demande b eaucoup d'e�orts dans la
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QBF Instance SCSP

T emps(s) #v ars #clauses k c Stratégie T emps(s) #v ars #con train tes

0.00 238 631 2 2 T 0.00 15 27

0.03 1,117 3,330 3 2 T 0.06 39 110

4.23 8,374 27,384 5 2 T 0.23 123 720

22.80 17,314 57,891 6 2 T 0.45 183 1,439

137.59 32,043 108,838 7 2 T 1.72 255 2,602

0.07 901 2,610 3 3 F 0.20 27 98

8.10 2,880 9,381 4 3 T 1.83 57 295

451.41 7,174 24,984 5 3 T 98.04 99 696

- 15,154 55,011 6 3 - - 153 1,409

3.08 2,432 7,461 4 4 F 3.89 43 281

703.92 6,174 21,384 5 4 F - 79 676

- 13,282 49,539 6 4 - - 127 1,383

T ab. 4.1 � Résultats de l'enco dage QBF de Gen t (à gauc he) et de notre mo dèle SCSP

(à droite). Les grilles son t carrées de hauteur et largeur k , où il faut aligner c disques.

La colonne Stratégie indique s'il y a une stratégie gagnan te (T) ou non (F).Arrêt de

l'exécution au b out de 3600 sec.

mo délisation des con train tes. Nous a v ons prop osé les CSP Stratégiques, qui remplacen t

la séman tique du quan ti�cateur univ ersel p our qu'il restreigne le domaine d'une v a-

riable univ erselle suiv an t le con texte ( c.-à-d. la v aleur des v ariables la précédan t dans

la séquence). Nous a v ons fourni une exp érimen tation préliminaire à ce formalisme qui

mon tre que le formalisme SCSP n'est pas seulemen t une aide à la mo délisation, mais

qu'il p eut aussi p ermettre de résoudre certains problèmes de manière plus e�cace que les

appro c hes existan tes. Cep endan t, cette étude est très préliminaire, et nous ne sommes

pas du tout in téressés à des algorithmes e�caces p our résoudre les SCSP , a v ec par

exemple une étude sur la propagation de con train te ou encore des heuristiques de c hoix

de v aleur.

Discussion

Ce formalisme est le premier à notre connaissance à se fo caliser sur la di�culté de

mo délisation des problèmes dans les QCSP . Cep endan t, il n'est pas encore totalemen t

satisfaisan t. En e�et dans les mo dèles que nous a v ons prop osés, l'utilisation de la v ariable

F n'est pas élégan t ; elle est in tégrée dans le mo dèle p our éviter de propager les

con train tes dans le sens in v erse de la séquence.

Si l'on propage une con train te v ers l'extérieur de la séquence, cela v eut dire en

termes de jeu que l'on emp êc he un coup p our un joueur, non pas parce que les règles
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le lui in terdisen t, mais parce que s'il joue ce coup, le joueur existen tiel ne p ourra pas

gagner. Si c'est une v aleur d'une v ariable existen tielle, ça ne p ose pas de problème.

Cep endan t dans le cas où l'on mo di�e ainsi le domaine d'une v ariable univ erselle, c'est

un phénomène indésirable : on ne p eut pas demander à son adv ersaire de ne pas jouer

les coups qui le ferait gagner.

Une seconde remarque p orte sur les con train tes globales. Que se passe-t-il dans le

cas où l'on v eut décomp oser une con train te globale ? Prenons un exemple simple :

Exemple 4.5.1 Soient les deux pr oblèmes suivants :

P1 = 9y1�8y29y3; y1 6= y2 ^ y1 6= y3 ^ y2 6= y3:D (yi ) = f 1; 2; 3g

P2 = 9y1�8y29y3;alldiff (y1; y2; y3):D (yi ) = f 1; 2; 3g

Les deux problèmes de l'exemple 4.5.1 sem blen t équiv alen ts. La con train te alldiff

est séman tiquemen t équiv alen te à la clique de di�érences binaires. Cep endan t, du p oin t

de vue des SCSP , il y a bien une di�érence. En e�et, lors de l'a�ectation de y2 dans le

problème P1 , on doit prendre en compte la con train te y1 6= y2 p our sa v oir quelles son t les

v aleurs compatibles. Ce problème a une stratégie gagnan te. En rev anc he dans le cas du

problème P2 , on ne v éri�era la con train te alldiff que p our la v ariable y3 . Ce problème

n'a pas de stratégie gagnan te. Les deux problèmes, bien qu'ils sem blen t équiv alen ts, ne

le son t pas. Cette di�érence n'est pas satisfaisan te car elle p eut facilemen t induire en

erreur la p ersonne qui mo délise le problème.



Chapitre 5

Les QCSP

+

Le mo dèle des problèmes de satisfaction de con train tes quan ti�ées a v ec quan ti�-

cations restrein tes (QCSP

+
, [BL V07 ]) est basé sur les mêmes idées que le mo dèle des

CSP Stratégiques. Le but de ce mo dèle est de rendre plus in tuitif la construction d'un

mo dèle p our les problèmes de la classe des QCSP . Il utilise la notion de quanti�c ation

r estr einte qui est plus naturelle que la quan ti�cation non-restrein te ( c.-à-d. des QCSP).

Dans la séman tique des mondes p ossibles, un quan ti�cateur univ ersel restrein t est un

quan ti�cateur qui ne s'appliquera qu'à une partie des mondes p ossibles, de manière

conditionnelle. Dans le cas des SCSP , le quan ti�cateur univ ersel restrein t a été nommé

�8 . Dans ce c hapitre, nous présen tons les QCSP

+
a�n d'étudier la résolution de ces

problèmes dans le c hapitre 6. L es QCSP

+
ne sont p as une c ontribution de c ette thèse.

5.1 Dé�nitions

Dans les QCSP

+
, la quan ti�cation restrein te agit a v ec un �tel que� après la v ariable

quan ti�ée. V oici commen t est dé�ni un QCSP

+
.

P = 9X 1[RX 1 ]; 8Y1[RY1 ]9X 2[RX 2 ] : : : 9X n [RX n ]; G

Nous utiliserons la même notion de blo c que dans la section 1.2.1, c'est-à-dire une

suite maximale de v ariables consécutiv es de même quan ti�cateur. Dans [BL V07 ], un

blo c est app elé un sc op e . Nous noterons dans la suite de ce man uscrit X i p our un blo c

existen tiel, et Yi p our un blo c univ ersel. P our les mêmes raisons que dans les QCSP ,

l'ordre à l'in térieur des blo cs n'est pas imp ortan t, mais c hanger la place de v ariables

n'appartenan t pas au même blo c p eut c hanger le problème.

71



72 Réseaux de Con train tes à Quan ti�cation Restrein te

Dé�nition 5.1 On app el le règle un ensemble de c ontr aintes lié à un blo c de variables.

El le est la r estriction ( c.-à-d. la c ondition d'applic ation) du quanti�c ateur de c e blo c.

P our le blo c n uméro i ( bloci , con tenan t les v ariables de l'ensem ble X ), nous noterons

la règle qui lui est asso ciée soit Ri soit RX . Une règle est utilisée p our restreindre

dynamiquemen t ( c.-à-d. p endan t l'exploration de l'arbre de rec herc he) les domaines des

v ariables, qu'elles soien t existen tielles ou univ erselles.

Dé�nition 5.2 L e but (go al) G du pr oblème P est un ensemble de c ontr aintes r epr é-

sentant l'obje ctif du QCSP

+
.

Le problème P présen té plus haut p eut se lire ainsi : �Existe-t-il une a�ectation des

v ariables du blo c X 1 resp ectan t la règle RX 1 v alable p our toute a�ectation des v ariables

de Y1 telle que RY1 est resp ectée et qu'il existera une a�ectation des v ariables de X 2

resp ectan t la règle RX 2 . . . de manière à ce que le but G soit attein t ?�

La di�érence principale en tre CSP Stratégiques et QCSP

+
est la place des con train tes.

En QCSP

+
, on place explicitemen t les con train tes en tan t que règles sur des blo cs de

v ariables. Dans les SCSP , une con train te était implicitemen t liée à la v ariable la plus

in térieure impliquée.

QCSP ou QCSP

+

Il est p ossible d'exprimer les mêmes problèmes à l'aide de QCSP ou de QCSP

+
, la

seule di�érence est d'ordre syn taxique.

Un QCSP p eut être exprimé sous la forme d'un QCSP

+
de manière triviale. On

construit un QCSP

+
a v ec la même séquence de v ariables, des règles vides, et un but

corresp ondan t à l'ensem ble des con train tes du QCSP .

De manière symétrique un QCSP

+
p eut être exprimé sous la forme d'un QCSP . On

transforme alors la form ule du QCSP

+
selon les quan ti�cateurs :

� 9X [RX ]P0
est équiv alen t à 9X; R X ^ P0

� 8Y[RY ]P0
est équiv alen t à 8; RY ! P0

P our transformer un QCSP

+
en QCSP , on utilise les deux règles de transformation

précéden tes, puis on transforme la form ule en forme prénexe.

Le QCSP

+ P est équiv alen t à la form ule 9X 1(RX 1 ^ (8Y1(RY1 ! 9 X 2(RX 2 ^

(: : : 9X n (RX n ^ G)))))) . Le QCSP équiv alen t à P (la form ule ci-dessus en forme pré-

nexe) est dé�ni ainsi : 9X 18Y19X 2 : : : 9X n ; (RX 1 ^ (: RY1 _ (RX 2 ^ (: : : (RX n ^ G))))) .

On p eut noter que dans ce QCSP , on p erd la structure initiale du problème mo délisé

en QCSP

+
puisque l'on n'a plus qu'une con train te dé�nie sur l'ensem ble des v ariables
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du problème. De plus, les disjonctions de con train tes ne se propagen t pas bien dans

les CSP , alors que l'on esp ère p ouv oir en tirer quelque c hose à partir de la form ulation

en QCSP

+
. Finalemen t cette form ule paraît plus di�cile à comprendre p our l'esprit

h umain que celle exprimée dans le langage QCSP

+
.

5.2 Résolution d'un QCSP

+

Dans cette section nous nous in téressons à la résolution des QCSP

+
. Dans un premier

lieu, nous discutons sur la manière de résoudre un QCSP

+
à l'aide d'un algorithme de

Bac ktrac k sur les v ariables existen tielles et univ erselles, puis nous nous in téressons à la

propagation de con train tes dans les QCSP

+
de manière générale, et telle qu'elle a été

prop osée dans [BL V07 ].

5.2.1 Bac ktrac king sur un QCSP

+

Comme a v ec les CSP classiques (Section 1.1.3), les QCSP (Section 1.2.2) et les

SCSP (Section 4.2), il est p ossible de résoudre les QCSP

+
à l'aide d'un algorithme de

bac ktrac k. P our un blo c B , les tuples autorisés son t ceux consistan ts a v ec la règle RB

et les a�ectations précéden tes. L'algorithme QCSP

+
-BT (algorithmes 5.1 et 5.2) est très

pro c he de celui des SCSP .

Nous notons bloci le blo c n uméro i dans la séquence de quan ti�cateurs. quant ( bi ) est

une fonction qui retourne le quan ti�cateur lié au blo c bi , et vars ( bi ) ren v oie l'ensem ble

de v ariables con ten ues dans le blo c bi . regle ( bi ) est l'ensem ble de règles asso ciées au

blo c bi .

Dans le cas des v ariables existen tielles, on assigne des v aleurs aux v ariables de la

même manière que dans les CSP classiques. S'il n'est pas p ossible d'assigner à la v ariable

existen tielle couran te une v aleur, car elles on t été toutes testées ou bien car aucune ne

satisfait l'ensem ble des règles, on remon te à la v ariable existen tielle précéden te et on lui

c hoisit une autre v aleur. S'il n'y a pas de v ariable existen tielle précéden te, le QCSP

+

ne p ossède pas de stratégie gagnan te.

Dans le cas des v ariables univ erselles, on assigne aussi des v aleurs consistan tes a v ec

la règle du blo c couran t. S'il n'est pas p ossible d'assigner à la v ariable couran te une

v aleur parce qu'aucune des v aleurs non testées n'est consistan te a v ec la règle du blo c,

on remon te à la v ariable univ erselle précéden te. S'il n'y a pas de v ariable univ erselle

précéden te, le QCSP

+
a au moins une stratégie gagnan te.

Dans le cas où toutes les v ariables on t été a�ectées de manière compatible a v ec

leurs règles resp ectiv es, on v éri�e que le scénario est compatible a v ec le but. S'il est
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compatible, on revien t à la dernière v ariable univ erselle p our tester ses autres v aleurs.

S'il n'est pas compatible, on remon te à la dernière v ariable existen tielle p our tester les

autres v aleurs de son domaine.

Algorithme 5.1 : QCSP

+
-BT

Données :

P le problème

Résultat : VRAI s'il existe une stratégie gagnan te, FAUX sinon

début

retourner QCSP

+
-BT-I( P,1, ; , vars( bloc1 )) ;

�n

Algorithme 5.2 : QCSP

+
-BT-I

Données :

P le problème,

S l'indice du blo c couran t,

A l'a�ectation en cours,

X les v ariables non a�ectées de blocS
Résultat : VRAI s'il existe une stratégie gagnan te, FAUX sinon

début

si X = ; alors

si blocS est le dernier blo c alors

retourner Consistant( A,G ) ;

sinon

retourner QCSP

+
-BT-I( P,S+1,A, vars( blocS+1 )) ;

Choisir une v ariable x 2 X ;

q  quant( blocS ) ;

p our c haque v 2 D(x) faire

si Consistant( A [ f x  vg,

S S
i =1 regle( bloci )) alors

S  QCSP

+
-BT-I( P,S, A [ f x  vg, X n f xg) ;

si (q = 9 ^ S) _ (q = 8 ^ : S ) alors

retourner SA T ;

retourner q = 8 ;

�n

Un exemple

Exemple 5.2.1 Soit P = 9x18y1[y1 6= x1]9x2; x2 = y1; D (x1) = D(y1) = f 1; 2; 3g;

D (x2) = f 1; 2g un QCSP

+
. Dans c e QCSP

+
, x1 p eut jouer n 'imp orte quel mouvement
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1; 2; ou 3. Puis c'est au tour de y1 de jouer, un c oup di�ér ent ( y1 6= x1 ). L e dernier

c oup x2 du joueur existentiel est soit 1 soit 2, mais il doit jouer le même c oup que y2

p our p ouvoir gagner.

PSfrag replacemen ts

??

x1

33

3

x2x2

y1y1y1

1

1

1

2

2

2

>>

Si x1 joue 1 ou 2, y1 sera capable de jouer 3 et de

gagner car x2 ne p eut pas jouer lui aussi 3 (cette

v aleur n'est pas dans son domaine). La seule

manière p our joueur- 9 de gagner est de jouer

en premier coup la v aleur 3, a�n d'in terdire ce

coup à y1 . Ensuite, quelque soit le coup joué

par le joueur- 8 , ( y1  1 ou y1  2), x1 p ourra

prendre la même v aleur. Le QCSP

+
a donc une

stratégie gagnan te.

Notons que dans l'exemple 5.2.1, la con train te de but aurait pu se trouv er dans la

règle asso ciée à x2 de manière équiv alen te. Lorsque le dernier blo c est existen tiel, ses

règles et le but on t la même signi�cation.

5.2.2 Propagation des con train tes

Dans cette section, nous essa y ons de déterminer s'il est p ossible d'utiliser les tec h-

niques de �ltrage de con train tes bien conn ues dans le monde des CSP classiques a�n de

réduire les domaines des v ariables.

5.2.2.1 Sur un exemple

Exemple 5.2.2 Soit P = 9x18y1[y1 < x 1]; ? . D(x1) = D(y1) = f 1; 2; 3g. x1 doit

choisir une valeur, puis y1 doit choisir une valeur inférieur e. Si y1 est c ap able de le

fair e, le joueur- 9 p er d.

Dans l'exemple 5.2.2, propageons à la manière CSP la règle y1 < x 1 attac hée à la

v ariable univ erselle y1 . La v aleur 1 est supprimée du domaine de x1 , et 3 est supprimé

du domaine de y1 .

Comme dans les CSP classiques, la v aleur 3 de y1 p eut e�ectiv emen t être supprimée

car quelque soit la v aleur prise par x1 , y1 ne sera jamais capable de prendre la v aleur

3

1

.

Cep endan t, con trairemen t à la propagation dans les CSP classiques, on ne p eut pas

supprimer la v aleur 1 de x1 : si x1 prend la v aleur 1, le joueur- 9 v a gagner car y1 ne

1

Il est imp ortan t de noter la di�érence a v ec les QCSP dans lesquels la suppression d'une v aleur dans

un domaine de v ariable univ erselle est synon yme d'éc hec p our l'ensem ble du problème.
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p ourra pas jouer. Dans le cas des QCSP

+
, vider le domaine d'une v ariable univ erselle

est p ermis car il v eut dire que si l'on arriv e au coup de cette v ariable univ erselle, on a

gagné.

5.2.2.2 En général

Soit x i une v ariable dans un QCSP

+
, a v ec une règle Rx i . Si nous propageons la

con train te uniquemen t sur le domaine de x i , nous supprimons de son domaine toutes

les v aleurs inconsistan tes a v ec ce qui arriv e a v an t. Cette restriction sur la propagation est

autorisée car les v aleurs supprimées ainsi ne p euv en t pas apparaître dans la stratégie

gagnan te (quand le solv eur devra a�ecter une v aleur à x i , il devra le faire de manière

consistan te a v ec les v ariables précéden tes par rapp ort à Rx i ).

Soit x j une autre v ariable du QCSP

+
située dans un blo c extérieur à celui de x i .

Supp osons que la règle Rx i p orte sur x j aussi (les v aleurs que p euv en t prendre x i

dép enden t de celles prises par x j ). Si la propagation classique de la con train te Rx i

supprime la v aleur vj dans le domaine de x j , on doit en conclure que si x j prend la

v aleur vj , alors quand ce sera au tour de x i de jouer, il ne sera pas p ossible de lui a�ecter

une v aleur. Deux raisons nous préviennen t alors de supprimer vj de x j . Ces deux raisons

viennen t du fait que supprimer une v aleur n'est pas forcémen t synon yme d'éc hec.

� La première raison vien t du fait que vider le domaine d'une v ariable univ erselle

n'est pas synon yme d'éc hec,

� La seconde raison, et la plus imp ortan te, vien t du fait qu'il est tout à fait p ossible

que le domaine d'une v ariable univ erselle en tre x i et x j soit vidé lorsque x j prend

la v aleur vj . Ce cas de �gure n'est pas rep érable par propagation.

De manière plus brèv e, il est p ossible de propager les con train tes de l'extérieur de

la séquence v ers l'in térieur, mais pas dans l'autre sens. Benedetti et al. [BL V07 ] on t

prop osé la propagation en cascade suiv an t ce princip e.

5.2.2.3 La propagation en cascade

Dans [BL V07 ], la propagation en cascade est prop osée comme mécanisme de propa-

gation dans le cas des QCSP

+
. L'idée est que la propagation des con train tes des règles

ne p eut mo di�er que les v ariables du blo c asso cié à la règle, mais pas les domaines des

v ariables des blo cs précéden ts.

A�n d'utiliser ce mécanisme de propagation, on crée di�éren ts sous-problèmes Pi ,

c hacun de ces sous-problèmes représen tan t le problème P du blo c 1 au blo c i (a v ec les

con train tes asso ciées aux blo cs 1.. i ). P our un problème a v ec n blo cs, il y a n + 1 sous-
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problèmes, les n premiers corresp ondan ts aux blo cs, et le problème n + 1 corresp ondan t

au problème global, a v ec le but. Dans un sous-problème, indép endemmen t des autres,

on applique la propagation classique des CSP . Chaque Pi représen te donc le fait que

l'on soit capable d'a�ecter des v aleurs aux v ariables jusqu'au blo c i .

Si on reprend l'exemple 5.2.1, on divise le problème en 4 sous-problèmes :

P1 = 9x1; >

P2 = 9x18y1[y1 6= x1]; >

P3 = 9x18y1[y1 6= x1]9x2; >

P4 = 9x18y1[y1 6= x1]9x2; x2 = y1

P our c haque sous-problème P1::P3 , le but est > car le sous-problème Pi est satis�able

lorsqu'il est p ossible d'a�ecter toutes ses v ariables, sans p enser au but de P .

La propagation de c haque Pi p eut être faite indép endemmen t, mais a�n d'accélérer

le pro cessus, les v aleurs supprimées du sous-problème Pi p euv en t être supprimées des

problèmes Pj ; j > i . En e�et, si une v aleur est supprimée dans Pi , il n'est pas p ossible

d'a�ecter des v aleurs jusqu'au blo c i ; il ne sera pas non plus p ossible d'a�ecter les

v ariables plus loin.

La propagation en cascade p ermet de déterminer à quel momen t on ne p ourra plus

a�ecter les v ariables. Cep endan t, con trairemen t à la propagation classique, vider un

domaine ne nous renseigne absolumen t pas sur la satis�abilité du problème couran t.

Cette propagation n'est donc pas plus utile en elle-même que le fait de ne propager que

les con train tes du blo c couran t, et est plus coûteuse en temps de calcul. En rev anc he, il

est p ossible de tirer des renseignemen ts des propagations classiques des sous-problèmes,

c'est ce que nous ab ordons dans la section suiv an te.

5.3 Conclusion

Les QCSP

+
on t p our but de faciliter la mo délisation de problèmes PSP A CE. Ils son t

une autre alternativ e aux QCSP comme le son t les CSP Stratégiques. Le défaut des

CSP Stratégiques concernan t la décomp osabilité des con train tes n'apparaît pas dans ce

formalisme car les con train tes son t explicitemen t liées aux v ariables qu'elles restreignen t.

Dans le c hapitre 6, nous nous in téressons à la résolution des QCSP

+
grâce au mécanisme

de rétro-propagation que nous y dé�nissons.
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Chapitre 6

Une Heuristique de Choix de

V aleur Guidée par le But

Les QCSP

+
et leur résolution que nous a v ons ab ordés dans le c hapitre 5 ne son t pas

une con tribution de cette thèse. Nous ab ordons main tenan t les tra v aux que nous a v ons

prop osé dans [VB08 ], qui utilisen t les QCSP

+
.

Nous présen tons dans la section 6.1 ce que nous a v ons app elé la R étr o-Pr op agation ,

un t yp e de propagation qui propage l'information de l'in térieur de la séquence v ers

l'extérieur. Nous mon trons aussi que cette propagation ne fonctionne pas dans le cas

général, mais nous présen tons une heuristique dans la section 6.2.3 qui utilise le même

princip e.

6.1 Rétro-Propagation

6.1.1 Supprimer des v aleurs d'un domaine

Le but de la propagation de con train tes dans les CSP est de supprimer c haque v aleur

don t nous sa v ons que, si nous l'assignons à sa v ariable, ça mène à un éc hec.

Le but de la propagation de con train tes dans les QCSP

+
est aussi de supprimer

des v aleurs. Mais les v aleurs que l'on p eut supprimer sans p erte de stratégies gagnan tes

dép end des quan ti�cateurs.

Dans le cas d'une v ariable existen tielle, nous p ouv ons supprimer les v aleurs qui

ne mènen t pas à une stratégie gagnan te (à la manière des CSP). In tuitiv emen t, cela

v eut dire que le joueur- 9 ne jouera pas ce coup car il sait qu'il mène à la victoire de son

adv ersaire. Si toutes les v aleurs du domaine d'une v ariable existen tielle son t supprimées,

il lui est imp ossible de gagner.

79
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Dans le cas d'une v ariable univ erselle, les v aleurs que l'on p eut supprimer son t celles

p our lesquelles on est sûr qu'il existe une stratégie gagnan te. In tuitiv emen t, cela v eut

dire que le joueur- 8 ne jouera pas ce coup car il sait qu'il mène à la victoire de son

adv ersaire. Si toutes les v aleurs du domaines d'une v ariable univ erselle son t supprimées,

il lui est imp ossible de gagner.

Les comp ortemen ts des deux adv ersaires son t donc totalemen t symétriques.

Dans la section 6.1.2, nous dév elopp ons commen t il est p ossible de transmettre de

l'information de la droite de la séquence v ers la gauc he sur un exemple.

6.1.2 Un exemple illustratif

L'exemple 6.1.1 est le même que l'exemple 5.2.1.

Exemple 6.1.1 P = 9x18y1[y1 6= x1]9x2; x2 = y1; D (x1) = D(y1) = f 1; 2; 3g; D (x2) =

f 1; 2g.

Considérons l'exemple 6.1.1. Si nous propageons le but ( x2 = y1 ), il supprime la

v aleur 3 du domaine de y1 . Cela v eut dire que si y1 joue 3, le joueur- 9 ne p eut pas

gagner. x1 doit donc emp êc her y1 de jouer 3. La seule manière d'y arriv er est d'utiliser

la règle asso ciée à y1 ( y1 6= x1 ). En d'autres termes, la règle doit être inconsistan te a v ec

y1 = 3 . A�n de déterminer quelles v aleurs de x1 son t inconsistan tes a v ec y1 = 3 , on

p eut considérer le problème suiv an t : P0 = 9x18y1[y1 6= x1]; ? , a v ec D(x1) = f 1; 2; 3g

et D(y1) = f 3g. Dans ce nouv eau problème, x1 doit c hoisir une v aleur en tre 1 et 3, puis

y1 doit c hoisir la v aleur 3 (la seule de son domaine) si elle est consistan te a v ec la règle

y1 6= x1 . S'il est p ossible d'a�ecter y1 , le joueur- 9 a p erdu (le but est ? ). Le joueur- 9

doit donc tout faire p our que y1 ne puisse pas jouer. Si on propage la règle y1 6= x1 , la

v aleur 3 est supprimée du domaine de x1 . C'est donc cette v aleur qui est consistan te

par rétro-propagation a v ec le but x2 = y1 du problème initial P .

6.1.3 Comp ortemen t général

Premièremen t, nous sa v ons que si la v aleur v est inconsistan te a v ec les règles Rx i

du blo c de x i , il est p ossible de la supprimer du domaine de x .

Nous p ouv ons ensuite regarder plus loin dans la séquence de v ariables. Considérons

un QCSP

+
con tenan t la séquence suiv an te : qxi [Rx i ]�qyj [Cj (x i ; yj )]qxk [Ck (xk ; yj )] , a v ec

q = 8 et �q = 9 ou q = 9 et �q = 8 . Supp osons que propager Ck (xk ; yj ) supprime

l'ensem ble de v aleurs V dans D(yj ) . Comme dit précédemmen t, cela v eut dire que si yj

est capable de prendre une des v aleurs vj de V , xk ne p ourra pas jouer. Donc le joueur- q
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doit emp êc her le joueur- �q de jouer une v aleurde V . S'il n'est pas capable de l'in terdire,

il v a p erdre. Il p eut réduire le domaine de yj grâce aux règles qui impliquen t x i et yj .

P our s'assurer que yj ne v a pas emp êc her xk de jouer, nous dev ons faire en sorte

que Cj (x i ; yj ) supprime les v aleurs de V du domaine de yj . On p eut alors considérer

le problème suiv an t : qxi [Rx i ]�qyj [Cj (x i ; yj )]; ? , a v ec D(yj ) = V . Les v aleurs de x1

inconsistan tes a v ec ce nouv eau problème son t consistan tes a v ec le problème initial.

6.1.4 La rétro-propagation ne fonctionne pas

Dans le cas où il y a des v ariables en tre x i et xk , le traitemen t précéden t n'est p eut-

être pas correct : imaginons que la partie s'arrête toujours a v an t le coup xk . Dans ce

cas il ne faut pas prendre en compte cette v ariable !

V oici un exemple qui illustre ce problème :

Exemple 6.1.2 P = 9x18z1z2[x1 6= z1 ^ x1 6= z2 ^ z1 6= z2]9t8y1[y1 6= x1]9x2; (x2 =

y1) ^ (z1 + z2 6= 3) : D (x1) = D(t) = D(y1) = f 1; 2; 3g; D (z1) = D(z2) = f 1; 2g; D (x2) =

f 1; 2g. L a variable t est pr ésente seulement p our sép ar er deux blo cs de variables uni-

versel les. L e pr oblème est le même que c e lui de l'exemple 6.1.1 dans le quel nous avons

ajouté les variables zi et t , ainsi que la c ontr ainte de but (z1 + z2 6= 3) .

De la même manière que précédemmen t (exemple 6.1.1), nous p ouv ons supprimer

les v aleur 1 et 2 p our x1 a�n d'emp êc her y1 de prendre la v aleur 3. C'est une erreur : si

x1 prend la v aleur 3, le but (z1 + z2 6= 3) ne p eut pas être satisfait et le joueur- 9 p erd.

Si x1 prend la v aleur 1 ou la v aleur 2, les zi ne p ourron t pas être a�ectées de manière

consistan te a v ec leur règle, et le joueur- 9 gagne. Supprimer les v aleurs 1 et 2 n'est donc

pas p ermis.

Dans le cas général, la rétro-propagation p eut supprimer des v aleurs consistan tes

a v ec le problème, elle ne p eut donc pas être utilisée comme propagation correcte p our

les QCSP

+
. Cep endan t nous allons utiliser cette propagation p our une heuristique de

c hoix de v aleurs qui guide v ers la victoire, ou qui prévien t la défaite.

6.2 Une heuristique par rétro-propagation

Dans cette section nous présen tons une heuristique p our le c hoix des v aleurs à af-

fecter dans le cas des QCSP

+
. Le comp ortemen t de l'heuristique est basé sur la rétro-

propagation ; mais étan t seulemen t une heuristique, elle ne supprime pas de v aleur dans

les domaines, elle les ordonne de la meilleure v ers la plus mauv aise dans le but d'explorer

le moins de no euds p ossibles.
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Dans la première partie de la section, nous discutons de la p ertinence d'une heuris-

tique de c hoix de v aleur dans les QCSP

+
en comparan t a v ec les CSP classiques, puis

nous présen tons notre con tribution, une heuristique de c hoix de v aleur guidée par le

but.

6.2.1 Les heuristiques de c hoix de v aleur

Dans les CSP , une heuristique de c hoix de v aleur ( cf. section 1.1) est une fonction

qui aide le solv eur à se diriger plus rapidemen t v ers une solution. Quand le solv eur doit

c hoisir en tre plusieurs v aleurs, l'heuristique lui donne la v aleur la plus prometteuse. La

v aleur la plus prometteuse d'une v ariable est une v aleur qui mène à une solution. Si

nous sommes capables de déterminer quelle est la meilleur v aleur, alors il est p ossible

de résoudre un CSP sans remise en cause des c hoix lorsqu'il a une solution. En rev anc he,

une heuristique n'est pas utile dans le cas du Bac ktrac k c hronologique s'il n'y a pas de

solution.

Dans le cas quan ti�é (QCSP ou QCSP

+
), il est aussi p ossible de dé�nir un ordre

sur les v aleurs à explorer. Cep endan t, la rec herc he ne sera jamais sans retour arrière, à

moins qu'il n'y ait que des quan ti�cateurs existen tiels.

Une v aleur pr ometteuse p our une v ariable existen tielle (comme p our les CSP) est une

v aleur qui mène à une stratégie gagnan te. Une v aleur pr ometteuse p our une v ariable

univ erselle est une v aleur qui mène à un éc hec. Dans le cas d'un QCSP

+
a y an t une

stratégie gagnan te, l'heuristique sera utile p our les v aleurs des v ariables existen tielles

mais in utile p our les v ariables univ erselles, car il faudra parcourir l'ensem ble des v aleurs

des v ariables univ erselles. À l'in v erse, dans le cas d'un QCSP

+
sans stratégie gagnan te,

l'heuristique p ermet de découvrir quelles son t les v aleurs des v ariables univ erselles p our

lesquelles on ne p eut pas gagner mais n'est pas utile p our les v ariables existen tielles, il

faudra donc parcourir toutes les v aleurs des v ariables existen tielles p our s'assurer qu'il

n'existe pas de stratégie gagnan te.

Dans le reste de la section, nous prop osons une heuristique de c hoix de v aleur qui a

un comp ortemen t similaire p our les v ariables existen tielles et les v ariables univ erselles.

6.2.2 L'ob jectif de l'heuristique

Le but a v ec cette heuristique est d'explorer l'arbre de rec herc he en regardan t v ers le

futur p our gagner dès que c'est p ossible, éviter les pièges de l'adv ersaire, et bien sûr ne

pas se piéger soi-même. P ar exemple, au jeu d'éc hecs, s'il est p ossible de faire é che c et

mat en un coup, v ous ne v ous demandez pas si un autre coup p ermettrait de gagner. Si
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v otre adv ersaire est sur le p oin t de v ous mettre éc hec et mat au pro c hain tour à moins

que v ous ne b ougiez une tour, v ous n'a v ez pas à considérer un mouv emen t d'un pion !

En termes de QCSP

+
, v éri�er si un coup est b on ou mauv ais est une question de sa-

tisfaction de con train tes. Nous utilisons les mêmes tec hniques que la rétro-propagation,

c'est-à-dire v éri�er les règles par arc-consistance.

V o y ons sur des exemples commen t c hoisir les b onnes v aleurs. Dans c hacun des

exemples suiv an ts, le but est de déterminer quelle serait la v aleur à tester en premier

p our la première v ariable de la séquence. Nous notons q et �q les quan ti�cateurs des

v ariables. Ils corresp onden t soit à 9 et 8 soit à 8 et 9 .

6.2.2.1 Auto-Préserv ation

Dans l'exemple 6.2.1, la règle d'un blo c supprime des v aleurs dans le domaine d'une

v ariable de même quan ti�cateur. Le joueur- q essaie de ne pas se blo quer lui-même.

Exemple 6.2.1 P = qx1 : : : qx2[x2 < x 1] : : : ; D (x1) = D(x2) = f 1; 2; 3g:

L'arc-consistance sur la règle de x2 supprime la v aleur 1 du domaine de x1 . Comme

le joueur- q v eut être capable de con tin uer à jouer encore, il est p eut-être mieux d'essa y er

les v aleurs 2 et 3 en premier, car s'il essaie 1, il ne p ourra pas jouer p our x2 . Dans la

suite du c hapitre, nous nous réferrerons à cette règle par le nom A uto-Pr éservation .

6.2.2.2 Blo quer l'adv ersaire

Dans l'exemple 6.2.2, la règle d'un blo c de quan ti�cateur di�éren t supprime des

v aleurs dans le domaine de la v ariable couran te. Le joueur- q v a alors ten ter de blo quer

le joueur- �q.

Exemple 6.2.2 P = qx1 : : : �qy1[y1 < x 1] : : : ; D (x1) = D(y1) = f 1; 2; 3g:

Propager l'arc-consistance sur la règle de y1 supprime la v aleur 1 dans le domaine de x1 .

Comme le joueur- q v eut in terdire au joueur- �q de jouer, il est p eut-être plus judicieux

de commencer par la v aleur 1.

Dans la suite du c hapitre, nous référerons à cette règle par le nom Blo quer-L-

A dversair e .

Si deux règles son t en con tradiction, l'heuristique prend en compte la règle la plus

extérieure, car c'est celle qui risque le plus de se déclenc her. Ceci explique que dans

notre algorithme, nous v éri�ons les règles de la gauc he v ers la droite.
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6.2.2.3 An ticip er

Sur l'adv ersaire

Imaginons main tenan t que l'autre joueur ait trouv é une b onne v aleur p our son pro-

c hain tour a v ec cette heuristique. Notre but est alors de l'emp êc her de jouer ainsi, et le

pro cessus ci-dessus p eut être réitéré

Cet argumen t est illustré a v ec le problème de l'exemple 6.1.1

P = 9x18y1[y1 6= x1]9x2; x2 = y1; D (x1) = D(y1) = f 1; 2; 3g; D (x2) = f 1; 2g.

L'heuristique p our trouv er une b onne v aleur p our y1 détecte que la v aleur 3 est pro-

metteuse. x1 est au couran t de cela, et v a essa y er d'éviter ce cas. Son nouv eau problème

p eut être exprimé ainsi : P0 = 9x18y1[y1 6= x1]; ? a v ec D(x1) = f 1; 2; 3g; D (y1) = f 3g.

Si y1 prend la v aleur 3, le joueur- 9 p ense qu'il v a p erdre. L'heuristique ( cf. Blo quer-L-

A dversair e ) p our c hoisir une v aleur p our x1 dans P0
détecte que x1 devrait prendre la

v aleur 3 p our emp êc her y1 de jouer le coup qu'il v eut jouer.

Sur soi-même

De manière symétrique, imaginons que le joueur couran t ait trouv é une b onne v aleur

p our son pro c hain tour a v ec cette heuristique. Notre but est alors de l'aider à jouer ainsi,

et le pro cessus ci-dessus p eut être réitéré

Cet argumen t est illustré a v ec le problème suiv an t

P = 9x19x2[x2 6= x1]8y1; y1 = x2; D (x1) = D(x2) = f 1; 2; 3g; D (y1) = f 1; 2g.

Ainsi, l'heuristique détecte que x2 v eut jouer 3 p our emp êc her y1 de jouer. x1 est

au couran t de cela, et étan t du même quan ti�cateur, v a ten ter de l'aider. Son problème

lo cal p eut se résumer à P0 = 9x19x2[x2 6= x1]; > a v ec D(x1) = f 1; 2; 3g; D (x2) = f 3g.

L'heuristique ( cf. A uto-Pr éservation ) c hoisit les v aleurs 1 et 2 p our x1 a�n de p ermettre

à x2 à jouer son coup.

Cette règle récursiv e sera app elée A nticip er dans la suite du c hapitre.

Dans la section 6.2.3, nous présen tons l'algorithme qui p ermet de c hoisir une v aleur

suiv an t les règles énoncées ci-dessus.

6.2.3 L'algorithme

Nous décriv ons ici l'algorithme GDHeuristic (Goal-Driv en Heuristic) qui c hoisit les

v aleurs les plus prometteuses p our �nir la partie le plus rapidemen t p ossible par une

victoire. Cet algorithme prend en en trée la v ariable couran te et le blo c le plus in térieur

que l'on considère. Notons que l'on considère le but comme étan t le dernier blo c.
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GDHeuristic ren v oie un ensem ble de v aleurs considérées meilleures que les autres

p our le joueur couran t. Le joueur- 9 v eut trouv er une stratégie gagnan te, il souhaite

donc que le QCSP

+
soit satis�able. Le joueur- 8 , quan t à lui, souhaite que le joueur- 9

ne trouv e pas de stratégie gagnan te, et v eut donc que le QCSP

+
soit insatis�able.

In tuitiv emen t on p ourrait croire que l'on v a dé�nir deux heuristiques di�éren tes p our

les deux cas, mais on utilisera la même quelque soit le quan ti�cateur de la v ariable que

l'on analyse. En e�et, le raisonnemen t est symétrique : les deux joueurs v eulen t gagner,

ou v oir p erdre leur adv ersaire.

L'algorithme 6.1 est un algorithme de c hoix de v aleur. Il est donc app elé lorsque le

solv eur est face à un c hoix : celui d'assigner une v aleur à une v ariable. Le but est donc

de lui fournir la meilleure v aleur p ossible. Dans ce cas précis, il n'est pas plus coûteux

de donner l'ensem ble des v aleurs les meilleures qu'une seule v aleur. Nous retournons

donc un ensem ble de v aleurs que l'on juge équiv alen tes quand on ne p eut pas faire la

di�érence.

Dans l'algorithme, Pi est le sous-problème constitué des blo cs 1 à i , comme dans la

propagation en cascade (section 5.2.2.3).

L'algorithme utilise di�éren tes fonctions décrites ici :

sa v eCon text() sauv egarde l'état couran t (les domaines des v ariables),

restoreCon text() restaure le dernier état sauv egardé,

A C( Pi ) propage les con train tes du sous-problème Pi (les i premiers blo cs) selon l'algo-

rithme d'arc-consistance,

quan t(X) ren v oie le quan ti�cateur asso cié à la v ariable X ,

blo c(X) ren v oie le blo c con tenan t la v ariable X ,

initDom(X) ren v oie le domaine de la v ariable X a v an t le premier app el à GDHeuristic .

Décriv ons le comp ortemen t de l'algorithme. Le premier app el de l'heuristique est

faite a v ec GDHeuristic(x, but) : nous c herc hons les meilleures v aleurs p our x p our le

problème en tier. Il con vien t de noter qu'il est tout à fait p ossible de b orner la profondeur

de l'analyse en fournissan t un blo c plus pro c he de celui de x à la place du but.

Premièremen t, nous sauv egardons le con texte (ligne 1) car on ne v eut pas que l'heu-

ristique mo di�e les domaines des v ariables. Le con texte sera restauré lorsque l'on ren-

v erra un ensem ble de v aleurs (lignes 5, 12, 15 et 17).

P our c haque sous-problème non encore complètemen t a�ecté ( c.-à-d. qui con tien t des

v ariables à droite du blo c de x ), nous allons ten ter de ramener v ers x de l'information

qui p ermet de départager les v aleurs de x . C'est le but de la b oucle p our (ligne 2).
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Algorithme 6.1 : GDHeuristic
Données :

x la v ariable don t on c hoisit les v aleurs,

LastBlock le dernier blo c considéré

Résultat : Un ensem ble de v aleurs considérées comme les plus prometteuses

début

saveContext() ;1

p our # Bloc  bloc( x ) + 1 à L astBlo ck faire2

AC( P# Bloc ) ;3

si D( x ) 6= initDom( x ) alors4

ReducedDomain  D( x ) ;

restoreContext() ;5

si quant( x ) = quant( # Bloc ) alors6

retourner R e duc e dDomain ;

sinon7

retourner initDom( x ) n R e duc e dDomain ;

sinon8

si un domaine a été r é duit avant le blo c # Bloc alors9

V ar  première v ariable a v ec domaine réduit dans P# Bloc � 1 ;

si quant( V ar ) 6= quant( # Bloc ) alors

D( V ar )  initDom( V ar ) n D( V ar ) ;10

v alues  GDHeuristic( x, bloc( V ar )) ;11

restoreContext() ;12

retourner values ;13

sinon14

restoreContext() ;15

retourner initDom( x ) ;16

restoreContext() ;17

retourner initDom( x ) ;18

�n
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Si aucune information ne p eut être utilisée, l'algorithme ren v oie l'ensem ble total des

v aleurs de x (ligne 18), car il n'a su les départager.

P our c haque sous-problème P# Bloc con tenan t toutes les v ariables du début de la

séquence jusqu'au blo c # Bloc , nous propageons les con train tes selon A C (ligne 3). Si le

domaine d'une v ariable de P# Bloc � 1 est réduit (une v ariable à gauc he de x ), nous allons

décider de la stratégie de notre mouv emen t : A uto-Pr éservation (ligne 6), Blo quer-L-

A dversair e (ligne 7) ou bien A nticip er (ligne 11).

L'in térieur de la b oucle est constitué de deux parties. La première, de la ligne 4

à la ligne 8 décrit le cas où le domaine de x est mo di�é par l'arc-consistance. Si x a

le même quan ti�cateur que le blo c # Bloc , l'heuristique ren v oie les v aleurs compatibles

a v ec le blo c # Bloc ( A uto-Pr éservation ligne 6). Si les quan ti�cateurs son t di�éren ts,

l'heuristique ren v oie les v aleurs qui on t été supprimées par l'heuristique ( Blo quer-L-

A dversair e ligne 7). Il est imp ortan t de noter que le blo c # Bloc est par construction le

premier don t la propagation des règles supprime des v aleurs dans x (ligne 2).

La seconde partie, de la ligne 9 à la ligne 13, représen te le cas où une v ariable en tre

le blo c de x et le blo c # Bloc a vu son domaine mo di�é (ligne 9). Nous c hoisissons V ar ,

la v ariable a v ec le domaine mo di�é qui est le plus à gauc he de la séquence. Si V ar et

le blo c # Bloc on t des quan ti�cateurs di�éren ts ( A nticip er ), V ar v a essa y er de blo quer

tout mouv emen t p our le blo c # Bloc en jouan t une v aleur qui a été supprimée par A C

(ligne 10). Nous essa y ons donc de trouv er une b onne v aleur p our x sac han t cela (11).

Si V ar et le blo c # Bloc on t le même quan ti�cateur ligne 14, V ar v a v ouloir jouer l'une

de ses v aleurs compatibles (non supprimées par A C). Or A C n'a pas supprimé de v aleur

dans le domaine de x , donc quelque soit la v aleur c hoisie par x , elle sera compatible

(selon nos informations) a v ec toutes les v aleurs restan tes de V ar . L'heuristique ne p eut

donc pas faire de di�érence en tre les v aleurs de x et ren v oie l'ensem ble des v aleurs de x

(ligne 16).

Si aucun domaine n'est mo di�é (excepté p eut-être les domaines des v ariables du

blo c # Bloc ), nous dev ons v éri�er le blo c suiv an t (retour au début de la b oucle).

6.2.4 Discussion

Il con vien t de noter qu'aux lignes 6 et 14, nous ren v o y ons immédiatemen t un en-

sem ble de v aleurs. On aurait pu imaginer con tin uer plus loin dans la rec herc he p our dif-

férencier les v aleurs restan tes. Nous a v ons testé exp érimen talemen t ces deux appro c hes,

mais nous n'a v ons pas constatéde réelle di�érence en tre ces deux stratégies, en termes

de nom bre de no euds explorés ou de temps de calcul. P ar souci de clarté, nous a v ons

donc écarté cette v ersion de la présen tation.
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L'heuristique app elle au plus k2
fois A C, où k est le nom bre de blo cs en tre le blo c

de x et le dernier blo c. Ce pire cas apparaît lorsque tous les app els récursifs (ligne 11)

son t fait a v ec bloc (V ar) = LastBlock � 1.

6.3 Exp érimen tations

Dans cette section, nous exp érimen tons notre solv eur a v ec l'heuristique dé�nie en

section 6.2.3 sur des jeux de plateau.

6.3.1 Proto cole

Nous a v ons implémen té un solv eur de QCSP

+
a v ec la librairie de con train tes Cho co

[Cho ]. Il accepte donc l'ensem ble des con train tes fournies par Cho co, et utilise la propa-

gation de con train tes classique présen te dans la librairie. Dans cette section, nous pré-

sen tons quelques résultats exp érimen taux sur l'utilisation de l'heuristique GDHeuristic

en comparaison a v ec un c hoix lexicographique sur les v aleurs. Nous a v ons essa y é notre

solv eur a v ec l'heuristique Pr omise de Geelen [Gee92 ], mais les p erformances étaien t pires

qu'a v ec l'heuristique d'ordre lexicographique. Il sem ble donc que dans un jeu, une heu-

ristique qui ten te de s'assurer que les con train tes son t satisfaites retarde le plus p ossible

la victoire, car on essaie alors de satisfaire l'adv ersaire comme le joueur couran t.

Nous comparons notre solv eur au solv eur état de l'art QeCo de [BL V07 ] utilisan t la

librairie GeCo de, a v ec par défaut une heuristique de c hoix de v aleurs qui c hoisit les

v aleurs qui renden t le problème inconsistan t le plus rapidemen t p ossible.

Dans tous les tests, nous prenons les v ariables dans l'ordre de la séquence.

6.3.2 Résolution du jeu de Puissance 4

Nous a v ons implan té le même mo dèle de Puissance 4 dans notre solv eur et dans

le solv eur QeCo de. Dans ce mo dèle, un blo c de v ariables corresp ond à un coup. P our

c haque coup, on a une v ariable représen tan t la décision du joueur, et un ensem ble de

v ariables représen tan t la grille du Puissance 4. Les règles asso ciées son t les con train tes

qui exprimen t la gra vité, l'imp ossibilité de p oser deux disques au même endroit, l'im-

p ossibilité de jouer si l'adv ersaire a déjà gagné, et en�n l'impact du coup d'un joueur

sur la grille.

Nous a v ons testé notre solv eur sur des grilles de 4� 4 a v ec des alignemen ts de 3

disques p our la victoire. Nous a v ons lancé QeCo de, notre solv eur a v ec ordre lexico-

graphique, et notre solv eur a v ec l'heuristique guidée par le but. Le nom bre de coups
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e�ectués (en tre 5 et 15) corresp ond au nom bre de disques p osés sur la grille. Nous com-

parons les di�éren ts solv eurs en fonction du temps nécessaire p our trouv er une stratégie

gagnan te.
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Fig. 6.1 � Puissance 3, grille de 4 � 4

Les résultats son t présen tés sur la �gure 6.1 (l'éc helle du temps est logarithmique).

Il y a une stratégie gagnan te p our 9 coups et plus. Nous p ouv ons v oir que notre solv eur

a v ec Lexico résout plus rapidemen t les di�éren ts problèmes que QeCo de. Ceci p eut être

expliqué par plusieurs façons. La première est que que Cho co tra v aille plus rapidemen t

que Geco de sur nos instances. La seconde vien t du fait que QeCo de utilise la propagation

en cascade qui détériore les p erformances a v ec plus de calcul p our pas plus d'information,

alors que notre solv eur ne propage que les con train tes sur le blo c couran t. Nous p ouv ons

v oir que l'heuristique de c hoix de v aleurs GDHeuristic accélère la résolution, qui est

en viron deux fois plus rapide qu'a v ec l'heuristique lexicographique.

Nous a v ons testé les instance de Puissance 4 de la section 4.4. L'instance p our une

grille de 5 � 5 a v ec des alignemen ts de 3 disques demande 41 secondes p our se ré-

soudre a v ec un ordre lexicographique sur les v aleurs, et 4 secondes p our l'heuristique

GDHeuristic . Rapp elons qu'il fallait 98 secondes p our notre mo dèle SCSP et 451 se-

condes p our le mo dèle QBF. En rev anc he nous ne résolv ons pas le problème de taille

5 � 5 a v ec alignemen ts de 4 disques en une heure, ni a v ec l'heuristique lexicographique,

ni a v ec l'heuristique GDHeuristic , alors qu'a v ec le mo dèle QBF, il était résolu en 703
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secondes.
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Fig. 6.2 � Puissance 4, grille de 7 � 6

Dans la �gure 6.2, nous ten tons de résoudre des instances sur la vraie grille de

Puissance 4. Nous faisons v arier le nom bre de coups de 1 à 13 et comparons les temps

d'exécution des algorithmes. P our un nom bre de coups inférieur à 9, l'heuristique guidée

par le but n'améliore pas les p erformances. Cep endan t elle devien t in téressan te à partir

de 9 mouv emen ts. Notons que QeCo de se comp orte comme p our les exp érimen tations

précéden tes. Dans ce problème, toutes les instances son t insatis�ables. Nous a v ons v oulu

v oir le comp ortemen t de l'heuristique dans le cas d'un problème conséquen t qui a une

stratégie gagnan te au b out d'un certain nom bre de mouv emen ts. Nous nous sommes

donc in téressés au problème du Morpion, généralisé à des grilles plus imp ortan tes que

3 � 3.

6.3.3 Résolution du jeu de Morpion

Le problème de la �gure 6.3 est légèremen t di�éren t. Nous résolv ons le problème

du jeu du Morpion, sur une grille de 5 � 5 où il faut aligner 3 pions. Au lieu d'a v oir

5 v aleurs p ossibles p our c haque v ariable (une par colonne), nous en a v ons 25 p our

la première, 24 p our la seconde etc . . . Ce problème a une stratégie gagnan te en 5

coups. Ici, GDHeuristic se comp orte très bien lorsqu'il y a une solution. Ajouter des

coups (augmen ter la profondeur de l'analyse) n'a pas d'e�et notable sur l'e�cacité de
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Fig. 6.3 � Morpion (aligner trois pions), grille de 5 � 5

la résolution a v ec l'heuristique GDHeuristic , alors qu'a v ec les autres heuristiques, le

temps de résolution con tin ue à augmen ter.

6.4 Conclusion

Dans ce c hapitre, nous a v ons étudié la résolution des QCSP

+
, un formalisme pro c he

des QCSP qui a le même but que les CSP Stratégiques : faciliter la vie au mo délisateur.

Nous a v ons tout d'ab ord étudié la propagation de con train tes dans les QCSP

+
. Il n'est

pas p ossible de propager les con train tes de la droite de la séquence v ers la gauc he. Mais

cette étude nous a mené à une heuristique qui ten te d'an ticip er les v aleurs que v on t

v ouloir prendre les v ariables futures p our faire des c hoix d'a�ectation sur la v ariable

couran te.

Les résultats exp érimen taux son t encouragean ts, et nous inciten t à mettre à l'épreuv e

cette heuristique sur d'autres t yp es de problèmes.
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Chapitre 7

Conclusion

Dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes in téressés aux réseaux de con train tes

quanti�é es . Ce mo dèle, comme les réseaux de con train tes, est dé clar atif : la mo délisation

en QCSP et la résolution son t deux problématiques di�éren tes.

Dans la première partie de ce man uscrit (c hapitre 2), nous nous sommes fo calisés

sur la résolution des QCSP en prop osan t l'algorithme b ottom-up BlockSolve , qui ré-

sout une instance de réseau de con train tes quan ti�ées dans l'ordre in v erse de la séquence

de quan ti�cateurs. Le but de cet algorithme est de fusionner le plus de branc hes p os-

sibles de l'arbre de rec herc he a�n d'éviter le tra v ail redondan t. Les exp érimen tations

de BlockSolve mon tren t un très b on comp ortemen t p our les instances de problèmes

admettan t une stratégie gagnan te. Nous a v ons exploré quelques pistes a�n d'améliorer

les p erformances dans le cas des instances insatis�ables : il est p ossible d'améliorer l'al-

gorithme initial en mémorisan t des informations lors des éc hecs, ou en préconisan t une

stratégie de l'éc hec d'ab ord. De plus, BlockSolve se comp orte mieux lorsque l'on réduit

la taille des blo cs du problème.

Dans la seconde partie de ce man uscrit, nous a v ons remarqué dans le c hapitre 3

que mo déliser des problèmes dans le formalisme QCSP est une tâc he qui est loin d'être

triviale. Nous a v ons prop osé les CSP Str até giques (Chapitre 4) qui est à notre connais-

sance la première prop osition de mo dèle à partir des QCSP qui prend en compte les

quan ti�cateurs restrein ts. Nous a v ons remarqué quelques défauts à ce mo dèle qui nous

on t conduits à étudier la résolution de QCSP

+
, un mo dèle pro c he des CSP Stratégiques

basé lui aussi sur la quan ti�cation restrein te. Nous a v ons alors prop osé dans le c hapitre

6 une heuristique de c hoix de v aleurs qui se base sur ce que l'on a app elé la r étr o-

pr op agation , un mécanisme utilisan t les tec hniques de propagation bien conn ues dans le

domaine des réseaux de con train tes, et qui propage des informations découv ertes dans la
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partie de l'arbre de rec herc he qui n'est pas encore explorée. Le but de cette heuristique

est de trouv er une stratégie gagnan te telle que la profondeur de l'arbre de rec herc he

soit la plus faible p ossible. Nous a v ons mon tré l'e�cacité de cette appro c he par des

exp érimen tations sur des jeux de plateau.

Nigh tingale, dans sa thèse, a fait la remarque que les nouv eaux formalismes à base

de quan ti�cation restrein te ne son t pas utiles à la résolution de problèmes a v ec incertain,

car l'implémen tation de la pure v alue rule dans un solv eur de QCSP a le même e�et que

d'autoriser qu'un domaine univ ersel soit vidé dans un SCSP ou un QCSP

+
(et synon yme

de satis�abilité de la branc he). En e�et, la détection d'une v aleur pur e a le même e�et

que la quan ti�cation restrein te p our la résolution de problèmes. Cep endan t la mise en

o euvre d'une heuristique comme celle présen tée dans le cas des QCSP

+
sem ble plus

di�cile à appréhender dans le cas des QCSP : un problème de jeu de plateaux mo délisé

en QCSP p ossède une con train te disjonctiv e comprenan t la plupart des v ariables, et

analyser une telle con train te n'est pas trivial. De plus du coté de la mo délisation, il

paraît plus naturel à un instan t donné de ne se soucier que des v aleurs p ossible dans

l'état actuel plutôt que de l'ensem ble des v aleurs qu'aurait h yp othétiquemen t pu prendre

une v ariable dans l'ensem ble des mo des p ossibles.
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Résumé

Cette thèse p orte sur une généralisation des Problèmes de Satisfaction de Con train tes

(CSP), nommés les CSP Quan ti�és (QCSP). Les QCSP , par l'a jout de v ariables univ er-

sellemen t quan ti�ées dans le mo dèle CSP , on t une expressivité plus imp ortan te que les

CSP . Ceci s'e�ectue au prix d'une complexité plus élev ée, passan t de NP-complet p our

les CSP à PSP A CE-complet p our les QCSP . Ce t yp e de problèmes s'inscrit notammen t

dans le domaine de la plani�cation de tâc hes en présence d'incertain, dans les jeux de

plateau etc . . . Dans un premier temps nous prop osons BlockSolve , un algorithme de

résolution de QCSP qui factorise les branc hes de l'arbre de rec herc he selon une appro c he

b ottom-up, et nous le v alidons empiriquemen t en le comparan t à l'algorithme état-de-

l'art QCSP-solv e. Nous présen tons ensuite di�éren tes améliorations à cet algorithmes

a�n de le rendre plus p erforman t notammen t sur les instances insolubles de QCSP .

Dans un second temps nous prop osons le mo dèle de CSP Stratégique, dériv é du mo dèle

QCSP , grâce auquel il nous est p ossible de rendre plus aisé la mo délisation de problèmes

de t yp e QCSP . Nous discutons de ce mo dèle, et d'un mo dèle prop osé p eu après et don t

le but est similaire, le mo dèle QCSP

+
. Finalemen t nous prop osons une heuristique de

c hoix de v aleurs p our les v ariables dans le cadre des QCSP

+
a v ec p our but de réduire la

profondeur de l'arbre de rec herc he. Des résultats exp érimen taux mon tren t le bien-fondé

d'un tel t yp e d'heuristique.

Abstract

This thesis is ab out a generalization of the Constrain t Satisfaction Problem (CSP),

the Quan ti�ed CSP (QCSP). QCSP , with the adding of the univ ersal quan ti�er, is more

expressiv e than CSP . But it comes with the price of complexit y , from NP-Complete for

the CSP to PSP A CE-Complete for the QCSP . This kind of formalism is w ell suited for

mo deling planning problems under uncertain t y , b oard games etc . . . First w e presen t

BlockSolve , a QCSP solving algorithm whic h merge branc hes of the searc h tree with

a b ottom-up approac h, and w e empirically v alidate this algorithm comparing it to the

state-of-the-art QCSP solv er, QCSP-solv e. W e presen t some impro v emen ts to the algo-

rithm to mak e it more e�cien t on unsatis�able instances. In a second time, w e prop ose

the formalism of Strategic CSP , with whic h w e can mo del problems in an easier w a y . W e

discuss ab out this formalism and ab out QCSP

+
whic h has the same goal. Finally w e

presen t a v alue ordering heuristic in the QCSP

+
formalism with the aim of reducing the

depth of the searc h tree. Exp erimen tal results sho w the relev ance of suc h an heuristic.


