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IntroductionIntroduction

F Vision par ordinateur : inférence d’information à partir d’images
(par ex. : indexation, reconnaissance, recherche)

F Vision 3D par ordinateur : inférence d’information 3D à partir d’images
par reconstruction d’un modèle numérique 3D
(par ex. : estimation de distances, de vitesses)

F Vision 3D par ordinateur non calibrée
(peu de connaissance a priori sur les caméras)



UneUne  hypothhypothèèsese  de basede base

Environnement déformableEnvironnement rigide



OutilsOutils

F Géométrie Euclidienne et projective
F Traitement du signal
F Statistiques
F Optimisation



PartiePartie  I : I : 
Reconstruction 3D en Reconstruction 3D en 
environnementenvironnement  rigiderigide


 

Hartley et ZissermanHartley et Zisserman
 ““Multiple View Geometry in Computer VisionMultiple View Geometry in Computer Vision””, 2000, 2000



 
FaugerasFaugeras

 
et et LuongLuong

 ““The Geometry of Multiple ImagesThe Geometry of Multiple Images””, 2001, 2001



Algorithme de reconstruction 3D

point droite

caméra

plan

caméras

images

modèle 3D



Reconstruction 3DReconstruction 3D

F L’approche présentée ici est la plus mature

F Elle est basée sur des indices visuels, ici des points d’intérêt

F Principales étapes :

I Extraction et appariement de points

I Estimation de la géométrie projective des caméras

I Calibrage en ligne



UneUne  vuevue



F La reconstruction 3D n’est possible qu’avec des informations
a priori sur la structure de la scène

F Plan :

I Détection de points d’intérêt

I Caractérisation de ces points

I Modélisation géométrique d’une caméra

UneUne  vuevue

RétineCentre de projection

?
??

?



DDéétectiontection  de points de points dd’’intintéérêtrêt

F Examen du signal image local
F Maxima de la fonction d’autocorrélation (Harris et Stephen, 88)
F Invariance aux transformations planaires de l’image (Schmid et al)



CaractCaractéérisationrisation
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×
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×
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F Descripteurs locaux :
I Patch
I Vecteur de dérivées invariants (Schmid et al)



ModModéélele  de projection de projection ststéénopnopéé

Point 3D Q

Point image q

Plan image

Rétine

1 : Projection perspective

2 : Transformation affine K(3×3)

Centre de projection C



DistorsionDistorsion  optiqueoptique





Les Les coordonncoordonnééeses
 homoghomogèènesnes

 2D2D

x

y q

F Coordonnées “Euclidiennes” ou “affines” :

q̃ =

µ
x
y

¶
ici : q̃ =

µ
4
3

¶
F Coordonnées homogènes :

q ∼ w

⎛⎝xy
1

⎞⎠ ∼
⎛⎝wxwy
w

⎞⎠ par exemple : q ∼

⎛⎝12
9
3

⎞⎠
F ∼ est l’égalité à un facteur multiplicatif non nul près
F Les points q∞, avec q∞(3)

= 0, sont sur la droite à l’infini : q∞ ∈ l∞
F Ces coordonnées décrivent le plan projectif P2



Les Les coordonncoordonnééeses
 homoghomogèènesnes

 3D3D

F Coordonnées “Euclidiennes” ou “affines” :

Q̃ =

⎛⎝XY
Z

⎞⎠
F Coordonnées homogènes :

Q ∼W

⎛⎜⎜⎝
X
Y
Z
1

⎞⎟⎟⎠ ∼
⎛⎜⎜⎝
WX
WY
WZ
W

⎞⎟⎟⎠
F Les points Q∞, avec Q∞(4)

= 0, sont sur le plan à l’infini : Q∞ ∈ π∞
F Ces coordonnées décrivent l’espace projectif P3



Sur les points Sur les points àà  ll’’infiniinfini  ……



ChangementChangement
 de de reprepèèrere

 3D 3D rigiderigide

Q̃ RQ̃+ t

F Transformation “Euclidienne” ou “rigide” :

Q̃→ RQ̃+ t

où R est une matrice (3×3) de rotation 3D, et t un vecteur-3 représentant
une translation

F En coordonnées homogènes :

Q→ SQ avec S4×4 ∼

⎛⎜⎜⎝ R t

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠



ModModéélisationlisation
 algalgéébriquebrique

 dd’’uneune
 camcaméérara

Point 3D Q

Centre de projection

Point image q

Plan image

Rétine

1 : Projection perspective

2 : Transformation affine K(3×3)

F transformation affine 2D K ∼

⎛⎝f τ u0

0 αf v0
0 0 1

⎞⎠
(calibrage interne de la caméra)

F coordonnées homogènes 2D q ∼
¡
x y 1

¢t

F coordonnées homogènes 3D Q ∼
¡
X Y Z 1

¢t
F changement de repère 3D S ∼

⎛⎜⎜⎝ R t

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
(calibrage externe de la caméra)

F projection 3D vers 2D M ∼

⎛⎝1 0
1 0

1 0

⎞⎠



Le Le calibragecalibrage  interneinterne

K ∼

⎛⎝f τ u0

0 αf v0
0 0 1

⎞⎠
F Transformation rétine vers image + distance focale f
F (u0 v0)

t est le point principal
F α ≈ 1 est le rapport d’aspect
F τ ≈ 0 est lié à l’angle entre les axes x et y

Plan image

1 : Projection perspective 2 : Transformation affine K(3×3)

Centre de projection C

Distance focale f

Rétine Rétine

Point principal

xrétine

ximage

yimage

yrétine



La La matricematrice  de projectionde projection

q3×1 ∼ K3×3 M3×4 S4×4

P3×4

Q4×1

F Linéaire en les coordonnées homogènes :

q ∼ PQ

F Non-linéaire en les coordonnées Euclidiennes :

q̃ =

µ
x
y

¶
=

1

q(3)

µ
q(1)
q(2)

¶



Centre de projection et Centre de projection et rréétroprojectiontroprojection

Point 3D Q

Rétine

Rayon de vue
q

Point à l’infini Q∞

C

F Le centre de projection C est le seul point de l’espace P3 sans image
F Il est donné par le noyau droit de la matrice de projection P : PC = 03×1

F Les points Qλ sur le rayon de vue sont donnés par Qλ ∼ λQ∞+ (1− λ)C
F Le point à l’infini du rayon de vue satisfait

PQ∞ ∼ q et Qt
∞ ∼

¡
Q̄t
∞ 0

¢
soit P ∼

¡
P̄ p

¢
, on obtient :

Qt
∞ ∼

¡
qP̄−t 0

¢



DeuxDeux  vuesvues



DeuxDeux  vuesvues

F La reconstruction 3D est possible

F Plan :

I Géométrie de deux caméras
I Appariement de points entre images
I Estimation robuste des deux caméras
I Triangulation des points



La La ggééomoméétrietrie  éépipolairepipolaire

C

Plan épipolaire

q

Q

C 0

Rayon de vue

Epipôles

Droites épipolaires

q0

l

l0

e

e0



QuelquesQuelques  outilsoutils

On note que det([q]∧) = 0

On définit [q]∧ =

⎛⎝ 0 −c b
c 0 −a
−b a 0

⎞⎠ où q =

⎛⎝ab
c

⎞⎠
[q]∧ est une matrice (3× 3) antisymétrique telle que [q]∧q0 = q ∧ q0.

l

l ∼ q ∧ q0
∼ [q]∧q

0

q

q0
q

l

l0

q ∼ l ∧ l0
∼ [l]∧l

0

Point sur droiteIntersection de deux droitesDroite joignant deux points

q

l

qtl = 0



La La matricematrice  fondamentalefondamentale

C

Plan épipolaire

q

Q

C 0

Rayon de vue

Epipôles

Droites épipolaires

q0

l

l0

e

e0

Rayon de vue : Qλ ∼ λQ∞ + (1− λ)C

Projection : l0 ∼ (P 0C) ∧ (P 0Q∞)

l0 ∼ [P 0C]∧P
0Q∞

∼ [e0]∧P
0Q∞

∼ [e0]∧P
0P̄−1| {z }

F

q

Relation fondamentale : q0tFq = 0

Droites épipolaires : l0 ∼ Fq et l ∼ F tq0
Epipôles : e0 ∼ P 0C et e ∼ PC0



La La matricematrice  fondamentalefondamentale

F Notée F , elle est de taille (3× 3) et de rang 2, i.e. detF = 0
F Elle a 7 degrés de liberté (9—1—1)
F Elle satisfait la relation fondamentale :

q0tFq = 0

F Les droites épipolaires sont données par :

l0 ∼ Fq et l ∼ F tq0

F Les épipôles sont données par les noyaux droit et gauche de F :

Fe ∼ 0 et F te0 ∼ 0

F F contient implicitement une reconstruction projective des deux caméras



Estimation, Estimation, mmééthodethode  linlinééaireaire
F Méthode des 8 points (Longuet-Higgins, 81)
F Etant données {qj ↔ q0j} avec m ≥ 8
F Exploite la redondance d’information pour réduire le bruit
F Minimisation de l’erreur résiduelle sur la relation fondamentale :

min
F̃
C(F̃ ) avec C(F̃ ) =

mX
j=1

³
q0tj F̃ qj

´2

F Le critère C se réecrit :

C =
mX
j=1

⎛⎝¡x0j y0j 1
¢
F̃

⎛⎝xjyj
1

⎞⎠⎞⎠2

=
mX
j=1

³
atj f̃

´2

avec

½
atj = (xjx

0
j xjy

0
j xj yjx

0
j yjy

0
j yj x

0
j y

0
j 1)

f̃ t ∼ (F̃11 F̃21 F̃31 F̃12 F̃22 F̃32 F̃13 F̃23 F̃33)

= kAf̃k2 avec A ∼

⎛⎜⎝ at1
...
atm

⎞⎟⎠



MinimisationMinimisation

F Le critère C est minimisé, sous la contrainte kF̃k = kf̃k = 1, par le vecteur
singulier associé à la plus petite valeur singulière de A

F Cette solution s’obtient par décomposition en valeurs singulières (SVD)
de A :

A(m×9) → U(m×9)Σ(9×9)V
t
(9×9)

f̃ est donné par la dernière colonne de V
F Note : les données doivent être normalisées dans une image de dimension

unité



Correction du rangCorrection du rang

F La matrice F̃ obtenue n’est en général pas de rang 2
F La correction de rang est effectuée en résolvant :

min
F

kF − F̃k2

par SVD de F̃ :
F̃(3×3) → U(3×3)Σ̃(3×3)V

t
(3×3)

puis annulation de la plus petite valeur singulière :

Σ ←

⎛⎝Σ̃11

Σ̃22

0

⎞⎠
et recomposition de la SVD :

F ← UΣV t



Estimation, Estimation, mmééthodethode  minimaleminimale

F Utilise m = 7 correspondances de points
F Former une matrix A de taille (7× 9) telle que Af = 0
F On obtient f = αf0 + (1− α)f1
F Utiliser la contrainte det(F ) = 0 pour trouver α
F Les racines réelles d’un polynome de degré 3 doivent être calculées
F On obtient 1 ou 3 solutions réelles



Estimation, Estimation, mmééthodesthodes
 nonnon--linlinééairesaires

F L’erreur résiduelle sur la loi fondamentale n’a pas de sens physique
F Critère des distances entre les points et les droites épipolaires :

mX
j=1

¡
d2(q0j , F qj) + d2(qj , F

tq0j)
¢

F Erreur de reprojection :

mX
j=1

¡
d2(qj , q̂j) + d2(q0j , q̂

0
j)
¢

où {q̂j ↔ q̂0j} sont les points reprojetés
F La minimisation non-linéaire est souvent effectuée avec la méthode itérative

de Levenberg-Marquardt
F La méthode linéaire fournit une initialisation
F La paramétrisation de F n’est pas triviale



DDéétectiontection  de points de points dd’’intintéérêtrêt

Détecteur
 

de Harris et Stephen



AppariementAppariement  des points des points dd’’intintéérêtrêt
Appariement

 
par corrélation

 
SSD

F Pour j1 = 1, . . . ,m1 :
I Pour j2 = 1, . . . ,m2 : calculer cj1,j2 = R(q1,j1 , q2,j2 , I1, I2)

F Répéter :
I Trouver (j1, j2) = arg minj1,j2 cj1,j2 avec cj1,j2 non marqué
I Marquer cj1,j2
I Ajouter (j1, j2) dans la liste des appariements si la contrainte d’unicité est

respectée



MesuresMesures  de de corrcorréélationlation

72,55

15,13



Estimation avec faux Estimation avec faux appariementsappariements



Estimation, Estimation, mmééthodethode  robusterobuste

F Méthode RANSAC (RANdom SAmple Consensus) :
I Répéter N fois :

¨ Sélectionner 7 correspondances au hasard
¨ Estimer F
¨ Calculer le nombre de correspondances compatibles

I Choisir F telle que le nombre de correspondances compatibles soit max-
imisé

F N est choisi en fonction du taux de correspondances erronées et de la
probabilité désirée de réussite

F N est remis à jour au cours des itérations
F A l’issue de l’estimation robuste, deux étapes sont effectuées :

I Estimation non-linéaire de F à partir de toutes les correspondances com-
patibles

I Appariement guidé par les droites épipolaires



RRéésultatsultat  de de ll’’estimationestimation  robusterobuste



AppariementsAppariements  guidguidééss



La base projective La base projective canoniquecanonique

F Une reconstruction projective 3D (P, P 0, {Qj}) est définie par :

qj ∼ PQj et q0j ∼ P 0Qj

F Soit H une matrice (4 × 4) représentant une homographie 3D, les recon-
structions (P, P 0, {Qj}) et (PH,P 0H, {H−1Qj}) sont équivalentes car :

(PH)(H−1Qj) ∼ PQj ∼ qj et (P 0H)(H−1Qj) ∼ P 0Qj ∼ q0j

F H change la base projective 3D
F H peut être choisie telle que :

P ∼
¡

I 0
¢

P 0 ∼
¡

[e0]∧F e0
¢

qui constituent la base projective canonique



TriangulationTriangulation

C

q
C 0

q0

Rayons de vue

Q ?

F A partir des caméras (P, P 0) et d’une correspondance q ↔ q0, trouver le
point 3D Q ∈ P3 selon un certain critère

F En espace projectif il n’y a pas de notion de distance



Un Un critcritèèrere  pour la triangulationpour la triangulation

C

q C 0

q0

Q

q̂ ∼ PQ q̂0 ∼ P 0Q

F Il est préférable de considérer un critère exprimé dans les images
F On considère l’erreur de reprojection, entre les points mesurés et les

points reprojetés :

C =

r
1

2
(d2(q, PQ) + d2(q0, P 0Q))

F Sous certaines hypothèses, minimiser C est optimal
F Les racines réelles d’un pôlynome de degré 6 doivent être calculées



MMééthodethode  linlinééaireaire

F On utilise la propriété (q ∼ q̂) ⇔ (q ∧ q̂ = 0) ⇔ (S[q]∧q̂ = 0) avec

S =

µ
1 0 0
0 1 0

¶
F On minimise le critère suivant :

D = kS[q]∧q̂k2 + kS[q0]∧q̂
0k2

= kS[q]∧PQk2 + kS[q0]∧P
0Qk2

= kAQk2 avec A =

µ
S[q]∧P
S[q0]∧P 0

¶
F La solution est donnée par le vecteur singulier associé à la plus petite

valeur singulière de A
F Les points image doivent être normalisés dans une image de dimension

unité



AjustementAjustement  de de faisceauxfaisceaux


 

Minimisation de Minimisation de ll’’erreurerreur
 

de reprojection de reprojection sursur
 

les les 
paramparamèètrestres

 
des des camcaméérasras

 
et de la structure 3Det de la structure 3D


 

Utilisation de Utilisation de moindresmoindres
 

carrcarrééss
 

nonnon--linlinééairesaires, , 
mmééthodesthodes

 
de Gaussde Gauss--Newton et Newton et LevenbergLevenberg--

 MarquardtMarquardt





MultiMulti--vuesvues



PlanPlan

F Vue générale du système
F Reconstruction 3D projective
F Auto-calibrage



VueVue
 ggéénnééralerale

 dd’’un un systsystèèmeme
 de de 

reconstruction 3D non reconstruction 3D non calibrcalibrééee

i = 1, . . . , n est l’indice des images et j = 1, . . . ,m est l’indice des points

Extraction et suivi de points ⇒ {qij}

Calcul de relations multi-vues ⇒ {Fii0}

Reconstruction projective ⇒ ({Pi}, {Qj})

Auto-calibrage ⇒ ({Ki, Ri, ti}, {Qj})



Le Le reprepéérere  3D 3D estest  arbitrairearbitraire

q̂ij ∼ PiQj

q̂ij ∼ (PiY )(Y −1Qj) avec Y4×4

q̂ij ∼ P 0iQ
0
j



Les Les diffdifféérentesrentes  stratesstrates



 
StrateStrate

 
EuclidienneEuclidienne

 
::



 

Distances Distances absoluesabsolues



 
StrateStrate

 
mméétriquetrique

 
::



 

Distances relativesDistances relatives


 

AnglesAngles



 
StrateStrate

 
affine :affine :



 

ParallParalléélismelisme


 

Distances relatives le Distances relatives le 
long long dd’’uneune

 
directiondirection



 
StrateStrate

 
projective :projective :



 

BirapportBirapport

Y E ∼

⎛⎜⎜⎝ R t

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠

YM ∼

⎛⎜⎜⎝ αR t

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠

Y A ∼

⎛⎜⎜⎝ Ā t

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠

Y P ∼ H ∼

⎛⎜⎜⎝ H̄ h1

ht2 h

⎞⎟⎟⎠



StratStratéégiesgies
 de reconstruction 3D de reconstruction 3D 

projectiveprojective


 

AlgorithmesAlgorithmes
 

““batchsbatchs””


 
AlgorithmesAlgorithmes

 
incrincréémentauxmentaux


 

AlgorithmesAlgorithmes
 

hihiéérarchiquesrarchiques



AlgorithmesAlgorithmes  incrincréémentauxmentaux



AlgorithmesAlgorithmes  hihiéérarchiquesrarchiques





AutoAuto--calibragecalibrage


 

Utilisation de Utilisation de contraintescontraintes
 

sursur
 

les les camcaméérasras, , 
typiquementtypiquement

 
::


 

Rapport Rapport dd’’aspectaspect
 

unitunitéé


 
Angle Angle droitdroit

 
entre les axesentre les axes


 

Point principal au centre de Point principal au centre de ll’’imageimage


 
Distance Distance focalefocale

 
variablevariable

Plan imageRétine

Point principal

xrétine

ximage

yimage

yrétine

Ki ∼

⎛⎝fi fi
1

⎞⎠



AutoAuto--calibragecalibrage
F On cherche la transformation projective H telle que :

PiH ∼

⎛⎝fi fi
1

⎞⎠⎛⎝ Ri ti

⎞⎠
F On ne garde que la première partie (3× 3) des équations :

PiH̄ ∼

⎛⎝fi fi
1

⎞⎠Ri

qui implique :

PiH̄H̄tP t
i ∼

⎛⎝fi fi
1

⎞⎠RiR
t
i

⎛⎝fi fi
1

⎞⎠ ∼
⎛⎝f2

i

f2
i

1

⎞⎠
F La matrice (4× 4) Ω ∼ H̄H̄t est la quadrique absolue dans le repère de

la reconstruction projective
F Elle est symétrique et de rang 3



Estimation Estimation linlinééaireaire

F On définit pti,k la k-éme ligne de Pi :

Pi ∼

⎛⎝ pti,1
pti,2
pti,3

⎞⎠
F On obtient les équations linéaires suivantes :

pti,1Ωpi,2 = 0

pti,1Ωpi,3 = 0

pti,2Ωpi,3 = 0

pti,1Ωpi,1 − pti,2Ωpi,2 = 0

F Une solution est trouvée par moindres carrés
F Attention, l’auto-calibrage est sujet à de nombreux cas singuliers







































PartiePartie  II : II : 
Vision en Vision en environnementenvironnement  

ddééformableformable



UneUne  Structure 4DStructure 4D


 

La structure La structure observobservééee
 

varievarie
 

au au courscours
 

du tempsdu temps


 
La La contraintecontrainte

 
de de rigiditrigiditéé

 
doitdoit

 
êtreêtre

 
remplacremplacééee

 
par par 

des des connaissancesconnaissances
 

a priori a priori sursur
 

la structurela structure


 
CesCes

 
contraintescontraintes

 
doiventdoivent

 
êtreêtre

 
fortes pour fortes pour 

permettrepermettre
 

la reconstruction 3D+la reconstruction 3D+tt



ScScéénariosnarios


 

3D 3D àà
 

partirpartir
 

de 3Dde 3D
 Usage de Usage de plusieursplusieurs
 

camcaméérasras, , e.g.e.g.
 

[[VedulaVedula
 

et alet al. . ’’99] 99] 
montremontre

 
comment comment calculercalculer

 
le le flotflot

 
3D3D


 

2D 2D àà
 

partirpartir
 

de 2Dde 2D
 CalculCalcul

 
de transformations image, de transformations image, e.g.e.g.

 
les Thinles Thin--

 Plate Splines [Bookstein Plate Splines [Bookstein ’’89]89]


 
3D 3D àà

 
partirpartir

 
de 2Dde 2D

 NNéécessitecessite
 

un un modmodèèlele
 

trtrèèss
 

contraintcontraint, , e.g.e.g.
 

un un 
modmodèèlele

 
de visage [de visage [BlanzBlanz

 
and and VeterVeter

 
’’99]99]



2D 2D àà  partirpartir  de 2Dde 2D





Calcul de transformations densesCalcul de transformations denses



Alignement sur une image de Alignement sur une image de 
rrééfféérencerence



PlanPlan


 

Alignement de deux imagesAlignement de deux images


 
RRéésultats expsultats expéérimentauxrimentaux


 

Alignement de sAlignement de sééquences dquences d’’imagesimages


 
RRéésultats expsultats expéérimentauxrimentaux



DiffDifféérentes approchesrentes approches


 

Flot optique rFlot optique réégularisgulariséé


 
Contrainte de faible rangContrainte de faible rang


 

Apprentissage dApprentissage d’’une base linune base linééaireaire


 
……


 

Transformation paramTransformation paraméétrtrééee


 
MMééthodes directesthodes directes


 

Correspondances de primitives (points, courbes)Correspondances de primitives (points, courbes)


 
Transformations rigides (affine, homographie)Transformations rigides (affine, homographie)



 
Transformations nonTransformations non--rigides (rigides (àà
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