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Tomographie 2D et 3D
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Tomographique 2D

- Modélisations analytique et algébrique

- Théoreme de Radon

- Rétroprojection filtrée

- Algorithmes itératifs

- Régularisation




Modeéelisation analytique ()




Modélisation analytique (Il)

rn & £ Iy,
(R*p)(x)=fpé,e.x S
e=()

Rétroprojection ou épandage

Rm: (Rf, ,p,)=(f [Rp,)

S =1.cos6 + J.sinB




lllustration de I'épandage




Modeélisation algebrique (I)

L pry firr, (615255354 () (p)
| | hibhobhshy | |1 P2
— > D= o3 T3+ M5 ts LG, GGy | |1 b3
\Ja1la2 143144 ) \f4 \ P4

r; = % du pixel j intersecté par la projection i
Pa=rapfo+rysfy

p3=r3; fi+r3sfs
T
R.f=p

Systeme linéaire de n_ équations et n_ inconnues




Tomodensitometrie (scanner X)

p=il+iz+...+in




Scintigraphie d’émission
mono- photonique vy

p=al +az+...+an




Tomographie en coincidence 3D

p=al +az+...+an




Modelisation algebrique (Il)

/11,1 IORRERE VR ) /p1\
Lohol3o1 5 P2
3h3Gsls | | DPs

\liahalalys ) \P4)

Rétroprojection ou épandage: R* <> 'R

r
‘Rp=>b




Probleme bien posé de Hadamard

R st : (TRR)(I) — A(I) =t Rax=206

* A = 'RR symétrique, définie positive

- Revient a minimiser || Rp -« ||_

R injectif: initialisation du gradient

- SiR(p+do)=n+dmalors || do || = || R |.||dm |]
- || RY| limitée




Théoreme de Radon 2D

[ pls)= y ff(x) dx

U o )- o (s )eisods

> Usﬁnglé)= f ff(}l;).e—i-&é ds.dt
S<>|;,é>=s
U. i ) — f(-’-). —i.é.(i.cosé+j.siné)d' di
b)) [t id

= (1 / Usﬁ)glé)= U(ch').cosé , 0SINe )= U(fX’).Ié]




Interprétation (1)

Ur J6)- UE).¢ ) t\ =

N

Usptlo) II

T




Interprétation (1)

Uprlo)= U<




Interprétation (1)

Uprlo)= U<

o) {IE Uto)




Rétroprojection filtrée (I)

f(l,])=ij(f)(i . i2)ezia (i, + i, hi di,
f(i,j)= }I=+wU(f)(’) ér)azw‘é (i.cosé + j.siné )ié‘ do de

f(i,j)= ff Uﬁj)(o o] e¥o¢ *)do dé

f(i,j)= jUs‘l[UsQ)g). abs i.cosé+j.siné)dé
e=0




Rétroprojection filtrée (Il)

£(i,j)= jUs-l[Usﬁf)g). abs [i.cosé+j.sin¢ )dé
e=0

b pL(s)=p' (Ié NE Ugl[Usﬁag ) abs:ks)
rv ¢ [r
. (R*p)(X)=fpé,é-X &

f6)= R p) (x)




Rétroprojection filtréee (lll)

£(1,j)= R p) (,j)

Projections sur 180°

S =1i.c0os0 + j.sinB




Rétroprojection filtrée (1V)

A

\/ TR(x| )= 5 vl
P

RL(x )=

fm sin(zc'? fm X)_ 1—008(2@ fm x)

OX 20%x2

-1
4(Ar)2 k=0

0 k = O pair

1
C (k0 Ar)?

K impair




Rétroprojection filtrée (1V)

TR(x| )= 5 vl

fm sin(zc'? fm X)_ 1—008(2@ fm x)
OX 20%x?

-1
4(Ar)2 k=0

0 k = O pair

1
C (k0 Ar)?

RL(x )=

K impair




Rétro-Projection Filtree




Algorithmes itératifs (ART)

Ay P1="11 fi+ ) f,
A, P2=1Tr21 i+ P22 f,

f2

A

Kaczmarz




Algorithmes itératifs (ART)

{M =11 fi+ P12 f,

fn+1 — fn 4+ o= (pl _pil)




<« 45 -

< 90 -

<« 45 -

ART

=15+ 15+ 15

=30 + 30 + 30

=




Méthodes Algébriques

© MLEM et OSEM : |t -t .~ [ B |

* Maximiser proba (i/p)
* Bruit de Poisson sur p

frrl—frniya, . R* (p—Rf")
» Gradient conjugué :

e

V-2(fn) = R*(p—Rf")

oo,
an=—F - = -
(V=(f) , R.R* (V=2(f"))

- Minimiser




Les iterations

Gradient Conjugué




Comparaison des résultats

MLEM 6 MLEM 200




Stabilite

* Hadamard : R bijectif, R-! continue

* Mais :

o(R)= R [R1|= S| L]

el < e®)

ANES

Hf\

e(R)H

HPH




Exemple (

10
7
3
7

30,289

Sp(R) = {,010; 0,843; 3,858; 30,289 )= k(R )=

(9,2 )
12,6
4,5

Sy

(7,2
14,6
25

=

/32,1
22.9
33.1

(31,9)
23,1
32,9

(31,1

0.010

=2984




Conditionnement (l)

Po=1"7; i+ P22 f,




Conditionnement (ll)

64_ =4 096
128_ =16 384
256_ =65 536

512_ =262 144




Objectifs

+ Garantir la convergence de |'algorithme
- Définir un critere d'arret

- garantir la stabilité de l'algorithme au fil des
itérations

- Optimiser la reqularisation en terme de :

- reésolution
- niveau de bruit (quantification)

itification_du bruit dans les coupes




Convergence: Critere d’arrét

Erreur inverse (backward error) :

5A 6q d a

a(x) Min {Max( HéAH HéqH )/ (A+0A) X q + 6q}

- 1Ad-4]

=0 et é=||AH=>

Réf: P.Maréchal, D. M-Goulart, L. Giraud, S. Gratton. Lect. Notes Comput. Sciences.2004; 3117;64-4




Convergence: Stabilité

CONDITIONNEMENT : ¢




Gradient conjugué

2

f = argfenclin H Ag -cr1

ﬁj=<érv' ALAd)

I . . L I
40 = Fo_ A- <rl ri=rlul A*A.d’




Matirice de Galerkine

L
-t 0 F
(dR-R.dl)

"Ej+1 2

P

4

Réf: Analyse numérique matricielle appliquée a I'art de l'ingénieur. P. Lascaux & R. Théodor (IT). MASSON




Convergence: Specire

+ Erreur _inverse sur les coupes :
I .
r-J

& = -1

-
@max fj

+ Erreur inverse sur les yaleurs propres :
N N '\( 1+1 Vger
68| < (&) = i
Cax || V© ‘

. Controle duMonibre de conditionnement:

Cmin




Régularisation

Remplacer: f = argmm H

r e I
f = arg min { Hp +é.ﬁ(f)}
feC

f r

<f\Qf>

Exemples : n(f) €.

Efl(f)




Exemple (1)

a régulariser

Uf = B.Uf + (I-B)UFf

Adequation ap’ =R.f°

r ' ' rr r
Us P '=Uf '=B.Uf = BUsp — p' = UélB.Usp

Réf: P.Maréchal, D. M-Goulart, L. Giraud, S. Gratton. Lect. Notes Comput. Sciences.2004; 3117;64-4




Exemple (il)

r r
1@.Up)- RF [+ @-B)UF

P

R
((I-B)U

:
f -

o*p)\ [f

O

= HAJE—CS 2

[RR + U (1-B)2 U | = (

b*p
0

|

Résolution par BFGS ou GC



ALGORITHMIQUE (1)

50 = p® = RETRO [U-! B U ()]
tR R 8 = RETRO [ PRO (&) ] + U-! (1-B)_ U (5i)

Calcul et diagonalisation des matrices de Galerkine
Arrét si erreur inverse <
Nombre de conditionnement en fonction de f,




Exemple (1)




ALGORITHMIQUE (i)

ution par BFGS (contrainte de positivité)

- BF =U-1BU (n)

- Boucle {
HF = Ut (1-B)_ U (¢)
r = PRO(¢) - BF
E=(lpll_+IIHF[|_)/2
Grad(E) = RETROPRO(p) + HF
BFGS [E, Grad(E)]
}

- Arrét par seuil sur résidu (car convergence)







Exemple (1V)




Exemple (V)

MLEM 6 MLEM 200

FRECT 34 (CV)




Exemple (VI)

S = (R*R + H*H)-! R* (U-! BU)

i r i I
df = Sdq = [df|<|s|.dq
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