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Produits courts dans un groupe

Soit une suite finie S d¢léments d’un groupe fini G.

Comment trouver une sous-suite dont le produit vaut un z € G donné.

Notons 7 : P(S) — G l'application produit et cherchons des préimages.
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Produits courts dans un groupe

Soit une suite finie S d¢léments d’un groupe fini G.

Comment trouver une sous-suite dont le produit vaut un z € G donné.

Notons 7 : P(S) — G l'application produit et cherchons des préimages.

EXEMPLE : pour G engendré pargetS= <g, g2 g4, gg . gz[logz#GJ >

écrire z en produit court, c’est calculer son logarithme en base g.
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Produits courts dans un groupe

Soit une suite finie S d¢léments d’un groupe fini G.

Comment trouver une sous-suite dont le produit vaut un z € G donné.

Notons 7 : P(S) — G l'application produit et cherchons des préimages.

EXEMPLE : pour G engendré pargetS= <g,g2,g4,g3, ’gzllogz#GJ >

écrire z en produit court, c’est calculer son logarithme en base g.

Soient des instances avec #S ~ dlog, #G et #G — oo pour d > 1 fixé.
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Produits courts dans un groupe

Soit une suite finie S d¢léments d’un groupe fini G.
Comment trouver une sous-suite dont le produit vaut un z € G donné.

Notons 7 : P(S) — G l'application produit et cherchons des préimages.

EXEMPLE : pour G engendré parget S = <g,g2,g4,g‘g, ,gzllogz#cj > ,

écrire z en produit court, c’est calculer son logarithme en base g.

Soient des instances avec #S ~ dlog, #G et #G — oo pour d > 1 fixé.

0.3113>. (

EXEMPLE : pour G = Z/n, solutions en O(» Joux et Howgrave-Graham)

Ici, on sintéresse au case générique.

Gaetan Bisson (LORIA, TU/e) Pollard pour le probléme du sac i dos Journées C2 (2011) 2/13



Pas de bébé, pas de géant

ALGORITHME (G,S,2) :
1. Découper S en deux suites de méme taille A et B.

2. Calculer et stocker les couples (x, m(x)) pour x € P(A).
3. Pour tout y € P(B) :
4, Si zm(y) ™ = n(x) alors z = w(xy).
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Pas de bébé, pas de géant

ALGORITHME (G,S,2) :
1. Découper S en deux suites de méme taille A et B.

2. Calculer et stocker les couples (x, m(x)) pour x € P(A).
3. Pour tout y € P(B) :

4. Si zm(y) ™ = n(x) alors z = w(xy).

Sid > 2 les produits courts de A et B sont asymptotiquement équidistribués dans G.

Théoreme (Impagliazzo et Naor) J

Cott en temps : O(v #G)
Colit en mémoire : O(¥ #G)
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Méthode a la Pollard

Posons 2 (yy5..,7,,) = (.. ,y7") desorte que m(u(y)) = (y)™!
On cherche une collision n(x) = n(zu(y)) avec x € P(A),y € P(B).
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Méthode a la Pollard

Posons . : (y1,...,y,,) — (y_l,...,yl_l) de sorte que m(u(y)) = (y) ™!
On cherche une collision n(x) = n(zu(y)) avec x € P(A),y € P(B).

Une fonction d’itération ¢ doit :
— allerd AU :y € B(B)} dans lui-méme ;
aller de P(A) U {zu(y) : y € P(B)} dans lui-méme

o B
— étre pseudo-aléatoire ;

— préserver les collisions : 7(x) = n(y) = (¢ m($(y))-
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Méthode a la Pollard

Posons . : (y1,...,y,,) — (y_l,...,yl_l) de sorte que m(u(y)) = (y) ™!
On cherche une collision n(x) = n(zu(y)) avec x € P(A),y € P(B).

Une fonction d’itération ¢ doit :
— aller de P(A) L {zu(y) : y € P(B)} dans lui-méme;;
~—— ~——

o B
— étre pseudo-aléatoire ;

— préserver les collisions : 7(x) = n(y) = (¢ m($(y))-

Prenons ¢ = nowavec: G — .o/ LI 9B fonction de hachage.
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P(A) U {zuy):y €PB(B)}

7T T
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P(A) U {zuy):y €PB(B)}

7T T
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Algorithme a la Pollard

ALGORITHME (G,S,2) :

1.
2.

LN

5.
6.
7.
8.

Découper S en AB.
Choisirwe .o/ LU B etd=mon.

Itérer ¢ et trouver une collision : cb(i +j>(w) = ¢(i ) (w).
Poser s = ¢(i+j_l)(w) ett= ¢(i_1)(w).

Sin(s) =n(z):
Sise .o/ ett=zu(y) € B renvoyer z = (sy).
Siz e .of ets=zu(y) € B renvoyer z = n(1y).

Retourneren 1.
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Algorithme a la Pollard

ALGORITHME (G,S,2) :

1.
2.

LN

® N W

Découper S en AB.
Choisirwe .o/ LU B etd=mon.

Itérer ¢ et trouver une collision : cb(i +f>(w) = ¢(i ) (w).
Poser s = ¢(i+j_l)(w) ett= ¢(i_1)(w).

Sin(s) =n(z):
Sise .o/ ett=zu(y) € B renvoyer z = (sy).
Siz e .of ets=zu(y) € B renvoyer z = n(1y).

Retourneren 1.

Prouvé avec v oracle aléatoire pour d > 4.

Marche en pratique des que & 2 2.
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(2.-58,-5%,—s%,—s!)

G=7/127Z
\ A=(31,3%,33,3%,35,30)
(%) B=(5',5%,5%,5%,5%,59)
\‘ . 2=314+3243343° ¢+
(2-5°-5%) 51452459455 456 mod

\ 127

(2.-58,—=5%, 5%, —s2,=s1)

(31.3233,3°) —— (32.3%)

| N

(2,58, —5% =52, —s1) (2-5°)

N\ |

(252 —51) e—— (31.3%3°)

Pollard pour le proble




(2.-56,—5%,—52,—s1) G=7/127Z

\ A=(31,3%,33,3%,35,30)

(33°) B=(5!,52,5%,5%,5%,5)

\‘ 2=314+3243343° ¢+

(2,—55,—54) 514524+5%455456 mod

\ 127

(2.5, 5%, —5% =52, —5!)

\ Calculs avec #G = 2% pour :
(31.3233,3°) —— (32.3%) G= GLz(Fp)
T \ S aléatoire

(2,-56,-5%, 5%, s1) (2.-5%) G= é’/Fp
S = {points de petite abscisse}

(2.-5%=5") —— (31.32.3%) { G=d(0)

S = {petits idéaux premiers}
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Isogénies entre courbes elliptiques
Une isogénie est un morphisme de courbes elliptiques.

Calculer une isogénie se fait en temps £27°(1) en son degré £.
g p g

Cela transfére le probléme du logarithme discret dune courbe a l'autre.
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Isogénies entre courbes elliptiques

Une isogénie est un morphisme de courbes elliptiques.

Calculer une isogénie se fait en temps £27°(1) en son degré £.
g p g

Cela transfére le probléme du logarithme discret dune courbe a l'autre.

[SOGENIES VERTICALES : degrés restreints (potentiellement grands).
[SOGENIES HORIZONTALES : degrés tres nombreux (dont petits).
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Isogénies entre courbes elliptiques

ne isogénie est un morphisme de courbes elliptiques.
U X4 t ph d bes elliptiq
Calculer une isogénie se fait en temps 22+ en son degré L.

Cela transfére le probléme du logarithme discret dune courbe a l'autre.

[SOGENIES VERTICALES : degrés restreints (potentiellement grands).
IsOGENIES HORIZONTALES : degrés tres nombreux (dont petits).

Théoreme (multiplication complexe)
Un idéal de 0 = End & de norme £ agit comme une isogénie de degré £.

Cela induit une action fidele et transitive du groupe des classes d’idéaux de &

sur la classe de & modulo les isogénies horizontales.
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N N 14262957895783764742
& = — 3x 4 owsaTAI990Y /]F
5027051453663494306

0914487102356467499
0466098049857668008
669986543 1843568847
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Recherche d’isogénie par Pollard

Si & et & ont méme anneau dendomorphismes O,

. . . /
on cherche un idéal court x de O qui envoie & sur &".
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Recherche d’isogénie par Pollard

Si & et & ont méme anneau dendomorphismes O,
. . . /
on cherche un idéal court x de O qui envoie & sur &".

G = {classes d’isomorphismes de courbes d’anneau d'endomorphismes 0'}
S = {idéaux de petite normede 0} = AB ./ =P(A) B =u(P(B))

m: .o/ Ll 9B — G envoie un idéal de .o/ sur 'image de I'isogénie partant de &.

m: .2/ LI 9B — G envoie un idéal de 98 sur I'image de I'isogénie partant de & /,
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Résultats

Heuristiquement, on trouve une & — & en temps (disc 0 YU AreD),

Pareil sous GRH via (Jao, Miller et Venkatesan) en prenant plus d’idéaux premiers.
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Résultats

Heuristiquement, on trouve une & — & en temps (disc 0 YU AreD),

Pareil sous GRH via (Jao, Miller et Venkatesan) en prenant plus d’idéaux premiers.

AUPARAVANT :

Galbraith (1999) utilisait l'approche «pas de bébés...» (mémoire exponentielle)

Galbraith, Hess et Smart (2002) itéraient une fonction, obtenaient une énorme
isogénie, puis la friabilisaient = idéal de taille L[1/2].
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Résultats

Heuristiquement, on trouve une & — & en temps (disc 0 YU AreD),

Pareil sous GRH via (Jao, Miller et Venkatesan) en prenant plus d’idéaux premiers.

AUPARAVANT :
Galbraith (1999) utilisait l'approche «pas de bébés...» (mémoire exponentielle)

Galbraith, Hess et Smart (2002) itéraient une fonction, obtenaient une énorme
isogénie, puis la friabilisaient = idéal de taille L[1/2].

Ici, 'isogénie est courte et obtenue avec peu de mémoire.
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FIN

http://arxiv.org/abs/1101.0564
http://eprint.iacr.org/2011/004
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