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Résuḿe
L’analyse des expressions faciales est un problème fonda-
mental dans diff́erentes applications telles que la biométrie
et la reconnaissance des expressions faciales. Dans ce pa-
pier, nous proposons une nouvelle approche pour l’analyse
des expressions faciales. Elle est basée sur la d́efinition
math́ematique de l’espace des surfaces faciales. Dans
cet espace les déformations sont modélisées par le che-
min ǵeod́esique entre deux surfaces faciales. Les résultats
exṕerimentaux montrent tout l’intérêt de notre approche.

Mots clefs
Surfaces faciales, géoḿetrie Riemannienne, chemin
géod́esique.

1 Introduction
L’analyse de la forme des surfaces faciales a un intér̂et
de plus en plus croissant et trouve ses applications
dans diff́erents domaines tels que la chirurgie faciale, la
biométrie, les communications vidéos et l’animation 3D.
Les avanćees technologique dans le domaine de l’acqui-
sition 3D et des cartes graphiques permettent d’avoir des
surfaces faciales d’une très haute qualité et une analyse de
ces surfaces en temps réel. L’un des objectifs est l’analyse
de la forme des surfaces faciales, et en particulier pouvoir
comparer deux surfaces faciales.
En effet, le d́eveloppement de ce type d’outil permet
par exemple de comprendre l’évolution de la surface fa-
ciale apr̀es une oṕeration de chirurgie faciale, ou de com-
prendre les variations du visage pour en déduire les ex-
pressions faciales et par conséquent l’́emotion. Il devient
donc ńecessaire de développer des outils mathématiques
pour analyser les variations des formes faciales.
Le probl̀eme fondamental que nous rencontrons quand
nous analysons les surfaces faciales est l’absence de pa-
ramétrisation naturelle comme dans le cas des courbes. En

effet, il existe une paraḿetrisation par l’abscisse curviligne
dite ”‘naturelle”’ dans le cas des courbes 2D ou 3D, elle
permet en particulier d’établir un ordre des points dans une
courbe. Cependant, il n’existe pas un ordre au niveau des
points d’une surface, ce qui rend le problème de la compa-
raison de surfaces difficile.
Chang et al. [1], dans un but de reconnaissance, proposent
d’analyser et de ne comparer que les régions des surfaces
faciales qui ne varient pas. Ils utilisent des variantes de l’al-
gorithme ICP pour comparer ces régions.
Kakadiaris et al. [2], proposent un modèles dit ”annoted
face model” pour analyser la géoḿetrie des variations des
surfaces faciales.

1.1 Notre Approche
Notre approche consistèa repŕesenter les surfaces faciales
comme une collection de courbe fermées sur des visages,
appeĺees courbes faciales, et d’appliquer des outilsà partir
de l’analyse de forme des courbes. Dans ce papier, nous
étendons le travail [3] de deux manières :

1. La distance entre deux surfaces faciales que nous pro-
posons dans ce papier est invariante aux rotations
et aux translations rigides des surfaces faciales. Les
courbes de niveau sont des courbes fermées dansR3.

2. Nous proposons une analyse Riemannienne formelle
de l’espace des surfaces faciales, avec la définition
math́ematique correspondante. Cette analyse permet
en particulier de d́efinir le chemin ǵeod́esique entre
deux surfaces faciales et par conséquent la distance
entre elles.

Le but de ce papier est de développer un cadre
math́ematique pour analyser les formes des surfaces fa-
ciales. Il est organiśe comme suit. La section 2 présente une
repŕesentation math́ematique d’une surface faciale. Dans la
section 3, nous proposons de représenter les surfaces fa-



ciales par des courbes faciales dansR
3. Une étude de la

géoḿetrie différentielle de l’espace des surfaces faciales
H est propośee dans la section 4. Les déformations ”op-
timales” entre les surfaces faciales sont modélisées par les
chemins ǵeod́esiques entre elles.

2 Représentation math́ematique des
surfaces faciales

Une surface facialeS est une varíet́e de dimension deux,
de genre źero. Nous supposons que les trous de la sur-
faceS assocíes aux yeux, nez, età la bouche sont remplis.
En pratiqueS est un maillage triangulaire avec une collec-
tion d’arr̂etes et de sommets reliés, mais nous commençons
par supposer que c’est une surface lisse et continue. Des
images 2D et leurs surfaces faciales correspondantes aux
six expressions faciales (neutre, joie, dégout, col̀ere, tris-
tesse, et la peur.) de la même personne, sont montrés dans
la figure 1

FIG. 1 –Des images 2D et les surfaces faciales correspon-
dantes de la m̂eme personne sous différentes expressions
faciales : neutre, joie, d́egout, col̀ere, tristesse, et la peur.

Soit r un point de ŕeférence surS facilement d́etectable.
Nous avons choisir comme le bout du nez. Nous avons
défini une fonctiondist qui calculela fonction de distance
der à n’importe quel point sur la surface faciale. On définit
la distancedist(r, q) comme la longueur du plus court che-
min entre les pointsr etq tout en restant surS. En utilisant
cette fonction, on peut définir les courbes faciales comme
les lignes de niveau de la fonctiondist :

cλ = {q ∈ S|dist(r, q) = λ} ⊂ S , λ ∈ [0,∞). (1)

Pour les valeursλ très larges, l’ensemblecλ pourrait
être vide. En revanche, pourλ = 0, l’ensemble cλ

contient le singleton{r}. Pour les valeurs deλ entre ces
deux extŕemit́es, les courbescλ capturent la forme de la
géoḿetrie locale de la surfaceS. La courbecλ est une col-
lection de points qui peut̂etre ordonńee facilement, et nous
consid́eronscλ(s) comme une courbe ferḿee paraḿetriśee
telle que la vitesse est constante dans l’intervalle[0, 1] c’est
à dire dcλ

ds
(s) = constant. Ces ensembles vont nous per-

mettre de repŕesenter une courbe par :
– La position initiale : Le point de d́epart de cette courbe

sera not́eepλ ∈ R
3, i.e.cλ(0) = pλ.

– La longueur : Soit lλ la longueur de la courbecλ.

– La fonction direction : Le vecteur vitesse unitaire
vλ(s) ≡ 1

‖
dcλ

ds
(s)‖

dcλ

ds
(s). Nous pouvons noter que

vλ(s) ∈ S
2.

Nous pouvons donc représenter la courbecλ(s) par le tri-
plet (pλ, vλ, lλ). Pourλ = 0, cλ converges vers le point
r et nous utiliserons la notationc0(s) = (r, v0(s), 0) où
v0(s) = [− sin(s) cos(s) 0]′ est la fonction vitesse du
cercle unitaire dans le planX − Y .

Nous d́efinissons l’espace de toutes ces courbes par :

C = {v : [0, 1] 7→ S
2|

∫ 1

0

v(s)ds = 0, (v(s), v(s)) = 1, ∀s} .

C est l’ensemble des fonctions de direction qui correspond
à la vitesse constante des courbes fermées dansR3. Pour un
triplet donńe (p, v, l), il est facile de reconstruire la courbe
parc(τ) = p + l

∫ τ

0
v(s)ds.

Nous allons montrer quelquesétapes ńecessaires̀a l’extrac-
tion de la courbecλ à partir de la surfaceS.

2.1 Fonction de distance

Une fois la surface faciale est pré-trait́ee, le bout du nez
peutêtre facilement d́etect́e. Notons ce point parr ∈ R

3.
La fonction de distancedist : S → R+ est alors d́efinie
comme la longueur du plus court chemin (sur S der à
n’importe quel sommetq dans le maillage). Cette fonction
a ét́e utilisée par Hilaga [4] pour construire un graphe de
Reeb, et par Bronstein et al. [5] pour construire un masque
géod́esique associé à une surface faciale.

Plusieurs ḿethodes ont́et́e propośees pour calculerdist

sur S [6]. L’algorithme du Dijkstra [7], de complexité
O(n log(n)) avec n le nombre de sommets dans le
maillage, sera utiliśe pour calculer la fonctiondist. La
fonctiondist résultante est invariante aux rotations et aux
translation rigides. Elle estégalement relativement robuste
aux d́eformations ŕesultantes des changements des expres-
sions faciales.

La figure 2 montre des exemples de courbes faciales ex-
traitesà partir d’une surface faciale.

FIG. 2 – En haut : Un exemple de surface faciale (à
gauche), courbes de niveau extraitesà partir de la surface
(milieu), et la collection des courbes faciales(droite). En
bas : augmentation du nombre de courbes faciales



3 Représentation utilisant les
courbes faciales

Nous avons toutes les définitions ńecessaires pour proposer
notre repŕesentation math́ematique d’une surface faciale.
Consid́erons un cheminα : [0, L] 7→ (R3 × C × R+), tel
queα(λ) = (pλ, vλ, 1λ) pour λ ∈ [0, L]. Nous fixons le
point de d́epart deα au point d́efini par le triplet(r, v0, 0).
Nous d́efinissonsH comme l’ensemble de tous les che-
mins, c’est-̀a-dire :

H = {α : [0, L] 7→ (R3 × C × R+)|α(0) = (r, v0, 0)} .

(2)
Nous repŕesenterons les surfaces faciales et nous les ana-
lyserons comme deśeléments deH. La figure 3 montre
des exemples d’une surface faciale représent́ee en uti-
lisant un grand nombre de courbes faciales. L’image
suṕerieure montre la surface originaleS tandis que la
ranǵee inf́erieure montre un rendu decλ pour un nombre
croissant deλs de gaucheà droite. En pratique, on
doit se contenter d’un nombre fini de courbes dans la
repŕesentation.

FIG. 3 – Les surfaces faciales de la même personne sous
différentes expressions faciales, et leurs représentations
dans l’espaceH.

(a) (b) (c) (d)

FIG. 4 –Exemple de reconstruction : (a) la surface faciale
originale, (b) Sa repŕesentation comme une collection de
courbes dans l’espaceH, (c) la triangulation, and (d) la
surface reconstruite.

Nous avons représent́e les surfaces faciales comme des
éléments deH. La prochaineétape est d’imposer une
structure Riemanniennèa H et de calculer les chemins
géod́esiques entre les surfaces faciales observées. Pour
atteindre ce but, nouśetudions d’abord la ǵeoḿetrie
diff érentielle deC et nous d́eveloppons des algorithmes
pour le calcul de la ǵeod́esique entre les courbes faciales
donńees.

3.1 Analyse Riemannienne des courbes fa-
ciales

Une courbe faciale d́efinie dans la section préćedente est
repŕesent́ee par : (i) un point de d́epartp ∈ R

3, (ii) la
fonction de vitessev ∈ C, et (iii) la longueurl ∈ R+.
Etant donńees deux courbes faciales, nous posons la ques-
tion suivante : Comment définir un chemin ǵeod́esique
entre elles dans un espace approprié des courbes sous une
métrique Riemannienne choisie ? Tandis que les parties
traitant les points de d́epart et les longueurs sont simples,
la difficulté principale se situe dans le calcul du chemin
géod́esique entre les fonctions de vitesse des deux courbes
donńees dansC. Ce probl̀eme aét́e ŕesolu par Klassen et
al. [8], et nous adapterons leur solution pour l’étude des
courbes faciales.
Pour d́evelopper un cadre géoḿetrique pour analyser des
éléments deC, il est important de comprendre son espace
tangent et de lui imposer une structure Riemannienne. Rap-
pellons quev(s) ∈ S

2 et, par conśequent,v est une courbe
sur S

2 ; une tangentef de C à v peut également̂etre vue
comme un champ de vecteurs tangentsà S

2 le long dev.
L’espace de tous les vecteurs tangents dénot́e parTv(C),
est d́efini par :

Tv(C) = {f |f : [0, 1] 7→ R
3,∀s (f(s) · v(s)) = 0. (3)

∫ 1

0

f(s)ds = 0 } .

Afin d’imposer une structure Riemannianne surC, nous
supposons le produit scalaire suivant dansTv(C) : pour
f, g ∈ Tv(C) :

〈f, g〉 =

∫ 1

0

(f(s) · g(s))ds . (4)

Pour ces deux courbes fermées quelconques notés v0 et
v1 dansC, nous nous sommes intéresśesà trouver un che-
min géod́esique entre elles dansC, sous la ḿetrique d́efinie
par l’équation 3. Ceci est accompli en utilisant l’approche
dévelopṕee dans [8]. L’id́ee fondamentale de cette ap-
proche est de commencer par n’importe quel cheminφ(t)
reliantv0 et v1. C’estφ : [0, 1] 7→ C tel queφ(0) = v0 et
φ(1) = v1. Puis, ” redresser ”φ itérativement jusqu’à ce
qu’on atteint un minimum local de l’énergie :

E(φ) ≡
1

2

∫ 1

0

〈

dφ

dt
(t),

dφ

dt
(t)

〉

dt , (5)

parmi tous les chemins possibles entrev0 à v1. L’it ération
est effectúee en utilisant une approche de gradient, c’est-
à-dire, la misèa jour it́erative deφ dans la direction du
gradient ńegatif deE jusqu’̀a ce que le gradient devienne
zéro. Il est montŕe dans [9] qu’un point critique deE
est une ǵeod́esique dansC. La figure 5 est un exemple
du chemin ǵeod́esique entre deux courbes faciales et



l’ évolution deEc pendant le redressage chemin.
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FIG. 5 –Le chemin ǵeod́esique entre deux courbes faciales
c1
λ et c2

λ, et l’évolution de l’́energieEc.

4 Analyse Riemannienne des visages
dansH

Par la suite, nous décrivons notre approche pour construire
une d́eformation ”optimale” d’une surface facialèa une
autre. En effet, les surfaces faciales seront représent́ees
comme deséléments deH, et nous pourrons formu-
ler la notion de d́eformation ”optimale” entre deux sur-
faces faciales comme le chemin géod́esique qui va relier
deux élémentsH, c’est à dire deux surfaces faciales. La
définition de ǵeod́esique est líee à la ḿetrique Rieman-
nienne qui mesure le déplacement infinit́esimal de l’espace
tangent. Pour calculer le chemin géod́esique, nous devons
étudier la ǵeoḿetrie différentielle deH et expliquer notre
choix de la structure Riemannienne dansH. L’espace tan-
gent deH enα est d́efinie par :

Tα(H) = {(u,w, x)| ∀λ ∈ [0, L], u(λ) ∈ R
3, (6)

w(λ) ∈ Tvλ
(C), x(λ) ∈ R} ,

où Tvλ
(C) est d́efini par l’équation 3.H est une varíet́e de

dimension infinie, nous allons imposer une structure Rie-
mannianne et d́efinir une ḿetrique par le produit scalaire
de la façon suivante :

〈〈(u1, w1, x1), (u2, w2, x2)〉〉 = (7)

∫ L

0

((u1(λ), u2(λ)) + 〈w1(λ), w2(λ)〉 + x1(λ)x2(λ)) dλ .

Le produit scalaire sur des espaces tangents deC est
défini par l’équation 4. SoientS0 and S1 deux surfaces
faciales, etα0 et α1 deux éléments deH, notre objec-
tif est de construire un chemin géod́esiqueΨ(t) dans

H, paraḿetriśe par le tempst, tel que Ψ(0) = α0 et
Ψ(1) = α1. Pour chaqueλ ∈ [0, L], nous avonsαi(λ) =
(pi,λ, vi,λ, li,λ) ∈ (R3 × C × R+). Pour chaquéelément
des chemins ǵeod́esiques d́efinie par :

Ψ(t) = {Ψλ(t), λ ∈ [0, L]}, où Ψλ(t) = (Ψp

λ(t),Ψv
λ(t),Ψl

λ(t)) .

(8)

où Ψλ(t) = (Ψp

λ(t),Ψv
λ(t),Ψl

λ(t)) .

Ψλ est le chemin ǵeod́esique entre deux courbes faciales.
Il est compośe des troiśeléments,Ψp

λ(t),Ψv
λ(t) et Ψl

λ(t),
calcuĺees de la façon suivante :

1. La forme des courbes : Soit Ψv
λ(t) le chemin

géod́esique dansC construit par la proćedure d́efinie
par [8], telle queΨv

λ(0) = v0,λ andΨv
λ(1) = v1,λ.

2. La position initiale : Le chemin ǵed́esique entre les-
points p0,λ et p1,λ dansR

3 est donńe par le seg-
ment d́efini dansR3. Nous avons,Ψp

λ : [0, 1] → R
3,

t 7→ tp1,λ + (1 − t)p0,λ.

3. La longueur : Le chemin ǵeod́esique d́efini entrel0,λ

et l1,λ dansR est donńe par le segment de droite dans
R. Nous avons,Ψl

λ : [0, 1] → R
+, t 7→ tl1,λ + (1 −

t)l0,λ.

Proposition 1 Le cheminΨ défini par l’équation 4 est
géod́esique dansH, tel queΨ(0) = α0 et Ψ(1) = α1.

Cette proposition est démontŕee d’une manìere formelle
dans le papier [10]. Les figures 6, 7 et 8 montrent des
exemples de chemin géod́esique. Les figures 6(a) et 6(b)
montrent respectivement une surfaces de départ (l’expres-
sion faciale neutre)S1 et la surface d’arriv́ee (l’expression
faciale sourire)S2. La figure 6 (d) montre l’́evolution de
l’energieE. La figure 6(c) montre deśeléments du chemin
géod́esique entreS1 (gauche) etS2 (droite). Les surfaces
faciales correspondants aux pointséquidistants le long du
chemin ǵeod́esique sont représent́ees entre ces deux sur-
faces. Ces chemins dénotent les d́eformations ”optimales”
entre deux surfaces faciales et les longueurs de chemin me-
surent la quantit́e de d́eformations. La figure 7 montre deux
exemples des chemins géod́esiques entre les surfaces fa-
ciales de la m̂eme personne sous différentes expressions
faciales. Afin de montrer les régions des surfaces faciale
qui ont subi des d́eformations, la figure 7 montre les che-
mins ǵeod́esique des surfaces faciales prises sous différents
angles de vue. La figure 8 montre un autre exemple de
chemin ǵeod́esiques entre des surfaces faciales de visages
diff érents.
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FIG. 6 – (a) et (b) : Les surfaces facialesS1 et S2 de
la même personne sous différentes expressions faciales :
neutre et joie. (c) : Le chemin géod́esique entre deux
surfaces facialesS1 à l’extrême gauche etS2 l’extrême
droite ; les surfaces entre les deux représentent les points
tout au long du chemin ǵeod́esique. (d) : L’́evolution de
l’ énergie.

FIG. 7 – Exemple de chemins géod́esique, entre deux sur-
faces faciales de la m̂eme personne sous différentes expres-
sions faciales. Des chemins géod́esiques sous deux angles
de vue.

FIG. 8 –Exemple de chemins géod́esiques, entre deux sur-
faces faciales de personnes différentes.
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6 Conclusion
Dans ce papier, nous avons présent́e un nouveau cadre
de travail pour analyser les déformations des surfaces fa-
ciales. Nous avons défini l’espace des surfaces faciales
comme une variét́e de dimension infinie. Chaque surface

faciale devient un point de cette variét́e. L’analyse Rieman-
nienne de cette variét́e nous a permis de calculer le plus
court chemin entre deux surfaces faciales, appelé chemin
géod́esique. Ce chemin permet de modéliser les variations
des surfaces faciales dues aux expressions faciales.
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