Analyse morphologique de maillages 3D : algorithmeapide pour le calcul de la
somme de Minkowski de polyedres convexes
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algorithme rapide et simple, pour le calcul dedmsie de

Resume Minkowski de polyédres convexes.

Nous présentons dans cet article un algorithme dapst ) o . )

polyédres convexes et fermés. Notre implantation es Présenterons un état de I'art des approches eligdur
générale dans le sens ol elle ne suppose aucunele calcul de la somme de Minkowski de deux polysdre

contrainte sur les positions ou sur les tailles gel/edres convexes; en section 3, nous exposerons notre
opérandes. Elle est plus rapide que les algorithivesés approche puis nous donnerons les résultats expetame

sur I'enveloppe convexe, parce qu’elle ne traite des en section 4. Enfin, nous discuterons les perspach ces
sommets qui contribueront effectivement a la coction travaux.

du polyédre somme. De plus, cette méthode perméttra . , L.
terme de traiter des polyédres concaves afin ddisera 2 Etat de I'art et définitions
d’autres opérations de filtrage morphologique sugsd

) L . La dilatation et I'érosion (opération duale) cansint les
maillages tridimensionnels.

deux opérateurs de base des traitements morphaksyiqg
Mots clefs La dilatation d'un objef par un objeB est équivalente a

la somme de Minkowski ou addition de ces deux abjet
Morphologie mathématique, somme de Minkowski, E|le a été définie par le mathématicien allemandnden
maillage, filtrage, enveloppe convexe, construction Minkowski (1864-1909) comme une addition vectoeell
incrémentale. des points dé avec les points dB :

AOB={a+b/ a0 A B

. Holodi hémat i oui Cette somme peut étre reformulée comme suit :
a morphologie mathématique est un outil puissantrp _
l'analyse d'images, elle est basée sur la théoee d AD B_aE'A{ a+ b/ bl 3

ensembles et a été développée pendant les annéas 60 | 5 deuxieme définition correspond a un objet obtenu

I'école des Mines de Paris par Serra [1]. Depusssde prenant l'union de tous les translatés Blesuivant les
domaine des images, elle a trouvé beaucoup points deA (voir figure 1).

d’'applications telles que le filtrage d'images, la
segmentation, la granulométrie, la squelettisatiett,. © 2
Néanmoins, cette théorie reste toujours peu ou mal

exploitée dans le domaine des maillages tridimemsts.

Les solutions existantes ne sont que des solutions

partielles ou non implantées.

1 Introduction

La morphologie = mathématique nous intéresse (@) (b)
particulierement dans le contexte du filtrage et de
'analyse des maillages, pour réduire ou élimirebiluit,
par des opérations d'érosion et de dilatation, heucdes
trous, rechercher des caractéristiques particsliere
(opérations hit-or-migs squelettiser ou segmenter des La morphologie mathématique est principalement
maillages. C'est dans ce cadre que nous proposons u appliguée dans les espaces discrets (images ots obje
volumiques voxelisés). Dans le cas des maillagadeda

Figure 1 -Somme de Minkowski (dilatation) de deux
objets A etB



somme de Minkowski est utilisée, en particulier sida
domaine de la conception et la fabrication assigigde
ordinateur [2], la planification de trajectoires nsa
collision de robots en translation [3], le calcul degré de
pénétration et la simulation dynamique [4], etc.

Les algorithmes utilisés pour le calcul de la sonufee

Minkowski de deux polyedres se décomposent en deux

grandes classes : ceux basés sur les enveloppesxesn
qui découlent de la définition méme de la somme de
Minkowski et ceux basés sur les diagrammes de fjghte

2.1 Algorithmes basés sur

convexe

I'enveloppe

Un ensemble SOO" est dit convexe si pour tout
X,YOS, le segment de droit€l—t)X +tY [ S pour
t[01] . L’enveloppe convexe pour un ensemSBlest la

plus petite enveloppe convexe qui conti€nElle est une
région bornée par un polyédre convexe, donc sa
construction revient a identifier les points & qui
constituent les sommets du polyédre convexe. Ladi@
illustre le concept d’enveloppe convexe.

Figure 2 -Un ensemble de points en 2D a gauche, et son
enveloppe convexe (polygone) a droite

Les algorithmes de calcul de la somme de Minkowski,
basés sur le calcul de I'enveloppe convexe compblts
étapes suivantes :

- Addition vectorielle de tous les points Aevec tous les
points deB pour construire un nuage de points (voir
Figure 3).

- Calcul de I'enveloppe convexe du nuage de poéhts
construction du polyedre résultat.

Notons toutefois que ce traitement ne s’applique dans

le cas otA etB sont des polyedres convexes ; dans le cas
contraire, nous devons décomposkret B en sous-
polyedres convexes, appliquer les deux étapes geétes
(addition vectorielle et calcul de I'enveloppe cere)
entre chaque paire de sous-objetsAdet deB et enfin
calculer 'union de toutes les sommes partielles.

La construction de I'enveloppe convexe engendre un
grand codt de calcul puisqu’elle nécessite la mlisiton
entre les points internes et ceux qui forment l&appe
convexe. Plusieurs algorithmes ont été développés g
calcul de I'enveloppe convexe d’'un ensemble detpgin
un récapitulatif de ces algorithmes se trouve dahsOn

trouve par exemple : l'algorithme du papier cadeau,
l'algorithme de Graham, la construction incrémestal
I'approche diviser pour régner, etc.

polyédre A

polyédre B T

(©

Figure 3 -Somme de Minkowski basée sur I'enveloppe
convexe. (a) Polyédres opérandes A et B. (b) Axditi
vectorielle des points de A avec les points de B.
(c) Polyedre somme de Minkowski résultant.

L’approche diviser pour régner est la plus rapiderga
construction de I'enveloppe convexe, avec une cexitpl

en O(nlogn) pour un nuage de points. Son implantation
relativement complexe en limite son utilisation.
L'algorithme du papier cadeau [6] est le plus caktavec
une complexité e®(n?) pour un nuage da points. En
pratique, I'algorithme de construction incrémentpies]

est le plus simple et le plus basique, donc le plus
couramment implanté malgré sa lenteur relative
(complexité erO(n) pour un nuage depoints).

2.2 Algorithmes basés sur les diagrammes
de pente

Les diagrammes de pente ont été proposés par G8lpsh

ils sont considérés comme une variété adaptée maide

de linfographie, de la représentation par fonciicohe
support [10]. lls sont plus rapides que les alhomis
basés sur I'enveloppe convexe du fait que le problést
traité dans une dimension inférieure (2D dans k& d&
polyedres), mais leur implémentation est trés dii; de
plus, des problemes de précision engendrés par la
projection orthographique utilisée peuvent donrefadix
résultats. lls sont aussi limités aux ensemblesexes.



3 Approche proposée

Nous allons présenter dans cette section,
contribution qui permet la construction rapide de |

somme de Minkowski de deux polyédres convexes,

manifolds et fermés ; cette approche devra perenéitr
terme de traiter des polyédres concaves et réatieer
opérations de filtrage de maillage dont la tailEufpétre
rédhibitoire pour les autres approches.

3.1 Principe de I'approche

Par la suite, nous considérons un polyédre conderagé
et manifold P, ayant f, facettes, a, arétes etsp

sommets, ainsi qu’'un élément structurdntayant fT'

facettes,a; arétes,s; sommets et un cente L'élément
structurant considéré est un tétraédre, donc :

fr =4,a; =6,5; =4.
Le polyédre somme de Minkowsl8 se composera de
facettes provenant de appeléedacettes translatéegle
facettes provenant d€ nomméesfacettes de coirainsi
que de facettes appelétcettes de cOtéces dernieres
provenant de la somme de Minkowski de deux aré&tes n
paralleles dé® et deT. Cette formulation est valable pour
des opérandes convexes et en accord avec [11].
Puisqu'il s’agit d’'une représentation par bords, o
s'intéresse qu'a la surface extérieure qui délimire
volume d’objet.
Pour chaque facettef;, 1<i< fp) de normalefi, on

appelle sommet contributeur sCI le sommet

s;(<j<s;) (de Pélément structurant placé sur la

facette) qui vérifie :<s'j —c,r?i> = ma><<s|'( —c,r?i>, K#j,

cela signifie que le sommet contributeur est cejui,
parmi tous les sommets de engendre la plus grande
translation vers I'extérieur de la facette. Les facettes

translatées sont le résultat de la translation lieque
facette f; par un vecteuus'j —c défini a partir du sommet

contributeurs'C’i correspondant (voir figure 4).

Facettes translatées

Figure 4 [Facettes translatées a partir d’'un cube P

notre

Pour deux facettes partageant une aréte deux cas

peuvent se présenter :

- Elles ont le méme sommet contributeur : les taset
translatées correspondantes se retrouvent consegtée
une aréte dans le polyedre somme (voir figurel5)yla
donc pas de facette de c6té a ajouter.

- Elles ont deux sommets contributeurs différentme
facette de cbté vient se placer entre les deuxttésce
translatées correspondantes (voir figure 5).

Facettes de coté

Figure 5 +Facettes de c6té ajoutées dans le polyédre
somme S

Pour les facettes incidentes a un somr8gt trois cas

peuvent se présenter :

- Elles ont le méme sommet contributeur : toutes le
facettes translatées correspondantes se partageront
méme sommet dans le polyédre somme (voir figurdl 6).
n'y a donc pas de facette de coin a ajouter.

- Elles ont deux sommets contributeurs différentss:
facettes translatées correspondantes seront ine&len
une méme aréte du polyedre somme (voir figurel 6)yl

a donc pas de facette de coin a ajouter.

- Elles ont trois sommets contributeurs différentse
facettes de coin vient s’ajouter pour combler keventre
les facettes translatées (voir figure 6).

Un cas particulier se présente lorsqu’il existesyurs
sommets contributeurs pour une facette (paralléle a

une arétea'j ou a une facettefj'). Dans ce cas, le sommet

contributeur est celui qui est le plus proche drydentre
de la facette, afin d’éviter des repliements dsuidace du
polyedre sommé&.

Facettes de coi

Figure 6 Facettes de coin ajoutées dans le polyédre
somme S



Une version simplifiée de notre algorithme est gnéSe
ci-dessous, elle se décompose en trois partieessiges.

Algorithmel : Somme de Minkowski d'un polyedre P et

d’un tétraédre T

4 Reésultats

expérimentaux et

discussion

Notre approche a été implantée sur un processéer In

Pentium 4 de fréquence 3.00 GHZ, avec une mémoire
vive de 1Go. Nous avons utilisé la librairie CGALZ]
pour développer notre algorithme et pour le caldel
'enveloppe convexe. Le tableau 1 donne les temps
d’exécution des deux approches pour plusieurs pofge
opérande® etT.

1. Pour chaque facetté; (L<i< fp)
- sommet contributeus,; = s;

= Pour chaque sommef; (2< j < s;)

2 Si<sj —on > ><Sc,i -G ni> alors Temps d’exécution (s.)
, , PolyédreP PolyédreT | Approche | Enveloppe
2 S =S (# facettes) | (# facettes) | proposée | convexe
> Fin Si RTIlcosHe(62) | Tetra(4) 0.016 3.250
- Fin Pour Sphere(1280) | Tetra(4) 0.344 19.440001
—2Ajouter une facette translatée Hedra(8) Sphere(320)| 0.125 7.657
- Fin Pour Hedra(8) Sphere(1280)0.563 36.844
2. Pour chaque aréte; (L<i<ap) Cube(6) Sphere(320)| 0.109 8.548
> Si les facettes incidentes & n’ont pas le méme Cube(6) Sphere(1280)0.594 38.345
sommet contributeur, alors Sphere(80) Sphere(320) 0.578 36.158
> Ajouter une facette de coté Sphere(320) Sphere(1280)7.063 687.099
= Fin Si Tableau ITemps d’exécution lors du calcul de la somme
= Fin Pour de Minkowski

3. Pour chaque sommef (1<i<sp)
- Si les facettes incidentes § ont trois sommets

contributeurs, alors
- Ajouter une facette de coin

2 Fin Si
- Fin Pou
Notre méthode a été étendue a la somme de Minkayeski
deux polyedres convexes quelconques (élément
structurant non tétraédrique). Dans ce cas, plisieu
facettes de coin peuvent étre ajoutées pour un méme
sommet du polyedr® et plusieurs facettes de coté pour
une méme aréte du polyedre

La figure 8 montre des polyedres somme de Minkowski
obtenus a l'aide de notre méthode. La variatioladaille

d'un polyedre opérande par rapport a l'autre potyed
opérande permet de réaliser du morphing grace a la
somme de Minkowski appliquée a ces polyédres.

Le tableau 1 montre que notre algorithme est pipsde
gue I'approche par enveloppe convexe. Ceci sdipigar
le fait que seuls les sommets qui contribueront
effectivement a la somme de Minkowski seront teajté
ainsi, le colt de mise a jour de l'enveloppe comvex
(détermination des facettes visibles pour un sommet
suppression des facettes invisibles, constructian d
facettes temporaires a chaque introduction d’unveau
o R i sommet,...) est éliminé et la simplicité du traitemnest
Dans le cas général (polyedres opérandes CONVEXESgecrye. De plus, notre approche préserve le degsé d
guelconques), la complexité de l'algorithme est en facettes, ce qui n'est pas le cas avec 'envelagmwexe
O(fpsy +Spfr +apfr). (figure 7).
D'aprés la formule d'Euler (polyédres manifoldéeemés) G
f —a+s=2 et en substituant dans [|'équation de
complexité, le nombre d'arétes et le nombre de sEBIM
en fonction du nombre de facettes, la complexité de
l'algorithme est en :

of2(f, + f;) +5f, 11 /2)
L'équation précédente implique que notre approzste
commutative, ce qui est en accord avec la défimitie la
somme de Minkowski.

3.2 Complexité de I'algorithme

(@) (b)

Figure 7 — (aPolyédre P. (b) Polyedre somme par

I'enveloppe convexe. (c) Polyedre somme par I'appeo
proposeée, le degré des facettes est préservé

Notre méthode est également générale dans le seglfeo
ne suppose aucune contrainte sur les positionsioles
tailles des deux polyédres opérandes.
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Figure 8 -Résultats obtenus avec I'approche proposée pocaleul de la somme de Minkowski
de polyédres de différentes tailles (morphing).

(4]
5 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté un nouvel algorithme a larégisle,
simple a implanter et général pour la constructienla 5]
somme de Minkowski de polyédres convexes. Les
résultats obtenus montrent que notre approche last p
rapide que l'algorithme de I'enveloppe convexe. ridot
méthode peut étre utilisée pour des objets convexes
pour accélérer le calcul de la somme de Minkowski
d'objets concaves (voir section 2.1).

[6]

[7]

Les travaux en cours portent sur la généralisaiiercet
algorithme pour des objets concaves sans passargar
décomposition. Ceci ouvrira alors une nouvelle \ioer
réaliser des opérations de filtrage de maillagegrdede
taille (dilatation, érosioriit-or-miss etc.).

[8]

: [9]
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