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Présentation du jeu

Jeu de coloration propre

@ Défini par Brams (1981).
@ Situation initiale : [G, k] un graphe G et k couleurs.

© Chaque joueur colorie proprement et a tour de réle un sommet
de G

Q Le 1¢ joueur (Alice) tente de colorier tout le graphe.

© Le 2° joueur (Bob) tente d’empécher la coloration complete
du graphe. = Jeu constructeur/destructeur

Definition :

Le nombre chromatique ludique de G noté x¢(G) est le plus petit
entier k pour lequel Alice a une stratégie gagnante.

© Si Bob joue en premier on parle de nombre chromatique
ludique misere x, (G)
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Présentation du jeu

Propriétés connues

Q Si diam(G) > 4 alors x,(G) > 3.

Q X(G) < xu(G) <A(G) +1.
Borne inférieure atteinte pour Ps; supérieure pour Py.

© x¢(G) < 3 pour les chaines, les graphes bipartis complets...
Q Les arbres : xy(T) < 4, optimal [Faigle, Kern, 1990]
© Les graphes planaires extérieurs :
x¢(0) <7 (au moins 6). [Guan, Zhu, 1999]
Q Les graphes planaires :
x¢(P) < 17 (au moins 8). [Zhu, 2004]
@ Les graphes de genre g :

1
() < L%m TA8g + 114 . [Zhu,1999]
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Le cas des arbres

Le cas des arbres

Proposition
Soit T un arbre. x,(T) < 4.

Alice fait en sorte que tout sous-arbre ait au plus 2 bouts coloriés.
Preuve : Par induction sur le nombre de sommets coloriés de T.

@ Vrai lorsque le graphe n'est pas colorié
@ Bob peut créer au plus un sous-arbre a 3 bouts coloriés.
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Le cas des arbres

Le cas des arbres

Proposition
Soit T un arbre. x,(T) < 4.

Alice fait en sorte que tout sous-arbre ait au plus 2 bouts coloriés.
Preuve : Par induction sur le nombre de sommets coloriés de T.

@ Vrai lorsque le graphe n'est pas colorié

@ Bob peut créer au plus un sous-arbre a 3 bouts coloriés.
Si les trois sommets coloriés sont tous a distance 2 et de couleurs
distinctes, il faudra une 4€ couleur.
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Borne supérieure atteinte

Proposition [Zhu 2007]
le plus petit arbre Ty vérifiant x¢(To) = 4 est de taille 14.
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Définitions et propriétés de base
Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3 IFermtle Gles eiapilEr

Les Quatre classes d'arbres

On dira que Alice gagne s'il suffit de 3 couleurs pour terminer la

coloration.
Tout arbre T partiellement colorié avec 3 couleurs appartient a

I'une des 4 classes (disjointes) suivantes :
Q@ T € B < Quel que soit le 1¢" joueur, Bob gagne.
Q@ T € P < Alice gagne ssi Bob commence
(le joueur "Previous” gagne).
Q T € N & Alice gagne ssi elle commence
(le joueur "Next" gagne).
Q T € A< Quel que soit le 1¢" joueur, Alice gagne.
On note o(T) la classe correspondant a I'arbre T (outcome de T).
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Définitions et propriétés de base

e . Famille des caterpillar
Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3 amille des caterpillar

Propriétés de récurrence

Les outcomes des arbres s'expriment en fonction de ceux de leurs
options :
o
B VT € Opt(T), o(T') € {B,N}
o(T) =B { et 3Ty € Opt(T) tel que o(Tp) = B.

@ o(T)=P & VT € Opt(T), o(T') =N

o
B Ty € Opt(T) tel que o(T1) € {A, P}
oT) =N« { et 3T, € Opt(T) tel que o(T>) € {B,P}.
Q
B ITo € Opt(T) tel que o(Tp) = A
oT)=Ae { et VT’ € Opt(T), o) € {N, A}.
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Propriétés d'addition pour un arbre T partiellement colorié

L'outcome signé de T est noté o'(T) = X, avec X = o(T) et i
la parité du nombre de sommets non coloriés de T Il existe une
fonction ® t.q. o/(T1 U Tp) = 0/(T1) ® o'(T>).

| ® | Bo | By | Po | Py | No|N | A | A
By || Bo
By || B1 | Bo
Po || Bo | B1 | Po
P || By | Bo | B1 | Bo
No || Bo | Bi| Bo | B | Bo
Nl Bl Bo ./\/1 No Bl BO
Bo Bl 730 P1 NO Nl
By | Bo | N1 | No | N1 | Mo

Preuve : Par induction sur ¢(T; U T3).
Etude au cas par cas



Définitions et propriétés de base

Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3 IFemillls Gles ety

Les Caterpillar 1-réguliers @, ou peignes

Qo = P2, Q1 = K13, @, avec n sommets de degré 3.
Si Q, a uniquement ses 2 extrémités coloriées, alors :
n 0 1 2 13 4 516 7 8 9
o@Q) | A|AN|A|IN| A | N|A| N |AN | N
>1
B

n 10 11 |12 |13 | 14 | 15|16 | 17 18 9

oQ) | N| N |N|N|NB|\N|B|NB| B
Ou XY vaut X si les 2 extrémités ont méme couleur et ) sinon

@ Etape 1:Yn >0, o(Qus1) € {N,B} :
Bob "coupe” en 2 caterpillar impairs. Cette option a donc
pour outcome N @ N = B.

Q Etape 2 : o(@,) € {N, B} & n>50u(n=4etc =0c):
On montre qu'il existe une option d'outcome B uniquement
dans ces conditions.
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Définitions et propriétés de base
Famille des caterpillar

Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3

Preuve que o(Q2,) € {N, B}

Bob doit trouver un coup gagnant
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Définitions et propriétés de base
Famille des caterpillar

Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3

Preuve que o(Q2,) € {N, B}

Montrons que ce graphe a pour outcome B si et seulement si
n>5ou(n=4etc = ).

11/14 Adrien Guignard Nombre chromatique ludique



Définitions et propriétés de base
Famille des caterpillar

Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3

Preuve que o(Q2,) € {N, B}

Toutes les colorations laissent un peigne impair Qax+1 qui est
gagnant pour Bob, sauf :
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Définitions et propriétés de base
Famille des caterpillar

Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3

Preuve que o(Q2,) € {N, B}

Toutes les colorations laissent un peigne impair Qax+1 qui est
gagnant pour Bob, sauf :

Montrons que ce caterpillar a pour outcome B seulement dans ces
conditions.
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Définitions et propriétés de base
Famille des caterpillar

Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3

Preuve que o(Q2,) € {N, B}

Seuls les jeux sur u et v (avec bleu) ne laissent pas de peigne impair.
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Définitions et propriétés de base
Famille des caterpillar

Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3

Preuve que o(Q2,) € {N, B}

Seuls les jeux sur u et v (avec bleu) ne laissent pas de peigne impair.
Si Alice joue sur v, on observe que Bob gagne avec :
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Définitions et propriétés de base
Famille des caterpillar

Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3

Preuve que o(Q2,) € {N, B}

Seuls les jeux sur u et v (avec bleu) ne laissent pas de peigne impair.
Si Alice joue sur v, Bob gagne avec :

Enfin si elle joue sur u, Bob a une stratégie gagnante (uniquement
dans les conditions initiales) avec |'option suivante :
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Définitions et propriétés de base

Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3 IFemillls Gles ety

Preuve des outcomes BB

Si Qn a uniquement ses 2 extrémités coloriées, alors :
n 0 1 2 |3 4 516 7 8 9
o Q)| A|AN | AN | A | N|A| N |AN | N
>1
B

n 10 11 12 13| 14 | 15|16 | 17 18
Q) | N| N [N|N|NB|N|B|NB| B

© Pour montrer que C est dans B, il faut regarder toutes les
options du graphe et montrer qu'aucune n'est dans A. Il faut
pour cela étudier des familles de caterpillar 1-réguliers a 3, 4
et 5 sommets coloriés...

O A I'aide d’autres lemmes, on en déduit les outcomes des
peignes non coloriés D, :

9

A n<22
o(Dp) =3 N&22<n<28
B<<n>28
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Définitions et propriétés de base

Caractérisation des arbres vérifiant x,(T) = 3 IFemillls Gles ety

Conclusion et perspectives

o

Caractérisation des caterpillars 1-réguliers, par la méthode de
la recherche du plus petit graphe d’outcome A (puis B) d'une
famille de taille linéaire;

Caractérisation des caterpillars sans trous (sommets de degré
2).

Algorithme en O(n") pour tous les caterpillars (ou t est le
nombre de trous et n le nombre de sommets)

Il reste a effectuer le passage aux arbres, peut-étre en
démontrant |'existence d'une chaine déterminante dans T.

© 6 o o

Existe-t-il des arbres (non coloriés) dans la classe P ?
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