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*-f Définition du produit cartésien

Le produit cartésien d'hypergraphes

. Conclusion

Définition

Soient H; = (V4, E1) et Ho = (Va, Ez) des hypergraphes. Le produit

cartésien de Hy et Hy est I'hypergraphe Hi[JH, d'ensemble de sommets
Vi x W, et d'ensemble d'arétes :

EOE = {{x}xe:xeViandee B} U {ex{u}:ecEandue Vo}.

° °
FIGURE: Le produit cartésien G O (4
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Etat des lieux

‘f Définition du produit cartésien Le produit cartésien o' hypergraphes
L

Conclusion

Ehypergraphe est la généralisation d'un graphe ou chaque (hyper)aréte
contient un nombre quelconque de sommets.
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Etat des lieux

‘r Pourquoi étudier les produits cartésiens ? Le produit cartésien d'hypergraphes
]

l Conclusion

On suppose que G = G10G,.
lls rendent un bon nombre de problémes combinatoires faciles a étudier grace a
leur structure particuliere :

Probleme Propriété Complexité

Hamiltonicité H(GL) et H(Gy) = H(G) NP-complet

) ©) Chemin(G;)
— 2 = emin(G;) et
Planarité (P) (Chemin(Gj) ou Cycle (G_]))

X(G) = max{x(G1), x(G2)} NP-complet

o(Iv(6))

Nombre chro-
matique (x)
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g

On suppose que G = G10G,.
lls rendent un bon nombre de problémes combinatoires faciles a étudier grace a
leur structure particuliere :

Conclusion

Probleme Propriété Complexité

I(-I;Snlltonlute H(G1) et H(Gp) = H(G) NP-complet
y P(G) < Chemin(G;) et

Planarité (P) (Chemin(G;) ou Cycle (G;)) o(|V(G)))

Nombre chro-

matique () | X(€) = max{x(G1). x(G2)} NP-complet

Fait [IMRICH, PETERIN 2006]

Il 'est possible de factoriser un graphe connexe en temps et en espace linéaire
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Conclusion

*f Pourquoi étudier les produits cartésiens?  Leproduit cartésien d'hypergraphes
L)

g

On suppose que G = G10G,.
lls rendent un bon nombre de problémes combinatoires faciles a étudier grace a
leur structure particuliere :

Probleme Propriété Complexité

z-l,}ir)mltomute H(G1) et H(Gp) = H(G) NP-complet
y P(G) < Chemin(G;) et

Planarité (P) (Chemin(G;) ou Cycle (G;)) o(|V(G)))

Nombre chro-

matique (X) X(G) = maX{X(Gl)7X(G2)} NP-complet

Fait [IMRICH,

PETERIN 2006]

Il 'est possible de factoriser un graphe connexe en temps et en espace linéaire

Il est alors possible de réduire la complexité des problemes en utilisant le produit

cartésien.
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Etat des lieux

* f F|bres da ns Ies produ|ts CartéS|enS Le produit cartésien d'hypergraphes
e

. Conclusion

Dans un produit cartésien non trivial, on peut identifier des copies iso-
morphes des facteurs en tant que sous-graphes. Celles-ci sont appelées fibres.

Définition

Soient G et H des graphes. Etant donné w € V(H), GC{w}, aussi noté
G" est une G-fibre.
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Etat des lieux

* f F|bres da ns Ies produ|ts CartéS|enS Le produit cartésien d'hypergraphes
e

l Conclusion

Les algorithmes de reconnaissance de produit cartésien procédent par co-
loration des arétes : en coloriant les arétes adjacentes a un sommet qui
appartiennent a la méme fibre de la méme couleur.

FIGURE: La décomposition en facteurs premiers du graphe : Gz O K, O K»
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Etat des lieux

* f COlorler |eS prodults ICe pr‘odl_m cartésien d'hypergraphes
. e onclusion
l “ afin de révéler leur structure

Soit G un graphe et {x,y}, {u,v} € E(G).

La relation de DJOKOVIC-WINKLER ©

Deux arétes {x, y}, {u, v} sont en relation {x, y}©{u, v} si:

d(x,u) +d(y,v) # d(x,v) + d(y, u).
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La relation de DJOKOVIC-WINKLER ©
Deux arétes {x, y}, {u, v} sont en relation {x, y}©{u, v} si:

d(x,u) +d(y,v) # d(x,v) + d(y, u).

La relation 7 de “I'unique voisin commun”

Deux arétes {u,y}, {u, v} sont en relation {u, y}7{u, v} si et seulement si
u est le seul voisin commun des sommets non adjacents v et y.

| A
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. 77 Conclusion
I “ afin de révéler leur structure

Soit G un graphe et {x,y}, {u,v} € E(G).

La relation de DJOKOVIC-WINKLER ©
Deux arétes {x,y}, {u, v} sont en relation {x,y}©{u, v} si:

d(x,u) +d(y,v) # d(x,v)+ d(y, u).

La relation 7 de “l'unique voisin commun”

Deux arétes {u,y}, {u, v} sont en relation {u, y}7{u, v} si et seulement si
u est le seul voisin commun des sommets non adjacents v et y.

| A

Caractérisation de la relation produit [FEDER’95]

La relation 1 = (© U 7)* est une relation de produit (cartésien).
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. ;o Conclusion
I “ afin de révéler leur structure

Soit G un graphe et {x,y}, {u,v} € E(G).

La relation de DJOKOVIC-WINKLER ©
Deux arétes {x,y}, {u, v} sont en relation {x,y}©{u, v} si:

d(x,u) +d(y,v) # d(x,v)+ d(y, u).

| \

La relation 7 de “l'unique voisin commun”

Deux arétes {u,y}, {u, v} sont en relation {u, y}7{u, v} si et seulement si
u est le seul voisin commun des sommets non adjacents v et y.

N

Result [SABIDUSSI'59], [VIZING 63|

Chaque graphe connexe a une unique décomposition en facteurs premiers
(relativement au product cartésien).

a. a isomorphismes et a I'ordre des facteurs pres
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Etat des lieux
Le produit cartésien d'hypergraphes
Conclusion

La relation de FEDER donne un algorithme polynomial pour trouver la
décomposition en facteurs premiers du graphe® en (O(mn)).

@ On introduit la relation ©; définie par : e©1f & eOf et
{e,f}NE(T)#0.. On a ©] = ©*, donc on peut calculer ©*.
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décomposition en facteurs premiers du graphe® en (O(mn)).

@ On introduit la relation ©; définie par : e©1f & eOf et
{e,f}NE(T)#0.. On a ©] = ©*, donc on peut calculer ©*.
Calculable en O(mn).

o |l s'agit ensuite de calculer 7. Pour chaque sommet u, il y a au plus
1 deg(u)? paires d’'arétes ayant u comme unique voisin commun, soit
2 . N .
3 2uev(c) 9eg(u)” < nm paires & examiner au total.
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{e,f}NE(T)#0.. On a ©] = ©*, donc on peut calculer ©*.
Calculable en O(mn).

o |l s'agit ensuite de calculer 7. Pour chaque sommet u, il y a au plus
1 deg(u)? paires d’'arétes ayant u comme unique voisin commun, soit
3 2ueVv(G) deg(u)? < nm paires 3 examiner au total.
Etant donnés deux sommets x, u € V(G), on examine

I = N(u) N N(x), et on cherche a déterminer les u éligibles au statut
d’' “uniques voisins communs".
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Etant donnés deux sommets x, u € V(G), on examine

I = N(u) N N(x), et on cherche a déterminer les u éligibles au statut
d’' “uniques voisins communs".

o Sivetwel (v#w), {{u,v},{u,w}} & 7.
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Conclusion

La relation de FEDER donne un algorithme polynomial pour trouver la
décomposition en facteurs premiers du graphe® en (O(mn)).

@ On introduit la relation ©; définie par : e©1f & eOf et
{e,f}NE(T)#0.. On a ©] = ©*, donc on peut calculer ©*.
Calculable en O(mn).

o |l s'agit ensuite de calculer 7. Pour chaque sommet u, il y a au plus
1 deg(u)? paires d’'arétes ayant u comme unique voisin commun, soit
3 2ueVv(G) deg(u)? < nm paires 3 examiner au total.
Etant donnés deux sommets x, u € V(G), on examine

I = N(u) N N(x), et on cherche a déterminer les u éligibles au statut
d’' “uniques voisins communs".

o Sivetwel (v#w), {{u,v},{u,w}} & 7.
o Sixe N(u)etwel, {{u,x},{u,w}} ¢ .
o Les paires d'arétes sont dans 7 dans les autres cas.
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Etat des lieux

* f COlorler |eS prodults ICe pr‘odl_m cartésien d'hypergraphes
. e onclusion
l “ afin de révéler leur structure

L'idée principale exploitée par IMRICH pour connaitre la structure du
produit cartésien est la suivante :

Dans un produit cartésien, deux arétes incidentes provenant de fibres
distinctes s'étendent dans exactement un carré sans diagonale (i.e. un
carré induit).

¥,
FIGURE: Le produit cartésien C3 (0 Cy GREYC &
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Etat des lieux
Le produit cartésien d’hypergraphes
Conclusion

IMRICH et PETERIN ont donné un algorithme linéaire en espace et en
temps (O(m)) pour reconnaitre un produit cartésien de graphes.
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s 7 . . \ f Etat des lieux
*f La généralisation au modele d'hypergraphe  Leproduit caresien hypergraphes
onclusion
.

b

Définition d'un hypergraphe

|

Soit X un ensemble de sommets. Un hypergraphe sur X est un ensemble
{E1, Ep, ..., En} de sous-ensembles de H tels que :

° E,-;é(Z)(/:I,2,...,m)
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Etat des lieux

‘f La généralisation au modéle d'hypergraphe  Leproduit cartésien d'hypergraphes
.

l Conclusion

Définition d'un hypergraphe

Soit X un ensemble de sommets. Un hypergraphe sur X est un ensemble
{Ei1, Ep,...,Enp} de sous-ensembles de H tels que :

o E£0(i=12,...,m)

FIGURE: Hypergraphe {{x,y,z}, {x,y, t},{y,z, t}} GREYCE®
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Etat des lieux

* f L2—SeCti0n Le produit cartésien d’hypergraphes
| ]

. Conclusion

Notre propos est de généraliser |'algorithme d'IMRICH et PETERIN en
décomposant les arétes en cliques étiquetées. Le graphe pour lequel les
cliques remplacent les hyperarétes est appelé la 2 — section de
["hypergraphe.
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Etat des lieux

* f L2—Section Le produit cartésien d’hypergraphes
[

l Conclusion

Notre propos est de généraliser |'algorithme d'IMRICH et PETERIN en
décomposant les arétes en cliques étiquetées. Le graphe pour lequel les
cliques remplacent les hyperarétes est appelé la 2 — section de
["hypergraphe.

Soit H = (V, E) un hypergraphe, on définit la L2-section [H];2 of H
comme étant le graphe étiqueté (V, E’, L) ou (V, E’) est la 2-section de H
et L: E' — P(E) est définie par L({x,y}) :={e€ E:x,y € e € H}.
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Etat des lieux

" L2—SeCti0n Le produit cartésien d’hypergraphes
| ]

l Conclusion

La L2-section d'un hypergraphe n'est rien d'autre qu'une "version
étiquetée” de la 2-section.

L2-section

FIGURE: Hypergraphe {{x,y, z},{x,y,t},{y, z, t}}
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Etat des lieux
Le produit cartésien d’hypergraphes
Conclusion

A partir de la 2-section d'un hypergraphe H, il est possible de reconstruire
I'hypergraphe duquel il provient grace a I'opérateur de L2-section inverse :

[

L2-section inverse

Soit G la L2-section d'un hypergraphe H avec pour application
d'étiquetage L, on définit I'hypergraphe [G]Zz1 = (V,E) par V = V(G)
and E = L(E(G)).
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Etat des lieux
Le produit cartésien d’hypergraphes
Conclusion

Un hypergraphe est conforme si toutes les cliques maximales de sa
2-section sont des hyperarétes.
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Etat des lieux
Le produit cartésien d’hypergraphes
Conclusion

Un hypergraphe est conforme si toutes les cliques maximales de sa
2-section sont des hyperarétes.

Voici quelques propriétés de la L2-section :
° [[H]L2]Z21 = H (facile)

A
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Etat des lieux
Le produit cartésien d’hypergraphes
Conclusion

Un hypergraphe est conforme si toutes les cliques maximales de sa
2-section sont des hyperarétes.

Voici quelques propriétés de la L2-section :
° [[H]LQ]Zzl = H (facile)
e Compatibilité avec le produit cartésien [Hi]20[H2] 12 = [Hi1OH>] 2.

A
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Etat des lieux
Le produit cartésien d’hypergraphes
Conclusion

Un hypergraphe est conforme si toutes les cliques maximales de sa
2-section sont des hyperarétes.

Voici quelques propriétés de la L2-section :
° [[H]LQ]Zzl = H (facile)
e Compatibilité avec le produit cartésien [H1]20[Hz2]2 = [HiOH:] -
o H~ H' < [H]2 ~ [H]12

A
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Etat des lieux
Le produit cartésien d’hypergraphes
Conclusion

Un hypergraphe est conforme si toutes les cliques maximales de sa
2-section sont des hyperarétes.

Proposition

| A

Voici quelques propriétés de la L2-section :
° [[H]L2]Z21 = H (facile)
e Compatibilité avec le produit cartésien [H;]20[Hz] 12 = [H1OH>] 2.
o H~ H' < [H] ~ [H]12
@ Pour les hypergraphes conformes H ~ H' < [H]> ~ [H']2

A

Les deux derniers points montrent que les hypergraphes conformes sont
“essentiellement” les mémes objets que les 2-sections d'hypergraphes.
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*f Schéma général de I'algorithme Le produit cartésien d hypergraphes

) l Conclusion

Un hypergraphe
conforme H
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) l Conclusion

Un hypergraphe
conforme H

O(mr?)

G = [H]L2, La
L2-section de H
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Conclusion

Fait : Méme si des classes trés importantes d'hypergraphes sont des
produits cartésiens, presque tous les hypergraphes sont premiers.
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Etat des lieux
Le produit cartésien d'hypergraphes
Conclusion

Fait : Méme si des classes trés importantes d'hypergraphes sont des
produits cartésiens, presque tous les hypergraphes sont premiers.
Comment peut-on alors utiliser le produit cartésien sur ces classes? En
trouvant, depuis un hypergraphe quelconque, un produit cartésien
d'hypergraphes “proche” et “bon”.
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, N Conclusion
I “ sur d'autres problemes

Exemple : Le nombre chromatique

@ Un sandwich d’hypergraphes est un couple (H, H') tel que
V(H) = V(H'’) et pour chaque hyperaréte E de H il existe une autre
hyperaréte E’ de H' telle que E C E’.

X(H) < x(H').
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, N Conclusion
I “ sur d'autres problemes

Exemple : Le nombre chromatique

@ Un sandwich d’hypergraphes est un couple (H, H') tel que
V(H) = V(H') et pour chaque hyperaréte E de H il existe une autre
hyperaréte E’ de H' telle que E C E’.

@ Soit G un graphe connexe. La représentation métrique canonique de
G est une application de G vers un produit cartésien de graphes :

a:G -0 G

tel que « est un plongement non-redondant dans Df-‘zl G;.

x(G) < x(OX, G)).
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Le produit cartésien d’hypergraphes
Conclusion

Il est alors possible de traiter des hypergraphes quelconques en termes de
produits cartésiens, ce qui nous permet d'hériter de leurs bonnes propriétés.
Pour le nombre chromatique, deux applications sont a explorer :
@ Trouver des "tranches cartésiennes” de sandwich dont un
hypergraphe donné est solution.
@ Trouver I'application canonique métrique d'un hypergraphe (déja
connue pour les graphes).
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Le produit cartésien d'hypergraphes
Conclusion

Il est alors possible de traiter des hypergraphes quelconques en termes de
produits cartésiens, ce qui nous permet d'hériter de leurs bonnes propriétés.
Pour le nombre chromatique, deux applications sont a explorer :

@ Trouver des "tranches cartésiennes’ de sandwich dont un
hypergraphe donné est solution.

@ Trouver I'application canonique métrique d'un hypergraphe (déja
connue pour les graphes).

On est alors capable de donner un encadrement du nombre chromatique
en un meilleur temps.
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Le produit cartésien d'hypergraphes
Conclusion

Merci de votre attention !
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