
Óñòîé÷èâîñòü êîëìîãîðîâñêèõ ñâîéñòâ ïðè

ðåëÿòèâèçàöèè

Àíäðåé Ìó÷íèê è Àíäðåé Ðîìàùåíêî

Àííîòàöèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðòåæ ñëîâ x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 èìååò ïðåíåáðåæèìî

ìàëóþ âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ ñ íåêîòîðûì ñëîâîì y. Çíà÷èò ëè ýòî, ÷òî

ñâîéñòâà êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè íàáîðà ñëîâ x̄ ìàëî ìåíÿþòñÿ ïðè

ðåëÿòèâèçàöèè îòíîñèòåëüíî y ? Åñëè àêêóðàòíî ôîðìàëèçîâàòü ýòîò âî-

ïðîñ, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ïîëó÷èòü íà íåãî ïîëíûé îòâåò î÷åíü íåïðîñòî. Â

äàííîé ðàáîòå ìû èçó÷èì ýòó çàäà÷ó äëÿ îãðàíè÷åííîãî êëàññà ñâîéñòâ

(äëÿ ñâîéñòâ, âûðàçèìûõ íà ÿçûêå ∃-ôîðìóë). Â ÷àñòíîñòè, ìû äîêàçûâà-

åì, ÷òî ñëó÷àéíûé îòíîñèòåëüíî x̄ îðàêóë y íå ïîìîãàåò âûäåëÿòü îáùóþ

èíôîðìàöèþ èç ñëîâ xi.

1 Ââåäåíèå

Êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ K(x) äâîè÷íîãî ñëîâà x íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ
äëèíà ïðîãðàììû, ïîðîæäàþùåé x. Àíàëîãè÷íî, îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ
K(x|y) (ñëîæíîñòüþ x ïðè èçâåñòíîì y) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ äëèíà òàêîé
ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò íà âõîä y è ïîðîæäàåò x. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïðîãðàììû íà íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì. äå-
òàëè îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè â [1, 4]).

Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü î êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè (è îòíî-
ñèòåëüíîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè) ïàð, òðîåê, è âîîáùå ëþáûõ êîðòåæåé
ñëîâ. Äëÿ ýòîãî ìû ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ âñåõ êîíå÷-
íûõ êîðòåæåé äâîè÷íûõ ñëîâ. Ñëîæíîñòüþ êîðòåæà íàçûâàåòñÿ êîëìîãîðîâ-
ñêàÿ ñëîæíîñòü åãî íîìåðà â äàííîé íóìåðàöèè. Âûáîð êîíêðåòíîé íóìåðàöèè
íå ïðèíèöïèàëåí: ïåðåõîä ê äðóãîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè èçìåíèò êîëìî-
ãðîâñêóþ ñëîæíîñòü êàæäîãî êîðòåæà ëèøü íà îãðàíè÷åííóþ âåëè÷èíó O(1).
Èçìåíåíèå ñëîæíîñòè íà àääèòèâíóþ êîíñòàíòó íå ñóùåñòâåííî, ïîñêîëüêó è
êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü îòäåëüíûõ ñëîâ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àääè-
òèâíîãî ÷ëåíà O(1) (çàâèñÿùåãî îò âûáîðà ñïîñîáà ïðîãðàììèðîâàíèÿ).

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ òåîðèè êîëìîãîðîâñêîé
ñëîæíîñòè ëåãêî ðåëÿòèâèçóþòñÿ � âìåñòî îáû÷íûõ àëãîðèòìîâ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü àëãîðèòìû ñ îðàêóëîì. Îòìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå îðàêóëà
êîíå÷íûé îáúåêò (ñëîâî) z, òî íàì íå äàæå ïîòðåáóåòñÿ ââîäèòü íîâûå îáîçíà÷å-
íèÿ äëÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè ñ îðàêóëîì z. Ðåëÿòèâèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî
z çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû äîáàâëÿåì z â óñëîâèå âñåõ ñëîæíîñòåé; íàïðèìåð,
K(x) çàìåíÿåòñÿ íà K(x|z), à K(x|y) íà K(x|y, z).

Èíôîðìàöèåé î ñëîâå x, çàêëþ÷åííîé â ñëîâå y, íàçûâàåòñÿ ðàçíèöà ìåæ-
äó ïðîñòîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ x è îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ x ïðè
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èçâåñòíîì y:
I(x : y) = K(x)−K(x|y)

Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè èíôîðìàöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ òåîðåìà î ñèììåòðèè âçàèìíîé èíôîðìàöèè:

Òåîðåìà 1 (Êîëìîãîðîâ�Ëåâèí, [1])

I(x : y) = I(y : x) +O(logN) = K(x) +K(y)−K(x, y) +O(logN),

ãäå N = K(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ïðåíåáðåãàÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïîïðàâêîé, ìîæíî ãîâîðèòü î
âçàèìíîé èíôîðìàöèè ìåæäó x è y, íå ðàçëè÷àÿ I(x : y) è I(y : x).

Åñëè âåëè÷èíà âçàèìíîé èíôîðìàöèè I(x : y) ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ âåëè÷èíàìè K(x), K(y), K(x, y) (ñêàæåì, åñëè I(x : y) èìååò ïîðÿäîê
ëîãàðèôìà îò N = K(x, y)), òî ñëîâà x è y ÷àñòî íàçûâàþò íåçàâèñèìûìè. Ýòîò
æàðãîí âåñüìà ðàñïðîñòðàí¼í â ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ ïî àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè
èíôîðìàöèè. Èíòóèòèâíî êàæåòñÿ, ÷òî åñëè x è y íåçàâèñèìû, òî ðàçóìíûå àë-
ãîðèòìè÷åñêèå ñâîéñòâà x (âûðàçèìûå íà ÿçûêå êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè) íå
äîëæíû çàâèñåòü îò ðåëÿòèâèçàöèè îòíîñèòåëüíî y.

Ãèïîòåçà 1 (Îñíîâíàÿ) Åñëè âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ìåæäó 〈x1, . . . , xn〉 è y
ïðåíåáðåæèìî ìàëà, òî ðåëÿòèâèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî y ëèøü íåçíà÷èòåëüíî
ìåíÿåò ñâîéñòâà x1, . . . , xn.

Ïðèâåä¼ì ïðîñòåéøèé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé äàííîå íåôîðìàëüíîå
ïðåäïîëîæåíèå. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå x̄ êîðòåæ, ñîñòîÿùèé èç n ñëîâ: x̄ =
〈x1, x2, . . . , xn〉. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ìåæäó x̄ è íåêîòî-
ðûì ñëîâîì y ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Òîãäà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñàìûå ïðîñòûå
ñâîéñòâà êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè äëÿ x̄ ìàëî ìåíÿþòñÿ ïðè ðåëÿòèâèçàöèè
îòíîñèòåëüíî y:

K(xi) ≈ K(xi|y), K(xi, xj) ≈ K(xi, xj|y), . . . ,

äëÿ âñåõ i, j, è ò.ä. Áîëåå, òî÷íî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 1 Åñëè x̄ = 〈x1, x2, . . . , xn〉 è δ = K(x̄) − K(x̄|y), òî äëÿ âñåõ
íàáîðîâ èíäåêñîâ i1, . . . , is ∈ {1, . . . , n}

|K(xi1 , xi2 , . . . , xis)−K(xi1 , xi2 , . . . , xis|y)| ≤ δ +O(logN),

ãäå N = K(x1, . . . , xn). (Êîíñòàíòà â O-ñëàãàåìîì çàâèñèò îò n, íî íå îò N).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òðèâèàëüíî; äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû
ïðèâåä¼ì åãî â ðàçäåëå 4.

Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð, â êîòîðîì ñâîéñòâà x̄ óæå íå
ñòîëü òðèâèàëüíû. Îáðàòèìñÿ ê ñâîéñòâó âûäåëÿåìîñòè îáùåé èíôîðìàöèè.
Ðàññìîòðèì ïàðó ñëîâ x̄ = 〈x1, x2〉. Áóäåì ãîâîðèò, ÷òî ó äàííîé ïàðû ìîæíî
âûäåëèòü α áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè äëÿ óðîâíÿ òî÷íîñòè k, åñëè

∃z òàêîå, ÷òî äëÿ i = 1, 2 K(z|xi) < k è K(z) ≥ α
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî ñëîâà z âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

K(z) ≤ I(x1 : x2) +O(k + logK(x1, x2))

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè k íåâîçìîæíî èç-
âëå÷ü èç x1, x2 ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì I(x1 : x2) áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè.
(Â îãðóáë¼ííîì âèäå ýòî íàáëþäåíèå èíîãäà ôîðìóëèðóþò òàê: îáùàÿ èíôîð-
ìàöèÿ íå ìîæåò áûòü áîëüøå âçàèìíîé èíôîðìàöèè).

Èçâåñòíî, ÷òî âîïðîñ î âûäåëÿåìîñòè îïðåäåë¼ííîãî ÷èñëà áèòîâ îáùåé
èíôîðìàöèè ó ïàðû x1, x2 íå ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î âåëè÷èíàõ K(x1), K(x2),
K(x1, x2). Íàïðèìåð, çíàÿ, ÷òî K(x1) = K(x2) = 2N è K(x1, x2) = 3N , ìû
íå ìîæåì ñêàçàòü íè÷åãî îïðåäåë¼ííîãî î âåëè÷èíå âûäåëÿåìîé îáùåé èíôîð-
ìàöèè ïàðû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò ïàðû 〈x1, x2〉 ñ óêàçàííûìè ñëîæ-
íîñòÿìè, ó êîòîðûõ ìîæíî âûäåëèòü N áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè äëÿ î÷åíü
ìàëîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè k = O(1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò ïàðû ñëîâ
ñ òàêèìè æå ñëîæíîñòÿìè, äëÿ êîòîðûõ äàæå äëÿ äîâîëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèé
óðîâíÿ òî÷íîñòè ìîæíî âûäåëèòü ëèøü ïðåíåáðåæèìî ìàëóþ îáùóþ èíôîðìà-
öèþ (ïîðÿäêà O(k+logN)). Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå âîïðîñà î âûäåëåíèè îáùåé
èíôîðìàöèè ìîæíî íàéòè â [2, 3, 6, 11].

Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î âûäåëåíèè îáùåé èíôîðìàöèè ìîæíî ñòàâèòü íå
òîëüêî äëÿ ïàð ñëîâ, íî è äëÿ êîðòåæåé ïðîèçâîëüíîé äëèíû s ≥ 2. Íî âñå èí-
òåðåñíûå äëÿ íàñ íåòðèâèàëüíûå ñâîéñòâà ïðîÿâëÿþòñÿ óæå äëÿ s = 2. ×òîáû
íå óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ, ìû â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ñâîéñòâîì âûäåëÿå-
ìîñòè îáùåé èíôîðìàöèè òîëüêî äëÿ ïàð.

Êîíêðåòèçèðóåì ãèïîòåçó 1 äëÿ ñâîéñòâà âûäåëÿåìîñòè îáùåé èíôîðìàöèè:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ìåæäó x̄ = 〈x1, x2〉 è y äîñòàòî÷íî
ìàëà. Òîãäà α áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè âûäåëÿþòñÿ ó ñëîâ x1 è x2 äëÿ óðîâíÿ
òî÷íîñòè k, åñëè è òîëüêî åñëè òå æå α áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè ìîæíî
âûäåëèòü ó ýòèõ ñëîâ, èìåÿ y â êà÷åñòâå îðàêóëà (âîçìîæíî, äëÿ íåìíîãî
äðóãîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè).

Äàííîå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò èç ÷àñòåé åñëè è òîëüêî åñëè. Âòîðàÿ ÷àñòü
(òîëüêî åñëè) òðèâèàëüíà: åñëè íåêîòîðàÿ îáùàÿ èíôîðìàöèÿ âûäåëÿåòñÿ áåç
îðàêóëà, òî òó æå ñàìóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî âûäåëèòü è ñ îðàêóëîì. Èíòåðåñ-
íà äðóãàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè (åñëè). Ñôîðìóëèðóåì å¼ áîëåå ñòðîãî. Íàì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííîé ôîðìóëèðîâêà ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïî-
ãðåøíîñòÿìè:

Ãèïîòåçà 2 Äëÿ ëþáîãî C1 > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî C2 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
âñåõ x̄ = 〈x1, x2〉 è y, åñëè I(y : x̄) ≤ C1 logN è

∃w : K(w|y) ≥ α, K(w|xi, y) ≤ C1 logN (i = 1, 2),

ãäå N = K(x̄, y), (ò.å., α áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè ìîæíî âûäåëèòü ó ñëîâ
x1, x2 äëÿ óðîâíÿ òî÷íîñòè C1 logN , èìåÿ îðàêóë y), òî

∃z : K(z) ≥ α, K(z|xi) ≤ C2 logN (i = 1, 2),

ò.å. òå æå α áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè ìîæíî âûäåëèòü ó ýòèõ ñëîâ è áåç
îðàêóëà (äëÿ óðîâíÿ òî÷íîñòè C2 logN).
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Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì, ýòî åñòåñòâåííîå óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
íåòðèâèàëüíûì. Â [7] äàííàÿ ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà äëÿ α = I(x1 : x2). Â
äàííîé ñòàòüå ìû äîêàæåì îñëàáëåííûé âàðèàíò ãèïîòåçû, â êîòîðîé ëîãàðèô-
ìè÷åñêèå ñëàãàåìûå çàìåíåíû íà o-ìàëîå:

Òåîðåìà 2 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(N), f(N) = o(N) íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ g(N)
(òàêæå g(N) = o(N)), ÷òî äëÿ âñÿêèõ x̄ = 〈x1, x2〉 è y, åñëè I(y : x̄) ≤ f(N) è

∃w : K(w|y) ≥ α, K(w|xi, y) ≤ f(N) (i = 1, 2),

ãäå N = K(x̄, y), òî

∃z : K(z) ≥ α, K(z|xi) ≤ g(N) (i = 1, 2).

Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó â ðàçäåëå 6
Îòìåòèì, ÷òî â àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè èíôîðìàöèè ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ

åñòåñòâåííûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå âûïîëíåíû ñ òî÷íîñòüþ o(·), íî íå ñ òî÷-
íîñòüþ O(logN). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãèïîòåçà 2 âåðíà è â ëîãàðèôìè÷åñêîì
âàðèàíòå, îäíàêî èçâåñòíàÿ íàì òåõíèêà íå ïîçâîëÿåò ýòî äîêàçàòü.

Ìû ðàññìîòðåëè íàèáîëåå åñòåñòâåííûå ïðèìåðû óòâåðæäåíèé, ôîðìàëè-
çóþùèõ èíòóèòèâíóþ ãèïîòåçó 1. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû îáñóäèì ÿçûê, íà
êîòîðîì ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü è äîêàçàòü ýòó ãèïîòåçó â áîëåå îáùåì âèäå.

2 Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé ãèïîòåçû

Ìû èíòåðåñóåìñÿ óñòîé÷èâîñòüþ ðàçëè÷íûõ êîëìîãîðîâñêèõ ñâîéñòâ êîðòåæåé
ñëîâ ïðè ðåëÿòèâèçàöèè. Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò óòî÷íèòü, êàêèå ñâîéñòâà ìû
íàçûâàåì êîëìîãîðîâñêèìè. Ãîâîðÿ êðàòêî è íåôîðìàëüíî, ìû èíòåðåñóåìñÿ
ñâîéñòâàìè, âûðàçèìûìè â òåðìèíàõ êîëìîãîðîâñêèõ ñëîæíîñòåé çàäàííûõ
ñëîâ. Ïðè ýòîì ìû êàê ïðàâèëî áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè, âûïîëíÿ-
þùèìèñÿ ñ `ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ'. Ïðåæäå ÷åì äàâàòü òî÷íîå îïðåäå-
ëåíèå, ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð: Äëÿ ëþáûõ ñëîâ x1, x2 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

K(x1, x2) ≤ K(x1) +K(x2) +O(logK(x1, x2)), (1)

è
K(x1, x2) ≥ K(x1)−O(1).

Êðîìå òîãî, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

K(x1, x2) = K(x1) +K(x2|x1) +O(logK(x1, x2)).

Ýòî íàèáîëåå ïðîñòûå ñâîéñòâà êîëìîãîðîâñêèõ ñëîæíîñòåé ïàðû ñëîâ, âû-
ðàçèìûå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ. Ïîñêîëüêó íåòðèâèàëü-
íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîñòîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè âûïîëíåíû ëèøü ñ
òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ÷ëåíà, êàê ïðàâèëî îãðàíè÷èâà-
þòñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîäîáíûõ ñâîéñòâ èìåííî ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå âèäû êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè (ïðåôèêñíàÿ, ìî-
íîòîííàÿ ñëîæíîñòè, ñëîæíîñòü ðàçðåøåíèÿ, àïðèîðíàÿ ñëîæíîñòü, [14, 4]) îò-
ëè÷àþòñÿ îò ïðîñòîé ñëîæíîñòè íà âåëè÷èíû íå áîëåå ÷åì ëîãàðèôìè÷åñêîãî
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ïîðÿäêà. Ïîýòîìó ñâîéñòâà, âûïîëíåííûå ñ `ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ', îäè-
íàêîâû äëÿ âñåõ ðàçíîâèäíîñòåé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè. Ýòî äà¼ò äîïîë-
íèòåëüíûå îñíîâàíèÿ èíòåðåñîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ñëîæíîñòè èìåííî ñ ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ.

Êàê ìîæíî îïèñàòü êëàññ òàêîãî ðîäà ñâîéñòâ? Äëÿ íàáîðà ñëîâ x1, . . . , xn
ìû ðàññìîòðèì êîëìîãîðîâñêèå ñëîæíîñòè âñåõ êîðòåæåé xi1 , . . . , xik , ãäå 1 ≤
i1 < . . . < ik ≤ n. Òàêèì îáðàçîì, íàáîðó èç n ñëîâ ñîîòâåòñòâóåò (2n − 1)
ñëîæíîñòåé. Óïîðÿäî÷èâ âñå ïîäíàáîðû èç äàííîãî íàáîðà ñëîâ íåêîòîðûì êà-
íîíè÷åñêèì îáðàçîì (ñêàæåì, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè), ìû ïîëó÷àåì ñëîæíîñòíîé
ïðîôèëü � âåêòîð â Z2n−1

+

~K(x1, . . . , xn) = (K(x1), K(x1, x2), . . . , K(x2), K(x2, x3), . . .).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíû ñëîæíîñòíîé
ïðîôèëü ~K(x1, . . . , xn|y), ñîñòîÿùèé èç ñëîæíîñòåé âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ xi
îòíîñèòåëüíî y (òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìû ïðèâåä¼ì â ðàçäåëå 3).

Çàìå÷àíèå. Íå èìååò ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü êîðòåæè, îòëè÷àþùèåñÿ òîëü-
êî ïîðÿäêîì ñëîâ, à òàêæå êîðòåæè, â êîòîðûõ íåêîòîðîå ñëîâà âñòðå÷àåòñÿ
ìíîãî ðàç. Ïðè ïåðåñòàíîâêå èëè äóáëèðîâàíèè ÷ëåíîâ êîðòåæà, åãî êîëìîãî-
ðîâñêàÿ ñëîæíîñòü ìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíóO(1), çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ÷èñëà ñëîâ
â êîðòåæå, íî íå îò èõ ñëîæíîñòåé. Ïîñêîëüêó ìû ñîáèðàåìñÿ ïðåíåáðåãàòü ëî-
ãàðèôìè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ, íåò íóæäû ðàçëè÷àòü ìåæäó ñîáîé âåëè÷èíû,
îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà íà O(1).

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå îòíîñè-
òåëüíûå êîëìîãîðîâñêèå ñëîæíîñòè, ïîñêîëüêó ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êîëìîãî-
ðîâà � Ëåâèíà èõ ìîæíî âûðàçèòü êàê êîìáèíàöèè áåçóñëîâíûõ ñëîæíîñòåé:

K(x1, . . . , xn|y1, . . . , ym) = K(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)−K(y1, . . . , ym) +O(logN),

ãäå N = K(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ñâîéñòâàõ ñëîæíîñòíîãî ïðîôè-

ëÿ ~K(x1, . . . , xn) êàê î ïðîñòåéøèõ êîëìîãîðîâñêèõ ñâîéñòâàõ íàáîðà ñëîâ
x1, . . . , xn. Íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî (1) ñîîòâåòñòâóåò óòâåðæäåíèþ î ïðîôèëå
ïàðû x1, x2:

~K(x1, x2) = (K(x1), K(x1, x2), K(x2)) ∈ A = {(u, v, w) : v ≤ u+ w +O(logw)}.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ î êîëìîãîðîâñêèõ ñâîéñòâàõ ôîðìóëèðó-
þòñÿ â âèäå

~K(x1, . . . , xn) ∈ A
äëÿ âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ A. Â ÷àñòíîñòè, â òàêîì âèäå ìîæíî âûðàçèòü
óòâåðæäåíèÿ îá èñòèííîñòè ëèíåéíûõ èíôîðìàöèîííûõ íåðàâåíñòâ (ñì. [8, 7,
9]).

Îïèñàííûå âûøå ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ, âûðàæàþùèå êîëìîãîðîâñêèå ñâîé-
ñòâà, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê áåñêâàíòîðíûå àòîìàðíûå ôîðìóëû. Ðà-
çóìååòñÿ, ê òàêîãî âèäà ôîðìóëå ìîæíî ïðèïèñàòü êâàíòîðû âñåîáùíîñòè ïî
âñåì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èâ (èñòèííîå èëè ëîæíîå) óíèâåðñàëüíîå óòâåðæäåíèå
î êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå ñâîéñòâà êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè.
×òîáû âûðàçèòü èõ, íàì ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ôîðìóëû ñ ïåðåìåíàìè êâàíòî-
ðîâ. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ñâîéñòâî âûäåëÿåìîñòè âçàèìíîé èíôîðìàöèè ïàðû
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ñëîâ, êîòîðûå ìû ðàññìîòðåëè âûøå. Äðóãèå ïðèìåðû êîëìîãîðîâñêèõ ñâîéñòâ,
òðåáóþùèõ ïåðåìåí êâàíòîðîâ â ôîðìóëèðîâêå, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [11].
Íàèáîëåå îáùèé âèä êîëìîãîðîâñêîãî ñâîéñòâà äëÿ ñëîâ x1, . . . , xn ìîæåò áûòü
âûðàæåí ôîðìóëîé âèäà

∀y1∃y2∀y3 . . . ~K(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ A, (2)

ãäå A ⊂ Z2n+m−1. Åñëè äëÿ x̄ = (x1, . . . , xn), x̄′ = (x′1, . . . , x
′
n) è C > 0, êàæäîìó

ñâîéñòâó êîðòåæà x̄ âèäà (2) ñîîòâåòñòâóåò ñâîéñòâî êîðòåæà x̄′ âèäà

∀y1∃y2∀y3 . . . ~K(x′1, . . . , x
′
n, y1, . . . , ym) ∈ A′,

ñ C-áëèçêèìè A è A′ (òî åñòü äëÿ âñÿêîé òî÷êè èç A íàéä¼òñÿ òî÷êà â A′ íà
ðàññòîÿíèè ìåíüøå C, è íàîáîðîò), òî ìû ìîæåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííûå êîðòåæè
îáëàäàþò îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè äëÿ çàäàííîé ñòåïåíè òî÷íîñòè C.

Èòàê, ìû óòî÷íèëè, êàêèå ñâîéñòâà ìû íàçûâàåì êîëìîãîðîâñêèìè. Òåïåðü
ïåðåéä¼ì ê âîïðîñó îá óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ñâîéñòâ ïðè ðåëÿòèâèçàöèè. Ïóñòü
çàäàí íåêîòîðûé îðàêóë O (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü). Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êîëìîãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü, ðåëÿòèâèçîâàí-
íóþ îòíîñèòåëüíî äàííîãî îðàêóëà. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî O ðåëÿòèâèçîâàííàÿ
ñëîæíîñòü ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàøåé ðàáîòû. Äëÿ
ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ ôîðìóëèðîâêàìè äëÿ êîíå÷íîãî îðàêóëà O (ñëîâî,
çàäàþùåå îðàêóë, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü z).

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå O(f(x1, . . . , xn))
äëÿ ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé f(·), â êîòîðûå âõîäèò êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü.
Ìû èìååì â âèäó, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàíòà â `Î-áîëüøîì' çàâèñèò
òîëüêî îò êîíêðåòèçàöèè ôóíêöèè êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè è îò äëèíû ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êîðòåæåé. Áîëåå òîãî, ìû âñåãäà ñ÷èòàåì, ÷òî çàâèñèìîñòü êîí-
ñòàíòû îò äëèíû êîðòåæåé ýôôåêòèâíà.

Áåñêâàíòîðíûå ôîðìóëû. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ñâîéñòâ, âûðà-
æàþùèõñÿ áåñêâàíòîðíûìè ôîðìóëàìè, ìàëîñòü âçàèìíîé èíôîðìàöèè ìåæäó
x̄ è îðàêóëîì z ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ýëåìåíòàðíûõ êîëìîãîðîâñêèõ ñâîéñòâ ïðè ðåëÿòèâèçàöèè. Ýòî åñòü ïåðå-
ôîðìóëèðîâêà (òðèâèàëüíîãî) óòâåðæäåíèÿ 1 èç Ââåäåíèÿ:

Òåîðåìà 3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ x̄ = (x1, . . . , xn) è ñëîâà z

I(x̄ : z) ≤ δ.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñëîæíîñòíûõ ïðîôèëåé ~K(x̄) è ~K(x̄|z)
îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà δ +O(logK(x̄, z)).

∃-ôîðìóëû. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà, âûðàæàþùèåñÿ ∃-ôîðìóëàìè (ñ ïàðà-
ìåòðàìè). Â ýòîì ñëó÷àå íàøà îáùàÿ ãèïîòåçà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â
âèäå ñëåäóþùåé ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ óòâåðæäåíèé (òåîðåìû è ãèïîòåçû):

Òåîðåìà 4 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ x̄, z

I(x̄ : z) ≤ δ.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ȳ = 〈y1, . . . , ym〉 íàéä¼òñÿ òàêîé ȳ′ = 〈y′1, . . . , y′m〉, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñëîæíîñòíûõ ïðîôèëåé ~K(x̄, ȳ) è ~K(x̄, ȳ′|z) îòëè-
÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå ÷åì íà δ +O(logK(x̄, ȳ, z)).
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Ãèïîòåçà 3 Ïðåäïîëîæèì, äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 è z

I(x̄ : z) ≤ δ.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ȳ = 〈y1, . . . , ym〉 íàéä¼òñÿ òàêîé ȳ′ = 〈y′1, . . . , y′m〉, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñëîæíîñòíûõ ïðîôèëåé ~K(x̄, ȳ|z) è ~K(x̄, ȳ′) îòëè-
÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà δ +O(logK(x̄, ȳ, z)).

Îòìåòèì, ÷òî ãèïîòåçà 2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãèïîòåçû 3.
Íàì óäà¼òñÿ äîêàçàòü ãèïîòåçó 3 òîëüêî äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñëîâ.

Îïðåäåëåíèå 1 Ñëîâî x íàçûâàåòñÿ (α, β)-ñòîõàñòè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâó-
åò ìíîæåñòâî A, ñîäåðæàùåå x, òàêîå ÷òî

• ñëîæíîñòü êîðòåæà Â, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ýëåìåíòîâ A â ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîì ïîðÿäêå, íå ïðåâîñõîäèò α,

• K(x|Â) ≥ log |A| − β

(çäåñü è äàëåå â íàøåì òåêñòå âñå ëîãàðèôìû áåðóòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2). Â
÷àñòíîñòè, âñÿêîå íåñæèìàåìîå ñëîâî äëèíû N (òàêîå ñëîâî x äëèíû N , ÷òî
K(x) ≥ N) ÿâëÿåòñÿ (logN +O(1),O(1))-ñòîõàñòè÷åñêèì.

Îïðåäåëåíèå ñòîõàñòè÷íîñòè î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà êîð-
òåæè ñëîâ. Äëÿ íàøèõ öåëåé íàèáîëüøèé èíòåðåñ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü
(O(logN),O(logN))-ñòîõàñòè÷åñêèå êîðòåæè x̄, ãäå N = K(x̄). Òàêèå êîðòåæè
ìû äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàåì ïðîñòî ñòîõàñòè÷åñêèìè.

Îòìåòèì, ÷òî ñàì ïî ñåáå ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ íåñòîõàñòè÷åñêèõ ñëîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ âåñüìà íåòðèâèàëüíûì [13]. Â ïðèëîæåíèÿõ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè
êàê ïðàâèëî èñïîëüçóþòñÿ èìåííî ñòîõàñòè÷åñêèå ñëîâà èëè êîðòåæè ñëîâ. Ïî-
ýòîìó èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêèõ íàáîðîâ ñëîâ êàæåòñÿ çàñëóæèâàþùèì
âíèìàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îòâå÷àåò íà èíòåðåñóþùèé íàñ
âîïðîñ äëÿ íàèáîëåå òèïè÷íîé è íàèáîëåå âàæíîé äëÿ ïðèëîæåíèé ñèòóàöèè:

Òåîðåìà 5 Ãèïîòåçà 3 âûïîëíåíà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ x̄.

Äëÿ íåñòàõîñòè÷åñêèõ êîðòåæåé ãèïîòåçà 3 îñòà¼òñÿ íåäîêàçàííîé.

Ñóùåñòâîâàíèå êîðòåæåé, íåýêâèâàëåíòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèì. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ñëîâà a, b C-ýêâèâàëåíòíû (a ∼C b), åñëè

K(a|b) ≤ C logK(a, b) ∧K(b|a) ≤ C logK(a, b).

Äàëåå, áóäåì íàçûâàòü êîðòåæè ā = (a1, . . . , an) è b̄ = (b1, . . . , bn) C-ýêâèâà-
ëåíòíûìè (îáîçíà÷àÿ ýòî ā ∼C b̄), åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ñëîâî ai C-
ýêâèâàëåíòíî bi.

Ïîñêîëüêó ìû èçó÷àåì êîëìîãîðîâñêèå ñâîéñòâà ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷-
íîñòüþ, ýêâèâàëåíòíûå êîðòåæè îáëàäàþò îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè. Ìîæåò
âîçíèêíóòü èñêóøåíèå äîêàçûâàòü ãèïîòåçó 3, ñâîäÿ ïðîèçâîëüíûé êîðòåæ x̄ ê
ýêâèâàëåíòíîìó åìó ñòîõàñòè÷åñêîìó x̄′ è ïðèìåíÿÿ ê x̄′ òåîðåìó 5. Íî ìîæíî
ëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x̄ íàéòè ýêâèâàëåíòíûé åìó ñòîõàñòè÷åñêèé x̄′?

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî ñëîâà x (äëÿ êîð-
òåæà äëèíû 1) ìîæíî íàéòè C-ýêâèâàëåíòíîå åìó (C logK(x), C logK(x))-
ñòîõàñòè÷åñêîå ñëîâî x′. (Ðàçóìååòñÿ, ìû òðåáóåì, ÷òîáû êîíñòàíòà C áûëà
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äîñòàòî÷íî áîëüøîé, íî íåçàâèñÿùåé îò x.) Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî ñëîâà x
íàéä¼òñÿ êðàò÷àéøåå îïèñàíèå p äëÿ äàííîãî ñëîâà x, òàêîå ÷òî

K(p|x) = O(logK(x)).

Ýòî p è ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå x′. Î÷åâèäíî, äàííîå ñëîâî O(logK(x))-
ýêâèâàëåíòíî ñëîâó x. Â òî æå âðåìÿ K(x′) ≥ |x′| − O(1), òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøèì îïèñàíèåì x. Ñëåäîâàòåëüíî, x′ ñòîõàñòè÷åñêîå.

Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïàðû 〈x1, x2〉? Åñëè x1, x2 íåçàâè-
ñèìû, òî ìû ìîæåì îòäåëüíî çàìåíèòü êàæäîå èç xi íà ýêâèâàëåíòíîå ñòî-
õàñòè÷åñêîå x′i. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïàðà 〈x′1, x′2〉 ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé è
ýêâèâàëåíòíà 〈x1, x2〉. Äðóãîé ïðîñòîé ïðèìåð: ïðåäïîëîæèì, ÷òî K(x1|x2) ≤
O(logK(x2)). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå íåñæèìàåìûå ñëîâà p è q, ÷òî x1 ýêâèâàëåíò-
íî p, à x2 ýêâèâàëåíòíî 〈p, q〉. Ïðè ýòîì ïàðà (p, 〈p, q〉) ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé.

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïàðû ñëîâ íåëüçÿ íàéòè ýêâèâàëåíòíóþ åé ñòî-
õàñòè÷åñêóþ. Ñôîðìóëèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå áîëåå òî÷íî.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü äàíû ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà α, β, γ, C > 0 òàêèå ÷òî α+β > γ
è α, β < γ. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñóùåñòâóåò ïàðà ñëîâ x1, x2, äëÿ
êîòîðîé

• K(x1) = αn+O(log n),

• K(x2) = βn+O(log n),

• K(x1, x2) = γn+O(log n),

è íå ñóùåñòâóåò (C log n,C log n)-ñòîõàñòè÷åñêîé ïàðû x′1, x
′
2, êîòîðàÿ áûëà

áû C-ýêâèâàëåíòíà ïàðå (x1, x2).

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå α + β > γ ãàðàíòèðóåò, ÷òî x1 è x2 çàâèñèìû, à óñëîâèÿ
α, β < γ ïîêàçûâàþò, ÷òî íè îäíî èç ñëîâ xi íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì ïðîñòî
îòíîñèòåëüíî äðóãîãî.

Òàêèì îáðàçîì, óæå äëÿ êîðòåæà äëèíû 2 â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ïîäîáðàòü
ýêâèâàëåíòíûé åìó ñòîõàñòè÷åñêèé êîðòåæ, è ìåòîäû òåîðåìû 5 íå ïîçâîëÿþò
äîêàçàòü ãèïîòåçó 3 â îáùåì ñëó÷àå.

Êàê îðãàíèçîâàíà ñòàòüÿ. Â ðàçäåëå 3 ìû ïðèâîäèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è
òåõíè÷åñêèå ëåììû (â îñíîâíîì, èçâåñòíûå èç äðóãèõ ðàáîò; äëÿ ïîëíîòû èçëî-
æåíèÿ ìû äîêàçûâàåì íåêîòîðûå èç ýòèõ òåõíè÷åñêèõ ëåììû â Ïðèëîæåíèè).
Â ðàçäåëå 4 ìû äîêàçûâàåì îñíîâíóþ ãèïîòåçó äëÿ áåñêâàíòîðíûõ ôîðìóë, à
òàêæå äëÿ ∃-ôîðìóë äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ êîðòåæåé ñëîâ. Â ðàçäåëå 5 ìû îáúÿñ-
íÿåì, ïî÷åìó íåñòîõàñòè÷åñêèå êîðòåæè (äàæå íåñòîõàñòè÷åñêèå ïàðû) â îáùåì
ñëó÷àå íåëüçÿ çàìåíèòü íà ýêâèâàëåíòíûå èì ñòîõàñòè÷åñêèå. Â ðàçäåëå 6 ìû
äîêàçûâàåì âàðèàíò íàøåé ãèïîòåçû äëÿ ñâîéñòâà âûäåëåíèÿ îáùåé èíôîðìà-
öèè (â òîì ÷èñëå è äëÿ íåñòàõîñòè÷åñêèõ ïàð). Â Çàêëþ÷åíèè ìû ïîäâîäèì èòî-
ãè è êîììåíòèðóåì âîïðîñû, îñòàâøèåñÿ îòêðûòûìè. Íàêîíåö, â Ïðèëîæåíèè
ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêèõ òåõíè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé, èçâåñòíûõ
èç ðàáîò [8, 9, 12]. Îòìåòèì, ÷òî â êàæäîì èç ðàçäåëîâ 4�6 ìû èñïîëüçóåì
ðàçíóþ òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâ, òàê ÷òî ÷èòàòåëü ìîæåò èçó÷àòü ýòè ðàçäåëû
íåçàâèñèìî è â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå (ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñ ðàçäåëîì 3).
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3 Îïðåäåëåíèÿ è òåõíè÷åñêèå ëåììû

3.1 Ñëîæíîñòíûå ïðîôèëè

Îáîçíà÷åíèå 1 Ïóñòü ôèêñèðîâàíà n-êà ñëîâ x̄ = x1, . . . , xn. Äëÿ ëþáîãî ìíî-
æåñòâà V = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} (1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n) áóäåì îáîçíà÷àòü x̄V
êîðòåæ ñëîâ xj ñ èíäåêñàìè j ∈ V :

x̄V = 〈xi1 , . . . , xik〉.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äàííîå ñîãëàøåíèå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîëìîãîðîâñêîé
ñëîæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðòåæà:

K(x̄V ) := K(xi1 , . . . , xik).

Åñëè V = ∅, òî ïîëàãàåì K(x̄V ) := K(λ) (ãäå λ � ïóñòîå ñëîâî).
Àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ óñëîâíûõ ñëîæíîñòåé:

äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ

V = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} è W = {j1, . . . , jl} ⊆ {1, . . . , n}

ïîëàãàåì
K(x̄V |x̄W ) := K(xi1 , . . . , xik |xj1 , . . . , xjl).

Ïðè ýòîì åñëè W ïóñòî, òî ñ÷èòàåì K(x̄V |x̄W ) := K(x̄V |λ).

Îïðåäåëåíèå 2 Áóäåì íàçûâàòü ñëîæíîñòíûì ïðîôèëåì n-êè ñëîâ x̄ =
〈x1, . . . , xn〉 âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç (2n−1) ñëîæíîñòåé K(x̄W ) äëÿ âñåõ íåïóñòûõ
ïîäìíîæåñòâ W ⊆ {1, . . . , n} (ñ÷èòàåì, ÷òî ïîäìíîæåñòâà W ðàñïîëàãàþòñÿ â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå):

~K(x1, . . . , xn) = (K(x1), K(x1, x2), . . . , K(x2), K(x2, x3), . . .).

Áóäåì íàçûâàòü îòíîñèòåëüíûì ñëîæíîñòíûì ïðîôèëåì n-êè x̄ ïðè óñëîâèè
y âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç (2n−1) ñëîæíîñòåé K(x̄W |y) äëÿ âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíî-
æåñòâ W ⊆ {1, . . . , n} (ñíîâà ïîëàãàåì, ÷òî âñå ïîäìíîæåñòâà W ðàñïîëàãàþòñÿ
â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå):

~K(x1, . . . , xn|y) = (K(x1|y), K(x1, x2|y), . . . , K(x2|y), K(x2, x3|y), . . .).

Îïðåäåëåíèå 3 Áóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåííûì ñëîæíîñòíûì ïðîôèëåì n-êè
ñëîâ x1, . . . , xn âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç âñåõ óñëîâíûõ ñëîæíîñòåé âèäà K(x̄V |x̄W ),
ãäå V,W ⊆ {1, . . . , n}, ïðè÷¼ì V ∩W = ∅ è V 6= ∅. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå W = ∅
ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ áåçóñëîâíîé ñëîæíîñòè: K(x̄V |x̄∅) = K(x̄V ) +O(1). Ñ÷è-
òàåì, ÷òî âñå ïàðû ïîäìíîæåñòâ (V,W ) ðàñïîëàãàþòñÿ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå:

~K ′(x1, . . . , xn) = (K(x1), K(x1|x2), . . . , K(x2), K(x2|x1), K(x2|x3), . . .).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ðàñøèðåííûé îòíîñèòåëüíûé ñëîæíîñòíîé ïðîôèëü
x1, . . . , xn ïðè óñëîâèè y. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âåêòîð èç âñåõ ñëîæíîñòåé âèäà
K(x̄V |x̄W , y):

~K ′(x1, . . . , xn|y) = (K(x1|y), K(x1|x2, y), . . . , K(x2|y), K(x2|x1, y), K(x2|x3, y), . . .).
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Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñðàâíèâàòü ñëîæíîñòíûå ïðîôèëè äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ
ñëîâ. Äëÿ ýòîãî ìû ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ âåêòîðîâ â Rk.

Îáîçíà÷åíèå 2 Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ñëîæíîñòíîé âåêòîð ᾱ ∈ Rn íå áîëüøå
âåêòîðà β̄ ∈ Rn (îáîçíà÷åíèå: ᾱ ≤ β̄), åñëè êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïåðâîãî âåê-
òîðà íå ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû âòîðîãî âåêòîðà, ò.å.
αi ≤ βi äëÿ i = 1, . . . , n.

Êðîìå òîãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü l∞-íîðìó äëÿ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó âåêòîðàìè:

ρ(ᾱ, β̄) := max
i
{|αi − βi|}.

Â ÷àñòíîñòè, áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ñëîæíîñòíîé ïðîôèëü äëÿ x̄ = (x1, . . . , xn) íå
áîëüøå ñëîæíîñòíîãî ïðîôèëÿ äëÿ ȳ = (y1, . . . , yn), åñëè êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ïåðâîãî ïðîôèëÿ íå ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû âòîðîãî ïðî-
ôèëÿ, ò.å. äëÿ êàæäîãî V ⊆ {1, . . . , n} âûïîëíåíî K(x̄V ) ≤ K(ȳV ). Àíàëîãè÷íî,
ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëîæíîñòíûìè ïðîôèëÿìè êîðòåæåé
〈x1, . . . , xn〉 è 〈y1, . . . , yn〉 íå ïðåâîñõîäèò ε, åñëè äëÿ êàæäîãî íàáîðà èíäåêñîâ
V âûïîëíåíî |K(x̄V )−K(ȳV )| ≤ ε.

3.2 Òèïèçàöèÿ

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ïðèåì òèïèçàöèè (ýòîò ìåòîä èñïîëüçî-
âàëñÿ â [8, 10, 9])

Îïðåäåëåíèå 4 Ïóñòü äàíû íàáîðû ñëîâ x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 è ȳ = 〈y1, . . . , ym〉.
Áóäåì íàçûâàòü òèïèçàöèåé x̄ îòíîñèòåëüíî ȳ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî n-îê ñëîâ:

T (x̄|ȳ) := {x̄′ = 〈x′1, . . . , x′n〉 | ~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ)}.

Äàëåå, áóäåì íàçûâàòü k-ñòðîãîé òèïèçàöèåé x̄ îòíîñèòåëüíî ȳ ñëåäóþùåå ìíî-
æåñòâî:

STk(x̄|ȳ) := {x̄′ = 〈x′1, . . . , x′n〉 | ~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ) è ρ( ~K ′(x̄′, ȳ), ~K ′(x̄, ȳ)) ≤ k}.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî T (x̄|ȳ) ìîæíî ïåðå÷èñëÿòü, çíàÿ ȳ è âñå ÷èñëà èç ðàñ-

øèðåííîãî ïðîôèëÿ ~K ′(x̄, ȳ). Ìíîæåñòâî ST (x̄|ȳ) òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ëåììû, äîêàçàííûå â [8, 9].

Ëåììà 1 Äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ñëîâ x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 è ȳ = 〈y1, . . . , ym〉

log |T (x̄|~y)| = K(x̄|ȳ) +O(logN),

ãäå N = K(x̄, ȳ).

Ëåììà 2 Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n,m ñóùåñòâóåò C = C(n,m) òàêîå, ÷òî
äëÿ âñÿêîé n-êè x̄ = 〈x1, . . . , xn〉 è âñÿêîé m-êè ȳ = 〈y1, . . . , ym〉

|STC logN(x̄|ȳ)| > 1

2
|T (x̄|ȳ)|,

ãäå N = K(x̄, ȳ).
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Îáîçíà÷åíèå 3 Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

ST (x̄|ȳ) = STC logN(x̄|ȳ),

ãäå êîíñòàíòà C òàêàÿ æå, êàê â ëåììå 2.

Ýëåìåíòû ST (x̄|ȳ) ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü êëîíàìè x̄ îòíîñèòåëüíî ȳ.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé íåñëîæíûé òåõíè÷åñêèé ôàêò:

Ëåììà 3 Ïóñòü äàíû íàáîðû ñëîâ x̄ = 〈x1, . . . , xn〉, ȳ = 〈y1, . . . , ym〉. Èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Äëÿ ëþáîãî x̄′ = (x′1, . . . , x
′
n) åñëè

~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ) + δ1 · ~e,

è K(x̄′, ȳ) ≥ K(x̄, ȳ)− δ2, òî

~K ′(x̄′, ȳ) ≥ ~K ′(x̄, ȳ)− (2δ1 + δ2 +O(logN))~e

(çäåñü N = K(x̄, ȳ), ~e = (1, . . . , 1)).
(2) Äëÿ ëþáîãî z è äëÿ ëþáîãî x̄′ = (x′1, . . . , x

′
n) òàêîãî, ÷òî

~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ) + δ1 · ~e

è K(x̄′, ȳ|z) ≥ K(x̄, ȳ)− δ2, èìååì

~K ′(x̄′, ȳ|z) ≥ ~K ′(x̄, ȳ)− (2δ1 + δ2 +O(logN))~e,

ãäå ~e = (1, . . . , 1) è N = K(x̄, ȳ).

3.3 Êîìáèíàòîðíàÿ ýíòðîïèÿ

Îáîçíà÷åíèå 4 Ïóñòü A ⊂ X1 × . . . × Xn � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî n-îê (â
êà÷åñòâå ìíîæåñòâ Xi ìû êàê ïðàâèëî áóäåì áðàòü êîíå÷íûå ìíîæåñòâà
äâîè÷íûõ ñëîâ). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà èíäåêñîâ I = {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n}
áóäåì îáîçíà÷àòü πI(A) ïðîåêöèþ A íà ñîîòâåòñòâóþùåé îñè êîîðäèíàò:

πI(A) := {x̄I | x̄ ∈ A}.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ I = {1, . . . , n} ïîëó÷àåì πI(A) = A.
Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî êîðòåæà x̄ = 〈x1, . . . , xk〉 áóäåì îáîçíà÷àòü σI(A|x̄) ñå-

÷åíèå A, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ x̄ ïðîåêöèè íà îñè I:

σI(A|x̄) := {ȳ | ȳ ∈ A è ȳI = x̄}.

Îáîçíà÷åíèå 5 Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåêîòîðûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, è A ⊂
X1× . . .×Xn � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî n-îê. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:

• nI(A) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â πI(A).

• nI|J(A|x̄) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â πIσJ(A|x̄).
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• nI|J(A) = max
x̄∈πJ (A)

nI|J(A|x̄). Â ÷àñòíîñòè, åñëè J = ∅, òî nI|J(A) = nI(A).

Îïðåäåëåíèå 5 Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåêîòîðûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, è A ⊂
X1 × . . . × Xn � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî n-îê. Äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ èíäåêñîâ
I, J ⊆ {1, . . . , n} ïîëàãàåì

• entI(A) := dlog nI(A)e.

• entI|J(A) := dlog nI|J(A)e (åñëè J = ∅, òî entI|∅(A) = entI(A)).

Ëåììà 4 Ïóñòü A ⊂ Bn � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî n-îê ñëîâ. Îáî-
çíà÷èì list(A) ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ A (â íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé êîäèðîâêå).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî x̄ ∈ A, äëÿ ëþáûõ V,W ⊂ {1, . . . , n}

K(x̄V |x̄W , list(A)) ≤ entV |W (A) +O(1).

Äîêàçàòåëüñòâî . Èìåÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ A è êîðòåæ x̄W , ìîæíî íàéòè
ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå

B = πV σW (A|x̄W ).

Ïðè ýòîì x̄V ∈ B. ×òîáû îïèñàòü x̄V , îñòà¼òñÿ óêàçàòü íîìåð êîðòåæà x̄V â
ñïèñêå ýëåìåíòîâ B, ÷òî òðåáóåò íå áîëåå dlog nV |W (A)e áèòîâ. N

3.4 Ìåòîä ãðîçäåé

Â [12] áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ãðîçäè ñëîâ:

Îïðåäåëåíèå 6 Áóäåì íàçûâàòü (α, β, γ)-ãðîçäüþ ìíîæåñòâî ñëîâ X òàêîå,
÷òî

1. |X| = 2α,

2. K(x1|x2) < β äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ X,

3. K(x) < γ äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ëåììà 5 ([12]) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîé çàäàííîé òðîé-
êè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë α, β, γ ïåðå÷èñëÿåò íåêîòîðûé ñïèñîê (α, β, γ)-ãðîçäåé
U0, . . . , Uq ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• äëÿ ëþáîé (α, β, γ)-ãðîçäè U íàéäåòñÿ íîìåð i ≤ q òàêîé, ÷òî |U ∩ Ui| ≥
2β−ε, ãäå ε = 2(β − α) +O(1),

• q < 2β+γ−2α+O(1).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàòü îïðåäåëåíèå ãðîçäè ñëîâ.

Îïðåäåëåíèå 7 Áóäåì íàçûâàòü (α, β, γ)-ïîëóãðîçäüþ ìíîæåñòâî ñëîâ X òà-
êîå, ÷òî

1. |X| = 2α,
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2. äëÿ ëþáîãî x1 ∈ X äëÿ áîëåå ÷åì ïîëîâèíû x2 ∈ X âûïîëíåíî K(x1|x2) <
β

3. K(x) < γ äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà àíàëîãè÷íà ëåììå 5 î ñâîéñòâàõ ãðîçäåé.

Ëåììà 6 Ñóùåñòâåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîé çàäàííîé òðîéêè íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë α, β, γ ïåðå÷èñëÿåò íåêîòîðûé ñïèñîê (α, β, γ)-ïîëóãðîçäåé
U0, . . . , Uq ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• äëÿ ëþáîé (α, β, γ)-ïîëóãðîçäè U íàéäåòñÿ íîìåð i ≤ q òàêîé, ÷òî |U ∩
Ui| ≥ 2β−ε, ãäå ε = 2(α− β) +O(1),

• q < 2β+γ−2α+O(1).

Äàííûé àëãîðèòì íèêîãäà íå îñòàíàâëèâàåòñÿ (îí ïå÷àòàåò ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî Ui, íî ìû íå ìîæåì ýôôåêòèâíî îïðåäåëèòü, êîãäà èìåííî àëãîðèòì
íàïå÷àòàë ïîñëåäíþþ ïîëóãðîçäü).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6 ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5. Ïî-
ëóãðîçäè U0, . . . , Uq èç ëåììû 6 ìû áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûìè (äëÿ çà-
äàííûõ α, β, γ). Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáûõ α, β, γ è ëþáîãî i ≤ q ñëîæíîñòü ñïèñêà
ýëåìåíòîâ ñòàíäàðòíîé ïîëóãðîçäè Ui ïðè èçâåñòíîì i ðàâíà O(log γ).

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ â Ïðèëîæåíèè ìû äîêàçûâàåì ëåììû 1�3 è ëåì-
ìó 6.

4 Áåñêâàíòîðíûå è ýêçèñòåíöèàëüíûå ôîðìóëû

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 òðèâèàëüíî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî íàáîðà
èíäåêñîâ V ⊆ {1, . . . , n}

K(x̄V |z) ≤ K(x̄V ) +O(1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó I(x̄V : z) ≤ I(x̄ : z) +O(logN), èìååì

K(x̄V )−K(x̄V |z) = I(x̄V : z) ≤ I(x̄ : z) +O(logN) ≤ δ +O(logN).

N
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé

íàáîð ñëîâ ȳ′, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ~K(x̄, ȳ) è ~K(x̄, ȳ′|z) íå ïðåâîñõîäèò
δ +O(logN). Ìû äîêàæåì ôîðìàëüíî áîëåå ñèëüíûé ôàêò: ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàñøèðåííûìè ñëîæíîñòíûìè ïðîôèëÿìè íå ïðåâîñõîäèò
δ +O(logN).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T (ȳ|x̄). Ñîãëàñíî ëåììå 1 â äàííîì ìíîæåñòâå ñîäåð-
æèòñÿ 2K(ȳ|x̄)+O(logN) m-îê ñëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì âûáðàòü ȳ′ ∈ T (ȳ|x̄)
òàêîå, ÷òî

K(ȳ′|x̄, z) ≥ K(ȳ|x̄)−O(logN).

Äëÿ âûáðàííîãî íàáîðà ñëîâ ȳ′

K(x̄, ȳ′|z) = K(x̄|z) +K(ȳ′|x̄, z) ≥ K(x̄)− δ +K(ȳ|x̄)−O(logN) =
= K(x̄, ȳ)− δ −O(logN).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 3, ò.å.

ρ( ~K ′(x̄, ȳ), ~K ′(x̄, ȳ′|z)) ≤ δ +O(logN).

N
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåðíà ãèïîòåçà 3, ÿâëÿþùàÿñÿ îáðàùåíèåì òåîðå-

ìû 4. Íàì èçâåñòíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû ëèøü äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ
〈x1, . . . , xn〉:

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.
Øàã 1. Ïóñòü N = K(x̄, ȳ, z). Çàìåíèì êàæäîå èç ñëîâ y1, . . . , ym íà ñîîò-

âåòñòâóþùóþ åìó êðàò÷àéøóþ ïðîãðàììó (â îïòèìàëüíîì ÿçûêå ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ). Ïðè ýòîì âåëè÷èíû ñëîæíîñòåé â ðàñøèðåííîì ïðîôèëå ~K ′(x̄, ȳ|z)
èçìåíÿòñÿ íå áîëåå ÷åì íà O(logN). Òàê ÷òî äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ȳ ∈ (BN)m. Ïî óñëîâèþ n-êà x̄ ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè-
÷åñêîé, òî åñòü ëåæèò â íåêîòîðîì ïðîñòîì ìíîæåñòâå S ⊂ (B∗)n:

K(S) = O(logN),

log |S| = K(x̄) +O(logN).

Òàêèì îáðàçîì, 〈x̄, ȳ〉 ∈ S × (BN)m.
Øàã 2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A0 = T (x̄, ȳ|z)∩

(
S × (BN)m

)
. Ðàçìåðû ïðî-

åêöèé è ñå÷åíèé A0 íå ïðåâîñõîäÿò ýêñïîíåíòû îò ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé
ðàñøèðåííîãî ñëîæíîñòíîãî ïðîôèëÿ ~K ′(x̄, ȳ|z). Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî
A ⊂ S × (BN)m ïðàâèëüíûì, åñëè âñå åãî êîìáèíàòîðíûå ýíòðîïèè entI|J(A) íå
ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìáèíàòîðíûõ ýíòðîïèé A0. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ I, J ⊆ {1, . . . , (n+m)}

log nI|J(A) ≤ entI|J(A0).

Â ÷àñòíîñòè, ñàìî ìíîæåñòâî A0 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì. Îòìåòèì, ÷òî èç ïðà-
âèëüíîñòè A ñëåäóåò nI|J(A) < 2nI|J(A0).

Çíàÿ âñå êîîðäèíàòû ðàñøèðåííîãî ñëîæíîñòíîãî ïðîôèëÿ ~K ′(x̄, ȳ|z) è âñå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S, ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè íàéòè ñïèñîê âñåõ ïðàâèëü-
íûõ ìíîæåñòâ (ýòîò ñïèñîê ÷ðåçâû÷àéíî âåëèê, íî êîíå÷åí!). Ïîñêîëüêó ñïèñîê
âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S èìååò ëèøü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü, ñïèñîê
âñåõ ïðàâèëüíûõ ìíîæåñòâ òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñî ñëîæíîñòüþO(logN).
Îáîçíà÷èì A1, A2, . . . ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê âñåõ ïðàâèëü-
íûõ ìíîæåñòâ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ðàçìåð êàæäîãî ñå÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî ìíîæåñòâà íå
áîëåå ÷åì â äâîå ïðåâîñõîäèò ðàçìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷åíèÿ A0. Ïðè ýòîì,
îäíàêî, íåêîòîðûå ñå÷åíèÿ ìîãóò áûòü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå óêàçàííîé ãðàíèöû.

Íàçîâ¼ì ñèëüíîé ïðîåêöèåé ìíîæåñòâà Ai íà ïåðâûå n êîîðäèíàò (ò.å. íà
S) ìíîæåñòâî Bi, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ïðîåêöèè ìíîæåñòâà Ai íà S, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóþò äîñòàòî÷íî áîëüøèå ñå÷åíèÿ:

Bi = {x̄′ ∈ π1,...,n(Ai) | log |σ1,...,n(Ai|x̄′)| ≥ entn+1,...,n+m|1,...,n(A0)− C1 logN}

(êîíñòàíòó C1 ìû âûáåðåì íèæå). Â ÷àñòíîñòè, ñèëüíóþ ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà
A0 áóäåì íàçûâàòü B0. Äëÿ äàëüíåéøåãî çàôèêñèðóåì äâà àëãîðèòìà, êîòî-
ðûå ïî ñëîâó z, êîìïîíåíòàì ðàñøèðåííîãî ñëîæíîñòíîãî ïðîôèëÿ ~K ′(x̄, ȳ) è
êîíñòàíòå C1 ïåðå÷èñëÿþò A0 è B0 ñîîòâåòñòâåííî.
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Çàìåòèì, ÷òî çíàÿ z, x è ðàñøèðåííûé ïðîôèëü ~K ′(x̄, ȳ|z), ìû ìîæåì ïåðå-
÷èñëÿòü ýëåìåíòû ñå÷åíèÿ A0, ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèþ x̄ (â íàøèõ îáîçíà-
÷åíèÿõ ýòî σ1,...,n(A0|x̄)). Ñëåäîâàòåëüíî,

entn+1,...,n+m|1,...,n(A0) ≤ K(ȳ|x̄, z) ≤ log |σ1,...,n(A0|x̄)|+O(logN).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âûáðàòü òàêîå çíà÷åíèå C1, ÷òîáû x̄ ïðèíàäëåæàëî
B0.

Øàã 3. Òåïåðü âûáåðåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðàâèëüíûõ ìíîæåñòâ ñïå-
öèàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî ñëåäóþùåì ïðàâèëó. Ïóñòü ïðàâèëüíûå
ìíîæåñòâà A1, . . . , As−1 óæå ðàññìîòðåíû, ïðè÷åì Ai1 , . . . , Aik âêëþ÷åíû â ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Î÷åðåäíîå ïî ñïèñêó ïðàâèëüíîå ìíîæåñòâî As âêëþ÷àåò-
ñÿ â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, åñëè ðàçíîñòü

Bs \

(⋃
r≤k

Bir

)

èìååò ìîùíîñòü íå ìåíüøå 2K(x̄|z)−C2 logN (êîíñòàíòà C2 áóäåò âûáðàíà ïîçæå).
Îòìåòèì, ÷òî â äàííóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò âêëþ÷åíî íå áîëåå
|S|

2K(x̄|z)−C2 logN = 2I(x̄:z)+C2 logN+O(logN) ïðàâèëüíûõ ìíîæåñòâ. Îáîçíà÷èì Â îáú-
åäèíåíèå âñåõ ïðàâèëüíûõ ìíîæåñòâ èç âûáðàííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ai1 , Ai2 , . . . Ïðîåêöèþ Â íà ïåðâûå n êîîðäèíàò îáîçíà÷èì B̂.

Î÷åâèäíî, K(Â) = O(logN + logC2) è K(B̂) = O(logN + logC2), ò.ê. ñïèñîê
ýëåìåíòîâ ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü íàéäåí àëãîðèòìè÷åñêè, åñëè èçâåñòíû
ðàñøèðåííûé ñëîæíîñòíîé ïðîôèëü ~K ′(x̄, ȳ|z), ìíîæåñòâî S è êîíñòàíòà C2.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî

log nI|J(Â) ≤ entI|J(A0) + I(x̄ : z) + C2 logN +O(logN)

äëÿ ëþáûõ I, J ⊂ {1, . . . , n}. Ïðè ýòîì ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ Â ìîæåò áûòü
ïîëó÷åí ñî ñëîæíîñòüþ O(logN + logC2). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4, íàõîäèì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ū ∈ Â

K(ūI |ūJ) ≤ entI|J(A0) + I(x̄ : z) + C2 logN +O(logN + logC2)

äëÿ ëþáûõ I, J ⊂ {1, . . . , n}.

Ëåììà 7 x̄ ∈ B̂ (ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå C2 = C2(n,m)).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû: Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: x̄ íå ïðèíàäëåæèò ñèëüíîé
ïðîåêöèè ïîñòðîåííîãî ìíîæåñòâà Â. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A0 (êîòîðîå
âõîäèò â ñïèñîê âñåõ ïðàâèëüíûõ ìíîæåñòâ) íå áûëî âêëþ÷åíî â âûáðàííóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîùíîñòü ðàçíîñòè B0 \ B̂ çàâåäîìî
ìåíüøå, ÷åì 2K(x̄|z)−C2 logN . Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû çàäàòü n-êó x̄ ïðè èçâåñòíûõ
z è ~K ′(x̄, ȳ), äîñòàòî÷íî óêàçàòü ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ B̂, è íîìåð êîðòåæà
x̄ â ñïèñêå âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B0 \ B̂ â ïîðÿäêå ïåðå÷èñëåíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì,

K(x̄|z) ≤ log |(B0\B̂)|+O(logN+logC2) ≤ K(x̄|z)−C2 logN+O(logN+logC2).

Âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøóþ êîíñòàíòó C2, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. N
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Øàã 4. Òàêèì îáðàçîì, x̄ ∈ B̂. Îáîçíà÷èì Q ñå÷åíèå ìíîæåñòâà Â, ñîîò-
âåòñòâóþùåå x̄:

Q = {ȳ|〈x̄, ȳ〉 ∈ Â}.
Èç ïîñòðîåíèÿ Â ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Q íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì
ìàëî. Òî÷íåå,

log |Q| ≥ K(ȳ|x̄, z)−O(logN).

Îñòàåòñÿ âûáðàòü èçQm-êó ȳ′, èìåþùóþ ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ñëîæíîñòü
îòíîñèòåëüíî x̄. À èìåííî, ñóùåñòâóåò ȳ′ ∈ Ŝ, äëÿ êîòîðîé

K(ȳ′|x̄) ≥ log |Q| ≥ K(ȳ|x̄, z)−O(logN).

Ó÷èòûâàÿ
K(x̄) ≥ K(x̄|z) + I(x̄ : z)−O(logN),

ìû ïîëó÷àåì

K(x̄, ȳ′) ≥ K(ȳ′|x̄) +K(x̄) ≥ K(x̄, ȳ|z) + I(x̄ : z)−O(logN).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïîñòðîåíèÿ Â ñëåäóåò (ñì. çàìå÷àíèå âûøå), ÷òî

~K ′(ȳ′|x̄) ≤ ~K ′(ȳ|x̄) + (I(x̄ : z)−O(logN)) · ~e.

Ïîëàãàÿ â ëåììå 3 δ1 = −δ2 = I(x̄ : z) èìååì

ρ( ~K ′(x̄, ȳ′), ~K ′(x̄, ȳ|z)) ≤ I(x̄ : z) +O(logN),

÷òî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. N

5 Íå äëÿ âñÿêîé ïàðû ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ

åé ñòîõàñòè÷åñêàÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.
Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì íàçûâàòü (C log n,C log n)-ñòîõàñòè÷åñêèå ïàðû

ïðîñòî ñòîõàñòè÷åñêèìè. Çàôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå n. Îáîçíà÷èì S1

ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû αn è S2 ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû βn. Ìû ïîñòðîèì íåêî-
òîðîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A ⊂ S1 × S2 ðàçìåðà 2γn−O(logn). Ïðè ýòîì ìû
ïîêàæåì, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò A ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì � îí èìååò òðåáóåìûé
ñëîæíîñòíîé ïðîôèëü, è äëÿ íåãî íåò C-ýêâèâàëåíòíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ïàðû.

Íàì áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü A êàê ìíîæåñòâî ð¼áåð â äâóäîëüíîì ãðàôå
ñ ëåâîé äîëåé S1 è ïðàâîé äîëåé S2.

Âñÿêîå ñëîâî x′1 C-ýêâèâàëåíòíîå íåêîòîðîìó ñëîâó èç S1 èìååò ñëîæíîñòü
íå áîëåå αn+ 2C log n. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ ñ òàêèìè ñëîæíîñòÿìè
L1. Àíàëîãè÷íî, âñÿêîå ñëîâî x

′
2, ýêâèâàëåíòíîå íåêîòîðîìó ñëîâó èç S2, èìååò

ñëîæíîñòü íå áîëåå βn + 2C log n. Ìíîæåñòâî ñëîâ ñ òàêèì ñëîæíîñòÿìè ìû
îáîçíà÷èì L2.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ìíîæåñòâà R ⊂ L1 × L2 òàêèå, ÷òî

• |R| ≤ 2γn+3C logn,

• K(R) ≤ C log n, òî åñòü ñïèñîê ýëåìåíòîâ R ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà ñëîæíîñòè íå áîëåå C log n.
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Î÷åâèäíî, åñëè ïàðà ñëîâ (x1, x2) èç ìíîæåñòâà A C-ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé
ñòîõàñòè÷åñêîé ïàðå (x′1, x

′
2), òî äàííàÿ ïàðà (x′1, x

′
2) äîëæíà ïðèíàäëåæàòü îä-

íîìó èç ìíîæåñòâ R óêàçàííîãî âèäà. ×èñëî âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ R íå ïðå-
âîñõîäèò 2C logn. Çíàÿ èõ òî÷íîå ÷èñëî (÷òîáû ñîîáùèòü ýòî ÷èñëî, íóæíî ëîãà-
ðèôìè÷åñêîå ÷èñëî áèòîâ), ìû ìîæåì íàéòè âñå ìíîæåñòâà R. Îáîçíà÷èì R̂ èõ
îáúåäèíåíèå. Ìíîæåñòâî R̂ òàêæå óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóäîëüíûé ãðàô;
ïðàâóþ è ëåâóþ äîëè âåðøèí ñîñòàâëÿþò L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû äëèíû O(log n) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü
äâóäîëüíûé ãðàô R̂. Îñòà¼òñÿ ïîñòðîèòü ãðàô A, ó êîòîðîãî áóäåò äîñòàòî÷íî
ìíîãî ð¼áåð íåýêâèâàëåíòíûõ íè îäíîìó èç ð¼áåð Â.

Íåêîòîðàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòíîøåíèå C-ýêâèâàëåíòíîñòè íå
ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì. Îäíàêî ìû ìîæåì îïèñàòü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé (è
âû÷èñëèìûé) êëàññ îòíîøåíèé, êîòîðûé áóäåò çàâåäîìî ñîäåðæàòü èíòåðåñóþ-
ùåå íàñ îòíîøåíèå C-ýêâèâàëåíòíîñòè. À èìåííî, íàçîâ¼ì îòíîøåíèåì ñõîä-
ñòâà âñÿêîå

D ⊂ S1 × L1 ∪ S2 × L2,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• äëÿ ëþáîãî x ∈ Si èìååòñÿ íå áîëåå 2C logn+1 ýëåìåíòîâ y ∈ Li, äëÿ êîòîðûõ
(x, y) ∈ D;

• äëÿ ëþáîãî y ∈ Li èìååòñÿ íå áîëåå 2C logn+1 ýëåìåíòîâ x ∈ Si, äëÿ êîòîðûõ
(x, y) ∈ D,

i = 1, 2. Î÷åâèäíî, îòíîøåíèå

D0 = {(x, y) ∈ S1 × L1 ∪ S2 × L2 : x ∼C y}

óäîâëåòâîðÿåò äàííûì óñëîâèÿì. Çàìåòèì, ÷òî îáùåå ÷èñëî îòíîøåíèé ñõîä-
ñòâà íå ïðåâîñõîäèò

(|L1|poly(n))|S1| · |L2|poly(n))|S2|.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α ≥ β. Òîãäà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
îòíîøåíèé ñõîäñòâà ðàâíî

22αn+O(logn)

.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî (x1, x2) ∈ A D-ñõîäíî ñ ðåáðîì (x′1, x
′
2) ∈ R̂, åñëè

(xi, x
′
i) ∈ D äëÿ i = 1, 2.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ ãðàôà A. Áóäåì íàçûâàòü ðåá-
ðî (x1, x2) ∈ A ïðàâèëüíûì, åñëè ñòåïåíè âåðøèí x1 è x2 íå ïðåâîñõîäÿò
2(γ−α)n+C1 logn è 2(γ−β)n+C1 logn ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû

|A| = 2γn−C1 logn,

à òàêæå ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ ñõîäñòâà D íàéäåòñÿ íå ìåíåå

2γn−C2 logn ïðàâèëüíûõ ð¼áåð (x1, x2) ∈ A, íå ÿâëÿþùèõ- (3)

ñÿ D-ñõîäíûìè íè ñ îäíèì ðåáðîì èç R̂

(êîíñòàíòû C1, C2 áóäóò âûáðàíû ïîçäíåå).
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Ìû ïîñòðîèì òàêîå ìíîæåñòâî A ýôôåêòèâíî, òî åñòü åãî ñëîæíîñòü áóäåò
ðàâíà O(log n). Ïðè ýòîì íå ìåíåå 2γn−C2 logn ð¼áåð èç A íå áóäåò èìåòü ýêâèâà-
ëåíòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïàð. Îñòà¼òñÿ ëèøü âûáðàòü ñðåäè äàííûõ ð¼áåð îäíî,
èìåþùåå ñëîæíîñòü íå ìåíåå γn− C2 log n. Äëÿ âûáðàííîé ïàðû (x1, x2) áóäóò
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

K(x1) ≤ αn,K(x2) ≤ βn,

à òàêæå
K(x2|x1) ≤ (γ − α)n+ C1 log n

è
K(x1|x2) ≤ (γ − β)n+ C1 log n.

Êðîìå òîãî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå C1

K(x1, x2) < γn,

è òåì ñàìûì òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî (3) ìîæíî ïðîâåðèòü àëãîðèòìè÷åñêè. Ìû ïîêàæåì,

÷òî äëÿ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç 2γn−C1 logn ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ð¼áåð èç S1×
S2 ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Òåì ñàìûì áóäåò
äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâà ñ íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóþò, è ìû ñìîæåì
íàéòè îäíî èç íèõ (ñêàæåì, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïåðâîå) ïåðåáîðîì.

Çàôèêñèðóåì îäíî èç îòíîøåíèé ñõîäñòâàD. Íàçîâ¼ì ðåáðî (x1, x2) ∈ S1×S2

ïëîõèì, åñëè äëÿ íåãî íàéäåòñÿ D-ñõîäíîå ðåáðî â R̂. Ïîäñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü
îêàçàòüñÿ ïëîõèì äëÿ ðåáðà ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ñðåäè âñåõ ïàð S1×S2. Ãðàô
R̂ ñîäåðæèò 2γn+O(logn) ð¼áåð. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ èìååòñÿ íå áîëåå poly(n)
D-ñõîäíûõ ïàð â S1 × S2. Ñëåäîâàòåëüíî,

Prob[(x1, x2) ïëîõîå ] ≤ 2γn+O(logn)

2(α+β)n
� 1/2.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèå α + β > γ.
Ïóñòü k = 2γn−C1 logn è l ≤ 2γn−C2 logn+1. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè k

ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ð¼áåð (k − l) îêàçàëèñü ïëîõèìè, íå ïðåâîñõîäèò

C l
k · (1/2)k−l ≤ kl(1/2)k−l ≤ 22γn−C2 logn+O(logn) · (1/2)2γn−C1 logn+O(logn)

,

÷òî ðàâíî 1

22γn−O(logn) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçíèöå ìåæäó C1 è C2. Òåïåðü

ìû äîëæíû ïðîñóììèðîâàòü äàííóþ âåðîÿòíîñòü ïî âñåì l = 0, . . . , 2γn−C2 logn+1.
ßñíî, ÷òî óìíîæåíèå ïîëó÷åííîé âåðîÿòíîñòè íà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ l (òî åñòü
íà 2γn) íå èçìåíèò ñóùåñòâåííî àñèìïòîòèêè óáûâàíèÿ.

Èòàê, ìû îöåíèëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå A ñîäåðæèò
ìíîãî ïëîõèõ ð¼áåð äëÿ ôèêñèðîâàííîãî îòíîøåíèÿ ñõîäñòâà D. Îñòà¼òñÿ ïðî-
ñóììèðîâàòü ýòó âåðîÿòíîñòü ïî âñåì îòíîøåíèÿì ñõîäñòâà. Ýòî äàñò îöåíêó
âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíî âûáðàííîì ìíîæåñòâå A äëÿ ëþáîãî îòíîøå-
íèÿ ñõîäñòâà D (â òîì ÷èñëå è äëÿ ñîáñòâåííî îòíîøåíèÿ C-ýêâèâàëåíòíîñòè)
íå ìåíåå 2γn−C2 logn+1 ð¼áåð íå ýêâèâàëåíòíû íè îäíîìó èç ð¼áåð R̂. À èìåííî,
äàííàÿ âåðîÿòíîñòü íå ìåíüøå

22α+O(logn)

22γn−O(logn)
< 1.
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Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèå α < γ.
Ìû äîêàçàëè, ÷òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ p0 ñëó÷àéíî âûáðàííîå

ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò íå ìåíåå 2γn−C2 logn+1 ð¼áåð, íå ýêâèâàëåíòíûõ íè îäíî-
ìó èç ïàð â R̂. Îäíàêî íåêîòîðûå èç ýòèõ ð¼áåð ìîãóò îêàçàòüñÿ íåïðàâèëüíûìè
(îäíà èç âåðøèí èìååò ñëèøêîì áîëüøóþ ñòåïåíü). Ïîêàæåì, ÷òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ p1 > (1 − p0) ÷èñëî íåïðàâèëüíûõ ð¼áåð â A íå ïðåâîñõîäèò 2γn−C2 logn.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàæåì, ÷òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ìíîæåñòâî A
ñîäåðæèò íå ìåíåå 2γn−C2 logn ð¼áåð, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è õîðîøè-
ìè, è ïðàâèëüíûìè, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó x ∈ S1. Ñðåäíåå ÷èñëî ð¼áåð, èíöèäåíò-
íûõ x â ñëó÷àéíî âûáðàííûì A, ðàâíî

2γn−C1 logn

2αn
= 2(γ−α)n−C1 logn.

Èç íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåðøèíà x èíöè-
äåíòíà áîëåå ÷åì 2(γ−α)n+C1 logn ð¼áðàì, íå ïðåâîñõîäèò 1/n2C1 . Ñëåäîâàòåëüíî,
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà âåðøèí èç S1, èìåþùèõ àíîìàëüíî áîëüøóþ
ñòåïåíü (áîëåå 2(γ−α)n+C1 logn) íå ïðåâîñõîäèò 2αn/n2C1 . Åù¼ ðàç âîñïîëüçóåìñÿ
íåðàâåíñòâîì ×åáûø¼âà: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî âåðøèí â S1 ñ àíîìàëü-
íî áîëüøîé ñòåïåíüþ îêàçàëîñü áîëüøå 2(γ−α)n−C1 logn, íå ìîæåò áûòü áîëüøå
1/nC1 . Àíàëîãè÷íî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî âåðøèí â S2 ñ àíîìàëüíî áîëü-
øîé (áîëåå 2(γ−β)n+C1 logn) ñòåïåíüþ ïðåâûñèò 2βn−C1 logn, òàêæå íå ìîæåò áûòü
áîëüøå 1/nC1 . Ïðè áîëüøèõ n

p1 ≥ 1− 2/nC1 � 1− p0.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà A, óäîâëåòâîðÿþùåãî (3), äîêàçàíî.
N

6 Ñâîéñòâî âûäåëÿåìîñòè îáùåé èíôîðìàöèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ñíà÷àëà ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ è ñäåëàåì íåêîòîðûå
ïðåäïîëîæåíèÿ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(N) >
logN , è ôóíêöèÿ f(N) íèãäå íå óáûâàåò (f(N + 1) ≥ f(N) äëÿ âñåõ N).

Äàëåå ìû âûáèðàåì g(N) è δ(N) êîòîðûå ðàñòóò íå ñëèøêîì áûñòðî è íå
ñëèøêîì ìåäëåííî (ñ òåì, ÷òîáû ðàáîòàëà êîíñòðóêöèÿ â íàøåì äîêàçàòåëü-
ñòâå). Â âûáîðå ýòèõ ôóíêöèé èìååòñÿ çíà÷èòåëüíûé ïðîèçâîë. Äëÿ îïðåäå-

ë¼ííîñòè ïîëîæèì δ(N) = N/
√

log N
f(N)

è

g(N) = C(3
D

q
log N

f(N) · f(N) + δ(N))

(êîíñòàíòû C èD áóäóò çàôèêñèðîâàíû íèæå). Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ïèñàòü
ïðîñòî δ, åñëè çíà÷åíèå àðãóìåíòà N ÿñíî èç êîíòåêñòà.

Íåôîðìàëüíàÿ èäåÿ: Îñíîâíîé òðþê â äîêàçàòåëüñòâå ñîñòîèò â òèïèçàöèè y è
w îòíîñèòåëüíî x̄. Ìû áåð¼ì ìíîæåñòâî `êëîíîâ' ïàðû 〈y, w〉, êîòîðûå èìåþò
ïðèìåðíî îäèíàêîâûå ñëîæíîñòíûå ïðîôèëè (îòíîñèòåëüíî x̄). Âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ:
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Ïðîñòîé ñëó÷àé: Ïóñòü ìíîæåñòâî `êëîíîâ' îêàçàëîñü ïëîòíî êîíñîëèäèðîâàí-
íûì: áîëüøèíñòâî êëîíîâ èìåþò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèìåíÿåì ëåììó 6 è âûäåëÿåì èç ìíîæåñòâà êëîíîâ îáùåå
ÿäðî z. Ñëîâî z ñîäåðæèò ïðèìåðíî α áèòîâ èíôîðìàöèè; ïðè ýòîì äàííîå ñëî-
âî ïðîñòî îòíîñèòåëüíî êàæäîãî èç xi. Òàêèì îáðàçîì, ìû âûäåëèëè ó ñëîâ xi
ïðèìåðíî α áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè áåç îðàêóëà, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëîæíûé ñëó÷àé: Ïóñòü ìíîæåñòâî `êëîíîâ' íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî êîíñîëèäèðî-
âàííûì. Òîãäà íàéä¼òñÿ ïàðà êëîíîâ, ó êîòîðûõ âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ äîâîëü-
íî ìàëà. Íà äàííîì ýòàïå ìû íå ìîæåì âûäåëèòü èç ñëîâ xi íóæíóþ îáùóþ
èíôîðìàöèþ. Çàòî ìû ìîæåì çàìåíèòü ñëîâî y íà òàêîå ñëîâî y1, ÷òî îòíîñè-
òåëüíî y1 èç çàäàííûõ ñëîâ x1, x2 ìîæíî âûäåëèòü α1 áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè
(è α1 áîëüøå α). Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâîäèì èñõîäíóþ çàäà÷ó î âûäåëåíèè èí-
ôîðìàöèè ó ñëîâ x1, x2 ñ îðàêóëîì y è ïàðàìåòðîì α ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ
ñëîâ x1, x2, îðàêóëà y1 è ïàðàìåòðà α1. Çà óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà α ìû ïëàòèì
óõóäøåíèåì ïàðàìåòðà òî÷íîñòè: âìåñòî óðîâíÿ òî÷íîñòè f(N), â íîâîé çàäà÷å
ìû âûíóæäåíû èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî áîëåå ñëàáîå îãðàíè÷åíèå f1(N).

Îñòà¼òñÿ îáúÿñíèòü, êàê ïîñòðîèòü íóæíûé íàì îðàêóë y1. Íàïîìíèì, ÷òî
ìíîæåñòâî `êëîíîâ' íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî êîíñîëèäèðîâàííûì. Ñëó÷àéíî âûáåðåì
äâà êëîíà; îáîçíà÷èì èõ 〈y′, w′〉 è 〈y′′, w′′〉. Òîãäà ïàðà 〈y′, y′′〉 ìîæåò èãðàòü ðîëü
y1. Äåéñòâèòåëüíî, ñ íîâûì îðàêóëîì ìû ìîæåì èçâëå÷ü èç êàæäîãî èç xi êàê
w′, òàê è w′′. Âìåñòå w′ è w′′ äàþò α1 áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè (α1 > α; áîëåå
òî÷íî, ìû ïîëó÷èì îöåíêó α1 ≥ α + δ/2).

Ìû èòåðèðóåì îïèñàííûé òðþê, ïîêà íà íåêîòîðîì ýòàïå íå áóäåò ïîëó÷åíî
ïëîòíî êîíñîëèäèðîâàííîå ìíîæåñòâî êëîíîâ.

Äàëåå ìû èçëîæèì ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, ñëåäóþùåå îïèñàííîìó âû-
øå ïëàíó.

Ñòðîãîå ðàññóæäåíèå: Ïî óñëîâèþ òåîðåìû èìååòñÿ òàêîå ñëîâî w, ÷òî âûïîë-
íåíî K(w|xi, y) ≤ f(N) (äëÿ i = 1, 2). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî α = K(w|y) (åñëè K(w|y) > α, ìû óâåëè÷èì çíà÷åíèå α; ýòî ñäåëàåò
äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå òîëüêî ñèëüíåå). Îáîçíà÷èì m = K(y). Íàøåé öå-
ëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òàêîãî ñëîâà z, ÷òî K(z|xi) ≤ g(n) è K(z) ≥ α− g(N).

Ðàññìîòðèì ñòðîãóþ òèïèçàöèþ ïàðû 〈y, w〉 îòíîñèòåëüíî x: ïîëîæèì A =
ST (y, w|x̄). Ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì |A| = 2K(y,w|x̄)−O(f(N)). Äàëåå, ìû èìååì ñîîò-
íîøåíèÿ

K(y, w|x̄) = K(y|x̄) +K(w|y, x̄) +O(logN),

K(y|x̄) ≥ K(y)−f(N) (âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ìåæäó y è x̄ ïðåíåáðåæèìî ìàëà)
è K(w|y, x̄) ≤ f(N) (ñëîâî w ìîæíî ëåãêî èçâëå÷ü èç êàæäîãî èç xi, èìåÿ y â
êà÷åñòâå îðàêóëà). Ñëåäîâàòåëüíî, |A| = 2m−O(f(N)). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ
〈y′, w′〉 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ

K(y′, w′) = K(y′) +K(w′|y) +O(logN) = m+ α +O(f(N)).

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
Ñëó÷àé 10: Äëÿ êàæäîãî 〈y′, w′〉 ∈ A äëÿ áîëüøèíñòâà 〈y′′, w′′〉 ∈ A

I(y′w′ : y′′w′′) ≥ α− δ.

Äàííîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

K(y′w′|y′′w′′) = K(y′, w′)− I(y′w′ : y′′w′′) ≤ m+ δ +O(f(N)).
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðîçäüþ ñ ïàðàìåòðàìè

(m−O(f(N)),m+ δ +O(f(N)),m+ α +O(f(N))).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíàÿ ïîëóãðîçäü Uj (ñ
òåìè æå ïàðàìåòðàìè) òàêàÿ, ÷òî

|A ∩ Uj| ≥ 2m−δ+O(f(N)),

è íîìåð j íå ïðåâîñõîäèò 2α+δ+O(f(N)). Òàêèì îáðàçîì, êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæ-
íîñòü j íå ïðåâîñõîäèò α + δ +O(f(N)).

Äàëåå, äëÿ ñëîâ xi (i = 1, 2) âûïîëíåíû äâà ñâîéñòâà:

• äëÿ êàæäîé ïàðû v̄ ∈ A ∩ Uj âûïîëíåíî K(xi|v̄) ≤ K(xi|y, w) (ïî îïðåäå-
ëåíèþ A = ST (y, w|x̄));

• äëÿ êàæäîé ïàðû v̄ ∈ A ∩ Uj âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî K(v̄|j) ≤ log |Uj| +
O(logN) ≤ m (çíàÿ íîìåð j, ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè ïåðå÷èñëÿòü ñïèñîê
ýëåìåíòîâ ïîëóãðîçäè Uj).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî xi ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

X(i) = {x̂ | ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 2m−δ+O(f(N)) ñëîâ v̄ òàêèõ, ÷òî
K(x̂|v̄) ≤ K(xi|y, w) ≤ K(xi)− α + f(N) è K(v̄|j) ≤ m}.

×òîáû ïåðå÷èñëÿòü ýëåìåíòû X(i), íóæíî çíàòü ÷èñëî j è äîïîëíèòåëüíûå
O(logN) áèòîâ èíôîðìàöèè (÷òîáû çàäàòü ïàðàìåòðû ïîëóãðîçäè). Äàëåå,
ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ðàçìåð X(i). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j èìå-
åòñÿ íå áîëåå 2m+1 ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ v̄, äëÿ êîòîðûõ K(v̄|j) ≤ m; äëÿ êàæ-
äîãî v̄ ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2K(xi)−α+f(N) ðàçëè÷íûõ x̂, äëÿ êîòîðûõ K(x̂|v̄) ≤
K(xi) − α + f(N). Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî x̂ ∈ X(i) äîëæíî ñóùåñòâîâàòü íå
ìåíåå 2m−δ+O(f(N)) ðàçíûõ v̄, ìû ïîëó÷àåì

log |X(i)| ≤ log
2m · 2K(xi)−α+f(N)

2m−δ+O(f(N))
≤ K(xi)− α + δ +O(f(N)).

Ñëåäîâàòåëüíî, K(xi|j) ≤ K(xi)−α+ δ+O(f(N)) (äðóãèìè ñëîâàìè, âçàèìíàÿ
èíôîðìàöèÿ ìåæäó j è xi íå ìåíüøå α− δ−O(f(N))). Èç ñèììåòðèè âçàèìíîé
èíôîðìàöèè ïîëó÷àåì

K(j|xi) = K(xi|j) +K(j)−K(xi) +O(logN) ≤ 2δ +O(f(N)).

Ïîëîæèì z = j. Ïîñêîëüêó K(z) ≥ I(z : xi) ≥ α − δ − O(f(N)), äëÿ îïðå-
äåë¼ííîé âûøå ôóíêöèè g(n) ìû ïîëó÷àåì K(z) ≥ α− g(N) è K(z|xi) ≤ g(N),
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëó÷àé 20: Äëÿ íåêîòîðûõ ïàð 〈y′, w′〉 ∈ A è äëÿ áîëüøèíñòâà 〈y′′, w′′〉 ∈ A
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

I(y′w′ : y′′w′′) < α− δ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

K(y′y′′w′w′′) ≥ 2m+ α + δ −O(logN) (4)
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Ïîñêîëüêó ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ áîëüøèíñòâà ïàð 〈y′′, w′′〉 ∈ A, ìû
ìîæåì âûáðàòü ñðåäè íèõ íèõ îäíó, äëÿ êîòîðîé 〈y′, w′〉 è 〈y′′, w′′〉 íåçàâèñèìû
îòíîñèòåëüíî x̄. Â ÷àñòíîñòè, ñëîâà y′ è y′′ òàêæå íåçàâèñèìû îòíîñèòåëüíî x̄
(ò.å. I(y′ : y′′|x̄) = O(logN)). Äàëåå, äëÿ âñåõ x̄, y′, y′′ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

I(y′y′′ : x̄) ≤ I(y′ : x̄) + I(y′′ : x̄) + I(y′ : y′′|x̄) +O(logN)

(ïî ñóùåñòâó ýòî ñóììà äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ñîîòíîøåíèé:

K(y′y′′) ≤ K(y′) +K(y′′) +O(logN),
K(y′|x) +K(y′′|x) = K(y′y′′|x) + I(y′ : y′′|x) +O(logN),

êîòîðûå íåìåäëåííî âûòåêàþò èç òåîðåìû Êîëìîãîðîâà�Ëåâèíà î ñëîæíîñòè
ïàðû [1]). Äëÿ äàííûõ ñëîâ âåëè÷èíû I(y′ : x̄) è I(y′′ : x̄) îãðàíè÷åíû ñâåðõó
f(N) (x̄ è y íåçàâèñèìû), è I(y′ : y′′|x̄) = O(logN) � f(N). Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì

I(y′y′′ : x̄) ≤ 3f(N) (5)

Òàêæå îöåíèì ñâåðõó (î÷åíü ãðóáî) ñëîæíîñòü ïàðû 〈y′, y′′〉: K(y′y′′) ≤ 2K(y) +
3f(N) ≤ 3N .

Èç (4) è (5) ïîëó÷àåì äëÿ y1 = 〈y′, y′′〉 è w1 = 〈w′, w′′〉 ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî:

K(w1|y1) ≥ α + δ − 3f(N)−O(logN) ≥ α + δ/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîñòðîèëè ñëîâî y1 òàêîå, ÷òî I(y1 : x̄) ≤ 3f(N) è

∃w1 : K(w1|y1) ≥ α + δ/2, K(w1|xi, y1) ≤ 3f(N) (i = 1, 2).

Ïîäâåä¼ì èòîã. Ìû ïîëó÷èëè âìåñòî èñõîäíîé ïàðû 〈y, w〉 íîâóþ ïàðó ñëîâ
〈y1, w1〉. Ïî ïîñòðîåíèþ, ñëîâî y1 íåçàâèñèìî ñ x̄ (õîòÿ òî÷íîñòü `íåçàâèñèìî-
ñòè' ñòàëà âòðîå õóæå: I(y1 : x̄) ≤ 3f(N)). Îòíîñèòåëüíî îðàêóëà y1 ñëîâî w1

îêàçûâàåòñÿ ïðîñòî îòíîñèòåëüíî xi (`ïðîñòîòà' îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îòíîñèòåëüíàÿ êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü òàêæå íå ïðåâîñõîäèò 3f(N)). Ñëîæ-
íîñòü w1 îòíîñèòåëüíî y1 íå ìîæåò áûòü ìåíüøå α+δ/2. Òàêèì îáðàçîì, α+δ/2
áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè ìîãóò áûòü âûäåëåíû èç ñëîâ x1, x2 ïðè óðîâíå òî÷-
íîñòè 3f(N), åñëè y1 äàíî â êà÷åñòâå îðàêóëà. Îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòè ñëîâ
w1, y1 çàâåäîìî íå ïðåâîñõîäÿò 3N .

Äàëåå ìû èòåðèðóåì ïðèâåä¼ííîå âûøå ðàññóæäåíèå. Ìû ïîâòîðÿåì òó æå
ïðîöåäóðó ñ ïàðîé w1, y1. Îáîçíà÷èì α1 = α+δ/2,m1 = K(y1) è f1(N) = 3f(N).
Ðàññìîòðèì ñòðîãóþ òèïèçàöèþ ïàðû 〈y1, w1〉 îòíîñèòåëüíî x̄:

A1 = ST (y1, w1|x̄).

Êàê è ðàíüøå, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 11: äëÿ êàæäîé ïàðû 〈y′, w′〉 ∈ A1 äëÿ áîëüøèíñòâà 〈y′′, w′′〉 ∈ A1

I(y′w′ : y′′w′′) ≥ α1 − δ.

Â ýòîì ñëó÷àå A1 ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðîçäüþ ñ ïàðàìåòðàìè

(m1 −O(f1(N)),m1 + δ +O(f1(N)),m1 + α1 +O(f1(N))).

22



Ïî ëåììå 6 ñóùåñòâóåò íîìåð j òàêîé, ÷òî äëÿ i = 1, 2

K(j|xi) ≤ 2δ +O(f1(N)), I(j : xi) ≥ α1 − δ +O(f1(N)).

Òàê æå, êàê è â Ñëó÷àå 10, ïîëîæèì z := j, è äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.
Ñëó÷àé 21: ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû 〈y′, w′〉 ∈ A1 è äëÿ áîëüøèí-

ñòâà 〈y′′, w′〉 ∈ A1 âûïîëíåíî I(y′w′ : y′′w′′) < α1 − δ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïàðà 〈y2, w2〉, ÷òî

1. K(y2) = m2 < 3m1,

2. I(y2 : x̄) ≤ f2(N) := 3f1(N),

3. K(w2|y2, xi) ≤ f2(N),

4. K(w2|y2) = α2 ≥ α1 + δ/2.

Ïîâòîðÿÿ äàííóþ êîíñòðóêöèþ ñíîâà è ñíîâà, íà êàæäîì øàãå s ìû áóäåì
ïîëó÷àòü ñëîâà ws, ys, äëÿ êîòîðûõ

1. K(ys) = ms = 3ms−1,

2. I(ys : x̄) ≤ fs(N) := 3fs−1(N) = 3sf(N),

3. K(ws|ys, xi) ≤ fs(N),

4. K(ws|ys) = αs > αs−1 + δ/2 = α + sδ/2.

Ìû èòåðèðóåì êîíñòðóêöèþ äëÿ ñëó÷àåâ 21, 22, 23 . . . , 2j, . . ., ïîêà íà íåêîòîðîì
øàãå smax íå âîçíèêíåò ñëó÷àé 1jmax .

Îïèñàííàÿ èòåðàöèÿ íå ìîæåò äëèòüñÿ ñëèøêîì äîëãî. Äåéñòâèòåëüíî, ÷å-

ðåç s = D
√

log N
f(N)

øàãîâ (äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòû D) ìû ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì

K(ws|ys) ≤ K(ws|x1, y
s) +K(ws|x2, y

s) + I(x1 : x2|ys) +O(logN)

(íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ ñëîâ; ñì., íà-
ïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (6) â [8]): çíà÷åíèå â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî
íåðàâåíñòâà íå ìåíüøå DN/2, à çíà÷åíèå â ïðàâîé íå áîëüøå

2fs(N) + I(x1 : x2|ys) +O(logN) = O(N).

Çàìå÷àíèå. Âî âñåõ ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèÿõ ìû èãíîðèðîâàëè àääè-
òèâíûå ÷ëåíû ïîðÿäêà O(logK(ys, ws)). Ìû èìåëè íà ýòî ïðàâî, ïîñêîëüêó
logK(ys, ws) � f(N). Ýòà îöåíêà âûïîëíåíà, ò.ê. K(ys), K(ws) < N2 äëÿ
s� logN .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà ïîâòîðåíèé Ñëó÷àÿ 2s, íà øàãå

smax < D
√

log N
f(N)

ìû ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ 1smax . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ïîëó÷àåì
òàêîå ñëîâî z, ÷òî

K(z) ≥ α + smaxδ/2−O(fsmax(N)) > α− g(N)

è

K(z|xi) ≤ 2δ + fsmax < 2δ + 3
D

q
log N

f(N)f(N) < g(N) (i = 1, 2).

Äðóãèìè ñëîâàìè, íå ìåíåå α áèòîâ îáùåé èíôîðìàöèè íàì óäà¼òñÿ âûäåëèòü
èç ñëîâ xi äëÿ óðîâíÿ òî÷íîñòè g(N). N
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7 Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû íå äàþò ïîëíîãî îòâåòà íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû.
Îñòà¼òñÿ íåäîêàçàííîé íàøà îñíîâíàÿ ãèïîòåçà 3 äëÿ íåñòîõàñòè÷åñêèõ êîðòå-
æåé. Îñòà¼òñÿ îòêðûòûì äàæå äîâîëüíî ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ýòîãî âîïðîñà �
ãèïîòåçà 2 (ôîðìóëèðîâêà äîêàçàííîé íàìè òåîðåìû 2 âûãëÿäèò íåñêîëüêî èñ-
êóññòâåííî). Íàêîíåö, áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü ïîäòâåðæäåíèÿ íàøåé îñ-
íîâíîé ãèïîòåçû 1 äëÿ ñâîéñòâ áîëåå îáùåãî âèäà, òðåáóþùèõ â ôîðìóëèðîâêå
íåñêîëüêèõ ïåðåìåí êâàíòîðîâ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ðå-
çóëüòàòîâ òðåáóåò ðàçâèòèÿ íîâîé êîìáèíàòîðíîé òåõíèêè.
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8 Ïðèëîæåíèå

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâà òåõíè÷å-
ñêèõ ëåìì, èñïîëüçîâàâøèõñÿ â îñíîâíîì òåêñòå.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ëþáîãî x̄′ ∈ T (x̄|ȳ)

K(x̄′|ȳ) ≤ K(x̄|ȳ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî òàêèõ x̄′ íå ïðåâîñõîäèò 2K(x̄|ȳ)+1. Äàëåå, îöåíèì ðàçìåð
T (x̄|ȳ) ñíèçó. Çàìåòèì, ÷òî çíàÿ ȳ è âñå ÷èñëà èç ïðîôèëÿ ~K ′(x̄|ȳ), ìîæíî ïå-
ðå÷èñëÿòü ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà T (x̄|ȳ) (ðàçóìååòñÿ, íå èìåÿ î÷åíü
áîëüøîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, íåëüçÿ îïðåäåëèòü, êîãäà äàííûé ïðî-
öåññ ïåðå÷èñëåíèÿ çàêîí÷èòñÿ). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü x̄ èç ȳ, äîñòà-

òî÷íî çíàòü âñå êîìïîíåíòû ðàñøèðåííîãî ñëîæíîñòíîãî ïðîôèëÿ ~K(x̄|ȳ), à
òàêæå íîìåð êîðòåæà x̄ â óêàçàííîì ñïèñêå (â ïîðÿäêå ïåðå÷èñëåíèÿ). Ñëåäî-
âàòåëüíî,

K(x̄|ȳ) ≤ log |T (x̄, ȳ)|+O(logN),

÷òî è äà¼ò òðåáóåìóþ îöåíêó íà ðàçìåð T (x̄|ȳ). N
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ñîãëàñíî ëåììå 1

|T (x̄|ȳ)| ≥ 2K(x̄|ȳ)−C logN

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíüøå ïîëîâèíû x̄′ ∈ T (x̄|ȳ)
èìåþò ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî ȳ áîëüøóþ èëè ðàâíóþ

K(x̄|ȳ)− C logN − 1.

Èìåííî ýòè x̄′ ∈ T (x̄|ȳ) ìû è âêëþ÷èì â ST (x̄|ȳ).
Ïîñêîëüêó êàæäûé ýëåìåíò x̄′ ∈ ST (x̄|ȳ) òàêæå ïðèíàäëåæèò è T (x̄|ȳ), ìû

èìååì
~K ′(x̄′, ȳ) ≤ ~K ′(x̄, ȳ).

Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî O(logN) âûïîëíåíî îáðàòíîå íåðàâåí-
ñòâî. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ëþáûõ V1, V2 ⊂ {1, . . . , n}, W1,W2 ⊂ {1, . . . ,m} ìû
äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî

K(x̄′V1
, ȳW1|x̄′V2

, ȳW2) ≥ K(x̄V1 , ȳW1 |x̄V2 , ȳW2)−O(logN). (6)

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

K(x̄′, ȳ) = K(x̄′V2
, ȳW2)+K(x̄′V1

, yW1|x̄′V2
, yW2)+K(x̄′, ȳ′|x̄′V1∪V2

, ȳW1∪W2)+O(logN).
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò

K(x̄V2 , ȳW2) +K(x̄′V1
, yW1|x̄′V2

, yW2) +K(x̄, ȳ|x̄V1∪V2 , ȳW1∪W2) +O(logN),

ïîñêîëüêó x̄′ ∈ T (x̄|ȳ). Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

K(x̄′, ȳ) +O(logN) = K(x̄, ȳ) =
= K(x̄V2 , ȳW2) +K(x̄V1 , yW1|x̄V2 , yW2)+

+K(x̄, ȳ′|x̄V1∪V2 , ȳW1∪W2) +O(logN),

ïîëó÷àåì (6). N
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

ïðåäûäóùåé ëåììû. Ñðàçó ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó áîëåå îáùåãî óòâåð-
æäåíèÿ ïóíêòà (2). Äëÿ ëþáûõ U1, U2, U3, U4 èìååì

K(x̄′U1
, ȳU3 |x̄′U2

, ȳU4 , z) ≤ K(x̄′U1
, ȳU3|x̄′U2

, ȳU4) +O(1) ≤ K(x̄U1 , ȳU3 |x̄U2 , ȳU4) + δ1.

Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ V1, V2,W1,W2

K(x̄′V1
, ȳW1|x̄′V2

, ȳW2 , z) < K(x̄V1 ȳW1|x̄V2 , ȳW2)− δ −D logN,

òî (àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2) ïîëó÷àåì

K(x̄′, ȳ|z) < K(x̄, ȳ)− δ + 2δ1 −D logN +O(logN).

Ïîëîæèâ δ = 2δ1+δ2, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîé êîíñòàíòå D. N

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6: Çàôèêñèðóåì àëãîðèòì, êîòîðûå ïîëó÷àåò íà
âõîä ÷èñëà α, β, γ è ïåðå÷èñëÿåò ñïèñîê âñåõ (α, β, γ)-ïîëóãðîçäåé. Áóäåì íà-
çûâàòü ýòîò àëãîðèòì ñòàíäàðòíûì ïåðå÷èñëèòåëåì. Õîòÿ ÷èñëî ïîëóãðîçäåé
(äëÿ ëþáîé òðîéêè ïàðàìåòðîâ) êîíå÷íî, ñòàíäàðòíûé ïåðå÷èñëèòåëü íèêîãäà
íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïîñêîëüêó ó íàñ íåò ýôôåêòèâíîãî ñðåäñòâà ðåøèòü, íàé-
äåíû ëè ê äàííîìó ìîìåíòó âñå ñóùåñòâóþùèå ïîëóãðîçäè ñ çàäàííûìè ïàðà-
ìåòðàìè. Ìû ìîæåì ëèøü ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî êàæäàÿ ïîëóãðîçäü áóäåò ðàíî
èëè ïîçäíî îáíàðóæåíà è âêëþ÷åíà â ñïèñîê.

Äàëåå ìû îïèøåì äðóãîé ïåðå÷èñëèòåëü, êîòîðûé âûáèðàåò íåêîòîðóþ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ñïèñêà âñåõ ïîëóãðîçäåé, âûäàâàåìîãî ñòàíäàðòíûì ïå-
ðå÷èñëèòåëåì. Äëÿ ýòîãî ìû çàïóñêàåì ñòàíäàðòíûé ïåðå÷èñëèòåëü, ïîñëåäî-
âàòåëüíî ðàññìàòðèâàåì ïîðîæäàåìûå èì ïîëóãðîçäè, è âûáèðàåì íåêîòîðûå èç
íèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóãðîçäè U0, . . . , Us óæå âûáðà-
íû; ïóñòü òåïåðü ñòàíäàðòíûé ïåðå÷èñëèòåëü íàõîäèò î÷åðåäíóþ ïîëóãðîçäü
V . Îáîçíà÷èì ε = 2(β − α + 2). Åñëè |V ∩ Ui| < 2β−ε äëÿ âñåõ i = 0, . . . , s, òî
ìû âûáèðàåì äàííóþ ïîëóãðîçäü è ïîëàãàåì Us+1 = V . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ìû ïðîïóñêàåì V è îæèäàåì ïîÿâëåíèÿ ñëåäóþùåé ïîëóãðîçäè â ñòàíäàðòíîì
ïåðå÷èñëåíèè.

Ïóñòü U0, . . . , Uq åñòü ñïèñîê âñåõ ïîëóãðîçäåé, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ îïè-
ñàííîé ïðîöåäóðîé (ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α, β, γ) â ïîðÿäêå èõ
îáíàðóæåíèÿ ñòàíäàðòíûì ïåðå÷èñëèòåëåì. Èç êîíñòðóêöèè î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
êàæäîé ïîëóãðîçäè V âûïîëíåíî ëèáî V = Ui, ëèáî õîòÿ áû |V ∩Ui| ≥ 2β−ε (äëÿ
íåêîòîðîãî i ≤ q). Òàêæå èç êîíñòðóêöèè ñëåäóåò, ÷òî |Ui ∩ Uj| < 2β−ε äëÿ ëþ-
áûõ äâóõ âûáðàííûõ ïîëóãðîçäåé Ui, Uj. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî q íå ñëèøêîì
âåëèêî.
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Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ìåíåå ÷åì 2β−α+2

âûáðàííûì ïîëóãðîçäÿì. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì 2γ ñëîâ x
òàêèõ, ÷òî K(x) < γ. Åñëè êàæäîå ñëîâî x ïðèíàäëåæèò íå áîëåå, ÷åì 2β−α+2

âûáðàííûì ïîëóãðîçäÿì, è êàæäàÿ ïîëóãðîçäü Ui ñîäåðæèò íå áîëüøå 2α ñëîâ,
òî îáùåå ÷èñëî âûáðàííûõ ïîëóãðîçäåé íå ìîæåò áûòü áîëüøå

2γ · 2β−α+2

2α
= 2β+γ−2α+2

Èòàê, îñòà¼òñÿ îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëî âûáðàííûõ ïîëóãðîçäåé, ñîäåðæàùèõ îäíó
ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó x.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ N = 2β−α+2 ðàçëè÷íûõ âûáðàííûõ ïîëóãðîçäåé
Ui, ñîäåðæàùèõ íåêîòîå ñëîâî ôèêñèðîâàííîå x. Îáîçíà÷èì

U ′i = Ui ∩ {y | K(y|x) < β}

äëÿ âñåõ ýòèõ ïîëóãðîçäåé Ui. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëóãðîçäè ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå
èç U ′i ñîäåðæèò íå ìåíåå 2α−1 ýëåìåíòîâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû èìååì∣∣∣⋃U ′i

∣∣∣ ≤ |{y | K(y|x) < β}| < 2β

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∣∣∣⋃U ′i

∣∣∣ ≥∑
i

|U ′i | −
∑
i<j

∣∣U ′i ∩ U ′j∣∣
Èç |U ′i | ≥ 2α−1, è

∣∣U ′i ∩ U ′j∣∣ ≤ |Ui ∩ Uj| ≤ 2β−ε, ñëåäóåò∣∣∣⋃U ′i

∣∣∣ ≥ N · 2α−1 −N2 · 2β−ε = 2β,

è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. N
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