
Ýêñïàíäåðû: ïîñòðîåíèå è íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ1À. �îìàùåíêî (â òåêñò âêëþ÷åíû çàïèñè, ñäåëàííûå À. Øåíåì).Ïðîñüáà ñîîáùàòü î çàìå÷åííûõ îøèáêàõ àâòîðó:email: andrei.romashhenko[AT℄gmail.om1 Îïðåäåëåíèÿ è íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìå-íåíèéÂ ýòîé ãëàâå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ýêñïàíäåðîâ (ðàñøèðÿþùèõ ãðà�îâ) èïðèâåäåì íåñêîëüêî èëëþñòðàíöèé èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ãðà�îâ.Îïðåäåëåíèå. Äâóäîëüíûé ãðà� G = (L, R, E) (L è R � ëåâàÿ è ïðà-âàÿ äîëè ãðà�îâ, E � ìíîæåñòâî ð¼áåð) íàçûâàåòñÿ (n, m, d)-ýêñïàíäåðîì(ðàñøèðÿþùèì ãðà�îì), åñëè |L| = n, |R| = m, ñòåïåíü âñåõ âåðøèí â ëåâîéäîëå L ðàâíà d, è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàñøèðåíèÿ:(1) Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S ⊂ L, |S| ≤ n
1000d ìíîæåñòâî ñîñåäåé (ñîñåäè

S ëåæàò â R) äîñòàòî÷íî âåëèêî: |Γ(S)| > 7
8d|S|.(2) Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S ⊂ L, òàêîãî ÷òî |S| ≤ n

2 , ìíîæåñòâî ñîñåäåéíåìíîãî áîëüøå ñàìîãî ìíîæåñòâà S, à èìåííî, |Γ(S)| > 9
8 |S|.Òàêèì îáðàçîì, ýêñïàíäåð ðàñøèðÿåò ìàëûå ìíîæåñòâà èç L ïî÷òè â dðàç, à îòíîñèòåëüíî áîëüøèå ìíîæåñòâà � õîòÿ áû íà íåáîëüøóþ äîëþ. Íåñëåäóåò âîñïðèíèìàòü ýòî îïðåäåëåíèå äîãìàòè÷åñêè: â ïðèëîæåíèÿõ ìî-æåò áûòü ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ýêñïàíäåð, â êîòîðîì êîíñòàíòû îòëè÷íû îò

1/(1000d), 7/8 è 9/8. Ìû âûáðàëè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ïîç-âîëÿþò ëåãêî äîêàçàòü òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîêàçàòü íåñêîëüêî ïðè-ìåðîâ ïðèìåíåíèé.Òåîðåìà. Ñóùåñòâóþò òàêèå n0, d0 òàêèå, ÷òî äëÿ äëÿ âñåõ n ≥ n0, d ≥
d0 è m ≥ 3

4n ñóùåñòâóåò (n, m, d)-ýêñïàíäåð.Äîêàçàòåëüñòâî: Âûáåðåì ãðà� ñëó÷àéíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ êàæ-äîé âåðøèíû â L ìû ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî âûáèðàåì d ñîñåäåé â R (òàêèìîáðàçîì, ðàçðåøàþòñÿ ïàðàëëåëüíûå ð¼áðà). Ïîêàæåì, ÷òî ñ áîëüøîé âå-ðîÿòíîñòüþ òàêîé ãðà� îêàçûâàåòñÿ ýêñïàíäåðîì.
Prob[ïåðâîå ñâîéñòâî ýêñïàíäåðà ãðà�à íàðóøåíî] ≤ ∑
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,ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì ìíîæåñòâàì S ⊂ L ðàçìåðà íå áîëåå
n/(1000d) è ïî âñåì ìíîæåñòâàì T ⊂ R ðàçìåðà (7/8)d|S|. Îöåíèì äàííóþ1Çàïèñêè ñêîìïèëèðîâàíû èç ìàòåðèàëîâ ëåêöèé, ïðî÷èòàííûõ íà ìåõìàòå Ì�Ó è âComputer Siene Club Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà âåñíîé 2009 ã.1
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< 1/20(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d). Îáðàùàåìâíèìàíèå: ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèå m ≥ 3n/4.
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T ⊂ R òàêèì, ÷òî |T | = 9

8 |S|). Ìû îöåíèì (2) ñâåðõó:
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Ïåðâûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýêñïàíäåðîâ: êîäû, èñïðàâëÿùèåîøèáêè.Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ðàñøèðÿþùåãî ãðà�à ïîñòîðèòü ëèíåéíûéêîä, ïîçâîëÿþùèé èñïðàâëÿòü îøèáêè â äîëå δ = 1/(2000d) áèòîâ. ×òîáûçàäàòü ëèíåéíûé êîä ñ äëèíîé êîäîâîãî ñëîâà n, äîñòàòî÷íî îïèñàòü åãîïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó H (ñëîâî x ∈ {0, 1}n ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì åñëèè òîëüêî åñëè Hxt = 0). Äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî çàäàòü ñèñòåìó ëèíåé-íûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn; ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû è áóäóòêîäîâûìè ñëîâàìè.Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé (n, 3n/4, d)-ýêñïàíäåð G. Ñîïîñòàâèì ïåðåìåí-íûå x1, . . . , xn âåðøèíàì â ëåâîé äîëå ãðà�à. Âåðøèíàì èç ïðàâîé äîëèáóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü óðàâíåíèÿ. À èìåííî, êàæäîé âåðøèíå v èç ïðàâîéäîëè G ìû ñîïîñòàâëÿåì óðàâíåíèå
xi1 + . . . + xis

= 0 (mod 2),ãäå xi1 , . . . , xis
� ýòî ñïèñîê âåðøèí, ñîåäèí¼ííûõ ð¼áðàìè ñ v.×èñëî óðàíâåíèé ðàâíî 3n/4, òàê ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøå-íèé íå ìåíüøå n/4. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â íàøåì êîäå áóäåò íå ìåíåå 2n/4 êîäî-âûõ ñëîâ.Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî äàííûé êîä äåéñòâèòåëüíî èñïðàâëÿåò îøèáêè.Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè êîäîâûìè ñëî-âàìè íå ìîæåò áûòü ìåíüøå n/(1000d) (íà ñàìîì äåëå äëÿ ðàññòîÿíèÿ ýòî-ãî êîäà ìîæíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó; íî ìû îãðàíè÷èìñÿ ñàìûìïðîñòûì ðàññóæäåíèåì). Äëÿ ëèíåéíîãî êîäà íóæíîå íàì óñëîâèå ýêâèâà-ëåíòíî òîìó, ÷òî â êàæäîì íåíóëåâîì êîäîâîì ñëîâå äîëæíî áûòü íå ìåíåå

n/(1000d) åäèíèö.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü åñòü êîäîâîå ñëîâî x1 . . . xn (ðåøåíèå ñè-ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðà�ó G), â êîòîðîì ìåíåå
n/(1000d) åäèíèö. Îáîçíà÷èì S ìíîæåñòâî âåðøèí èç ëåâîé äîëè ãðà�à, ñî-îòâåòñòâóþùèõ åäèíèöàì â äàííîé áèòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñêîëüêó
|S| < n/(1000d), ìîæíî ïðèìåíèòü ïåðâîå ñâîéñòâî ýêñïàíäåðà: ÷èñëî ñîñå-äåé S äîñòàòî÷íî âåëèêî

|Γ(S)| ≥ 7d|S|
8Èç S âûõîäèò ðîâíî d|S| âåðøèí. Ïîäñ÷èòàåì ñðåäíåå (ïî âñåì âåðøèíàì

v ∈ Γ(S)) ÷èñëî ðåáåð, êîòîðîå ïðèõîäèò èç S â v. Î÷åâèäíî, ýòî ÷èñëî íåïðåâîñõîäèò
d|S|

7d|S|/8
= 8/7 < 2Ýòî çíà÷èò, ÷òî õîòÿ áû ó îäíîé âåðøèíû v èç ïðàâîé äîëè åñòü ðîâíîîäèí ñîñåä èç S. Íî â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå v, íå âû-ïîëíåíÿåòñÿ íà íàáîðå x1 . . . xn. Çíà÷èò, íàáîð áèòîâ ñ ìåíåå ÷åì n/(1000d)åäèíèöàìè íå ìîæåò áûòü êîäîâûì ñëîâîì.3



Äëÿ äàííîãî êîäà èìååòñÿ áûñòðûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ. Ïóñòü äàííàáîð áèòîâ y = (y1, . . . , yn), êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò îò íåêîòîðîãî ñëîâà
x = (x1, . . . , xn) ìåíåå ÷åì â n/2000d áèòîâ. Ìû ìîæåì íàéòè x ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì. Ïàðàëëåëüíî äëÿ êàæäîãî áèòà i = 1, . . . , n ïîñ÷èòàåì ÷èñ-ëî ðàâíûõ åäèíèöå êîíòðîëüíûõ ñóìì (ðàâåíñòâ, çàäàâàåìûõ ïðîâåðî÷íîéìàòðèöåé), â êîòîðûå ýòîò áèò âõîäèò (åñëè âñå êîíòðîëüíûå ñóììû ðàâíûíóëþ, òî íàáîð áèòîâ ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì); åñëè ýòî ÷èñëî áîëüøå
d/2, ìåíÿåì äàííûé áèò íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ïîâòîðÿåì ýòó ïðîöåäóðóêîððåêöèè, ïîêà âñå êîíòðîëüíûå ñóììû íå îáíóëÿòñÿ.Ïîêàæåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå îïèñàííîé ïðîöåäóðû õýììèíîãîâñêîåðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûì ñëîâîì x è äåêîäèðóåìûì ñëîâîì y óìåíüøà-åòñÿ â Ω(1) ðàç. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç O(log n) èòåðàöèé âñå îøèáêè áóäóòèñïðàâëåíû (ò.å. y ñîâïàä¼ò ñ x, è äåêîäèðîâàíèå áóäåò çàêîí÷åíî).Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàññìîòðìè ñëó÷àé x = (0, . . . , 0). Ìû ïðåä-ïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî åäèíèö â âåêòîðå y íå ïðåâîñõîäèò n/2000d. Íàì íóæíîïîêàçàòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå îïèñàííîé ïðîöåäóðû ÷èñëî åäèíèö áóäåòóìåíüøàòüñÿ íå ìåíåå, ÷åì â êîíñòàíòó ðàç. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî íîìå-ðîâ áèòîâ y, â êîòîðûõ ñòîÿò åäèíèöû; ïðåäñòàâèì S â âèäå îáúåäèíåíèÿ:
S = S0∪S1, ãäå â S0 � ïîçèöèè, êîòîðûå îáíóëÿòñÿ íà ñëåäóþùåì øàãå; S1 �ïîçèöèè, â êîòîðûõ ñîõðàíÿòñÿ åäèíèöû. Íàêîíåö, îáîçíà÷èì T ìíîæåñòâîíîìåðîâ òåõ ïîçèöèé, â êîòîðûõ â íà÷àëå ñòîÿëè íóëè, à ïîñëå ïðèìåíåíèÿïðîöåäóðû êîððåêöèè âîçíèêëà åäèíèöà. Íàøà çàäà÷à ïîêàçàòü, ÷òî

|S1| + |T | ≤ c|S|äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c < 1 (íå çàâèñÿùåé íè îò n, íè îò ðàçìåðà S).Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî T ñîäåðæèò ìåíåå |S|/2 âåðøèí. Ïðåäïîëîæèìïðîòèâíîå; âûáåðåì èç T ðîâíî |S|/2 âåðøèí è íàçîâ¼ì ýòî ìíîæåñòâî T ′.Ïðèìåíèì ê S ∪ T ñâîéñòâî ðàñøèðåíèÿ ýêñïàíäåðà:
7

8
d(|S| + |T ′|) < |Γ(S ∪ T ′)| ≤ d|S| + d

2
|T ′|(âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ó êàæîé âåðøèíû S ìîæåò áûòü íåáîëåå d ðàçëè÷íûõ ñîñåäåé, à ó êàæäîé âåðøèíû T � íå áîëåå d/2 ñîñåäåéíå ÿâëÿþùèõñÿ ïðè ýòîì ñîñåäÿìè S). Ñðàâíèâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòèíåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì |T ′| < |S|/3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæå-íèþ.Äàëåå, ðàçîáúåì ñîñåäåé (èç ïðàâîé äîëè ãðà�à) âåðøèí S íà äâà êëàññà:ìíîæåñòâî U , ó êîòîðûõ èìååòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ñîñåäó â S, è ìíîæåñòâî

V , ó êîòîðûå åñòü õîòÿ áû äâà ñîñåäà â S. Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî ð¼áåð ìåæäó Sè U ∪ V äâóìÿ ñïîñîáàìè: êàê ÷èñëî ð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç S, è êàê ÷èñëîð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç U è V â S:
d|S| ≥ |U | + 2|V |(â êàæäóþ âåðøèíó V âõîäèò íå ìåíåå äâóõ ð¼áåð èç S). Òàêèì îáðàçîì,4



|V | ≤ (d|S| − |U |)/2 Ïðèìåíÿåì ê S ñâîéñòâî ýêñïàíäåðà:
7

8
d|S| ≤ |Γ(S)| ≤ |U | + |V | ≤ d|S|

2
− |U |

2Ñëåäîâàòåëüíî, |U | ≥ 3
4d|S|. �àçóìååòñÿ, ÷èñëî ð¼áåð, âåäóùèõ èç S â U ,òîæå íå ìåíüøå 3

4d|S|. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ð¼áåð èç S â V íå áîëüøå
1
4d|S|.Çàìåòèì, ÷òî íå ìåíåå ïîëîâèíû ñîñåäåé êàæäîé âåðøèíû èç S1 ëåæàòâ V . Ñëåäîâàòåëüíî,

d

2
|S1| ≤ |E(S1, V )| ≤ 1

4
d|S|,è |S1| ≤ 1

2 |S|. Òàêèì îáðàçîì,
|S1| + |T | ≤ (1/2 + 1/3)|S|ò.å. ÷èñëî `îøèáî÷íûõ' áèòîâ y ïîñëå îïåðàöèè êîððåêöèè óìåíüøàåòñÿ ïîêðàéíåé ìåðå â 5/6 ðàçà.Ïîçäíåå ìû âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å î êîäàõ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, è ðàñ-ñìîòðèì áîëåå ñëîæíóþ è ý��åêòèâíóþ êîíñòðóêöèþ êîäà, ïîðîæäàåìîãîýêñïàíäåðîì.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ íàì â äàííîì ñëó÷àå íóæ-íà ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ýêñïàíäåðà � íàì íåîáõîäèì àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçàäàííîìó n çà âðåìÿ poly(n) ñòðîèò (n, 3n/4, d)-ýêñïàíäåð.Ëèòåðàòóðà: [HLW℄.Âòîðîé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýêñïàíäåðîâ: óâåëè÷åíèå âåðîÿò-íîñòè óñïåõà â àëãîðèòìàõ ñ äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.Îïðåäåëåíèå ßçûê L ïðèíàäëåæèò ñëîæíîñòíîìó êëàññó RP , åñëèñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A òàêîé ÷òî1. äëÿ x ∈ L äëÿ âñåõ r ∈ {0, 1}poly(n) A(x, r) = 12. äëÿ x 6∈ L íå áîëåå ÷åì äëÿ 1/2000 âñåõ r ∈ {0, 1}poly(n) ìîæåò âûïîë-íÿòüñÿ A(x, r) = 1Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãî-ðèòì A ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îøèáêèóìåíüøèëàñü äî ε, à ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ ñëó÷àéíûõ áèòîâ íå èçìåíèòñÿ.Ïóñòü èñõîäíûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò k = k(n) ñëó÷àéíûõ áèòîâ äëÿâû÷èñëåíèé íà âõîäàõ äëèíû n. Çà�èêñèðóåì (2k, 2k, d)-ýêñïàíäåð G, ãäå

d > 1/ε. Íîâûé àëãîðèòì äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáèðàåòñÿ ñëó-÷àéíàÿ âåðøèíà v èç ëåâîé äîëè ãðà�à (äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ k ñëó÷àéíûõáèòîâ); çàòåì èñõîäíûé àëãîðèòì A ïîñëåäîâàòåëüíî çàïóñêàåòñÿ íà âñåõ díàáîðàõ ñëó÷àéíûõ áèòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñåäÿì âåðøèíû v. Åñëè âñå5



ïîëó÷åííûå îòâåòû ðàâíû 1, íîâûé àëãîðèòì òàêæå âîçâðàùàåò åäèíèöó; âïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçâðàùàåòñÿ íîëü.Ïîêàæåì, ÷òî ó íîâîãî àëãîðèòìà âåðîÿòíîñòü îøèáêè íå ïðåâîñõîäèò
1/d. Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì B = B(x) ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèí w èç ïðà-âîé äîëè ãðà�à, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåâåðíîìó îòâåòó ñòàðãî àëãîðèòìàíà âõîäå x; àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì S = S(x) ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèí v èçëåâîé äîëè ãðà�à, êîòîðûå äëÿ êîòîðûõ íîâûé àëãîðèòì äà¼ò íåâåðíûé îò-âåò íà âõîäå x. Î÷åâèäíî, S ñîñòîèò èç âåðøèí, âñå ñîñåäè êîòîðûõ ëåæàòâ B.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S ñîäåðæèò íå ìåíåå n/(1000d) âåðøèí. Âûáåðåì ñðå-äè íèõ ðîâíî n/(1000d) âåðøèí è íàçîâ¼ì ýòî ìíîæåñòâî S′. Ïî ñâîéñòâóýêñïàíäåðà, èìååì

|Γ(S′)| ≥ 7

8
d

n

1000d
= 7n/8000 > n/2000Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âñå ñîñåäè S′ ëåæàò â B.Â äàííîì ñëó÷àå íàì íóæíà ÿâíàÿ â áîëåå ñèëüíîì (÷åì â ïåðâîì ïðèìå-ðå) ñìûñëå êîíñòðóêöèÿ ýêñïàíäåðà. �àçìåð ãðà�à ýêñïîíåíöèàëíî ðàñò¼òñ óâåëè÷åíåì k, è íàì íåîáõîäèì àëãîðèòì, êîòîðûé ïî çàäàííîìó íîìåðóâåðøèíû v (èç ëåâîé äîëè ãðà�à) çà âðåìÿ poly(k) íàõîäèò ñïèñîê íîìåðîââñåõ ñîñåäåé ýòîé âåðøèíû (â ïðàâîé äîëå ãðà�à).Ëèòåðàòóðà: [HLW℄.Òðåòèé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýêñïàíäåðîâ: õðàíåíèå ìíîæåñòâàñî ñâåðõáûñòðûì çàïðîñîì ýëåìåíòîâ.Ìû îðãàíèçóåì õðàíåíèå m-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà S ⊂ {1, . . . , n} ââèäå îïèñàíèÿ X , ñîñòîÿùåãî èç O(m log n) áèòîâ. Ïðè ýòîì ïðîâåðêà ïðè-íàäëåæíîñòè a ∈ S áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ ÷ðåçâû÷àéíî áûñòðî. À èìåííî,ìû ïîñòðîèì òàêîé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáîìó âõîäó açàïðàøèâàåò èç X îäèí (si!) áèò; åñëè ýòîò áèò îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì åäèíè-öå, òî àëãîðèòì îòâå÷àåò, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì S; â ïðîòèâíîì ñëó÷àåàëãîðèòì ãîâîðèò, ÷òî a ìíîæåñòâó íå ïðèíàäëåæèò. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî

a ∈ {1, . . . , n} àëãîðèòì îøèáàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëåå 1/3.×òîáû ïîñòîèòü íóæíîå íàì õðàíèëèùå X , ìû ñíà÷àëà çà�èêñèðóåìíåêîòðûé ýêñïàíäåð, ó êîòîðîãî ëåâàÿ äîëÿ L ñîñòîèò èç n âåðøèí, ïðàâàÿ
R èç k = O(m log n) âåðøèí, ñòåïåíü âñåõ âåðøèí ëåâîé äîëè îäèíàêîâà èðàâíà íåêîòîðîìó d, è äëÿ êàæäîãî A ⊂ L ðàçìåðà íå áîëåå 2m

|Γ(A)| ≥ 7
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d|A|

X áóäåò ñîñòîÿòü â ðàçìåòêå âåðøèí ïðàâîé äîëè íóëÿìè è åäèíèöàìè. Ýòóðàçìåòêó íóæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ó êàæäîé âåðøèíû èç S íåìåíåå 2/3 ñîñåäåé áûëè ïîìå÷åíû åäèíèöåé, à ó êàæäîé âåðøèíû íå èç Síå ìåíåå 2/3 ñîñåäåé áûëè ïîìå÷åíû íóëÿìè.6



Âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè a ∈ S ðàáîòàåò î÷åâèäíûì îá-ðàçîì: âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåðøèíà èç Γ(a) è çàïðàøèâàåòñÿ ïîìåòêàäàííîé âåðøèíû (â ïðàâîé äîëå ãðà�à).Îñòà¼òñÿ îáúÿñíèòü, êàê ïîñòðîèòü íóæíóþ íàì ðàçìåòêó ïðàâîé äîëèãðà�à. Áóäåì ñòðîèòü å¼ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè. Ñíà÷àëà ïî-ìåòèì âñåõ ñîñåäåé âñåõ âåðøèí èç S åäèíèöàìè, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû� íóëÿìè. Íà äàííîé ðàçìåòêå íàø àëãîðèòì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âîçâðàùàåòïðàâèëüíûé îòâåò äëÿ âñåõ a ∈ S. Îäíàêî äëÿ a íå èç S ïðîâåðîÿíûé àëãî-ðèòì ìîæåò ðàáîòàòü íåâåðíî. Îáîçíà÷èì T ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåðøèíâíå S, ó êîòîðûõ áîëåå d/3 ñîñåäåé ïîìå÷åíû åäèíèöåé. Ïîìåíÿåì ðàçìåò-êó: ïîìåòèì âñåõ ñîñåäåé T íóë¼ì. Òåïåðü ðàçìåòêà ìîæåò ñòàòü ïëîõîéäëÿ ÷àñòè âåðøèí èç S. Îáîçíà÷èì S′ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåðøèí èç S, óêîòîðûõ áîëåå d/3 ñîñåäåé ïîìå÷åíû íóëÿìè. Äàëåå, ïîìåíÿåì ðàçìåòêó óâñåõ ñîñåäåé S′ íà åäèíèöû. Ïîñëå ýòîãî ìîæåò âíîâü âîçíèêíóòü ìíîæåñòâî`íåïðàâèëüíûõ' âåðøèí âíå S, è ò.ä.×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äàííûé ïðîöåññ â êîíöå êîíöîâ ñîéä¼òñÿ, íóæíîïîêàçàòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå ÷èñëî `ïðîáëåìíûõ' âåðøèí óìåíüøàåòñÿâ êîíñòàíòó ðàç. Ïîñêîëüêó âñå øàãè àíàëîãè÷íû, äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòüñàìûé ïåðâûé: äîêàæåì, ÷òî T â êîíñòàíòó ðàç ìåíüøå, ÷åì S.Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ S ∪ T âûïîëíåíî ñâîéñòâî ðàñøèðåíèÿ:
(7/8)d(|S| + |T |) ≤ |Γ(S ∪ T )| ≤ d|S| + (2/3)d|T |Îòêóäà ïîëó÷àåì |T | ≤ 3/5|S|.Óïðàæíåíèå: Ýêñïàíäåð ñ êàêèìè ïàðàìåòðàìè íàì íóæåí â äàííîéêîíñòðóêöèè?Ëèòåðàòóðà: [BMRV℄.2 Àëãåáðàè÷åñêèå ýêñïàíäåðû.Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå `ÿâíîé' êîíñòðóêöèè ýêñïàíäåðîâ. Ìûîãðàíè÷èìñÿ ýêñïàíäåðàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Âî-ïåðâûõ, ìû áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü îäíîðîäíûå ýêñïàíäåðû, ò.å. òàêèå ãðà�û, ó êîòîðûõ ÷èñëî âåð-øèí â ëåâîé è ïðàâîé äîëå ñîâïàäàëî. Âî-âòîðûõ, áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáûãðà� áûë ñèììåòðè÷åí. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðøèíû ãðà�à â ëåâîé è ïðàâîéäîëÿõ ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè â ãðà�å åñòü ðåáðî,ñîåäèíÿþùåå i-óþ âåðøèíó èç ëåâîé äîëè ñ j-îé âåðøèíîé èç ïðàâîé, òîäîëæíî áûòü è ñèììåòðè÷íîå åìó ðåáðî, âåäóùåå èç j-îé âåðøèíû ëåâîéäîëè â i-óþ âåðøèíó ïðàâîé.Äëÿ îäíîðîäíûõ è ñèììåòðè÷íûõ ýêñïàíäåðîâ äâóäîëüíàÿ êîíñòðóêöèÿãðà�à ïðåäñòàâëÿåòñÿ èçëèøíèì óñëîæåíåíèåì. Â ñàìîì äåëå, ìû ìîæåì`ñêëåèòü' ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ëåâîé è ïðàâîé äîëè ãðà�à. Ïðè ýòîììû ïîëó÷èì íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� ñ n âåðøèíàìè ñòåïåíè d (èç êàæäîéâåðøèíû âûõîäèò d ð¼áåð; äîïóñêàþòñÿ êðàòíûå ð¼áðà è ïåòëè). Òàêîé ãðà�îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè A, â êîòîðîé aij ðàâíî ÷èñëó ð¼áåð,7



ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû i è j. Ýòà ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà; ñóììà ÷èñåë âëþáîé å¼ ñòðîêå èëè ñòîëáöå ðàâíà d.�àçëè÷íûå ñâîéñòâà ãðà�à óäîáíî îïèñûâàòü â òåðìèíàõ ýòîé ìàòðèöû:
• (i, j)-é ýëåìåíò ìàòðèöû Ak åñòü ÷èñëî ïóòåé äëèíû k, èäóùèõ èçâåðøèíû i â âåðøèíó j;
• åñëè ðàçäåëèòü ìàòðèöó A íà d, òî ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé ñóì-ìà ëþáîé ñòðîêè è ëþáîãî ñòîëáöà ðàâíà 1. Óìíîæåíèå íà ýòó ìàòðèöóîïèñûâàåò ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå: åñëè p � âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòîÿùèéèç âåðîÿòíîñòåé, îïèñûâàþùèõ ðàñïðåäåëåíèå ïî âåðøèíàì â êàêîé-òîìîìåíò, òî (Ap) � ðàñïðåäåëåíèå ÷åðåç îäèí øàã ñëó÷àéíîãî áëóæäà-íèÿ (ìû âûáèðàåì ñëó÷àéíóþ âåðøèíó ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ p èïåðåõîäèì ê å¼ ñîñåäó, âûáðàâ ñëó÷àéíî îäíî èç d ð¼áåð).Ïîñëåäíåå íàáëþäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ãðà�ó(èç òåêóùåé âåðøèíû ìû ðàâíîâåðîÿòíî ïåðåõîäèì ïî îäíîìó èç ð¼áåð âäðóãóþ, è òàê äàëåå) ñâÿçàíî ñî ñòåïåíÿìè ìàòðèöû A/d: ÷åì áëèæå ýòèñòåïåíè ê ìàòðèöå ðàâíîìåðíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ (â êîòîðîé âñå ýëåìåí-òû ðàâíû 1/n), òåì áîëåå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí ðåçóëüòàò ñëó÷àéíîãîáëóæäàíèÿ. Èçó÷àòü ñòåïåíè ìàòðèöû åñòåñòâåííî â ñîáñòâåííîì áàçèñå.Çàìåòèì, ÷òî â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A óäîáíî âûðàæàòüíåêîòîðûå êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ãðà�à. Ñäåëàåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ íà-áëþäåíèé:
• ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà è ïîòîìó èìååò îðòîãîíàëüíûé ñîáñòâåííûéáàçèñ íàä âåùåñòâåííûì ïîëåì, ñ âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà-÷åíèÿìè;
• ïîñêîëüêó ñóììà âñåõ ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà d, âåêòîð (1, 1, . . . , 1)(ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì è èìååòñîáñòâåííîå çíà÷åíèå d;
• âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå ïðåâîñõîäÿò d ïî ìîäóëþ: ïîñêîëüêó ñóì-ìû ýëåìåíòîâ âî âñåõ ñòðîêàõ ìàòðèöû ðàâíû d, òî ìàêñèìóì ìîäóëåéñîáñòâåííîãî âåêòîðà ïðè óìíîæåíèè íà A óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åìâ d ðàç;
• åñëè ãðà� ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, òî èìååòñÿíåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì d (äëÿ âåð-øèí îäíèõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè áåð¼ì åäèíèöû, äëÿ äðóãèõ íóëè);
• íàïðîòèâ, åñëè ãðà� ñâÿçåí, òî ñîáñòâåííûé âåêòîð ñî çíà÷åíèåì dåäèíñòâåííûé: âîçüì¼ì ìàêñèìàëüíóþ ïî ìîäóëþ êîîðäèíàòó ýòîãîâåêòîðà (âåðøèíó ãðà�à), îíà ðàâíà ñðåäíåìó ïî ñîñåäÿì, è ïîòîìóâî âñåõ ñîñåäÿõ äîëæíî áûòü òî æå çíà÷åíèå; òî æå âåðíî äëÿ ñîñåäåéñîñåäåé, è ò.ä.; 8



• äëÿ äâóäîëüíîãî ãðà�à èìååòñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð ñî çíà÷åíèåì −d:íàäî â îäíîé äîëå âçÿòü åäèíèöû, à â äðóãîé ìèíóñ åäèíèöû;
• åñëè èìååòñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð ñî çíà÷åíèåì −d, òî ãðà� èìååò äâó-äîëüíóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó (âîçüì¼ì ìàêñèìàëüíóþ ïî ìîäóëþ êî-îðäèíàòó, â å¼ ñîñåäÿõ áóäåò òî æå ÷èñëî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì,è òàê äàëåå: ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ýòîé âåðøèíû äåëèòñÿ íà äâå äîëè).Ëèòåðàòóðà: [AB, HLW℄.�åîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà àëãåáðàè÷åñêîãî ýêñïàíäåðàÎïðåäåëåíèå. �åãóëÿðíûé ãðà� ñòåïåíè d ñ n âåðøèíàìè, ó êîòîðîãîâñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà êðîìå îäíîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäÿò

αd, áóäåì íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêèì (n, d, α)-ýêñïàíäåðîì.Äàííîå îïðåäåëåíèå îïðàâäàíî, ïîñêîëüêó îöåíêè íà ñîáñòâåííûå ÷èñ-ëà âëåêóò çà ñîáîé êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ãðà�à, â òîé èëè èíîé �îðìåîçíà÷àþùèå �õîðîøåå ïåðåìåøèâàíèå�.Ïóñòü ãðà� G èìååò n âåðøèí, ñòåïåíü d è âòîðîå ïî àáñîëþòíîé âåëè-÷èíå ñîáñòâåííîå ÷èñëî αd. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèÿ:Ëåììà î ïåðåìåøèâàíèè [expander mixing lemma℄Ïóñòü A è B �ïðîèçâîëüíûå (âîçìîæíî, ïåðåñåêàþùèåñÿ) ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà�à. Òî-ãäà ÷èñëî |E(A, B)| ðåáåð, âåäóùèõ èç A â B óäîâëåòâîðÿåò òàêîé îöåíêå:
∣

∣

∣

∣

|E(A, B)| − d · |A| · |B|
n

∣

∣

∣

∣

≤ αd
√

|A| · |B|Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì 1A è 1B õàðàêåòðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ìíî-æåñòâ A è B (i-àÿ êîîðäèíàòà ñîîòâåñòâóþùåãî âåêòîðà ðàâåí åäèíèöå, åñ-ëè i-àÿ âåðøèíà ãðà�à ïðèíàäëåæèò A èëè B ñîîòâåòñòâåííî; â ïðîòèâíîìñëó÷àå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû ðàâíî íóëþ).Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ ìàòðèöû Mçàäàííîãî ýêñïàíäåðà, à λ1, . . . , λn � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà.Ìû ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèÿ àáñîëþòíîéâåëè÷èíû:
|λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|Ïðè ýòîì
e1 =

1√
n

(1, 1, . . . , 1),à λ1 = d, è |λi| ≤ αd äëÿ i > 1. �àçëîæèì âåêòîðû 1A è 1B ïî ñîáñòâåííîìóáàçèñà: 1A =
∑

aiei, 1B =
∑

biei. Åñëè M � ìàòðèöà ãðà�à, òî
|E(A, B)| = 1AM1B = (

n
∑

i=1

aiei)M(
n

∑

i=1

biei)
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Âûäåëèì ïåðâûé ÷ëåí ýòîé ñóììû:
|E(A, B)| = d

|A|√
n
· |B|√

n
+

n
∑

i=2

λiaibiÒàêèì îáðàçîì,
∣

∣

∣

∣

|E(A, B)| − d · |A| · |B|
n

∣

∣

∣

∣

= |
n

∑

i=2

λiaibi| ≤ αd|
n

∑

i=1

aibi| ≤ αd·||1A||2·||1B||2 = αd·
√

|A||B|è ëåììà äîêàçàíà.Òåîðåìà î ð¼áåðíîì ðàñøèðåíèè. Ïóñòü ãðà� G èìååò n âåðøèí,ñòåïåíü d è âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî αd. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Aèç íå áîëåå ÷åì n/2 ýëåìåíòîâ íå ìåíåå (1−α)d
2 |A| ð¼áåð âåäóò âîâíå A.Äîêàçàòåëüñòâî: Âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû ãðà�à M ìîæíîâû÷èñëèòü êàê ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ

|f tMf |
||f ||2ïî âñåì âåêòîðàì ñ íóëåâîé ñóììîé êîîðäèíàò (ò.å. ìàêñèìóì ïî âñåì âåê-òîðàì èç îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê ïåðâîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó e1 =

(1, 1, . . . , 1)). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàê-ñèìóì ýòîãî îòíîøåíèÿ íå ìåíüøå d − 2hv(G), ãäå hv(G) � êîý��èöèåíòð¼áåðíîãî ðàñøèðåíèÿ:
hv(G) min

A⊂V, |A|≤n/2

|E(A, Ā)|
|A|Ïóñòü A åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à (ðàçìåðà íå áîëåå n/2). Îáîçíà÷èì

1A è 1Ā õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ñàìîãî ìíîæåñòâà A è åãî äîïîëíåíèÿ.�àññìîòðèì âåêòîð
f = |Ā|1A − |A|1Āñóììà êîîðäèíàò êîòîðîãî ðàâíà íóëþ. Åãî íîðìà

||f ||2 = |Ā|2 · |A| + |A|2 · |Ā| = |A| · |Ā| · nÄàëåå,
f tMf = 2|E(A, A)| · |Ā|2 + 2|E(Ā, Ā)| · |A|2 − 2|E(A, Ā)| · |A| · |Ā|Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå ðàâíî

dn|A| · |Ā| − |E(A, Ā)|n2Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî M íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
dn|A| · |Ā| − |E(A, Ā)|n2

n|A||Ā| = d − n|E(A, Ā)|
|A||Ā| ≥ d − 2|E(A, Ā)|

|A|10



è òåîðåìà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå: Äèàìåòð âñÿêîãî (n, d, α)-ýêñïàíäåðà ðàâåí O(log n)Äîêàçàòåëüñòâî: Çàìåòèì, ÷òî ó ìíîæåñòâà A ⊂ V ðàçìåðà íå áîëåå
n/2 äîëæíî áûòü íå ìåíåå (1−α)

2 |A| ñîñåäåé (ïîñêîëüêó â êàæäóþ èç ñîñåä-íèõ âåðøèí ìîæåò âõîäèòü íå áîëåå d ð¼áåð èç A).Ïóñòü x è y � äâå âåðøèíû ýêñïàíäåðà. �àññìîòðèì `øàðû' ñ öåíòðàìè âýòèõ òî÷êàõ, ò.å. ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà�à, óäàë¼ííûå îò x è y ñîîòâòåñòâåí-íî íà ðàññòîÿíèå íå áîëåå r. Ïîêà ýòè øàðû ñîäåðæàò ìåíåå n/2 âåðøèí,êàæäîå óâåëè÷åíèè ðàäèóñà r íà åäèíèöó óâåëè÷èâàåò ÷èñëî òî÷åê â øà-ðàõ íå ìåíåå ÷åì â (1− α)/2 ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè r = O(log n) ðàçìåðûøàðîâ ïðåâûñÿò n/2, è îíè ïåðåñåêóòñÿ.Îòìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ ÷èñëî α îïðåäåëÿåò êîíñòàíòó â O-áîëüøîì.Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî d â d-ðåãóëÿðíûõ ãðà�àõ ñ n âåðøèíàìè âòîðîåïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îãðàíè÷åíî ñíèçó: λ ≥ 2
√

d − 1−
o(1) ïðè n → ∞.Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì λ(G) âòîðîå ïî àáñîëþòíîå âåëè÷èíå ñîá-ñòâåííîå ÷èñëî d-ðåãóëÿðíîãî ãðà�à G. ×òîáû âû÷èñëèòü λ(G), ðàññìîò-ðèì ñòåïåíü ãðà�à (l-àÿ ñòåïåíü ãðà�à G åñòü ãðà� ñ òåì æå ìíîæåñòâîìâåðøèí; ðåáðàìè æå ñòàíîâÿòñÿ ïóòè äëèíû l â èñõîäíîì ãðà�å). Ìàòðèöà
l-îé ñòåïåíè ãðà�à åñòü l-àÿ ñòåïåíü ìàòðèöû èñõîäíîãî ãðà�à; ñîáñòâåííûå÷èñëà ïðè ýòîì òîæå âîçâîäÿòñÿ â l-óþ ñòåïåíü.Ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ÷¼òíóþ ñòåïåíü ãðà�à l = 2k. Íàïîìíèì,÷òî äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèå ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, íà-äî îãðàíè÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ åé êâàäðàòè÷íóþ �îðìó íà îðòîãîíàëüíîåäîïîëíåíèå ê ïåðâîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó e = (1, . . . , 1) è âçÿòü å¼ ìàê-ñèìóì íà åäèíè÷íîì øàðå. Òàêèì îáðàçîì,

λ(G)2k = λ(G2k) ≥ f tM2kf

||f ||2äëÿ ëþáîãî âåêòîðà f ñ íóëåâîé ñóììîé êîîðäèíàò. Â êà÷åñòâå f ìû áåð¼ìâåêòîð âèäà
f = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,−1, 0, . . .)Ó ýòîãî âåêòîðà ðîâíî äâå íåíóëåâûå êîîðäèíàòû (i-àÿ è j-àÿ). Âåðøèíû iè j ìû âûáèðàåì òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè áûëî ìàêñèìàëüíûìâîçìîæíûì (ò.å., ðàâíî äèàìåòðó ãðà�à G).Äëÿ âûáðàííîãî âåêòîðà f èìååì

f tM2kf = [÷èñëî (2k)-ïóòåé èç i â i]+[÷èñëî (2k)-ïóòåé èç j â j]−[÷èñëî (2k)-ïóòåé èç i â j]Òåïåðü âûáèðàåì k = ⌊diameter(G)−1
2 ⌋; ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå ìåæäó i è jáîëüøå 2k, ÷èñëî (2k)-ïóòåé èç i â j ðàâíî íóëþ. Îñòà¼òñÿ îöåíèòü ÷èñëîöèêëîâ ñ íà÷àëàìè è êîíöàìè â i è â j. Ìû îöåíèì ÷èñëî öèêëîâ â ãðà�å Gñíèçó ÷åðåç ÷èñëî öèêëîâ â äåðåâå ñòåïåíè d (òàêèå öèêëû ñîîòâåòñòâóþò11



öèêëàì â G, êîòîðûå ìîæíî �ñòÿíóòü� â âåðøèíó ïî ð¼áðàì ãðà�à). Òàêèìîáðàçîì,
λ2k ≥ ÷èñëà ïóòåé äëèíû 2k ñ íà÷àëîì è êîíöîì â êîðíå â äåðåâå ñòåïåíè dÀ ÷èñëî öèêëîâ â ðåãóëÿðíîì äåðåâå ðàâíî

[k-îå ÷èñëî Êàòàëàíà] · (d − 1)k =
Ck

2k

k + 1
(d − 1)k =

22k

poly(k)
· (d − 1)kÄåéñòâèòåëüíî, 2k ð¼áåð öèêëà â äåðåâå äåëÿòñÿ íà øàãè, íà êîòîðûõ ìûóäàëÿåìñÿ îò êîðíÿ, è øàãè, íà êîòîðûõ ìû ïðèáëèæàåìñÿ ê êîðíþ; êàæ-äûé ðàç, êîãäà ìû óäàëàÿåìñÿ îò êîðíÿ, ìû âûáèðàåì îäíî ðåáðî èç (d−1);÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçäåëèòü 2k øàãîâ íà øàãè, íà êîòîðûõ ìû ïðèáëèæàåìñÿê êîðíþ, è øàãè, íà êîòîðûõ ìû óäàëÿåìñÿ îò êîðíÿ (÷èñëî ïðàâèëüíûõñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð) ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà. Òàêèì îáðàçîì,

λ ≥ 2
√

d − 1

(

1

poly(k)

)1/2kÎñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî k (äèàìåòð ãðà�à, äåëåííûé ïîïîëàì) ñòðåìèòñÿ êáåñêîíå÷íîñòè ïðè ðîñòå ÷èñëà âåðøèí ãðà�à n.Ëèòåðàòóðà: [HLW, AS℄.Àëãåáðàè÷åñêèå ýêñïàíäåðû: ñóùåñòâîâàíèåÌû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî áûâàþò ãðà�û, ó êîòîðûõ âòîðîå ïî àáñîëþòíîéâåëè÷èíå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ d. Ìû äîêàæåì, ÷òî ïðèîïðåäåë¼ííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ÷èñëîì âåðøèí è ÷èñëîì ð¼áåð ïî÷òè âñåîäíîðîäíûå ãðà�û (ïðè íåêîòîðîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé) îáëàäàþòòàêèì ñâîéñòâîì.Îïèøåì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n (÷èñëî âåð-øèí) ÷¼òíî. Òîãäà íà n âåðøèíàõ ñóùåñòâóþò ãðà�û ñòåïåíè 1 (âåðøèíûðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì). Áóäåì ñ÷èòàòü âñå òàêèå ïà-ðîñî÷åòàíèÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè è ñêëàäûâàòü d ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ãðà-�îâ ñòåïåíè 1 (ïðè ýòîì ìû ó÷èòûâàåì êðàòíîñòü ïàðàëëåëüíûõ ð¼áåð,åñëè òàêîâûå âîçíèêíóò). Ïîëó÷èì íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåéíà ãðà�àõ ñòåïåíè d ñ n âåðøèíàìè.Ìû îáîçíà÷àåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîëó÷åííîãî ãðà�à λi è ñ÷èòàåì, ÷òî
d = |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|.Âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ2 áóäåì îöåíèâàòü òàê. Ïðè âîçâåäåíèè ìàòðèöûâ ñòåïåíü (ìû âûáåðåì äåñÿòóþ ñòåïåíü) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà âîçâîäÿòñÿâ òó æå ñòåïåíü è ñëåä ìàòðèöû ñòàíåò ðàâíûì

λ10
1 + λ10

2 + . . . + λ10
n .12



Ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî d10; åñëè äëÿ êàêîé-òî ìàòðèöû âñÿ ñóììà áëèçêàê d10, òî âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìû ìàëû. À ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìàòðèöûáóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû óáåäèìñÿ ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëåäà ìàòðèöû A10(êîãäà A âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì) áëèçêî ê d10.Ñëåä A10 ðàâåí ñóììå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó åãî ñðåäíååçíà÷åíèå ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ îäíîãî ýëåìåíòà, óìíîæåííîìó íà n.À ñðåäíåå çíà÷åíèå îäíîãî ýëåìåíòà ðàâíî ñðåäíåìó ÷èñëó ïóòåé äëèíû
10, íà÷èíàþùèõñÿ è êîí÷àþùèõñÿ â äàííîé âåðøèíå. Òàê ÷òî íàì íàäîäîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî òàêèõ ïóòåé ÷óòü áîëüøå d10/n.Ïîäñ÷¼ò óäîáíî èíòåïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòåé. Áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî ïîìèìî d ïàðîñî÷åòàíèé P1, . . . , Pd (êàæäîå èç êîòîðûõ âûáèðà-åòñÿ íåçàâèñèìî, ïðè÷¼ì âñå ïàðîñî÷åòàíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû) ìû îòäåëüíî(è íåçàâèñèìî) âûáèðàåì 10 ÷èñåë ω = (ω1, . . . , ω10) îò 1 äî d. Ïîñëå ýòîãîìû (äëÿ �èêñèðîâàííîé âåðøèíû ãðà�à) ñòðîèì ïóòü äëèíû 10, âûõîäÿ-ùèé èç ýòîé âåðøèíû. Íà ïåðâîì øàãå îí èä¼ò âäîëü ïàðîñî÷åòàíèÿ Pω1

,íà âòîðîì � âäîëü Pω2
, è òàê äàëåå. Íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîïîñëå 10 øàãîâ ìû âåðí¼ìñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó: íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îíàðàâíà 1/n(1 + o(1)).Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê óñðåäíåíèÿ: åñëè óñðåäíÿòü ñíà÷àëà ïî âûáîðó ωi, òîïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî ïåòåëü äëèíû 10 (äåë¼ííîå íà d10), êîòîðîå çàòåì ìîæíîóñðåäíÿòü ïî âûáîðó Pi. Ìû æå îöåíèâàåì â äðóãîì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà äëÿäàííîãî íàáîðà ωi ìû óñðåäíÿåì ïî âñåì ãðà�àì, è ëèøü ïîòîì óñðåäíÿåìïî íàáîðàì.Âñå íàáîðû ω1, . . . , ω10 äåëÿòñÿ íà òðè êàòåãîðèè:

• ãàðàíòèðîâàííî ïðèâîäÿùèå â èñõîäíóþ òî÷êó (íåçàâèñèìî îò âûáîðà
Pd); áîëåå òî÷íî, ê ýòîé êàòåãîðèè îòíîñÿòñÿ íàáîðû, â êîòîðûå ïîñëåñîêðàùåíèé ïîäðÿä èäóùèõ ðàâíûõ ÷èñåë íè÷åãî íå îñòà¼òñÿ;

• íàáîðû, ñîñòîÿùèå èç äåñÿòè ðàçíûõ ÷èñåë.
• íàáîðû, êîòîðûå ñîêðàùàþòñÿ íå ïîëíîñòüþ, íî â êîòîðûõ ïðèñóò-ñòâóþò ðàâíûå ÷èñëà (ìû èä¼ì íåñêîëüêî ðàç ïî îäíîìó è òîìó æåïàðîñî÷åòàíèþ, íî íå îáÿçàòåëüíî ïîäðÿä).Äëÿ êàæäîãî òèïà ìû îöåíèâàåì êîëè÷åñòâî òàêèõ íàáîðîâ, à òàêæå(äëÿ êàæäîãî íàáîðà) âåðîÿòíîñòü çàìêíóòîãî ïóòè ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðåïàðîñî÷åòàíèé.
• Êîëè÷åñòâî íàáîðîâ ïåðâîãî òèïà íå ïðåâîñõîäèò O(d5). Â ñàìîì äå-ëå, åñòü íåêîòîðîå (�èêñèðîâàííîå, òàê êàê ÷èñëî 10 �èêñèðîâàíî)÷èñëî ñïîñîáîâ ñîêðàùåíèÿ, è äëÿ êàæäîãî ñïîñîáà èìååòñÿ íå áîëåå

d5 ñïîñîáîâ åãî ðåàëèçàöèè (ïÿòü ñîêðàùàþùèõñÿ ïàð). Âåðîÿòíîñòüçàìêíóòîãî ïóòè ðàâíà 1.
• Íàáîðû áåç ïîâòîðåíèé ñîñòàâëÿþò áîëüøèíñòâî (ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-øèõ d) èç îáùåãî ÷èñëà d10, è âåðîÿòíîñòü çàìêíóòüñÿ íà ïîñëåäíåì13



øàãå (ïðè ëþáîì âûáîðå ïðåäûäóùèõ ïàðîñî÷åòàíèé, à ïîòîìó è âöåëîì) åñòü 1/(n − 1) = 1/n(1 + o(1)). (Ìû ïîëüçóåìñÿ ëèøü òåì, ÷òîïîñëåäíåå ÷èñëî â íàáîðå ðàíåå íå âñòðå÷àëîñü.)
• Êîëè÷åñòâî íàáîðîâ âòîðîãî òèïà åñòüO(d9), ãäå êîíñòàíòà âO-îáîçíà÷åíèèñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó âîçìîæíûõ ïàð ïîçèöèé, ãäå ïðîèñõîäèò ñîâïà-äåíèå (òî åñòü 10 · 9/2).Äîêàæåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó äëÿ òàêîãîíàáîðà åñòü O(1/n). �àçîáü¼ì ýòî ñîáûòèå íà ñëó÷àè â çàâèñèìîñòèîò òîãî, êîãäà ïóòü â ïåðâûé ðàç âîçâðàùàåòñÿ â óæå ïðîéäåííóþâåðøèíó è òîãî, êàêîé ýòà âåðøèíà áûëà ïî ñ÷¼òó. Ñëó÷àåâ ñíîâà áóäåòíå áîëüøå 10 ·9/2, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âåðîÿòíîñòü îäíîãîèç íèõ.Â ìîìåíò ïåðåä íàçíà÷åííûì âîçâðàùåíèåì â óæå ïðîéäåííóþ âåð-øèíó óæå �èêñèðîâàíû íåêîòîðûå ð¼áðà íåêîòîðûõ ïàðîñî÷åòàíèé(òå, ÷òî èñïîëüçîâàíû â ïóòè), à ñëåäóþùåå ðåáðî (ïî êîòîðîìó ìûäîëæíû ïîïàñòü â óæå ïîñåù¼ííóþ âåðøèíó) åù¼ íå �èêñèðîâàíî.Ïîýòîìó äëÿ åãî êîíöà îñòà¼òñÿ íå ìåíåå n − 10 âàðèàíòîâ, è âåðî-ÿòíîñòü âûáðàòü îäèí èç íèõ íå áîëüøå 1/(n − 10) = O(1/n). (�îâîðÿ�îðìàëüíî, ìû ðàçáèâàåì ñîáûòèå íà ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå èñïîëü-çîâàííûì äî ïîñëåäíåãî øàãà ïåðåä âîçâðàùåíèåì ð¼áðàì, è â êàæäîé÷àñòè îöåíèâàåì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü.)Îñòàëîñü ñëîæèòü âñå âåðîÿòíîñòè. Ïîëó÷àåì
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(1 + o(1)).Åñëè n ∼ d4, òî ïîñëåäíèé ÷ëåí îñíîâíîé, è ïîòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëåäàåñòü

n · d10 · 1

n
(1 + o(1)) = d10(1 + o(1).Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò è äàæå îáðàçóþò áîëüøèíñòâî ãðà�û, ó êîòî-ðûõ ñëåä äåñÿòîé ñòåïåíè ìàòðèöû áëèçîê ê d10 è ïîòîìó âñå ñîáñòâåííûå÷èñëà (êðîìå ïåðâîãî) ñóòü o(d). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíàÒåîðåìà. Ïóñòü γ > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íîáîëüøèõ d ñóùåñòâóåò ãðà� ñ n = d4 âåðøèíàìè ñòåïåíè d, ó êîòîðîãî âñåñîáñòâåííûå ÷èñëà, êðîìå ïåðâîãî d, íå ïðåâîñõîäÿò γd ïî ìîäóëþ.Óïðàæåíåíèå. Äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ n = d8.Óëó÷øåíèå îöåíêèÄàëåå ìû ïîêàæåì, êàê óëó÷øèòü îöåíêó è äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå d-ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ ñî âòîðûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì O(d3/4) (âìåñòî óæåäîêàçàííîãî o(d)). Èäåÿ ðàññóæäåíèÿ îñòà¼òñÿ ïðèìåðíî òîé æå, òîëüêîìû ðàññìàòðèâàåì íå �èêñèðîâàííóþ (äåñÿòóþ) ñòåïåíü ãðà�à, à ïðàâèëü-íî ïîäîáðàííóþ ïåðåìåííóþ ñòåïåíü. Óäîáíî òàêæå íåìíîãî èçìåíèòü èñ-ïîëüçóåìîå ðàñïðåäåëåíèå íà ãðà�àõ.14



Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå π íà ìíîæåñòâå èç n âåðøèí ñîîòâåòñòâóåò ãðà�ñòåïåíè 2, â êîòîðîì ïðîâåäåíû ð¼áðà x�π(x) äëÿ âñåõ x. Äðóãèìè ñëîâàìè,ýëåìåíòû Ax,π(x) è ñèììåòðè÷íûå èì ðàâíû 1; åñëè æå π(x) = x, òî íàäèàãîíàëè ñòîèò 2 (äâå ïåòëè).Ñîâìåùàÿ d òàêèõ ãðà�îâ, ïîëó÷àåì ãðà� ñòåïåíè 2d. Âûáèðàÿ d ïå-ðåñòàíîâîê ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî, ïîëó÷àåì íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå íàãðà�àõ ñòåïåíè 2d, êîòîðîå è áóäåì èñïîëüçîâàòü â äîêàçàòåëüñòâå.Ìû áóäåì îöåíèâàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëåäà A2k äëÿ ìàòðèöû A ñëó-÷àéíî âûáðàííîãî ãðà�à ïðè ïîäõîäÿùåì k, êîòîðîå ïîäáåð¼ì ïîçæå. (×¼ò-íàÿ ñòåïåíü íóæíà, ÷òîáû ñòåïåíè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë áûëè ïîëîæèòåëüíû.)Óäîáíî ïîäåëèòü ìàòðèöó íà 2d, ÷òîáû ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñòàëî ðàâ-íûì åäèíèöå. Ïîñìîòðåâ íà ñëåä, ïîëó÷àåì îöåíêó íà âòîðîå ñîáñòâåííîå÷èñëî λ:
1 + (λ/2d)2k ≤ tr[(A/2d)2k]Òàêèì îáðàçîì, íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ãðà�à, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ìàëà.Äëÿ ýòîãî ìû, êàê è ðàíüøå, îöåíèâàåì ñâåðõó ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðàâîé÷àñòè.Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëåäà ðàâíî ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-íèé äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Âñå îíè îäèíàêîâû, ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòüðàâíà n, óìíîæåííîìó íà âåðîÿòíîñòü âåðíóòüñÿ èç äàííîé òî÷êè â ñåáÿ ïî-ñëå k ñëó÷àéíûõ øàãîâ ïî ñëó÷àéíîìó (â îïèñàííîì ñìûñëå) ãðà�ó. Òàêèìîáðàçîì, íàäî (êàê è ðàíüøå) ïîêàçàòü, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü ëèøü íåìíîãîïðåâîñõîäèò 1/n.Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåçàâèñèìûõâûáîðîâ. Ìû âûáèðàåì ñëó÷àéíîå ñëîâî äëèíû 2k â àë�àâèòå èç 2d áóêâ

π1, . . . , πd, π
−1
1 , . . . , π−1

d . Îòäåëüíî ìû âûáèðàåì d íåçàâèñèìûõ ïåðåñòàíî-âîê π1, . . . , πd ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ. Íàñ èíòåðåñóåò òàêîå ñîáûòèå:íà÷èíàÿ ñ �èêñèðîâàííîé âåðøèíû è ïðèìåíÿÿ âûáðàííûå ïåðåñòàíîâêè(è/èëè îáðàòíûå) â âûáðàííîì ïîðÿäêå, ìû âîçâðàùàåìñÿ â èñõîäíóþ âåð-øèíó.Îöåíèì ýòó âåðîÿòíîñòü ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãî ñëîâà îòäåëüíî, à ïîòîìóñðåäíèì ïî âñåì ñëîâàì. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ñëîâ åñòü òàêèå, îò êîòîðûõïîñëå ñîêðàùåíèÿ íè÷åãî íå îñòà¼òñÿ; äëÿ òàêèõ ñëîâ èíòåðåñóþùàÿ íàñ âå-ðîÿòíîñòü ðàâíà 1. Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ: åñëè ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îñòà¼òñÿ ñëîâî,â êîòîðîå íèêàêàÿ áóêâà πi íå âõîäèò äâàæäû, òî âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1/n:íà ïîñëåäíåì øàãå óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü âåðíóòüñÿ â íà÷àëî (ïðè ëþáîìðàçâèòèè ñîáûòèé íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ) ðàâíà 1/n, òàê êàê ïðåäûäóùèåøàãè íèêàê íå îãðàíè÷èâàþò ïîñëåäíþþ ïåðåñòàíîâêó. Åù¼ ïðèìåð: åñëèïîñëå ñîêðàùåíèÿ îñòà¼òñÿ ñëîâî π1π1, òî âåðîÿòíîñòü âåðíóòüñÿ â èñõîä-íóþ òî÷êó ðàâíà 1/n + 1/(n − 1): âåðîÿòíîñòü âåðíóòüñÿ íà ïåðâîì øàãåðàâíà 1/n (è òîãäà ýòî ïðîèçîéä¼ò è âî âòîðîé ðàç); åñëè æå íà ïåðâîìøàãå ìû ïîïàëè â äðóãóþ òî÷êó, òî íà âòîðîì øàãå çíà÷åíèå â ýòîé íîâîéòî÷êå ìîæåò áûòü ëþáûì èç n − 1 âàðèàíòîâ (êðîìå íå¼ ñàìîé).Ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà ñëîâ âåðîÿòíîñòü âåðíóòüñÿ áëèçêàê 1/n, è ïîòîìó å¼ ñðåäíåå çíà÷åíèå òîæå áóäåò áëèçêî ê 1/n. Ýòî áîëü-15



øèíñòâî îáðàçóþò ðåãóëÿðíûå ñëîâà. ×òîáû îïðåäåëèòü, áóäåò ëè ñëîâîðåãóëÿðíûì, ïðåäñòàâèì ñåáå åãî íàïèñàííûì ïî êðóãó è ñîêðàòèì (â òîì÷èñëå â òî÷êå êîíòàêòà íà÷àëà è êîíöà). Åñëè îñòàíåòñÿ íåïóñòîå ñëîâî,íå ÿâëÿþùååñÿ ñòåïåíüþ (íå èìåþùåå ïåðèîäà, ìåíüøåãî äëèíû öèêëà), òîèñõîäíîå ñëîâî áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì. Íåðåãóëÿðíûå ñëîâà, òàêèì îá-ðàçîì, ïîñëå ñîêðàùåíèé èìåþò âèä XY iX−1, ãäå Y � íåñîêðàòèìîå ñëîâî(è ïîòîìó è öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìîå).Ëåììà 1. Äîëÿ íåðåãóëÿðíûõ ñëîâ íå áîëüøå O(k2(2/d)k).Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Â íåðåãóëÿðíîì ñëîâå áóêâû âõîäÿò êàê ìè-íèìóì ïàðàìè (áóêâû X ïàðíû ê áóêâàì X−1, à áóêâû â Y i âõîäÿò â i ≥ 2êîïèÿõ). Ïîýòîìó âìåñòî (2d)2k âàðèàíòîâ ïîëó÷àåòñÿ ëèøü (2d)k âàðèàí-òîâ, è åù¼ íàäî óìíîæèòü íà ÷èñëî ñõåì ñïàðèâàíèÿ, êîòîðûõ íå áîëåå
k222k.Ïî÷åìó? Áóäåì ñîêðàùàòü ñëîâî äëèíû 2k ñëåâà íàïðàâî (äîáàâëÿåìî÷åðåäíóþ áóêâó è ñîêðàùàåì å¼ ñ ïðåäûäóùåé, åñëè ñîêðàùàåòñÿ). Ñõåìóñîêðàùåíèÿ çàïèøåì ñèìâîëè÷åñêè: åñëè äîáàâëåííàÿ áóêâà âïîñëåäñòâèèñîêðàòèòñÿ, èçîáðàæàåì å¼ ëåâîé ñêîáêîé, à òó, ñ êîòîðîé îíà ñîêðàòèò-ñÿ, ïðàâîé. Áóêâû, êîòîðûå òàê è íå ñîêðàòÿòñÿ. èçîáðàçèì çâ¼çäî÷êàìè.Óòâåðæäåíèå (íå ñðàçó î÷åâèäíîå): ýòà ñõåìà âîññòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè çíàòü,ãäå ñòîÿò ëåâûå ñêîáêè. À èìåííî, î÷åðåäíîé ñèìâîë, íå ÿâëÿþùèéñÿ ëå-âîé ñêîáêîé, îêàçûâàåòñÿ çâ¼çäî÷êîé, åñëè ê ìîìåíòó åãî ïîÿâëåíèÿ âñåëåâûå ñêîáêè çàêðûòû; åñëè æå åñòü íåçàêðûòûå ëåâûå ñêîáêè, òî î÷åðåä-íîé ñèìâîë áóäåò ïðàâîé ñêîáêîé, ïàðíîé ê ïîñëåäíåé èç íèõ. Íàïðèìåð,�(?((????(??� îäíîçíà÷íî ðåêîíñòðóèðóåòñÿ êàê �()(())**()*�. Ê êàæäîéèç íå áîëåå ÷åì 22k òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îñòà¼òñÿ óêàçàòü ëèøü äëèíóñëîâ X è ÷èñëî Y , êàæäîå íå áîëåå O(k). Ëåììà 1 äîêàçàíà.Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî ñëîâà P âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàäà-âàåìîå P ïðåîáðàçîâàíèå îñòàâëÿåò äàííóþ òî÷êó íà ìåñòå (äëÿ ñëó÷àéíûõïåðåñòàíîâîê π1, . . . , πd), íå ïðåâûøàåò 1/(n − 2k) + O(k4/n2).Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Íàì áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå âåðîÿò-íîñòíûé ïðîöåññ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âìåñòî òîãî, ÷òîáû âûáèðàòü ñëó÷àé-íûå ïåðåñòàíîâêè çàðàíåå, áóäåì îïðåäåëÿòü èõ ïîñòåïåííî ïî ìåðå ÷òåíèÿñëîâà P , îñòàâëÿÿ íå �èêñèðîâàííûìè òå ÷àñòè ïåðåñòàíîâîê π1, . . . , πd,êîòîðûå ïîêà íå ïîíàäîáèëèñü. Â êàæäûé ìîìåíò ýòîãî ïðîöåññ äëÿ êàæ-äîé ïåðåñòàíîâêè πi óæå îïðåäåë¼ííàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèåêöèþìåæäó äâóìÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà âåðøèí; êîãäà ìû ïåðåõîäèì êñëåäóþùåé áóêâå, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî î÷åðåäíîå ðåáðî óæå îïðåäåëåíîèìåþùåéñÿ ÷àñòüþ ïåðåñòàíîâîê (âûíóæäåííûé õîä), à ìîæåò îêàçàòüñÿ,÷òî íåò (ñâîáîäíûé õîä). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû äîîïðåäåëÿåì íóæíóþ ïå-ðåñòàíîâêó, ñîåäèíÿÿ âåðøèíó (ðàâíîâåðîÿòíî) ñî âñåìè îñòàâøèìèñÿ êàí-äèäàòàìè.Íàì áóäåò óäîáíà òàêàÿ òåðìèíîëîãèÿ: ñîâïàäåíèå ïðîèñõîäèò, êîãäà íàñâîáîäíîì õîäó ìû ïîïàäàåì â óæå ïðîéäåííóþ âåðøèíó. Çàìåòèì, ÷òîïåðâîå ïîïàäàíèå â óæå ïðîéäåííóþ âåðøèíó âñåãäà áóäåò ñîâïàäåíèåì (âïðåäûäóùóþ âåðøèíó ìû ïîïàëè âïåðâûå, è ïîòîìó èç íå¼ âñå õîäû áóäóò16



ñâîáîäíûìè, êðîìå âîçâðàòíîãî, êîòîðûé íåâîçìîæåí, òàê êàê P íåñîêðà-òèìî). Ïîýòîìó èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåðîÿòíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ:
• ìû âåðíóëèñü â èñõîäíóþ âåðøèíó, ïðè ýòîì ïðîèçîøëî ðîâíî îäíîñîâïàäåíèå;
• ìû âåðíóëèñü â èñõîäíóþ òî÷êó, ïðè ýòîì ïðîèçîøëî íå ìåíåå äâóõñîâïàäåíèé.Âòîðîé ñëó÷àé ðàçáèâàåòñÿ íà O(k2) âàðèàíòîâ â çàâèñèìîñòè îò ìîìåí-òîâ ñîâïàäåíèé (ìåñò â ñëîâå P , ãäå îíè ïðîèçîøëè). Âåðîÿòíîñòü êàæäîãîâàðèàíòà íå áîëåå 1/(n−2k)2. Â ñàìîì äåëå, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîâïàäå-íèÿ ïðè �èêñèðîâàííîé ïðåäûñòîðèè (ïóòè äî íåãî) íå áîëüøå k/(n− 2k),òàê êàê ìû äîîïðåäåëÿåì ïåðåñòàíîâêó â íîâîé òî÷êå è èìååòñÿ íå ìåíåå

n − 2k ðàâíîâåðîðîÿòíûõ âàðèàíòîâ, èç êîòîðûõ íå áîëåå k óñïåõîâ. Òà-êèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòü âòîðîãî ñëó÷àÿ íå ïðåâîñõîäèò O(k4/n2) (ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî k ≪ n, èíà÷å îöåíêà òðèâèàëüíà).Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ íå ïðå-âîñõîäèò 1/(n−2k). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîâïàäåíèå ïðîèçîéä¼ò â çàðà-íåå èçâåñòíîì ìåñòå, à èìåííî, ïðè äâèæåíèè ïî ïîñëåäíåé áóêâå ñëîâà Yâ ðàçëîæåíèè P = XY X−1. Áîëåå òîãî, äî ýòîãî ìîìåíòà âñå ïðîéäåííûåâåðøèíû áóäóò ðàçëè÷íû.Ñåé÷àñ ìû ýòî äîêàæåì, è ïðè ýòîì ïîíàäîáèòñÿ èñïîëüçîâàòü íåïå-ðèîäè÷íîñòü ñëîâà Y (èç îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîãî ñëîâà) Ïîñìîòðèì íàìîìåíò, êîãäà ìû âïåðâûå ïîïàäàåì â óæå ïðîéäåííóþ âåðøèíó.
Ýòîò ìîìåíò (êàê ìû óæå ãîâîðèëè) áóäåò ñîâïàäåíèåì, ïîýòîìó äîñòà-òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ýòî ñëó÷àåòñÿ â êîíöå ñëîâà Y . Â ñàìîì äåëå:
• ïîñëå ýòîãî íîâûå âåðøèíû â ïóòè óæå íå ïîÿâÿòñÿ, òàê êàê èç íîâûõâåðøèí íóæíî âåðíóòüñÿ â ñòàðûå, è ýòî áóäåò ñîâïàäåíèåì;
• ñâîáîäíûõ õîäîâ áîëüøå íå áóäåò, òàê êàê ýòî áûëî áû âòîðûì ñîâïà-äåíèåì;
• âûíóæäåííûõ õîäîâ èç êàæäîé âåðøèíû (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè âåò-âåíèÿ) íå áîëåå äâóõ, ïðè ýòîì îäèí íåâîçìîæåí (âîçâðàùåíèå ïî òîëü-êî ÷òî ïðîéäåííîìó ðåáðó îçíà÷àëî áû, ÷òî ñëîâî P ñîêðàòèìî);
• ïîýòîìó äâèæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî÷òè îäíîçíà÷íî è ñîñòîèò èç íåñêîëü-êèõ öèêëîâ ïëþñ âîçâðàò â èñõîäíóþ âåðøèíó (ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìûòóäà âîçâðàùàåìñÿ); 17



• îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî õîäû, íî è ñîîòâåòñòâóþùèå áóê-âû ñëîâà, ïîýòîìó ðàçáèåíèå íà öèêë è îòðîñòîê ñîâïàäàåò ñ ðàçëî-æåíèåì P = XY X−1;
• ïîýòîìó ìû ìîæåì ñäåëàòü òîëüêî îäèí îáîðîò (èíà÷å Y áûëî áûïåðèîäè÷íî).Ëåììà 2 äîêàçàíà.Îñòà¼òñÿ â ñóììàðíîé îöåíêå (äëÿ ñðåäíåãî ñóìì 2k-õ ñòåïåíåé âñåõñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû (A/2d)2k)

1

n − 2k
+ O(k4/n2) + O(k2(2/d)k) =

= 1 + O(k/n) + O(k4/n2) + O(k2(2/d)k)ïîäîáðàòü ïàðàìåòð k. Âûáåðåì åãî òàê, ÷òîáû (2/d)k = 1/n2, òî åñòü n =
2 logd/2 n. Òîãäà ïîñëåäíèé ÷ëåí ïîãëîùàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèì, à òîò, â ñâîþî÷åðåäü, ïîïàäàåò â O(k/n). Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé âòîðîåñîáñòâåííîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò

2k

√

O(k)

n
= O(d−1/4),åñëè âñïîìíèòü î âûáîðå k èç óñëîâèÿ n2 = (d/2)k è çàìåòèòü, ÷òî (O(k))1/k →

1 ïðè k → ∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèÿ.1. Ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ãðà�à ñ îöåíêîé O(d3/4)íà âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Òîæå ñàìîå ðàññóæäåíèå âìåñòå ñ íåðàâåí-ñòâîì ×åáûø¼âà ïîêàçûâàåò, ÷òî áîëüøèíñòâî ãðà�îâ ïî óêàçàííîìó ðàñ-ïðåäåëåíèþ îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ðàâíîìåð-íîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà ìíîæåñòâå âñåõ 2d-ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ.2. Ìû ðàññìàòðèâàëè ãðà�û ÷¼òíîé ñòåïåíè; åñëè ïî÷åìó-òî íóæåí ãðà�íå÷¼òíîé ñòåïåíè, ìîæíî äîáàâèòü ïî ïåòëå ê êàæäîé âåðøèíå, îò÷åãî ñîá-ñòâåííûå ÷èñëà óâåëè÷àòñÿ íà åäèíèöó.3. Òåîðåìà î òîì, ÷òî ó áîëüøèíñòâà ãðà�îâ âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñ-ëî èìååò ïîðÿäîê O(d3/4) áûëà äîêàçàíî Áðîäåðîì è Øàìèðîì (Broder�Shamir). Íàìíîãî áîëåå ñëîæíûå ðàññóæäåíèÿ (Joel Friedman) ïîçâîëÿþòäîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ó áîëüøèíñòâà d-ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ âòîðîåñîáñòâåííîå ÷èñëî áëèçêî ê 2
√

d − 1.Ëèòåðàòóðà: [HLW℄.3 ßâíûå êîíñòðóêöèè ãðà�îâ: ïîäñòàíîâî÷íîåè çèãçàã-ïðîèçâåäåíèåÄîëãîå âðåìÿ ÿâíûå êîíñòðóêöèè ýêñïàíäåðîâ áûëè äîâîëüíî ñëîæíûìè.Îöåíêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë èñïîëüçîâàëè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èëè ñëîæ-18



íûå êîíñòðóêöèè èç àëãåáðû è òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé. Îäíàêî ïîçæå áûëíàéäåí äîâîëüíî ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷àòü òàêèå ãðà�û ñ ïîìîùüþ îñîáûõ�ïðîèçâåäåíèé� ãðà�îâ. Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ ïîçâîëÿþò �ñîáèðàòü� áîëüøèåàëãåáðàè÷åñêèå ýêñïàíäåðû èç ìàëåíüêèõ áëîêîâ (à ïîäõîäÿùåãî âèäà ìà-ëåíüêèå áëîêè, êîòîðûå è ñàìè äîëæíû áûòü ýñïàíäåðàìè, ìû ìîæåì íàéòèïåðåáîðîì.)Ïóñòü äàíû äâà ãðà�à G(n, D) è H(D, d). Çàïèñü â ñêîáêàõ óêàçûâà-åò ïàðàìåòðû: ÷èñëî âåðøèí è ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû (îäèíàêîâóþ äëÿâñåõ âåðøèí). Ïóñòü ïðè ýòîì ÷èñëî âåðøèí âòîðîãî ãðà�à ðàâíî ñòåïåíèïåðâîãî (êàê íà ðèñóíêå).

Ìû îïðåäåëèì òðè ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ýòèõ ãðà�îâ. Äëÿ ýòîãîêàæäóþ âåðøèíó ïåðâîãî ãðà�à çàìåíèì ìàëåíüêîé êîïèåé âòîðîãî ãðà�à,ïðèêðåïèâ ð¼áðà ïåðâîãî ãðà�à ê âåðøèíàì âòîðîãî. (Â ìàëåíüêîì ãðà�åêàê ðàç íóæíîå ÷èñëî âåðøèí.) Âíèìàíèå: â ïðèêðåïëåíèè åñòü ïðîèçâîë �êîíêðåòíûé âûáîð ñîîòâåòñòâèÿ â êàæäîé âåðøèíå íå èãðàåò ðîëè. Ïîëó-÷èòñÿ ãðà� ñ nD âåðøèíàìè è ð¼áðàìè äâóõ òèïîâ � áîëüøèìè èç ïåðâîãîãðà�à è ìàëûìè èç âòîðîãî. (Íà ðèñóíêå � ñïëîøíûå è ïóíêòèðíûå ëèíèè.)
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Ïðîñòîå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðîèçâåäåíèå (replaement produt): Ïîñòðî-åííûé âûøå ãðà� â òî÷íîñòè è åñòü ïðîñòîå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðîèçâåäåíèå
G è H . Â ïîëó÷åííîì ãðà�å nD âåðøèí (n `ãàëàêòèê' ïî D âåðøèí â êàæ-äîé); ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíå ðàâíà d + 1 (èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèòîäíî ñïëîøíîå è d ïóíêòèðíûõ ð¼áåð).Ñáàëàíñèðîâàííîå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðîèçâåäåíèå (balaned replaementprodut): Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî ìû áåð¼ì êàæäîå ñïëîøíîå ðåá-ðî ñ êðàòíîñòüþ d. òàêèì îáðàçîì, â ïîëó÷åííîì ãðà�å-ïðîèçâåäåíèè èçêàæäîé âåðøèíû âûõîäèò 2d ð¼áåð: d ñïëîøíûõ è d ïóíêòèðíûõ.Çèãçàã-ïðîèçâåäåíèå (zig-zag produt): Âåðøèíû ó çèãçàã-ïðîèçâåäåíèÿáóäóò òå æå, íî ð¼áðà ñîâñåì äðóãèå. Ìû áåð¼ì âñå ïóòè äèíû 3 âèäàïóíêòèð � ñïëîøíîé � ïóíêòèðè îáúÿâëÿåì èõ ð¼áðàìè çèãçàã-ïðîèçâåäåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîåñïëîøíîå ðåáðî ïîðîæäàåò d2 ð¼áåð çèãçàã-ïðîèçâåäåíèÿ (ñîåäèíÿþùèõïàðû ïóíêòèð-ñîñåäåé êîíöîâ ñïëîøíîãî ðåáðà), êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå(ð¼áðà çèãçàã-ïðîèçâåäåíèÿ êðèâûå):
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå âåðøèíû çèãçàã-ïðîèçâåäåíèÿ èìåþò ñòåïåíü d2 (êàæ-äîå èç äâóõ ïóíêòèðíûõ ð¼áåð ìîæíî âûáðàòü d ñïîñîáàìè).Îïèøåì ìàòðèöó ãðà�à, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå çèãçàã-ïðîèçâåäåíèÿ.Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì äâå ìàòðèöû ðàçìåðà nD × nD (êîîðäèíàòû ñî-îòâåòñòâóþò âåðøèíàì ãðà�à). Ïåðâàÿ ìàòðèöà H̃ åñòü ìàòðèöà ãðà�à ñð¼áðàìè èç ïóíêòèðíûõ ëèíèé, âòîðàÿ ìàòðèöà G̃ ñîîòâåòñòóåò ãðà�ó ñòåìè æå âåðøèíàìè, íî ñ ð¼áðàìè èç ñïëîøíûõ ëèíèé. (Îáîçíà÷åíèÿ ïîêà-çûâàþò, ÷òî ýòè ìàòðèöû ïðîèñõîäÿò èç ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãîãðà�îâ, ó÷àñòâóþùèõ â çèãçàã-ïðîèçâåäåíèè). Â H̃ êàæäûé ñòîëáåö è êàæ-äàÿ ñòðîêà ñîäåðæàò d åäèíèö, à â G̃ � òîëüêî îäíó åäèíèöó. Îòìåòèì,÷òî G̃ çàäà¼ò ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå âåðøèí, è å¼ íîðìà ðàâíà åäè-íèöå. ßñíî, ÷òî ìàòðèöåé çèãçàã-ïðîèçâåäåíèÿ áóäåò ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö
H̃G̃H̃ .Äàëåå ìû äîêàæåì îöåíêè äëÿ âòîðîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà çèãçàã-ïðîèçâåäåíèÿè ñáàëàíñèðîâàííîãî ïîäñòàíîâî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Çèãçàã-ïðîèçâåäåíèå: îöåíêà âòîðîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëàÄîêàæåì, ÷òî çèãçàã-ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðà�îâ, ó êîòîðûõ ìàëû âòîðûå(ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) ñîáñòâåííûå ÷èñëà, òîæå èìååò íåáîëüøîå âòîðîåñîáñòâåííîå ÷èñëî.Òåîðåìà. Çèãçàã-ïðîèçâåäåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî (n, D, α)-ýêñïàíäåðà Gè àëãåáðàè÷åñêîãî (D, d, β)-ýêñïàíäåðà H ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ýêñïàí-äåðîì ñ ïàðàìåòðàìè (nD, d2,≤ α + 2β + β2).20



Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå ìîæíî óëó÷øèòü îöåíêó äëÿ âòîðîãî ñîá-ñòâåííîãî ÷èñëà äî α+β, íî ìû îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì áîëåå ñëàáîãîóòâåðæäåíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî ×òîáû îöåíèòü âòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñèììåò-ðè÷íîé ìàòðèöû, íàäî îãðàíè÷èòü êâàäðàòè÷íóþ �îðìó íà îðòîãîíàëüíîåäîïîëíåíèå ê ïåðâîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó e0 = (1, . . . , 1) è âçÿòü å¼ ìàê-ñèìóì íà åäèíè÷íîì øàðå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîäóëü âòîðîãî ñîáñòâåííîãî÷èñëà ìàòðèöû H̃G̃H̃ åñòü ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ
|f⊤H̃G̃H̃f |ïî âñåì âåêòîðàì f äëèíû nD, èìåþùèì åäèíè÷íóþ äëèíó è îðòîãîíàëü-íûõ 0 (òî åñòü èìåþùèõ íóëåâóþ ñóììó êîîðäèíàò). ×òîáû îöåíèòü ýòî âû-ðàæåíèå, ðàçëîæèì f â ñóììó f = f‖+f⊥ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîîðäèíàòûf‖îäèíàêîâû â êàæäîé èç `ãàëàêòèê' (êîïèé ãðà�à H), à äëÿ f⊥ íà êàæ-äîé êîïèè ãðà�à H ñóììà êîîðäèíàò ðàâíà íóëþ. ×òîáû îöåíèòü çíà÷åíèåêâàäðàòè÷íîé �îðìû íà ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå f ⊥ e0, ìû îòäåëüíî èçóèìäåéñòâèå ìàòðèö G̃ è H̃ íà âåêòîðû f‖ è f⊥:(a) H̃g = d · g, ïîñêîëüêó âíóòðè êàæäîé êîïèè H âåñà (êîîðäèíàòû) âåê-òîðà g îäèíàêîâû, è êàæäûé èç íèõ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â d ñîñåäåé âòîé æå ãàëàêòèêå.(b) ‖H̃h‖ ≤ βd · ‖h‖, ïîñêîëüêó âåêòîð h â êàæäîé êîïèè H îðòîãîíàëåíïåðâîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ìàòðèöû ãðà�à H , à âñå îñòàëüíûåñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîé ìàòðèöû íå ïðåâîñõîäÿò (ïî ìîäóëþ) βd.(Åñëè â êàæäîé êîìïîíåíòå íîðìà îïåðàòîðà íå ïðåâîñõîäèò βd, òîýòî âåðíî è äëÿ âñåãî îïåðàòîðà.)() |g⊤G̃g| ≤ α‖g‖2; â ñàìîì äåëå, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà â ëåâîé ÷àñòè ñî-äåðæèò îäèí íåíóëåâîé ÷ëåí äëÿ êàæäîãî ðåáðà, ïîçàèìñòâîâàííîãîèç ãðà�àG (òåïåðü ýòî ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû èç ðàçíûõ ãàëàê-òèê). Ïîýòîìó âûðàæåíèå âíóòðè çíàêà ìîäóëÿ èç ëåâîé ÷àñòè ðàâíî

(ĝ)⊤Ĝĝ, ãäå Ĝ � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðà�à G, à ĝ ïîëó÷àåòñÿ èç gñêëåèâàíèåì ðàâíûõ çíà÷åíèé â êàæäîé êîìïîíåíòå. Ïðè ýòîì ñóì-ìà êîîðäèíàò â ĝ (êàê è â èñõîäíîì âåêòîðå f) ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìóäàííîå âûðàæåíèå (ïî ïðåäïîëîæåíèþ î ãðà�å G) îöåíèâàåòñÿ êàê
αm‖ĝ‖2, ÷òî ðàâíî êàê ðàç α‖g‖2.Òåïåðü ìû ìîæåì îöåíèòü èñêîìîå âûðàæåíèå:

|f⊤H̃G̃H̃f | = |(g + h)⊤H̃G̃H̃(g + h)| ≤
≤ |g⊤H̃G̃H̃g| + 2|g⊤H̃G̃H̃h| + |h⊤H̃G̃H̃h|.Ïåðâîå èç òð¼õ ñëàãàåìûõ ðàâíî d2|g⊤G̃g| ïî ñâîéñòâó (a) è ïîòîìó íå ïðå-âîñõîäèò αd2‖g‖2 ïî (b). Âòîðîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò 2 ·(βd) ·d ·‖g‖·‖h‖21



(ìàòðèöà G̃ åñòü ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè è ñîõðàíÿåò íîðìó). Íàêîíåö, òðå-òüå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò (βd)2‖h‖2 ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì. Â ýòèõîöåíêàõ ìîæíî çàìåíèòü ‖g‖ è ‖h‖ íà ‖f‖ è ïîëó÷èòü
(α + 2β + β2)‖f‖2,÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåîðåìà äîêàçàíà.Óïðàæíåíèå: Óëó÷øèòå îöåíêó äî (α + β + β2)‖f‖2.Ý��åêòèâíîå ïîñòðîåíèå ýêñïàíäåðîâÏîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâíî çàäàííûõ ãðà�îâ îäíîé è òîé æåñòåïåíè ñ ðàñòóùèì ÷èñëîì âåðøèí, èìåþùèõ ìàëûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà.Îñíîâíàÿ èäåÿ: âîçâîäÿ ìàòðèöó â êâàäðàò, ìû íå ìåíÿåì ÷èñëî âåðøèíãðà�à è óìåíüøàåì (âîçâîäèì â êâàäðàò) íîðìàëèçîâàííîå (ò.å. äåë¼ííîåíà ñòåïåíü ãðà�à) âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Çàòî ìû óâåëè÷èâàåì (òî-æå âîçâîäèì â êâàäðàò) ñòåïåíü âåðøèíû. Íî ýòî ìîæíî ñêîìïåíñèðîâàòüçèãçàã-óìíîæåíèåì íà �èêñèðîâàííûé ãðà� H .Áîëåå ïîäðîáíî, �èêñèðóåì ãðà� H(d4, d, 1/10) äëÿ íåêîòîðîãî d (äëÿäîñòàòî÷íî áîëüøèõ d òàêîé ãðà�, êàê ìû âèäåëè, ñóùåñòâóåò). Çàòåì ïî-ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðà�îâ G0, G1, . . ., ïîëîæèâ

• G0 = H2. Ïàðàìåòðû: (d4, d2, 1/100).
• Gn+1 åñòü çèãçàã-ïðîèçâåäåíèå G2

n è H . Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ,÷òî ýêñïàíäåð Gn èìååò ïàðàìåòðû (d4n+4, d2,≤ 1/2). Â ñàìîì äåëå,ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ïîëó÷àåì (d4n+4, d4, 1/4), à óìíîæåíèå íà
H(d4, d, 1/10) äà¼ò ÷èñëî âåðøèí d4n+8, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû d2è òðåòèé ïàðàìåòð
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2
,÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.Â êàêîì ñìûñëå ìû ïîëó÷àåì ÿâíî çàäàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðà-�îâ? Ýòè ãðà�û ìîæíî âûïèñàòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ÷èñëà âåð-øèí. Íî â ïðèëîæåíèÿõ íàì ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ ÿâíî çàäàííàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü â áîëåå ñèëüíîì ñìûñëå: êîäèðóÿ âåðøèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-ìè áèòîâ, ìîæíî òðåáîâàòü ïîëèíîìèàëüíîé âû÷èñëèìîñòè �óíêöèè âðà-ùåíèÿ 〈x, i〉 7→ N(x, i), ãäå x � êîä âåðøèíû, i � ïîðÿäêîâûé íîìåð ðåáðà,

N(x, i) � êîä âòîðîãî êîíöà ýòîãî ðåáðà. Â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿäîëæíî áûòü ïîëèíîìèàëüíî îòíîñèòåëüíî äëèíû êîäà âåðøèíû, òî åñòüëîãàðè�ìà îò ÷èñëà âåðøèí � ýòî ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî.Êàê ïðîèñõîäèò âû÷èñëåíèå �óíêöèè N â ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè? Íîìåð ðåáðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ÷èñåë, êàæäîå îò 1 äî d. Âåð-øèíà ãðà�à Gn+1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó: îäíà âåðøèíà G2
n (=âåðøèíà

Gn) è îäíà âåðøèíà H . Äâèæåíèå ïî ðåáðó: ñíà÷àëà èä¼ì ïî ðåáðó H , ïî-ïàäàåì â êàêóþ-òî âåðøèíó H (â äèàïàçîíå 1 . . . d4), âîñïðèíèìàåì å¼ êàêïàðó ÷èñåë â äèàïàçîíå 1 . . . d2, ðåêóðñèâíî èä¼ì ïî äâóì ð¼áðàì ãðà�à Gn22



è çàòåì äåëàåì åù¼ õîä â H . Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå N äëÿ ãðà�à Gn+1èñïîëüçóåò äâà âûçîâà àíàëîãè÷íîãî âû÷èñëåíèÿ äëÿ Gn, ÷òî ïðèâîäèò êýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêå ïî n, è ïîëèíîìèàëüíîé âû÷èñëèìîñòè �óíêöèè
N íå ïîëó÷àåòñÿ.Îäíàêî ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü êîíñòðóêöèþ, èñïîëüçóÿ íå ïðåäûäó-ùèé ãðà� Gn, à ãðà� ñ ïîëîâèííûì èíäåêñîì. Äëÿ íà÷àëà âûáåðåì ãðà�
H ñ ïàðàìåòðàìè (d8, d, 1/10), à çàòåì ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

G0 : (1, d2, 1/2)

G1 : (d8, d2, 1/2)

G2 : (d16, d2, 1/2)

. . .

Gn : (d8n, d2, 1/2)

. . .Íà÷àëüíûå ãðà�û G0 è G1 ïîñòðîèòü ëåãêî (G0 � ýòî ãðà�, ñîñòîÿùèé èçåäèíñòâåííîé âåðøèíû è d2 ïåòåëü, ãðà� G1 ìîæíî ïîëó÷èòü èç H ðàç-ìíîæåíèåì ð¼áåð â d ðàç, ÷òî íå ìåíÿåò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë). Çàòåì ìîæíîâîñïîëüçîâàòüñÿ ðåêóððåíòíîé �îðìóëîé
Gn = (G⌊(n−1)/2⌋ ⊗ G⌈(n−1)/2⌉)

2 z©H,ãäå ⊗ îáîçíà÷àåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, à z© � çèãçàã-ïðîèçâåäåíèå. Òåí-çîðíîå ïðîèçâåäåíèå â ñêîáêàõ èìååò ïàðàìåòðû (d8(n−1), d4, 1/2), ïîñëå âîç-âåäåíèÿ â êâàäðàò ïîëó÷àåòñÿ (d8(n−1), d8, 1/4) è ïîñëå çèãçàã ïðîèçâåäåíèå
(d8n, d2, 1/2) (â ñèëó òîãî æå âû÷èñëåíèÿ ñ 1/4 è 1/10, ÷òî è ðàíüøå).Ïðåèìóùåñòâî íîâîé êîíñòðóêöèè â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè �óíêöèè`âðàùåíèÿ' N äâà ðåêóðñèâíûõ âûçîâà îòíîñÿòñÿ ê ïîëîâèííûì çíà÷åíèÿì
n; ãëóáèíà ðåêóðñèè òåïåðü ñòàëà ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïî n, è îáùåå âðåìÿâû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíî ïî n.Îöåíêà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äëÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî ïîäñòàíî-âî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿÄîêàæåì íåìíîãî äðóãóþ îöåíêó íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà: áóäåì îöåíèâàòüíå èõ ìàëîñòü âòîðîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà, à åãî îòäåë¼ííîñòü îò åäèíèöû.Äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ áóäåì èìåòü äåëî ñ ïîäñòàíîâî÷íûì ïðîèçâåäåíèåì (õîòÿàíàëîãè÷íàÿ îöåíêà âîçìîæíà è äëÿ çèãçàã-ïðîèçâåäåíèÿ).Òåîðåìà. Ïóñòü ãðà�ûG è H ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ýêñïàíäåðàìèñ ïàðàìåòðàìè (n, D, 1−ε) è (D, d, 1−δ) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èõ ñáàëàíñè-ðîâàííîå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðîèçâåäåíèå G r©H èìååò ïàðàìåòðû (nD, 2d, 1−
εδ2/24).Äîêàçàòåëüñòâî. Óäîáíî îïèñûâàòü ïðîèñõîäÿùåå â òåðìèíàõ áëóæ-äàíèé (ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìàëèçîâàííûì ìàòðèöàì, ïîëó÷åííûõ äåëå-íèåì ìàòðèöû ñìåæíîñòè íà ñòåïåíü ãðà�à). Áëóæäàíèå ïî âçâåøåííîìó23



ïðîèçâåäåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïîëóñóììîé äâóõ áëóæäàíèé: `ëîêàëüíîãî', ãäå ìûäâèæåìñÿ âíóòðè îäíîé `ãàëàêòèêè' â ñîîòâåòñòâèè ñ ìàòðèöåé ãðà�à H , èãëîáàëüíîãî, ãäå ìû äâèæåìñÿ ïî ð¼áðàì ãðà�à G (à âûáîð ðåáðà îïðåäåëÿ-åòñÿ òåêóùåé H-êîîðäèíàòîé: âåðøèí â ãðà�å H êàê ðàç ñòîëüêî, ñêîëüêîð¼áåð â G, è ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �èêñèðîâàíî êàêîå-òî ñîîòâåòñòâèå).Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöó áëóæäàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê
U =

1

2
Ĝ +

1

2
Ĥ,ãäå Ĝ è Ĥ � ìàòðèöû ïåðåõîäà ïî `ëîêàëüíûì' è `ãëîáàëüíûì' ð¼áðàì.×òîáû îöåíèòü âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî U , äîñòàòî÷íî îöåíèòü âòîðîå ñîá-ñòâåííîå ÷èñëî U3 = (1

2 Ĝ + 1
2Ĥ)3 è äîêàçàòü, ÷òî îíî íå áîëüøå 1 − εδ2/8(à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Áåðíóëëè).Â ðàçëîæåíèè äëÿ U3 áóäåò âîñåìü ÷ëåíîâ. Âñå ýòè ÷ëåíû èìåþò äâàèíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà: îäíîìåðíîå � âåêòîðû, ó êîòîðûõ âñå êî-îðäèíàòû ðàâíû (âñå âîñåìü ÷ëåíîâ íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå åäèíè÷íûå,è ïðè êàæäîì ñòîèò êîý��èöèåíò 1/8), è îðòîãîíàëüíîå ê íåìó (âåêòî-ðû, ñóììà êîîðäèíàò êîòîðûõ ðàâíà íóëþ), ãäå ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå (è òåì ñàìûì íîðìà îãðàíè÷åíèÿ íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî) è åñòüèíòåðåñóþùèé íàñ ïàðàìåòð. Åñëè áû ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ îäíîãî èç ýòèõâîñüìè ïðîèçâåäåíèé âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî íå áîëüøå 1− εδ2, òî ýòî áûãàðàíòèðîâàëî, ÷òî äëÿ U3 ýòî âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî íå áîëüøå 1−εδ2/8,ïîñêîëüêó ó îñòàâøèõñÿ ñåìè ïðîèçâåäåíèé íîðìà íå áîëüøå 1.Êàêîå èç âîñüìè ñëàãàåìûõ âûáðàòü? Êàæåòñÿ, ÷òî íàèëó÷øèå øàí-ñû íà ïåðåìåøèâàíèå ó ĤĜĤ (ñíà÷àëà ïåðåìåøèâàåì âíóòðè ãàëàêòèêè ñïîìîùüþ ãðà�à H , ïîòîì èä¼ì ïî ðåáðó áîëüøîãî ãðà�à, ïîòîì ïåðåìå-øèâàåì âíóòðè äðóãîé ãàëàêòèêè � êàê â çèçàã-ïðîèçâåäåíèè). Åñëè áûïåðåìåøèâàíèå âíóòðè ãàëàêòèêè áûëî ïîëíûì (ïåðåõîä â ñëó÷àéíóþ òî÷-êó ãàëàêòèêè), òî òàêîé ïåðåõîä áûë áû ïåðåõîäîì â ñëó÷àéíóþ âåðøèíóñëó÷àéíîé ñîñåäíåé ãàëàêòèêè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåò-ñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì G è ïîëíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ, è ïîòîìó èìååòâòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî 1 − ε, êàê ó G.Ýòî ìíîãî ëó÷øå, ÷åì íàì íàäî (1 − ε âìåñòî 1 − εδ2/8), ÷òî íå óäèâè-òåëüíî: ìû ñàìîâîëüíî çàìåíèëè ïåðåìåøèâàíèå âäîëü H ïîëíûì ïåðåìå-øèâàíèåì. Ïîñêîëüêó ïåðåõîä ïî ðåáðàì H íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïåðåìåøè-âàíèåì, íàì ïðèä¼òñÿ óñëîæíèòü ðàññóæäåíèå (ïðè ýòîì âìåñòî 1 − ε ìûïîëó÷èì äëÿ âòîðîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà áîëåå ñêðîìíóþ îöåíêó 1−εδ2/8).Ëåììà. Ïóñòü S � ìàòðèöà áëóæäàíèÿ ïî íåêîòîðîìó ãðà�ó (ïåðâîåñîáñòâåííîå ÷èñëî ðàâíî 1), è âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïî ìîäóëþíå ïðåâîñõîäÿò 1− δ. Òîãäà S ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (1 − δ)A + δB, ãäå

A � ìàòðèöà ñ íîðìîé íå áîëüøå 1, à B � ìàòðèöà ïîëíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ(âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû 1/(÷èñëî âåðøèí)).Äîêàçàòåëüñòâî: âû÷èòàÿ èç S ìàòðèöó δB, ìû óìåíüøàåì ïåðâîå ñîá-ñòâåííîå ÷èñëî (åäèíèöó) íà δ, à îñòàëüíûå íå òðîãàåì, òàê ÷òî âñå ñîáñòâåí-íûå ÷èñëà ñòàíîâÿòñÿ íå áîëüøå 1 − δ ïî ìîäóëþ.24



Òåïåðü ìû ìîæåì ïîâòîðèòü ïðèìåðíî òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå,íî óæå ñ òðåìÿ ñëàãàåìûìè. Ïðèìåíèì ëåììó ê áëóæäàíèþ ïî ãðà�ó Hè ðàçëîæèì åãî â ñóììó (1 − δ)A + δB. Ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî ïðîâåñòèâ êàæäîé ãàëàêòèêå è ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå Ĥ = (1 − δ)Â + δB̂, ãäå Â �íåêîòîðûé îïåðàòîð ñ íîðìîé íå áîëüøå 1, à B � òî ñàìîå ïîëíîå ïåðåìå-øèâàíèå âíóòðè ãàëàêòèê, î êîòîðîì ìû ãîâîðèëè âûøå.Ïîâòîðÿåì ïðåæíåå ðàññóæäåíèå, íî â ðàçëîæåíèè
U =

1

2
Ĝ +

1 − δ

2
Â +

δ

2
B̂áóäåò óæå íå 8, à 27 ñëàãàåìûõ. Â îäíîì èç ñëàãàåìûõ (â B̂ĜB̂) âòîðîå ñîá-ñòâåííîå çíà÷åíèå íå ïðåâîñõîäèò 1 − ε, à îñòàëüíûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéîïåðàòîðû ñ íîðìîé íå áîëüøå 1 ñ íåêîòîðûìè ñêàëÿðíûìè êîý��èöèåíòà-ìè (ñóììà êîý��èöèåíòîâ ïðè ýòèõ 27 ñëàãàåìûõ ðàâíà åäèíèöå). Ïîýòîìóâòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå U íå áîëüøå 1 − εδ2/8, ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-êàçàòü.Íèæå ìû âîñïîëüçóåìñÿ êîíñòðóêöèåé ïîäñòàíîâî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ èäîêàçàííîé òîëüêî ÷òî òåîðåìîé, ÷òîáû ïîëó÷èòü òåîðåìó �åéíãîëüäà. Àñåé÷àñ ìû ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå îöåíêè ÷òîáû îïèñàòü åù¼ îäíó ÿâíóþêîíñòðóêöèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ýêñïàíäåðîâ. Ïðåæäå âñåãî ìû âûáåðåì àë-ãåáðàè÷åñêèé ýêñïàíäåð H ñ ïàðàìåòðàìè (d50, d/2, 1/100), à òàêæå àëãåáðà-è÷åñêèå ýêñïàíäåðû G1 è G2 ñ ïàðàìåòðàìè (d100, d, < 1/2) è (d200, d, < 1/2)ñîîòâåòñòâåííî (òàêèå ãðà�û ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d).Äàëåå ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Gn = (G⌊(n−1)/2⌋ ⊗ G⌈(n−1)/2⌉)
50 r©H,Óïðàæíåíèå: Ïðîâåðüòå, ÷òî Gn ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ýêñïàíäåðîì ñïàðàìåòðàìè (d100n, d, < 1−1/50); �óíêöèÿ âðàùåíèÿ äëÿ òàêîãî ãðà�à Gnâû÷èñëÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ.Åù¼ îäèí âàðèàíò ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ ýêñïàíäåðîâÂñå ÿâíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïàíäåðîâ, êîòîðûå ìû ñòðîèëè, �îð-ìèðîâàëèñü âîêðóã `çàòðàâî÷íîãî' ýêñïàíäåðà H ñ ïîäõîäÿùèìè ïàðàìåò-ðàìè, êîòîðûé ìû íàõîäèëè ïåðåáîðîì (äëèíà ïåðåáîðà íå çàâèñåëà îò n,òàê ÷òî ìû èìåëè ïðàâî èñïîëüçîâàòü åãî â ïîëèíîìèàëüíîì ïî n àëãîðèò-ìå). Ñåé÷àñ ìû îïèøåì àëãåáðàè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåòñòðîèòü íóæíûé íàì `çàòðàâî÷íûé' ãðà� áåç ïåðåáîðà.Ïóñòü q � ïðîñòîå ÷èñëî. �àññìîòðèì ãðà� APq , âåðøèíàìè êîòîðîãîÿâëÿþòñÿ âñå ïàðû (a, b) ∈ Z

2, à ð¼áðàìè ñîåäèíåíû òàêèå âåðøèíû (a, b),
(c, d), ÷òî

ac = b + d mod qÏîëåçíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ïàðó (a, b) òî÷êîé à��èííîé ïëîñêîñòè íàä Zq,à (c, d) � ïðÿìîé ñ óðàâíåíèåì y = cx−d, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó.25



Òàêîì îáðàçîì, ãðà� ñîñòîèò èç q2 âåðøèí, è ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíûðàâíà q. Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîáñòâåííîå ÷èñëîãðà�à ðàâíî √
q.Ìîæíî çàðàíåå äîãàäàòüñÿ, ÷òî äàííûé ãðà� îáëàäàåò õîðîøèìè ñâîé-ñòâàìè ïåðåìåøèâàíèÿ. Â ñàìîì äåëå, âòîðàÿ ñòåïåíü ýòîãî ãðà�à (ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ áëóæäàíèþ ïî ãðà�ó APq ïî ïóòÿì äëèíû äâà) î÷åíü áëèçêà êïîëíîìó ïåðåìåøèâàíèþ. Ïîýòîìó óäîáíî ïðîèçâåñòè ñïåêòðàëüíûé àíàëèçíå äëÿ ñàìîãî APq, à äëÿ åãî êâàäðàòà.Îáîçíà÷èì A ìàòðèöó ãðà�à APq. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû (a, b)íóìåðóþòñÿ ñíà÷àëà ïî ïåðâîé, à ïîòîì ïî âòîðîé êîîðäèíàòå. Òàêèì îáðà-çîì, ìàòðèöà A ñîñòîèò èç q2 êâàäðàòíûõ áëîêîâ ðàçìåðà q × q; â êàæäîìòàêîì áëîêå (i-îì ïî ãîðèçîíòàëè, j-îì ïî âåðòèêàëè) ðåáðà ñîîòâåòñòâóþòïåðåõîäó èç âåðøèí âèäà (i, ∗) â âåðøèíû (j, ∗).Ìàòðèöó A2 ëåãêî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå. Äåéñòâèòåëüíî, A2 îïèñûâàåòïóòè äëèíû 2 íà APq. Åñëè i 6= j, òî åñòü ðîâíî îäèí òàêîé ïóòü èç (i, k)â (j, l) (ïîñêîëüêó íà ïëîñêîñòè åñòü ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò÷åðåç òî÷êè (i, k) è (j, l)). Åñëè k 6= l, òî èç (i, k) â (i, l) íåò ïóòåé äëèíûäâà (ìû íå ðàññìàòðèâàåì âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè). Íàêîíåö,èç äëÿ êàæäîé âåðøèíû (i, k) èìååòñÿ q öèêëîâ äëèíû äâà.Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A2 èìååò âèä









qI J J . . . J
J qI J . . . J
. . . . . . . . . . . . . . .
J J J . . . qI







ãäå I � äèàãîíàëüíàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà q × q, à Jq � ìàòðèöà q × q, âêîòîðîé íà âñåõ ìåñòàõ ñòîÿò åäèíèöû.Â òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:
A2 = Iq×q ⊗ (qIq×q) + (Jq×q − Iq×q) ⊗ Jq×qÓ ìàòðèöû Iq×q âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû åäèíèöå; ó Jq×q åñòü ñîá-ñòâåííîå ÷èñëî 1 êðàòíîñòè îäèí è ñîáñòâåííîå ÷èñëî 0 êðàòíîñòè (q − 1).Ïðîñòîé ïîäñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî ó A2 ñïåêòð ñîñòîèò èç ÷èñåë q2 (êðàò-íîñòü 1), 0 (êðàòíîñòü (q − 1)) è q (êðàòíîñòü q(q − 1)). Ñëåäîâàòåëüíî, óñàìîé ìàòðèöû A âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ðàâíî √

q.Çà�èêñèðóåì ïðîñòîå ÷èñëî q è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ãðà�îâ:
AP 1 = APq ⊗ APi

AP k+1 = AP k z© APqÏî ñâîéñòâó çèãçàã-ïðîèçâåäåíèÿ, AP k ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ýêñïàíäå-ðîì ñ ïàðàìåòðàìè (q2(k+1), q2, O( i√
q )). Òàêîì îáðàçîì, ïðè k = 7 (äëÿ äî-ñòàòî÷íî áîëüøèõ q) ìû ïîëó÷àåì ãðà�, êîòîðûé ìîæíî áðàòü â êà÷åñòâåãðà�à H â íàøåé îñíîâíîé êîíñòðóêöèè ÿâíî çàäàííûõ ýêñïàíäåðîâ.26



4 �ðà�û ÊýëèÂ ýòîì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèì ãðà�û Êýëè è ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðîñòåé-øèõ ïðèìåðîâ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà òàêèõ ãðà�îâ.Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, à S ⊂ G � ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâîýëåìåíòîâ ãðóïïû (åñëè h ∈ S, òî h−1 ∈ S). �ðà�îì Êýëè (G, S) íàçûâàåòñÿãðà�, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G; âåðøèíû aè b ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè a = bh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ S (ïîñêîëüêó Sñèììåòðè÷íî, äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî).Ïðèìåð 0. G� ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, S = G. �ðà�îì Êýëè (G, S) áóäåòïîëíûé ãðà�û ñ |G| âåðøèíàìè (ñ ïåòëÿìè).Ïðèìåð 1. G = Zn, S = {1,−1}. �ðà�îì Êýëè (G, S) áóäåò öèêë äëèíû
n. Ïðèìåð 2. G = Zk

2 ; S ñîñòîèò èç åñòåñòâåííûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû:
S = {ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), i = 1, . . . , n} (ó ei åäèíèöà ñòîèò â ïîçèöèèíîìåð i; îñòàëüíûå êîîðäèíàòû íóëåâûå). �ðà�îì Êýëè (G, S) áóäåò ãðà�ð¼áåð n-ìåðíîãî ãèïåðêóáà.Äëÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ãðà�à Êýëè ïîëåçíî ðàññìîòðåòü íåïðèâî-äèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G. Äëÿ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï íóæíî èçó-÷èòü õàðàêòåðû G:Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðàìè ãðóïïû G íàçûâàþò ãîìîìîìåð�èçìû âìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ξ : G → C

∗Òåîðåìà Ïóñòü G = {a1, . . . , an} � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, S ⊂ G � å¼ñèììåòðè÷íîå ïîäìíîæåñòâî, ξ � îäèí èç õàðàêòåðîâ ãðóïïû. Òîãäà âåêòîð
(ξ(a1), . . . , ξ(an)) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ ìàòðèöû ãðóïïû Êýëè (G, S);ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó âåêòîðó ñîáñòâåííîå ÷èñëî ðàâíî

∑

h∈S

ξ(h)Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîäåéñòâóåì íà âåêòîð (ξ(a1), . . . , ξ(an)) ìàòðèöåé Mãðà�à Êýëè. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå â i-îé êîîðäèíàòå ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòà-òå âåêòîðà. Ïîíÿòíî, ÷òî òàì äîëæíà ñòîÿòü ñóììà âåëè÷èí ξ(aj) ïî âñåì
aj , êîòîðûå ñîåäèíåíû ðåáðîì ñ ai. Ýòî çíà÷èò, ÷òî aj ïîëó÷àåòñÿ èç aióìíîæåíèåì íà íåêîòîðûé ýëåìåíò èç S. Òàêèì îáðàçîì, i-àÿ êîîðäèíàòà
M(ξ(a1), . . . , ξ(an))t ðàâíà

∑

h∈S

ξ(aih) = ξ(ai)
∑

h∈S

ξ(h)Òåì ñàìûì, òåîðåìà äîêàçàíà.Âîçâðàùåíèå ê ïðèìåðó 1. Õàðàêòåð ãðóïïû Zn îäíîçíà÷íî îïðåäå-ëÿåòñÿ åãî çíà÷åíèåì íà ýëåìåíòå 1 (ïðè ýòîì õàðàêòåð äîëæåí îòîáðàçèòüýëåìåíòû ãðóïïû â êîðíè èç åäèíèöû ñòåïåíè n). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïî-ëó÷àåì n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ õàðàêòåðîâ ξk, îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèåì
ξk(1) = e2πk/n27



Ñîîòâåòñòâåííî, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ãðà�à ðàâíû λk = ξk(1) + ξk(−1) =
2 cos(2πk/n), k = 0, 1, . . . , n − 1.Âîçâðàùåíèå ê ïðèìåðó 2. Õàðàêòåðû ãðóïïû Zn

2 îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè íà îáðàçóþùèõ ei (ξ(ei) ìîæåò áûòü ðàâíî 1 èëè
−1). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì 2n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ õàðàêòåðîâ ξb1...bn(b1 . . . bn � ñòðîêà áèòîâ):

ξb1...bn
(a1, . . . , an) =

n
∏

i=1

(−1)aibiCîáñòâåííûå ÷èñëà ãðà�à Êýëè ðàâíû
λb1...bn

= [÷èñëî íóëåé â ñòðîêå b1 . . . bn] − [÷èñëî åäèíèö â ñòðîêå b1 . . . bn]ò.å. ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè áóäóò çíà÷åíèÿ n, n−2, n−4, . . . ,−n (êðàòíîñòèñîáñòâåííûõ ÷èñåë áóäóò ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùåìó áèíîìèàëüíîìó êîý�-�èöèåíòó).Åù¼ îäèí ïðèìåð: Ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü ýêñïàíäåð èç êîäà, èñ-ïðàâëÿþùåãî îøèáêè.Ïóñòü äëÿ ëèíåéíîãî êîäà C : {0, 1}k → {0, 1}n ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþ-áûìè äâóìÿ (íåñîâïàäàþùèìè) êîäîâûìè ñëîâàìè ε-áëèçêî ê n/2: Åñëè
y1 = C(x1), y2 = C(x2) (x1 6= x2), òî

(
1

2
− ε)n ≤ dist(y1, y2) ≤ (

1

2
+ ε)nÒàêîé êîä ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, êàê êîíêàòåíàöèþ àëãåáðî�ãåîìåòðè÷åñêîãîêîäà è êîäà Àäàìàðà. Ïîñêîëüêó êîä ëèíåéíûé, â êàæäîì êîäîâîì ñëîâå(êðîìå íóëåâîãî) äîëæíî áûòü íå ìåíåå (1

2 −ε)n è íå áîëåå (1
2 +ε)n åäèíèö.Îáîçíà÷èì G ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó êîäà. Ýòî ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè

n × k íàä Z2; å¼ ñòîëáöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êîäîâûõ ñëîâ.Îáîçíà÷èì S ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû G (n âåêòîðîâ èç Z
k
2) è ðàññìîò-ðèì ãðà� Êýëè C(Zk

2 , S). Ïîëó÷åííûé ãðà� ñîñòîèò èç 2k âåðøèí, è ñòåïåíüåãî ðàâíà n. Îñòà¼òñÿ âû÷èñëèòü åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ýòî äåëàåòñÿ òàêæå, êàê â Ïðèìåðå 2. Èìååòñÿ 2k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ õàðàêòåðîâ ξb1...bk(ãäå b1 . . . kn � ñòðîêà áèòîâ):
ξb1...bk

(a1, . . . , ak) =

k
∏

i=1

(−1)aibiÄëÿ êàæäîãî íàáîðà b̄ = (b1 . . . bk) ñóììà çíà÷åíèé ξb1...bk
(a1, . . . , ak) ïî âñåì

(a1, . . . , ak) èç S åñòü â òî÷íîñòè ñóììà áèòîâ â êîäîâîì ñëîâå C(b̄) (äåéñòâè-òåëüíî, íóæíî ìíîæèòü ìàòðèöó G íà âåêòîð-ñòîëáåö b̄ è ïðîñóììèðîâàòüáèòû â ïîëó÷åííîì êîäîâîì ñëîâå). Îáîçíà÷èì y(b̄) = Gb̄t Òàêèì îáðàçîì,ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ãðà�à Êýëè ðàâíû
λb1...bk

= [÷èñëî íóëåé â ñòðîêå y(b̄)]−[÷èñëî åäèíèö â ñòðîêå y(b̄)] = n−2[÷èñëî åäèíèö â ñòðîêå y(b̄)]28



Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà (êðîìå λ0...0 = n) ïî ìîäóëþ íå ïðå-âîñõîäÿò 2εn.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ýêñïàíäåð ñ N = 2n âåðøèíàìè, ñòåïåíüþ
O(log N) è âòîðûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì 2εN . Ñòåïåíü äàííîãî ãðà�à íåêîíñòàíòà (êàê â ðàññìîòðåííûõ íàìè ðàíåå ÿâíûõ êîíñòðóêöèÿõ ãðà�îâ,îñíîâàííûõ íà çèãçàã è ïåðåñòàíîâî÷íîì ïðîèçâåäåíèè), à ëîãàðè�ì ÷èñ-ëà âåðøèí. Çàòî ñòðóêòóðà ïîëó÷åííîãî ãðà�à ñîãëàñîâàíà ñ àääèòèâíîéñòðóêòóðîé Zn

2 . Ýòî ñâîéñòâî áûâàåò ïîëåçíî â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ,ñì., íàïðèìåð, [BSSVW℄.�ðà�û �àìàíóäæàíà.
d-ðåãóëÿðíûé ãðà� íàçûâàåòñÿ ãðà�îì �àìàíóäæàíà, åñëè åãî âòîðîåïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò 2

√
d − 1. Ëþáîöêèé, Ñàðíàê,Ôèëëèïñ è Ìàðãóëèñ óêàçàëè ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ ãðà�îâ Êýëè, ÿâëÿþùèõ-ñÿ ãðà�àìè �àìàíóäæàíà. Îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ.Ïóñòü p è q ïðîñòûå ÷èñëà, p = 1 mod 4 è q = 1 mod 4. Â êà÷åñòâå ãðóï-ïû G âîçüì¼ì PGL(2, Z/qZ), ò.å. íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû 2× 2 íàä ïîëåìâû÷åòîâ ïî ìîäóëþ q, ïðî�àêòîðèçîâàííûå ïî îòíîøåíèþ ïðîïîðöèîíàëü-íîñòè (ñ îáû÷íîé îïåðàöèåé ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ).Äàëåå ìû çàäàäèì â ýòîé ãðóïïå ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî S. Âûáåðåìòàêîå öåëîå i, ÷òî i2 = −1 mod q. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òîãäà èìååòñÿ ðîâíî

(p + 1) öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
a2
0 + a2

1 + a2
2 + a2

3 = pòàêîå, ÷òî a0 ïîëîæèòåëüíî è íå÷¼òíî, à a1, a2, a3 ÷¼òíû. Êàæäîé òàêîé÷åòâ¼ðêå ñîïîñòàâèì ìàòðèöó
A =

(

a0 + ia1 a2 + ia3

−a2 + ia3 a0 − ia1

)Ýòè ìàòðèöû è îáðàçóþò ìíîæåñòâî S.Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ãðà� Êýëè (G, S) ñîñòîèò èç Θ(q3) âåðøèí, è ñòå-ïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà (p + 1). Ñâîéñòâà äàííîãî ãðà�à çàâèñÿò îòñîîòíîøåíèÿ p è q. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûìâû÷åòîì ïî ìîäóëþ q. Òîãäà ïîëó÷åííûé ãðà� Êýëè ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿç-íûõ êîìïîíåíò (ïîñêîëüêó âñå ìàòðèöû èç S ëåæàò â ïîäãðóïïå G èíäåêñàäâà � ïîäãðóïïå ìàòðèö, îïðåäåëèòåëü êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûìâû÷åòîì). Îáîçíà÷èì Xp,q ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ïîëó÷åííîãî ãðà�à. Ìîæ-íî äîêàçàòü, ÷òî ó Xp,q âòîðîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîáñòâåííîå ÷èñëîíå ïðåâîñõîäèò 2
√

p, ò.å. ìû ïîëó÷èëè ãðà� �àìàíóäæàíà. Îäíàêî äîêà-çàòåëüñòî ýòîãî �àêòà íåïðîñòî è èñïîëüçóåò ñåðü¼çíóþ àëãåáðó. Ïîëíîåäîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [Sar℄.
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5 Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ýêñïàíäåðîâ â omputersieneÏðèìåíåíèå ýêñïàíäåðîâ 1: Àëãîðèòì �åéíãîëüäà�àíåå ìû âèäåëè, ÷òî çèãçàã è ïîäñòàíîâî÷íîå ïðîèçâåäåíèå ïîçâîëÿþò`ñîáèðàòü' èç ìàëåíüêèõ ýêñïàíäåðîâ (ìàëåíüêèå ýêñïàíäåðû ìîæíî íàé-òè ïåðåáîðîì) ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ýêñïàíäåðû ñ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíüþè äîñòàòî÷íî ìàëûì âòîðûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì. Òåïåðü ìû ðàññìîòðèìåù¼ îäíî çàìå÷àòåëüíîå îäíî ïðèìåíåíèå ýòèõ îïåðàöèé. Ìû äîêàæåì òåî-ðåìó �åéíãîëüäà (Omer Reingold) î äåðàíäîìèçàöèè îäíîãî èç ñàìûõ çíà-ìåíèòûõ âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ � àëãîðèòìà ïðîâåðêè s-t-ñâÿçíîñòè âíåîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å (çàäà÷à UPATH) ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ.Îïèñàíèå çàäà÷è UPATH: çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà�G = (V, E),â êîòîðîì âûäåëåíû äâå âåðøèíû s, t ∈ V . Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, åñòü ëè âãðà�å ïóòü èç âåðøèíû s â âåðøèíó t.Òåîðåìà Çàäà÷à UPATH ìîæåò áûòü ðåøåíà âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèò-ìîì ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ.Âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è UPATH óñòðîåí î÷åíüïðîñòî: íóæíî ñäåëàòü N = poly(|V |) (âûáîð ïîëèíîìà ìû óòîíèì ÷óòüïîçæå) øàãîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðà�ó, íà÷àâ ñ âåðøèíû s. Åñëè çà
N øàãîâ íàì óäàñòñÿ ïîáûâàòü â âåðøèíå t, ìû òî÷íî çíàåì, ÷òî â ãðà�ååñòü ïóòü èç s â t. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëàãàåì, ÷òî òàêîãî ïóòè íåò.Â êàæäûé ìîìåíò ðàáîòû àëãîðèòìà íàì òðåáóåòñÿ ïîìíèòü íîìåð òåêó-ùåãî øàãà áëóæäàíèÿ (îò 1 äî N) è íîìåð âåðøèíû, â êîòîðîé ìû â äàííûììîìåíò íàõîäèìñÿ. Äëÿ õðàíåíèÿ ýòîé èíî�ðìàöèè äîñòàòî÷íî ïàìÿòè ðàç-ìåðà O(log |V |).ßñíî, ÷òî åñëè ïóòè èç s â t íåò, òî àëãîðèòì âûäàñò ïðàâèëüíûé îòâåò.Îñòà¼òñÿ îöåíèòü âåðîÿòíîñòü äðóãîé îøèáêè: ïóòü èç s â t ñóùåñòâóåò, íîçà N øàãîâ áëóæäàíèÿ ìû åãî íå îáíàðóæèì. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòèìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðà� ðåãóëÿðåí è íåäâóäîëåí (ìû âñåãäà ìîæåì äî-áèòüñÿ ýòîãî, äîáàâèâ â ãðà� íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïåòåëü). Äàëåå ïîêàæåì,÷òî ïðè ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ïî ñâÿçíîìó îäíîðîäíîìó è íåäâóäîëüíîìóãðà�ó ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà âåðøèíàõ áûñòðî ïðèáëèæàåòñÿ êîäíîðîäíîìó. Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ãðà�à:Ëåììà Â d-ðåãóëÿðíîì îäíîðîäíîì è íåäâóäîëüíîì ãðà�å ñ n âåðøè-íàìè ùåëü ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîáñòâåííûìè÷èñëàìè íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 1/ poly(n), ò.å.

λ/d ≥ 1 − Θ(1/nc)äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c (íå çàâèñÿùåé íè îò n, íè îò d).Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåæäå âñåãî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî ãðà� ñâÿçåí (åñëè ýòî íå òàê, ìû ïåðåéä¼ì ðàññìîòðåíèþ îäíîéñâÿçíîé êîìïîíåíòû). 30



Äàëåå, åñëè ó ãðà�à åñòü îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ìû ïåðåé-ä¼ì îò èñõîäíîãî ãðà�à G ê åãî êâàäðàòó G2. Ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàòâñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêæå âîçâåäóòñÿ â êâàäðàò è ñòàíóò ïîëîæèòåëü-íûìè (ùåëü ìåæäó ïåðûì è âòîðûì ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì òàêæåèçìåíèòüñÿ â ïîëèíîì ðàç � óìíîæèòñÿ íà O(d)). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïî-ñêîëüêó èñõîäíûé ãðà�G íå áûë äâóäîëüíûì, â åãî êâàäðàòå ìàêñèìàëüíîåñîáñòâåííîå ÷èñëî èìååò êðàòíîñòü 1 (ñâÿçíûé íåäâóäîëüíûé ãðà� ïðè âîç-âåäåíèè â êâàäðàò îñòà¼òñÿ ñâçíûì).Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ äîêàçàòü ëåììó äëÿ ñâÿçíîãî ãðà�à, ó êîòî-ðîãî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû. Îáîçíà÷èì f̄ = (f1, . . . , fn)ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó G2 (îíîðòîãîíàëåí ïåðâîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó (1, 1, . . . , 1), ò.å., ∑

fi = 0).Âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìà f̄ ðàâíà åäèíèöå. Òîãäà íàéä¼òñÿ êîîð-äèíàòà i òàêàÿ, ÷òî |fi| ≥ 1/
√

n. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî fiïîëîæèòåëüíî. Ïîñêîëüêó ñóììà âñåõ êîîðäèíàò f̄ ðàâíà íóëþ, òî íàéä¼òñÿè êîîðäèíàòà j, äëÿ êîòîðîé fj ≤ 0.�àññìîòðèì â ãðà�å êðàò÷àéøèé ïóòü èç i-îé âåðøèíû â j-óþ: fi − . . .−
fj. Â ýòîì ïóòè íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíî ðåáðî fs − fl, äëÿ êîòîðîãî

|fs − fl| ≥ |fi − fj|/n ≥ 1

n
√

nÈòàê, ìû íàøëè â ãðà�å òàêóþ ïàðó âåðøèí, ñîåäèí¼ííûõ ðåáðîì, ÷òîðàçíèöà |fs − fl| íå ìåíüøå 1/n1.5.Ïðîñóììèðóåì (fs − ft)
2 ïî âñåì ð¼áðàì (s, t) ãðà�à. Ïðè ýòîì êàæäîåðåáðî ìû ñ÷èòàåì ïî îäíîìó ðàçó:

∑

s≤t, (s,t)∈E

(fs−ft)
2 =

∑

s≤t, (s,t)∈E

(f2
s +f2

t −2fsft) = d

n
∑

s=1

f2
s − f̄ tMf̄ = 2d2−2λ(çäåñü M îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ãðà�à, d � åãî ñòåïåíü). Îáðàòèòå âíèìàíèå:ýòà ðàâåíñòâî âåðíî íåçàâèñèìî îò òîãî, åñëè â ãðà�å ïåòëè. Äàííàÿ ñóììàñíèçó îãðàíè÷åíà (fs−fl)

2 ≥ 1
n3 . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü d−λ îãðàíè÷åíàñíèçó Θ(1/n3). Ëåììà äîêàçàíà.Ñ ïîìîøüþ ëåììû ëåãêî îöåíèòü êîððåêòíîñòü ðàáîòû íàøåãî àëãî-ðèòìà. Îáîçíà÷èì p̄(i) ðàñïðåäåëåíèå âåðîòÿíîñòåé íà âåðøèíàõ ïîñëå iøàãîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðà�ó (ðàñïðåäåëåíèå p̄(0) ñîñðåäîòî÷åíîâ åäèíñòâåííîé âåðøèíå s). Ïóñòü îáîçíà÷èì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

ū = ( 1
n , . . . 1

n ) íà âåðøèíàõ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè s, è ðàçëîæèì p̄(i) â ñóì-ìó ū è íåêîòîðîãî âåêòîðà èç åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ:
p̄(i) = ū + q̄(i),ãäå ñóììà êîîðäèíàò âåêòîðà q̄(i) ðàâíà íóëþ. Åñëè M � íîðìàëèçîâàí-íàÿ ìàòðèöà ãðà�à, òî q̄(i + 1) = Mq̄(i). Íà ïîäïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ñíóëåâîé ñóììîé íîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà M ðàâíà (íîðìàëèçîâàííîìó)31



âòîðîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ãðà�à; ïî ëåììå ýòî ÷èñëî íå ìîæåò áûòü áîëü-øå 1 − Θ(1/nc), ãäå n åñòü ÷èñëî âåðøèí â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè âåðøèíû
t. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì øàãå íîðìà q̄(i) óìåíüøàåòñÿ ïî êðàéíåé ìå-ðå â (1 − Θ(1/nc)) ðàç, è ÷åðåç poly(n) øàãîâ ðàñïðåäåëåíèå p̄(i) ñòàíåòî÷åíü áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó (íà êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðà�à). Òàêèì îá-ðàçîì, åñëè s è t ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, òî âåðîÿòíîñòüïîïàñòü ÷åðåç poly(n) øàãîâ â âåðøèíó t áóäåò áëèçêà ê 1/n. Åñëè æå óâåëè-÷èòü ÷èñëî øàãîâ åù¼ â ïîëèíîì ðàç, òî âåðîòÿíîñòü õîòÿ áû ðàç ïîáûâàòüâ t ñòàíåò áëèçêà ê åäèíèöå.�åéíãîëüä ïðèäóìàë, êàê äåðàíäîìèçîâàòü àëãîðèòì áëóæäàíèÿ íà ãðà-�å áåç çíà÷èòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè:Òåîðåìà Çàäà÷à UPATH ìîæåò áûòü ðåøåíà äåòåðìèíèðîâàííûì àë-ãîðèòìîì ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ.Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, çàìåòèì, ÷òî ìû óæå óìååì ðåøàòüíà ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòè çàäà÷ó UPATH äëÿ (n, d, 0.99)-ýêñïàíäåðîâ. Âñàìîì äåëå, ìû çíàåì, ÷òî äèàìåòð òàêîãî ýêñïàíäåðà ðàâåí O(log n). Ìûìîæåì ïåðåáðàòü âñå ïóòè äëèíû C log n ñ íà÷àëîì â âåðøèíå s è ïðîâåðèòü,âåä¼ò ëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ â t; òàêàÿ ïðîâåðêà î÷åâèäíî òðåáóåò ëèøüëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòè (è ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè).×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à G, ìû ïðåâðàòèì åãîâ ýêñïàíäåð ñ ïîìîùüþ ïðîèçâåäåíèÿ. Äëÿ ýòîé öåëè ãîäèòñÿ è çèãçàã-ïðîèçâåäåíèå, è ñáàëàíñèðîâàííîå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðîèçâåäåíèå. Â îðèãè-íàëüíîé ðàáîòå �åéíãîëüäà ïðèìåíÿëîñü çàãçàã-ïðîèçâåäåíèå (ýòîò ñïîñîáäà¼ò ëó÷øèå îöåíêè äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû â îöåíêå ðàçìåðàïàìÿòè àëãîðèòìà). Ìû ïðèâåä¼ì íåìíîãî äðóãîå ðàññæóäåíèå, âîñïîëü-çîâàâøèñü ñáàëàíñèðîâàííûì ïîäñòàíîâî÷íûì ïðîèçâåäåíèåì (äëÿ ýòîãî óíàñ óæå äîêàçàíà íóæíàÿ îöåíêà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïîäñòàíîâî÷íîãîïðèçâåäåíèÿ).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû: Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàì çàäàí (â âèäåîðàêóëà) íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� G ñ n âåðøèíàìè, áåç ïåòåëü è ïàðàë-ëåëüíûõ ð¼áåð. Äàëåå ìû ïîñòðîèì íà îñíîâå G íåñêîëüêî `âîîáðàæàåìûõ'ãðà�îâ; ìû ñìîæåì ìîäåëèðîâàòü áëóæäàíèå ïî êàæäîìó èç ýòèõ âîîá-ðàåìûõ ãðà�îâ ñ ïîìîùüþ èñõîäíîãî îðàêóëà è äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòèðàçìåðà O(log n).Âîîáðàæàåìûé ãðà� G′: çàìåíèì â èñõîäíîì ãðà�å êàæäóþ âåðøèíóñòåïåíè deg > 3 íà öèêë äëèíû deg; ð¼áðà, âõîäèâøèå ðàíåå â äàííóþ âåð-øèíó ìû ïî îäíîìó ïðèñîåäèíèì ê âåðøèíàì ýòîãî öèêëà. Òàêèì îáðàçîì,â ãðà�å G′ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n′÷èñëî âåðøèí â G′ (ýòî ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò poly(n)).Âîîáðàæàåìûé ãðà� G′′: Äîáàâèì ê êàæäîé èç âåðøèí G1 íóæíîå ÷èñëîïåòåëü òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ d-ðåãóëÿðíûé ãðà� (êîíñòàíòó d ìû âûáåðåìòàê, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë àëãåáðàè÷åñêèé (d50, d/2, < 0.01)-ýêñïàíäåð H).Âîîáðàæàåìûå ãðà�û Gi : G0 = G′′; êàæäûé ñëåäóþùèé ãðà� Gi+132



îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî:
Gi+1 = (Gi r©H)50Ïðè ýòîì êàæäûé ãðà� Gi áóäåò ýêñïàíäåðîì ñ ïàðàìåòðàìè

(n′ · d50i, d50, < 1 − εi)Åñëè εi äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ÷èñëî εi+1 ïîëó÷àåòñÿ èç εi óìíîæåíèåì ñíà-÷àëà íà (0.99)2/24 (ñâîéñòâî ïîäñòàíîâî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ), à çàòåì óìíî-æåíèåì íà 50 (äëÿ ìàëûõ x èìååì (1 − x)50 ≈ 1 − 50x). Òàêîì îáðàçîì,
εi+1 ≈ 2εi.Ïðèìåíèì Ëåììó î âòîðîì ñîáñòâåííîì ÷èñëå ïðîèçâîëüíîãî ðåãóëÿð-íîãî ãðà�à ê G0: ε0 ≥ Θ(1/(n′)c). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ k = O(log n) ãðà� Giîêàçûâàåòñÿ ýêñïàíäåðîì, ó êîòîðîãî íîðìàëèçîâàííîå âòîðîå ñîáñòâåííîå÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò 0.99.Âåðøèíû Gi ïîëó÷àþòñÿ êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåðøèíû ãðà�à
G′′ è i êîïèé âåðøèí ãðà�à H . Ïîäñòàíîâî÷íîå ïðîèçâåäåíèå óñòðîåíî òàê,÷òî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïóòè èç s â t â èñõîäíîì ãðà�å G ýêâèâàëåíòåíâîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè ïóòè â Gi èç âåðøèí, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ òåíçîðíàÿêîìïîíåíòà ðàâíà s, â âåðøèíû, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ òåíçîðíàÿ êîìïîíåíòàðàíà t. Ïîñêîëüêó äëÿ k = O(log n) ó ãðà�à Gi âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî íåïðåâîñõîäèò 0.99, ìû ìîæåì ïðîâåðèòü äàííîå ñâîéñòâî, ïåðåáðàâ âñå ïóòèëîãàðè�ìè÷åñêîé äëèíû.Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå áëóæäàíèÿ ïî ãðà�ó Gk ìîäå-ëèðóåòñÿ íà ëîãàð�èìè÷åñêîé ïàìÿòè. Â ñàìîì äåëå, äëÿ õðàíåíèÿ íîìåðàâåðøèíûGk íàì íóæíî õðàíèòü íàáîð èç (i+1) êîìïîíåíò; ñàìàÿ ïåðâîå ñî-äåðæèò íåêîòîðûé íîìåð âåðøèíû G0 = G′′, à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ � íîìåðîäíîé èç âåðøèí H . �åáðî â ãðà�å Gi åñòü ïóòü äëèíû 50 â ãðà�å (Gi r©H).Îñòà¼òñÿ ïîíÿòü, êàê îðãàíèçîâàòü ðåêóðñèâíûé âûçîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿîäíîãî øàãà ïî ðåáðó (Gi r©H). Åñëè ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì (ñîîòâåò-ñòâóåò ïåðåõîäó âíóòðè `ãàëàêòèêè' âåðøèí, ÿâëÿþùåéñÿ êîïèåé H), òî íàìíóæíî òîëüêî ïåðåñ÷èòàòü êîîðäèíàòû â i-îé êîìïîíåíòå â ñîîòâåòñòâèè ñìàòðèöåé ãðà�à H . Åñëè æå ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû äâóõ ñîñåäíèõ ãà-ëàêòèê, ìû ðåêóðñèâíî âûçûâàåì îïåðàöèþ ïåðåõîäà äëÿ ãðà�à Gi−1; (ïðèýòîì çàïèñü â i-îé êîìïîíåíòå òåêóùåé âåðøèíû íóæíî èíòåðïðåòèðîâàòüêàê íîìåð ðåáðà, ïî êîòîðîìó ìû âûõîäèì èç òåêóùåé âåðøèíû â ãðà�å
Gi−1). �åêóðñèâíûé âûçîâ âîçâðàøàåò, âî-ïåðâûõ, íîìåð íîâîé âåðøèíû vãðà�à Gi−1 (ýòî ñîäåðæèìîå êîìïîíåíò ñ 0-îé ïî (i−1)-óþ), à òàêæå íîìåððåáðà ãðà�à Gi, ïî êîòîðîìó ìû òîëüêî ÷òî ïðîøëè, ñ òî÷êè çðåíèÿ âåð-øèíû v, â êîòîðóþ ìû ïîïàëè (ýòîò íîìåð ìû çàïèøåì â i-óþ êîìïîíåíòóòåêóùåé âåðøèíû).Ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ óáåäèòüñÿ, ÷òî îðãàíèçàöèÿ ðåêóðñèè òðåáóåòëèøü O(1) ÿ÷ååê ïàìÿòè íà êàæäóþ êîìïîíåíòó i = 1, . . . , imax = O(log n).Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ïðîöåäóðà ðàáîòàåò íà çîíå O(log n)Ëèòåðàòóðà: [AB, Rei℄ 33



Ïðèìåíåíèå ýêñïàíäåðîâ 2: Êîäû Çåìîðà (Z�emor odes)Áóäåì íàçûâàòü êîäîì îòîáðàæåíèå C : {0, 1}k → {0, 1}n. Îáðàçû ýòî-ãî îòîáðàæåíèÿ (n-áèòíûå ñòðîêè C(x)) íàçûâàþò êîäîâûìè ñëîâàìè. �àñ-ñòîÿíèì êîäà C íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì õýììèíãîâñêîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäóêîäîâûìè ñëîâàìè:
distC = min

x 6=x′

{dist(C(x), C(x′))}Áóäåì îáîçíà÷àòü ïàðàìåòðû òàêîãî êîäà òðîéêîé ÷èñåë (n, k, dist).Åñëè ðàññòîÿíèå êîäà ðàâíî dist, ãîâîðÿò, ÷òî êîä ïîçâîëÿåò èñïðàâ-ëÿòü e = ⌈dist−1
2 ⌉ îøèáîê. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè â êîäîâîì ñëîâå y = C(x)âûáðàòü íå áîëåå e ïîçèöèé è çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå áèòû íà ïðîòè-âîïîëîæíûå, òî ïî ïîëó÷åííîìó ñëîâó y′ ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòüèñõîäíîå êîäîâîå ñëîâî y è ñîîòâåòñòâóþùåå x = C−1(x).Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ æåëàòåëüíî èìåòü êîäû ñ äîñòàòî÷íî áîëü-øîé ñêîðîñòüþ k/n è ïî âîçìîæíîñòè áîëüøèì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì. Íåòðóä-íî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå îöåíêè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âñÿêîãî (n, k, dist)-êîäà

2k ≤ 2n

C0
n + . . . + C

⌈ dist−1

2
⌉

n(ãðàíèöà Õýììèíãà). Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû êîä ïîçâîëÿë èñïðàâëÿòü δnîøèáîê (è êîäîâîå ðàññòîÿíèå áûëî áîëüøå 2δn), äàííîå íåðàâåíñòâî äà¼òàñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó k
n ≤ (1 − h(δ)) + o(n), ãäå h(p) = −p log p − (1 −

p) log(1 − p). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
2k <

2n

C0
n + . . . + Cdist−1

nòî (n, d, dist)-êîä ñóùåñòâóåò. Åñëè dist = 2δn + 1, ýòî íåðàâåíñòâî äà¼òàñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó k
n ≥ (1 − h(2δ)) − o(n) äëÿ îïòèìàëüíîãî ñîîòíî-øåíèÿ k è n (îòíîøåíèå k/n íàçûâàþò ñêîðîñòüþ êîäà).Êîä íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îòîáðàæåíèå C îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûìîïåðàòîðîì C : Zk

2 → Zn
2 . Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ îáðàçó-åò ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî â Z

n
2 . Äëÿ ëèíåéíîãî êîäà êîäîâîå ðàññòîÿíèåñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì åäèíèö, êîòîðîå ìîæåò âñòðåòèòüñÿ íåíó-ëåâîì â êîäîâîì ñëîâå (ïîñêîëüêó ïîáèòîâûé XOR ëþáûõ äâóõ êîäîâûõñëîâ ñàì îêàçûâàåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì).Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé êîä ìîæíî çàäàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: (à) ñ ïî-ìîùüþ ìàòðèöû îïåðàòîðà C (ýòî áóäåò ìàòðèöà n × k, ñòîëáöû êîòîðîéçàäàþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êîäîâûõ ñëîâ); è (á) ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîéìàòðèöû (n − k) × n, ÿäðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî êîäîâûõ ñëîâ.Óïðàæåíåíèå: Åñëè

2k <
2n

C0
n + . . . + Cd−1

n34



òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè (n, k, d) (ãðàíèöà Âàðøàìîâà��èëáåðòà).Äàííîå óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êîäû (è äàæå ëèíåéíûå êîäû) ñîïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåòðàìè ñóùåñòâóþò. Òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî-áû ïîëó÷èòü ý��åêòèâíóþ êîíñòðóêöèþ òàêîãî êîäà (ñ ïîëèíîìèàëüíûìèàëãîðèòìàìè êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ) äëÿ áîëüøèõ k è n. Äàëåå ìûïðèâåä¼ì êîíñòðóêöèþ Çåìîðà, ïîçâîëÿþùóþ ñ ïîìîùüþ ýêñïàíäåðîâ ñòðî-èòü êîäû ñ äîñòàòî÷íî õîðîøèì (õîòÿ è çàâåäîìî íåîïòèìàëüíûì) ñîîòíî-øåíèåì ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ åñòü áûñòðûå àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ èäåêîäèðîâàíèÿ.�àññìîòðèì ñáàëàíñèðîâàííûé äâóäîëüíûé ãðà� G = (L, R, E), ó êî-òîðîãî ïî m âåðøèí â ëåâîé è ïðàâîé äîëå, è ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíûðàâíà d. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m×m-ìàòðèöà ñìåæíîñòè äàííîãî ãðà�à ñîâ-ïàäàåò ñ ìàòðèöåé àëãåáðàè÷åñêîãî ýêñïàíäåðà ñ ïàðàìåòðàìè (m, d, α) äëÿíåêîòîðîãî äîñòàòîí÷î ìàëîãî α.Â ãðà�å G èìååòñÿ n = dm ð¼áåð. Äàëåå ìû îïèøåì ëèíåéíûé êîä ñïàðàìåòðàìè (n, k, dist) (ïàðàìåòðû k è dist ìû óòî÷íèì íèæå). Ïðåæäåâñåãî, êàæäîìó ðåáðó ãðà�à ïðèïèøåì ïåðåìåííóþ xi, i = 1, . . . , n. Äàëååìû ïðèïèøåì êàæäîé âåðøèíå ãðà�à íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé ñ ïåðåìåííûìè xi (íàä ïîëåì Z2). Âñÿ ýòà ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé èáóäåò çàäàâàòü ïðîñòðàíñòâî êîäîâûõ ñëîâ.Äëÿ íà÷àëà âûáåðåì ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó H äëÿ ëèíåéíîãî (d, k′, 2δd)-êîäà ñ ìàêñèìàëüíûì âîçìîæíûì k′ (k′ ≈ d(1 − h(2δ)), ñì. óïðàæíåíèåâûøå). Ìàòðèöà H èìååò ðàçìåð (d − k′) × d (îíà ñîñòîèò èç ≈ (dh(2δ))ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ d-áèòîâûõ ñòðîê.) Äëÿ �èêñèðîâàííîãî d òàêóþ ìàò-ðèöó ìîæíî íàéòè ïåðåáîðîì. Äàëåå, ñîïîñòàâèì êàæäîé âåðøèíå íàøåãîãðà�à ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ â óìíîæåíèè H íà âåêòîð-ñòîëáåö,ñîñòàâëåííûé èç xi, ïðèïèñàííûõ ð¼áðàì, âûõîäÿùèì èç äàííîé âåðøèíû.Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà äà¼ò k′ ≈ dh(2δ) óðàâíåíèé. Îáùåå÷èñëî óðàâíåíèé, òàêèì îáðàçîì, ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 2mdh(2δ). Ýòî çíà-÷èò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ≈ n−2mdh(2δ) =
(1 − 2h(2δ))n (òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü êîäà ðàâíà (1 − 2h(2δ)). Îñòà¼òñÿïîíÿòü, ñêîëüêî îøèáîê ïîçâîëÿåò èñïðàâëÿòü äàííûé êîä.Óòâåðæäåíèå �àññòîÿíèå ïîñòðîåííîãî ëèíåéíîãî êîäà íå ìåíüøå 2δ(2δ−
α)n.Äîêàçàòåëüñòâî: �àññìîòðèì íåíóëåâîå êîäîâîå ñëîâî x̄ = (x1 . . . xn) ñìèíèìàëüíûì ÷èñëîì åäèíèö (ìèíèìàëüíûì âåñîì). Îáîçíà÷èì E′ ìíîæå-ñòâî ð¼áåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåíóëåâûì áèòàì ýòîãî êîäîâîãî ñëîâà. Íàçî-â¼ì S è T ìíîæåñòâà âåðøèí èç ëåâîé è ïðàâîé äîëåé ãðà�à, â êîòîðûåâõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî èç E′. Ïîñêîëüêó íàáîð áèòîâ x̄ ÿâëÿåòñÿ êîäî-âûì ñëîâîì, îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì, ïðèïèñàííûì âñåì âåðøèíàìãðà�à. Íî ìàòðèöà H óñòðîåíà òàê, ÷òî îíà ìîæåò àííóëèðîâàòü òîëüêîòàêîé d-áèòîâûé âåêòîð, â êîòîðîì åñòü õîòÿ áû 2δd åäèíèö (ëèáî óæ âñåáèòû ðàâíû íóëè). Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäóþ èç âåðøèí S è T âõîäèò íå ìå-35



íåå 2δd ð¼áåð E′. Òàêèì îáðàçîì, |E′| ≥ 2δd
2 (|S| + |T |) (â çíàìåíàòåëå ñòîèòêîý��èöèåíò 2, ò.ê. ó ðåáðà åñòü äâà êîíöà � â ëåâîé è â ïðàâîé äîëå).Ïîñêîëüêó äâóäîëüíûé ãðà� G ïîñòðîåí èç (m, d, α)-ýêñïàíäåðà, ìû ìî-æåì ïðèìåíèòü ëåììó î ïåðåìåøèâàíèè:

|E′| ≤ |E(S, T )| ≤ d|S||T |
m

+ αd
√

|S||T |Ïîëó÷àåì
δ(|S| + |T |) ≤ |S||T |

n
+ α

√

|S|T | ≤ (|S| + |T |)2
4n

+
α

2
(|S| + |T |)(ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå íå ïðåâîñõîäèò ñðåäíåãî àðè�ìåòè÷åñêîãî). Ñëå-äîâàòåëüíî, |S| + |T | ≥ 2m(2δ − α). Âñïîìíèì, ÷òî |E′| ≥ δd(|S| + |T |).Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ð¼áåð â E′ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 2δ(2δ − α)n, èóòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Âûâîä: ìû íàó÷èëèñü ñòðîèòü ëèíåéíûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè

(n, (1 − 2h(2δ))n, 2δ(2δ − α)n)Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ èìååò ñìûñë åñëè h(2δ) < 1/2; ýòî óñëîâèå âûïîëíåíîäëÿ δ < 0.01.Íåòðóäíî îïèñàòü äëÿ äàííîãî êîäà ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì êîäèðî-âàíèÿ (óêàçàíèå: äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ìåòîä �àóññà è âûïèñàòü îáùåå ðå-øåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, çàäàþùèõ ïðîñòðàíñòâî êîäîâûõ ñëîâ). Ñëîæíååäåëî îáñòîèò ñ ïðîöåäóðîé äåêîäèðîâàíèÿ èñêàæåííûõ êîäîâûõ ñëîâ. Îêà-çûâàåòñÿ, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî ïîñòðîèòü áûñòðûé àëãîðèòì, êîòîðûéâîññòàíàâëèâàåò êîäîâîå ñëîâî, â êîòîðîì èñïîð÷åíî íå áîëåå (2δ(2δ−α)
2 −ε)náèòîâ (íà ñêîëü óãîäíî ìàëóþ äîëþ ε ìåíüøå, ÷åì ïîëîâèíà êîäîâîãî ðàñ-ñòîÿíèÿ). Ïðîöåäóðà äåêîäèðîâàíèÿ óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîïåðå-ìåííî äëÿ âñåõ âåðøèí ëåâîé è ïðàâîé äîëè ãðà�à ìû ïðîèçâîäèì ëîêàëü-íóþ ïðîöåäóðó äåêîäèðîâàíèÿ: äëÿ êàæäîé âåðøèíû áåð¼ì âñå âõîäÿùèå âíå¼ ð¼áðà; åñëè çíà÷åíèÿ d ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ xi íå óäîâëåòâî-ðÿþò ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöå H , ìû ìåíÿåì èõ íà áëèæàéøåå êîäîâîå ñëîâäëèíû d (òàê, ÷òîáû âñå êîíòðîëüíûå ñóììû â äàííîé âåðøèíå ñòàëè ðàâíûíóëþ). Ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå ìû ïðèìåíÿåì ïðîöåäóðó êîððåêöèè êâåðøèíàì â îäíîé äîëå ãðà�à, êàæäîå ðåáðî ìîæåò ó÷àñòâîâàòü òîëüêî âîäíîé òàêîé ïðîöåäóðå, òàê ÷òî êîëëèçèé íå âîçíèêàåò (èìåííî çäåñü ñó-ùåñòâåííîî, ÷òî ãðà� äâóäîëüíûé). Ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó ïîïåðåìåííî äëÿëåâîé è ïðàâîé äîëè ãðà�à, ïîêà âñå êîíòðîëüíûå ñóììû íå îáíóëÿòñÿ.Óòâåðæäåíèå: Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Åñëè y îòëè÷àåòñÿ îòîäíîãî èç êîäîâûõ ñëîâ (ïîñòðîåííî âûøå êîäà) íå áîëåå ÷åì â (1− ε) δ

2 ( δ
2 −

γ) áèòàõ, òî ïðèâåä¼ííûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñõîäèòñÿ ÷åðåç O(log n)èòåðàöèé (è âûäà¼ò ñîîòâåòñòâóþùåå êîäîâîå ñëîâî).36



Äîêàçàòåëüñòâî: ×òîáû óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ, ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó-÷àåì, êîãäà èñõîäíîå ñëîâî y áëèçêî ê êîäîâîìó ñëîâó, ñîñòîÿùåìó èç îäíèõíóëåé (òàêèì îáðàçîì, â y íå áîëåå (1 − ε) δ
2 ( δ

2 − γ)n åäèíèö).Íà êàæäîì øàãå ïðîöåññà äåêîäèðîâàíèÿ êàæäîå ðåüðî ãðà�à ïîìå÷åíîíóë¼ì èëè åäèíèöåé (â ñàìîì íà÷àëå åäèíèöàìè ïîìå÷åíî íå áîëåå (1 −
ε) δ

2 ( δ
2 −γ)n ð¼áåð). Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç O(log n) øàãîâ âñå ð¼áðàáóäóò ïîìå÷åíû íóëÿìè.�àññìîòðèì ïîìåòêè íà ð¼áðàõ ãðà�à ïîñëå i-îãî øàãà ïðîöåäóðû äå-êîäèðîâàíèÿ (íà íå÷¼òíûõ øàãàõ ìû îáðàáàòûâàåì âåðøèíû ëåâîé äîëåãðà�à; íà ÷¼òíûõ øàãàõ � âåðøèíû ïðàâîé äîëè). Îáîçíà÷èì Si è Ti ìíî-æåñòâî âåðøèí â ëåâîé è ïðàâîé äîëÿõ ãðà�à ñîîòâåòñòâåííî, â êîòîðûåïîñëå i-îé èòåðàöèè âõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî ñ ïîìåòêîé 1. Äàëåå ìûäîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c < 1, ÷òî

• äëÿ íå÷¼òíûõ i (íà i-îì øàãå îáðàáàòûâàëèñü âåðøèí ëåâîé äîëè)
|Ti+1| ≤ c|Si|

• äëÿ ÷¼òíûõ i (íà i-îì øàãå îáðàáàòûâàëèñü âåðøèí ëåâîé äîëè) |Si+1| ≤
c|Ti|Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ íåìåäëåííî ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íàìè Óòâåðæäåíèå� íà êàæäîì øàãå ÷èñëî `îáåñïîêîåííûõ' åäèíèöàìè âåðøèí (â òîé äî-ëå ãðà�à, ãäå òîëüêî ÷òî ïðîèçîøëà î÷åðåäíàÿ êîððåêöèÿ) óìåíüøàåòñÿ âêîíñòàíòó ðàç. Äàííûå íåðàâåíñòâà ìû èíäóêöèåé ïî i.Ïðåæäå ÷åì äåëàòü øàã èíäóêöèè, ñäåëàåì ïðîñòîå íàáëþäåíèÿ:Íàáëþäåíèå: Ïóñòü Si åñòü ÷èñëî âåðøèí ïðàâîé äîëè ãðà�à, â êîòîðûåâõîäÿò åäèíè÷íûå ð¼áðà ïîñëå î÷åðåäíîãî øàãà äåêîäèðâàíèÿ â ëåâîé äîëå.Ñðàâíèì |Si| ñ ÷èñëîì åäèíè÷íûõ ð¼áåð, êîòîðûå âõîäèëè â âåðøèíû Ti äî

i-ãî øàãà äåêîäèðîâàíèÿ. Åñëè î÷åðåäíîé øàã äåêîäèðîâàíèÿ íå îáíóëèëàâñå ð¼áðà, âõîäÿùèå â íåêîòîðóþ âåðøèíó, ýòî çíà÷èò, ÷òî â íå¼ âõîäèëî íåìåíåå δd/2 åäèíè÷íûõ ð¼áåð. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íå÷¼òíûõ i ïîëó÷àåì
|Si| ≤

÷èñëî åäèíè÷íûõ ð¼áåð, âõîäèâøèõ â âåðøèíû Si äî i-îãî øàãà
δd/2(Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî è äëÿ ïðàâîé äîëè ãðà�à è øàãîâ ñ÷¼òíûìè íîìåðàìè.) Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì

|S1| ≤
(1 − ε) δ

2 ( δ
2 − γ)n

δd/2Äàëåå ïî èíäóêöèè ìû ïîêàæåì, ÷òî |Si| äëÿ âñåõ íå÷¼òíûõ i è |Ti| äëÿ âñåõ÷¼òíûõ i íå ïðåâîñõîäÿò (1 − ε)( δ
2 − γ)n/(d)Òåïåðü ìû ãîòîâû ñäåëàòü øàã èíäóêöèè. �àññìîòðèì ñëó÷àé íå÷¼òíîãî

i (äëÿ ÷¼òíûõ íîìåðîâ ðàññóæäåíèÿ ñèììåòðè÷íû). Ïðèìåíèì Ëåììó îïåðåìåøèâàíèè:
|E(Si, Ti+1)| ≤

d|Si| · |Ti+1

m
+ dm

√

|Si||Ti+1| ≤
d|Si| · |Ti+1

m
+ dγ

|Si| + |Ti+1|
237



(ìû çàìåíèëè ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå íà ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå). Ñäå-ëàííûå âûøå íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñíèçó |E(Si, Ti+1)| âåëè÷èíîé
|Ti+1| · (δd/2), à |Si| îöåíèòü ñâåðõó (1 − ε)( δ

2 − γ)n/(2d). Ïîëó÷àåì
(δd/2)|Ti+1| ≤

(1 − ε)( δ
2 − γ)n

m
|Ti+1| + dγ

|Si| + |Ti+1|
2

,Ïîñêîëüêó n = md, ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
|Ti+1|
|Si|

≤ γ/2

δ/2 − γ/2 − (1 − ε(δ/2 − γ))
< 1Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Äðóãèå Èíòåðåñíûå êîíñòðóêöèè ýêñïàíäåðíûõ êîäîâ ìîæíî íàéòè â[Spi℄; ñì. òàêæå îáçîð [Gu℄. Ïîäðîáíåå î êîäå Çåìîðà ñì. [Zem℄.Ïðèìåíåíèå ýêñïàíäåðîâ 3: Íàä¼æíûå ñõåìû èç �óíêöèîíàëü-íûõ ýëåìåíòîâÂ ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóæäàåì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ íàä¼æíûõ ñõåì èç�óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ïî-íÿòèåì ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, âû÷èñëÿþùåé áóëåâó �óíê-öèþ f : Bn → B. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çà�èêñèðîâàí íåêîòîðûéêîíå÷íûé ïîëíûé áàçèñ áóëåâûõ �óíêöèé B, è êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíåñõåìû ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ g ∈ B, ïðè÷¼ì àðíîñòü g ñîâïàäà-åò ñ âõîäíîé ñòåïåíüþ âåðøèíû (ñòðîãî ãîâîðÿ, íóæíî åù¼ çà�èêñèðîâàòüñîîòâåòñòâèå ìåæäó âõîäÿùèìè ð¼áðàìè è àðãóìåíòàìè g). Âõîäíûì âåð-øèíàì ñõåìû (âåðøèíàì ñ âõîäíîé ñòåïåíüþ 0) ñîïîñòàâëÿþòñÿ x1, . . . , xn(àðãóìåíòû �óíêöèè, êîòîðóþ äîëæíà âû÷èñëÿòü ñõåìà.Ïóñòü çàäàíà ñõåìà èç N �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, âû÷èñëÿþùàÿíåêîòîðóþ �óíêöèþ f : Bn → B. �àññìîòðèì ðàáîòó äàííîé ñõåìû `ñîøèáêàìè'. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäûé èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-òîâ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ýëåìåíòîâ (è îò âõîäîâ ñõåìû) ñ íåêîòîðîé âåðî-òÿíîñòüþ ε `ëîìàåòñÿ', ñòàíîâèòñÿ `ñáîéíûì'. Áóäåì íàçûâàòü äàííîå ðàñ-ïðåäåëåíèå ñáîåâ ε-ñëó÷àéíûì. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñáîéíûå ýëåìåíòû ñõåìûïåðåõîäÿò âî âëàñòü çëîíàìåðåííîãî ïðîòèâíèêà, êîòîðûé ïî ñâîåìó ïðî-èçâîëó îïðåäåëÿåò èõ âûõîäû. Ïðè ýòîì âûõîäû íà îñòàëüíûõ (íåñáîéíûõ)�óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòàõ îïðåäåëÿþòñÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì.Îïðåäåëåíèå Ñõåìà èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ε, δ)-íàä¼æíî âû-÷èñëÿåò �óíêöèþ f , åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà âõîäíûõ çíà÷åíèé, ïðè ε-ñëó÷àéíîì âûáîðå ñáîéíûõ ýëåìåíòîâ, ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå (1−δ) ñõåìàâûäà¼ò ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè, êàê áû íè äåéñòâîâàë ïðîòèâíèê.Òåîðåìà[�îí Íåéìàíí℄ Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëíîãî áàçèñà áóëåâûõ �óíê-öèé B, äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íàéä¼òñÿ δ = O(ε) òàêîå, ÷òî âñÿêàÿáóëåâà �óíêöèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà (ε, δ)-íàä¼æíîé ñõåìîé â äàííîìáàçèñå. 38



Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè òåîðåìà âåðíà äëÿîäíîãî ïîëíîãî áàçèñà, òî îíà îáÿçàíà âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ëþáîãî äðóãîãîáàçèñà, áûòü ìîæåò ñ äðóãèìè ε è δ (ïîñêîëüêó ýëåìåíòû îäíîãî áàçèñàìîæíî ìîäåëèðîâàòü áëîêàìè, ñîñòàâëåííûìè èç ýëåìåíòîâ äðóãîãî áàçè-ñà). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàø áàçèñ ñîñòîèò èçâñåõ áóëåâûõ �óíêèé òð¼õ àðãóìåíòîâ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáóþ îáû÷íóþáóëåâó ñõåìó ìîæíî ïåðåäåëàòü â (ε, δ)-íàä¼æíóþ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâå-ä¼ì èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå �îðìóëû.Èòàê, ïóñòü âûõîä (îáû÷íîé) áóëåâîé ñõåìû âû÷èñëåòñÿ ïðèìåíåíèåì�óíêèîíàëüíîãî ýëåìåíòà b ê òðîéêå çíà÷åíèé f1, f2, f3. Êàæäîå èç çíà÷å-íèé f1, f2, f3 â ñâîþ î÷åðåäü âû÷èñëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ïîäñõåìàìè (áûòüìîæåò, ïåðåñåêàþùèìèñÿ). �ëóáèíû ýòèõ ïîäñõåì çàâåäîìî ìåíüøå, ÷åìãëóáèíà âñåé ñõåìû; ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ f1, f2, f3 óæå èìå-þòñÿ (ε, δ)-íàä¼æíûå ñõåìû T1, T2, T3. Åñëè ê âûõîäàì ñõåì T1, T2, T3 ïðèìå-íèòü îïðåðàöèþ b, òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü íåâåðíûé îòâåò íå ïðåâîñõîäèò
(3δ + ε) (èòîãîâûé ðåçóëüòàò ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâåðíûì, åñëè õîòÿ áû îäíîèç çíà÷åíèé fi âû÷èñëåíî íåïðàâèëüíî èëè åñëè ñáîé ïðîèçîø¼ë â ñàìîìýëåìåíòå b). Íàçâî¼ì ïîñòðîåííóþ ñõåìó R. ×òîáû óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòüîøèáêè, ìû èçãîòîâèì òðè êîïèè ñõåìû R è ïðèìåíèì ê âûõîäàì ýòèõòð¼õ ñõåì �óíêöèþ áîëüøèíñòâà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî è ïîñëå ýòîãî ìûïîëó÷èì îøèî÷íûé îòâåò, íå ïðåâîñõîäèò

3(3δ + ε)2 + ε(îøèáêà äîëæíà ñëó÷èòüñÿ õîòÿ áû â äâóõ èç òðåõ íåçàâèñèìûõ êîïèé ñõå-ìû C ëèáî â èòîãîâîì âû÷ñèëåíèè áîëüøèíñòâà). Äëÿ ìàëûõ ε è ïîäõîäÿ-ùåãî δ = O(ε) ïîëó÷àåì
3(3δ + ε)2 + ε ≤ δè òåîðåìà äîêàçàíà.Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò ýêñïîíåíöèàëüíî óâåëè-÷èòü ðàçìåð ñõåìû, õîòÿ å¼ ãëóáèíà óâåëè÷èâàåòñÿ ëèøü â êîíñòàíòó ðàç.Óïðàæíåíèå: Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íàéä¼òñÿ

δ = O(ε) òàêîå, ÷òî �óíêöèþ áîëüøèíñòâà majority(x1, . . . , xn) ìîæíî âû-÷èñëèòü (ε, δ)-íàä¼æíîé ñõåìîé ðàçìåðà poly(n).Äàëåå ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíûé âàðèàíò òåîðåìû �îí Íåéìàííà:Òåîðåìà Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëíîãî áàçèñà áóëåâûõ �óíêöèé B, äëÿâñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íàéä¼òñÿ δ = O(ε) òàêîå, ÷òî âñÿêàÿ áóëåâà ñõåìà
C èç N ýåëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ïåðåäåëàíà (çà âðåìÿ poly(N)) â (ε, δ)-íàä¼æíóþ ñõåìó ðàçìåðà O(N log N).Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, ââåä¼ì îïðåäåëå-íèå:Îïðåäåëåíèå Äâóäîëüíûé ãðà� íàçûâàåòñÿ (k, d, α, β)-êîìïðåññîðîì,åñëè1. â ëåâîé è ïðàâîé äîëÿõ ãðà�à ñîäåðæèòñÿ ïî k âåðøèí;39



2. ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà d;3. ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âåðøèí ëåâîé äîëè ãðà�à, è |A| ≤
αk; îáîçíà÷èì B ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèí ïðàâîé äîëè ãðà�à, ó êî-òîðûõ áîëüøèíñòâî ñîñåäåé ïðèíàäëåæàò A; òîãäà ðàçìåð B íå ïðå-âîñõîäèò βk.Ëåììà î êîìïðåññîðå Åñëè 4α(γ2+α) < β < 1/2, òî ìàòðèöà ñìåæíî-ñòè àëãåáðàè÷åñêîãî (k, d, γ)-ýêñïàíäåðà çàäà¼ò (k, d, α, β)-êîìïðåññîð (äâó-äîëüíûé ãðà� ñ 2 × k âåðøèíàìè òàêæå çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé k × k).Îòëîæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû è ïîêàæåì, êàê îíà ïîìîãàåò äîêàçàòüòåîðåìó. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé ïàðàìåòð k (â ïîñëåäñòâèè ìû âûáåðåì

k = O(log N)). Äîëåå, ïîñòðîèì (k, d, α, β)-êîìïðåññîð òàêîé, ÷òî β +Γε < α(êîíñòàíòà Γ íå çàâèñèò îò k è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ÷èñëà d è áàçèñà,íàä êîòîðûì ìû ñòðîèì ñõåìó; ïîäðîáíåå çíà÷åíèå Γ ìû îáñóäèì íèæå).Òåïåðü ìû ïðåîáðàçîâûâàåì çàäàííóþ íàì ñõåìó C â ýêâèâàëåíòíóþ åé
(ε, δ)-íàä¼æíóþ ñõåìó C′. Äëÿ ýòîãî ìû çàìåíèì êàæäûé �óíêöèîíàëüíûéýëåìåíò íà íåêîòðûé áëîê èç O(k) ýëåìåíòîâ (óñòðîéñòâî òàêîãî áëîêà ìûñåé÷àñ îïèøåì). Åñëè â ñõåìå C âûõîä ýëåìåíòà íîìåð i ïîäàâàëñÿ íà âõîäýëåìåíòó íîìåð j, òî â íîâîé ñõåìå C′ îò áëîêà íîìåð i ê áëîêó íîìåð jáóäåò èäòè `êàáåëü' èç k ïðîâîäîâ. Â èäåàëüíîé ñèòóàöèè (êîãäà íåò îøèáîê)ñèãíàëû âî âñåõ ïðîâîäàõ ýòîãî êàáåëÿ áóäóò îäèíàêîâû; áîëåå òîãî, ýòîáóäåò ðîâíî òîò ñèãíàë, êîòîðûé ïðîõîäèë ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîâîäó âèñõîäíîé ñõåìå (ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ âõîäîâ ñõåìû).Òåïåðü îïèøåì óñòðîéñòâî áëîêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîìó èç ýëåìåí-òîâ ñõåìû C. Ìû îáúÿñíèì êîíñòðóêöèþ íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå: ïóñòüâ C ïðèñóòñòâîâàë �óíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò êîíúþíêöèÿ; íàøà çàäà÷à �ïîñòðîèòü íàä¼æíûé áëîê, óñïåøíî ìîäåëèðóþùèé ýòîò �óíêöèîíàëüíûéýëåìåíò ïðè `óìåðåííîì' êîëè÷åñòâå îøèáîê. Â ýòîò áëîê áóäóò âõîäèòü 2kñèãíàëîâ (äâà êàáåëÿ ïî k ïðîâîäîâ). Ìû ñâîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîâîäàèç ýòèõ êàáåëåé (ïåðâûé ñ ïåðâûì, âòîðîé ñî âòîðûì, è ò.ä.) è äëÿ êàæ-äîé ïàðû âû÷èñëÿåì êîíúþíêöèþ. Ïîëó÷àåì k ðåçóëüòèðóþùèõ ñèãíàëîâ.Çàòåì ïðîïóñêàåì ýòè ñèãíàëû ÷åðåç êîððåêòîð: ýòî ñõåìà ñ k âõîäàìè è kâûõîäàìè; êàæäûé âûõîä âû÷èñëÿåòñÿ êàê áîëüøèíñòâî ñðåäè íåêîòîðûõ
d âõîäîâ; à ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîìó èç âûõîäîâ ñîïîñòàâëÿþòñÿ dâõîäîâ, åñòü (k, d, α, β)-êîìïðåññîð. Îòìåòèì, ÷òî áëîê ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîéãëóáèíû O(1) è ñîñòîèò èç O(k) �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (êîíñòàíòûçàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà).Ñ ïîìîùüþ îöåíêè âåðîÿòíñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé (íåðàâåíñòâî ×åðíî-âà) ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè k = Ω(log N), òî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ íèâ îäíîì èç N îïèñàííûõ áëîêîâ íå ñëó÷èòñÿ áîëüøå Γεk (÷èñëî Γ îïðåäå-ëÿåòñÿ ãëóáèíîé ñõåìû-êîððåêòîðà, ò.å. çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà). Â òàêîìñëó÷àå, åñëè êàæäûé èç âõîäíûõ êàáåëåé íåñåò íå áîëåå αk `íåïðàâèëüíûõ'ñèãíàëîâ (ò.å. ñèãíàëîâ, îòëè÷íûõ îò çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîâîäåèñõîäíîé ñõåìû C), òî è ñðåäè k âûõîäíûõ ñèãíàëîâ íå áîëåå αk îøèáî÷íûõ.Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåä ïðèìåíåíèåì êîððåêòîðà íåïðàâèëüíûå ñèãíàëû îáî-40



èõ âõîäîâ ñêëàäûâàþòñÿ � èõ ìîæåò ñòàòü 2α. Çàòåì ìû ïðîïóñêàåì ñèã-íàëû ÷åðåç êîìïðåññîð, è äîëÿ îøèáîê óìåíüøàåòñÿ äî β. Íàêîíåö, íóæíîó÷åñòü åù¼ O(εk) íîâûõ îøèáîê, êîòîðûå ìîãëè ñëó÷èòüñÿ â ñàìîì áëîêå.Âñåãî íà âûõîäå èìååì äîëþ îøèáîê β + O(ε) < α.×òîáû çàêîí÷èòü êîíñòðóêöèþ, íàì íóæíî âû÷ëåíèòü èç k-æèëüíîãîêàáåëÿ íà âûõîäå ïîñëåäíåãî áëîêà îäèí ñèíãíàë ñ îòâåòîì. Äëÿ ýòîãî íàìíóæíî âû÷èñëèòü áîëüøèíñòâî ñðåäè çíà÷åíèé ýòèõ k ñèãíàëîâ. Ýòî ìîæíîäåëàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè; íàïðèìåð, ìîæíî ïðèìåíèòü `ýêñïîíåíöèàëü-íóþ' êîíñòðóêöèþ �îí Íåéìàííà (ïðè âû÷èñëåíèè �óêíöèè áîëüøèíñòâàñðåäè O(log N) çíà÷åíèé äàííûé ìåòîä äàñò ñõåìó ðàçìåðà poly(log N), ñì.Óïðàæåíåíèå âûøå).Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î êîìïðåññîðå: Ïóñòü e1, . . . , ek � îðòîíîð-ìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé áàçèñ ìàòðèöû M çàäàííîãî (k, d, γ)-ýêñïàíäåðà,à λ1, . . . , λk � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîñîáñòâåííûå ÷èñëà óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû. Ïðèýòîì
e1 =

1√
k

(1, 1, . . . , 1),à λ1 = d (ïî óñëîâèþ ëåììû îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ íåïðåâîñõîäÿò γk). Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à, è |A| ≤ αk.Îáîçíà÷èì f = (f1, . . . , fk) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ýòîãî ìíîæåñòâà(fi = 1 åñëè è òîëüêî åñëè i-àÿ âåðøèíà ãðà�à ïðèíàäëåæèò A). ßñíî, ÷òî
||f ||2 ≤ αk. Îöåíèì íîðìó âåêòîðà Mf .

||Mf ||2 = (Mf, Mf) = (f, M2f) =

k
∑

i=1

λ2
i (f, ei)

2 = α2d2k +

k
∑

i=2

λ2
i (f, ei)

2Ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà êðîìå ïåðâîãî ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò
γk, ïîëó÷àåì
||Mf ||2 ≤ α2d2k + (γd)2

k
∑

i=2

(f, ei)
2 ≤ α2d2k + (γd)2||f ||2 ≤ (α2d2 + αγ2d2)kÄàëåå, äëÿ âûáðàííîãî A ìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B, êîòîðîå ñîñòîèòèç âñåõ âåðøèí ãðà�à, ó êîòîðûõ íå ìåíåå d/2 ñîñåäåé ëåæàò â A. Ýòîçíà÷èò, ÷òî B ñîñòîèò èç òàêèõ âåðøèí i = 1, . . . , n, ÷òî â i-îé êîîðäèíàòåâåêòîðà f ′ = (Mf) ñòîèò ÷èñëî íå ìåíåå d/2. Ïîëó÷àåì

|B| ≤
k

∑

i=1

(

f ′

d/2

)2

≤ 4

d2
||Mf ||2 ≤ 4(α2 + αγ2)k ≤ βkËèòåðàòóðà: [Gas℄ 41
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