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Предисловие

Нашему учителю,

ВЛАДИМИРУ АНДРЕЕВИЧУ УСПЕНСКОМУ

Предлагаемая вашему вниманию книга написана по
материалам лекций для младшекурсников, которые чи-
тались авторами в разные годы на механико-математи-
ческом факультете МГУ. (В этой серии уже вышли книги
«Начала теории множеств» и «Вычислимые функции».)

Центральная идея математической логики восходит
ещё к Лейбницу и состоит в том, чтобы записывать ма-
тематические утверждения в виде последовательностей
символов и оперировать с ними по формальным прави-
лам. При этом правильность рассуждений можно прове-
рять механически, не вникая в их смысл.

Усилиями большого числа математиков и логиков вто-
рой половины XIX и первой половины XX века (Буль,
Кантор, Фреге, Пеано, Рассел, Уайтхед, Цермело, Френ-
кель, Гильберт, фон Нейман, Гёдель и другие) эта про-
грамма была в основном выполнена. Принято считать,
что всякое точно сформулированное математическое ут-
верждение можно записать формулой теории множеств
(одной из наиболее общих формальных теорий), а всякое
строгое математическое доказательство преобразовать
в формальный вывод в этой теории (последовательность
формул теории множеств, подчиняющуюся некоторым
простым правилам). В каком-то смысле это даже стало
определением: математически строгим считается такое
рассуждение, которое можно перевести на язык теории
множеств.

Так что же, теперь математики могут дружно уйти
на пенсию, поскольку можно открывать математические
теоремы с помощью компьютеров, запрограммирован-
ных в соответствии с формальными правилами теории
множеств? Конечно, нет, причём сразу по нескольким
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причинам.
Начнём с того, что машина, выдающая с большой ско-

ростью математические теоремы (и их доказательства),
хотя и возможна, но бесполезна. Дело в том, что среди
этих верных утверждений почти все будут неинтересны-
ми. Формальная логика говорит, какие правила надо со-
блюдать, чтобы получать верные результаты, но не гово-
рит, в каком порядке их надо применять, чтобы получить
что-то интересное.

Казалось бы, мы можем запустить машину и ждать,
пока она не докажет интересующее нас утверждение
(пропуская все остальные). Проблема в том, что фор-
мальное доказательство сколько-нибудь содержательной
теоремы настолько длинно, что прочесть его человек не
в состоянии. Представьте себе доказательство, которое
состоит из миллионов формально правильных шагов, в
котором мы можем проверить каждый отдельный шаг,
но так и не понимаем, что происходит | много ли в
нём проку?

На самом деле прок всё-таки есть: мы узнаём, что
доказываемое утверждение верно, хотя так и не пони-
маем, почему. Так что и такая машина была бы полез-
на. Увы, и этого сделать не удаётся, поскольку на по-
иск доказательства сколько-нибудь сложного утвержде-
ния известными сейчас методами требуется астрономи-
чески большое время (даже если представить себе, что
машина работает с предельно возможной по законам фи-
зики скоростью).

Можно умерить амбиции и поставить более простую
задачу: пусть машина проверяет доказательства, запи-
санные человеком по правилам формальной логики. Если
машина не может помочь нам что-то открыть, пусть она
хотя бы проверит, не пропустили ли мы какого-то шага
рассуждения.

Из всех перечисленных задач эта выглядит наиболее
реалистичной. К сожалению, пока что работы и в этом
направлении не ушли далеко: формальная запись дока-
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зательства в виде, пригодном для машинной проверки,
является долгим и скучным делом, на которое у матема-
тиков не хватает энтузиазма и терпения. А разработать
удобные средства такой записи пока не удалось.

Короче говоря, революционная программа Лейбница
построения формальных оснований математики осуще-
ствилась, но незаметно: под здание математики подвели
новый (и довольно прочный) фундамент, но большинство
жильцов про это до сих пор не знают.

Так что же, математическая логика бесполезна? Ни в
коем случае: она не только удовлетворяет естественный
философский интерес к основаниям математики, но и со-
держит множество красивых результатов, которые важ-
ны не только для математики, но и для computer science.

В этой книжке мы расскажем об одном из централь-
ных понятий математической логики | языках и исчи-
слениях первого порядка. В этих языках используются
логические связки «и», «или», «если . . . то . . . », а также
кванторы «для всех» и «существует». Оказывается, что
этих средств достаточно для формализации математиче-
ских теорий и что можно построить простые формаль-
ные правила, полностью отражающие смысл этих логи-
ческих средств.

Авторы пользуются случаем ещё раз поблагодарить
своего учителя, Владимира Андреевича Успенского, лек-
ции, тексты и высказывания которого повлияли на них
(и на содержание этой книги), вероятно, даже в большей
степени, чем авторы это осознают.

При подготовке текста использованы записи А.Ев-
фимьевского и А.Ромащенко (который также прочёл
предварительный вариант книги и нашёл там немало
ошибок).

Оригинал-макет книги подготовлен В.В.Шуваловым;
без его настойчивости (вплоть до готовности разделить
ответственность за ошибки) оригинал-макет вряд ли по-
явился бы к какому-либо сроку. Он же вместе с М.А.Уша-
ковым (нашедшим несколько существенных ошибок) под-
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готовил предметный указатель. Мы признательны также
К.С.Макарычеву и Ю.С.Макарычеву, которые внима-
тельно прочли вёрстку книги и нашли там немало опеча-
ток.

Авторы признательны Ecole Normale Superieure de
Lyon (Франция) за поддержку и гостеприимство во вре-
мя написания этой книги.

Первое издание книги стало возможным благодаря
Российскому фонду фундаментальных исследований, а
также И.В.Ященко, который уговорил авторов подать
туда заявку.

Наконец, мы благодарим сотрудников, аспирантов
и студентов кафедры математической логики мехмата
МГУ (особая благодарность | М.Р.Пентусу, указавше-
му два десятка опечаток), а также всех участников на-
ших лекций и семинаров и читателей предварительных
вариантов этой книги.

В третьем издании добавлены формулировка и дока-
зательство теоремы Чёрча о неразрешимости исчисления
предикатов (по ошибке отсутствовашие в предыдущих
изданиях), а также дополнена информация в именном
указателе.

Просим сообщать о всех ошибках и опечатках авто-
рам (электронные адреса ver at mccme dot ru, nikolay
dot vereshchagin at gmail dot com; shen at mccme dot ru,
alexander dot shen at lif dot univ-mrs dot fr; почтовый
адрес: Москва, 121002, Большой Власьевский пер., 11,
Московский центр непрерывного математического обра-
зования).

Н.К.Верещагин, А.Шень



1. Логика высказываний

1.1. Высказывания и операции

«Если число � рационально, то � | алгебраическое
число. Но оно не алгебраическое. Значит, � не рацио-
нально.» Мы не обязаны знать, что такое число �, какие
числа называют рациональными и какие алгебраически-
ми, чтобы признать, что это рассуждение правильно |
в том смысле, что из двух сформулированных посылок
действительно вытекает заключение. Такого рода ситу-
ации | когда некоторое утверждение верно независимо
от смысла входящих в него высказываний | составляют
предмет логики высказываний.

Такое начало (особенно если учесть, что курс логики
входил в программу философского факультета, где так-
же изучалась «диалектическая логика») настораживает,
но на самом деле наши рассмотрения будут иметь впол-
не точный математический характер, хотя мы начнём с
неформальных мотивировок.

Высказывания могут быть истинными и ложными.
Например, «216+1 | простое число» | истинное выска-
зывание, а «232+1 | простое число» | ложное (это число
делится на 641). Про высказывание «существует беско-
нечно много простых p, для которых p+2 | также про-
стое» никто не берётся сказать наверняка, истинно оно
или ложно. Заметим, что «x делится на 2» в этом смысле
не является высказыванием, пока не сказано, чему рав-
но x; при разных x получаются разные высказывания,
одни истинные (при чётном x), другие | ложные (при
нечётном x).

Высказывания можно соединять друг с другом с по-
мощью «логических связок». Эти связки имеют доволь-
но странные, но традиционные названия и обозначения
(табл. 1). Отметим также, что в импликации A ⇒ B
высказывание A называют посылкой, или антецедентом
импликации, а B | заключением, или консеквентом.

Говорят также, что высказывание имеет истинност-
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связка обозначение название

A и B A&B A ∧B конъюнкция

A and B

A или B A ∨B A or B дизъюнкция

не A ¬A ∼A A отрицание

A неверно not A

из A следует B A→ B A⇒ B импликация

если A, то B A ⊃ B следование

A влечёт B if A then B

B | следствие A

Таблица 1. Логические связки, обозначения и названия.

ное значение И (истина), если оно истинно, или Л (ложь),
если оно ложно. Иногда вместо И употребляется буква T
(true) или число 1, а вместо Л | буква F (false) или
число 0. (С первого взгляда идея произвольным образом
выбрать числа 0 и 1 кажется дикой | какая бы польза
могла быть от, скажем, сложения истинностных значе-
ний? Удивительным образом в последние годы обнару-
жилось, что такая польза есть, и если оперировать с ис-
тиной и ложью как элементами конечного поля, можно
получить много неожиданных результатов. Но это выхо-
дит за рамки нашей книги.)

Логические связки позволяют составлять сложные
высказывания из простых. При этом истинность состав-
ного высказывания определяется истинностью его ча-
стей в соответствии с таблицей 2.

Те же правила можно изложить словесно. Высказы-
вание A ∧ B истинно, если оба высказывания A и B ис-
тинны. Высказывание A ∨B истинно, если хотя бы одно
из высказываний A и B истинно. Высказывание A → B
ложно в единственном случае: если A истинно, а B ложно.
Наконец, ¬A истинно в том и только том случае, когда
A ложно.



[п. 1] Высказывания и операции 11

A B A ∧B A ∨B A→ B

Л Л Л Л И

Л И Л И И

И Л Л И Л

И И И И И

A ¬A
Л И

И Л

Таблица 2. Таблицы истинности для логических связок.

Из всех связок больше всего вопросов вызывает им-
пликация. В самом деле, не очень понятно, почему на-
до считать, скажем, высказывания «если 2 × 2 = 5, то
2 × 2 = 4» и «если 2 × 2 = 5, то 3 × 3 = 1» истинными.
(Именно так говорят наши таблицы: Л → И = Л → Л =
= И.) Следующий пример показывает, что в таком опре-
делении есть смысл.

Общепризнано, что если число x делится на 4, то оно
делится на 2. Это означает, что высказывание

(x делится на 4) → (x делится на 2)

истинно при всех x. Подставим сюда x = 5: обе части
ложны, а утверждение в целом истинно. При x = 6 по-
сылка импликации ложна, а заключение истинно, и вся
импликация истинна. Наконец, при x = 8 посылка и за-
ключение истинны и импликация в целом истинна. С дру-
гой стороны, обратное утверждение (если x делится на 2,
то x делится на 4) неверно, и число 2 является контрпри-
мером. При этом посылка импликации истинна, заключе-
ние ложно, и сама импликация ложна. Таким образом,
если считать, что истинность импликации определяется
истинностью её частей (а не наличием между ними ка-
ких-то причинно-следственных связей), то все строки та-
блицы истинности обоснованы. Чтобы подчеркнуть та-
кое узко-формальное понимание импликации, философ-
ски настроенные логики называют её «материальной им-
пликацией».

Теперь от неформальных разговоров перейдём к опре-
делениям. Элементарные высказывания (из которых со-
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ставляются более сложные) мы будем обозначать малень-
кими латинскими буквами и называть пропозициональ-

ными переменными. Из них строятся пропозициональные
формулы по таким правилам:

• Всякая пропозициональная переменная есть фор-
мула.

• Если A | пропозициональная формула, то ¬A |
пропозициональная формула.

• Если A и B | пропозициональные формулы, то
(A ∧ B), (A ∨ B) и (A → B) | пропозициональные
формулы.

Можно ещё сказать так: формулы образуют мини-
мальное множество, обладающее указанными свойства-
ми (слово «минимальное» здесь существенно: ведь если
бы мы объявили любую последовательность переменных,
скобок и связок формулой, то эти три свойства были бы
тоже выполнены).

Пусть формула ' содержит n пропозициональных пе-
ременных p1; p2; : : : ; pn. Если подставить вместо этих пе-
ременных истинностные значения (И или Л), то по та-
блицам можно вычислить истинностное значение форму-
лы в целом. Таким образом, формула задаёт некоторую
функцию от n аргументов, каждый из которых может
принимать значения Л и И. Значения функции также
лежат в множестве {Л;И}, которое мы будем обозна-
чать B. Мы будем следовать уже упоминавшейся тради-
ции и отождествлять И с единицей, а Л | с нулём, тем
самым B есть {0; 1}. Формула ' задаёт отображение типа
Bn → B. Такие отображения называют также булевыми
функциями n аргументов.

Пример. Рассмотрим формулу (p ∧ (q ∧ ¬r)). Она ис-
тинна в единственном случае | когда p и q истинны, а r
ложно (см. таблицу 3).

Некоторые формулы выражают логические законы |
составные высказывания, истинные независимо от смы-
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p q r ¬r (q ∧ ¬r) (p ∧ (q ∧ ¬r))
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0

Таблица 3. Таблица истинности для (p ∧ (q ∧ ¬r)).

сла их частей. Такие формулы (истинные при всех зна-
чениях входящих в них переменных) называют тавто-

логиями.
Пример. Формула ((p ∧ q) → p) является тавтологи-

ей (это можно проверить, например, составив таблицу).
Она выражает такой логический закон: из конъюнкции
утверждений следует первое из них.

1. Как выглядит симметричное утверждение для дизъюнк-
ции и какая формула его выражает?

Две формулы называют эквивалентными, если они
истинны при одних и тех же значениях переменных (дру-
гими словами, если они задают одну и ту же булеву функ-
цию). Например, формула (p∧(p→ q)) истинна лишь при
p = q = И, и потому эквивалентна формуле (p ∧ q).

Рассмотрим формулу ((p ∧ q) ∨ q). Она истинна, если
переменная q истинна, и ложна, если переменная q ложна.
Хотелось бы сказать, что она эквивалентна формуле q, но
тут есть формальная трудность: она содержит две пере-
менные и потому задаёт функцию от двух аргументов
(типа B×B → B), в то время как формула q задаёт функ-
цию одного аргумента. Мы не будем обращать на это
внимания и будем считать эти формулы эквивалентны-
ми. Вообще, если есть список переменных p1; : : : ; pn, со-
держащий все переменные некоторой формулы ' (и, воз-
можно, ещё какие-то переменные), можно считать, что
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формула ' задаёт функцию от n аргументов, возможно,
на деле зависящую не от всех аргументов (постоянную
по некоторым аргументам)

После сделанных оговорок легко проверить следую-
щий факт: формулы ' и  эквивалентны тогда и только
тогда, когда формула (('→  ) ∧ ( → ')) является тав-
тологией. Используя сокращение (p ↔ q) для ((p → q) ∧
∧ (q → p)), можно записывать утверждения об эквива-
лентности формул в виде тавтологий. Вот несколько та-
ких эквивалентностей:

Теорема 1. Формулы

(p ∧ q)↔ (q ∧ p);
((p ∧ q) ∧ r)↔ (p ∧ (q ∧ r));

(p ∨ q)↔ (q ∨ p);
((p ∨ q) ∨ r)↔ (p ∨ (q ∨ r));
(p ∧ (q ∨ r))↔ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r));
(p ∨ (q ∧ r))↔ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r));

¬(p ∧ q)↔ (¬p ∨ ¬q);
¬(p ∨ q)↔ (¬p ∧ ¬q);

(p ∨ (p ∧ q))↔ p;

(p ∧ (p ∨ q))↔ p;

(p→ q)↔ (¬q → ¬p);
p↔ ¬¬p

являются тавтологиями.
C Первые четыре эквивалентности выражают комму-

тативность и ассоциативность конъюнкции и дизъюнк-
ции. Проверим, например, вторую: левая и правая ча-
сти истинны в единственном случае (когда все перемен-
ные истинны), и потому эквивалентны. (Для дизъюнкции
удобнее смотреть, когда она ложна.)

Две следующие эквивалентности утверждают дистри-
бутивность | заметим, что в отличие от сложения и
умножения в кольцах здесь верны оба свойства дистри-
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бутивности. Проверить эквивалентность легко, если от-
дельно рассмотреть случаи истинного и ложного p.

Следующие два свойства, законы Де Моргана, легко
проверить, зная, что конъюнкция истинна, а дизъюнкция
ложна лишь в одном случае. Эти свойства иногда выра-
жают словами: «конъюнкция двойственна дизъюнкции».

Далее следуют два очевидных закона поглощения

(один из них мы уже упоминали).

За ними идёт правило контрапозиции, которое гово-
рит, в частности, что утверждения «если x совершенно,
то x чётно» и «если x нечётно, то x несовершенно» рав-
носильны. Хотя оно и очевидно проверяется с помощью
таблиц истинности, с ним связаны любопытные парадок-
сы. Вот один из них.

Биолог А выдвинул гипотезу: все вороны чёрные.
Проверяя её, он вышел во двор и обнаружил на дереве
ворону. Она оказалось чёрной. Биолог А радуется | ги-
потеза подтверждается. Биолог Б переформулировал ги-
потезу так: все не-чёрные предметы | не вороны (при-
менив наше правило контрапозиции) и не стал выходить
во двор, а открыл холодильник и нашёл там оранжевый
предмет. Он оказался апельсином, а не вороной. Биолог Б
обрадовался | гипотеза подтверждается | и позвонил
биологу А. Тот удивляется | у него тоже есть апельсин в
холодильнике, но с его точки зрения никакого отношения
к его гипотезе апельсин не имеет : : :

Другой парадокс: с точки зрения формальной логики
утверждения «кто не с нами, тот против нас» и «кто не
против нас, тот с нами» равносильны.

Последнее (и очевидное) правило p↔ ¬¬p называется
снятием двойного отрицания. B

2. Перечисленные эквивалентности соответствуют равен-
ствам для множеств: например, первая гарантирует, что P ∩
∩Q = Q∩P для любых множеств P и Q. Какие утверждения
соответствуют остальным эквивалентностям?

3. Две формулы, содержащие только переменные и связки
∧, ∨ и ¬, эквивалентны. Докажите, что они останутся экви-
валентными, если всюду заменить ∧ на ∨ и наоборот.
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Далеко не все тавтологии имеют ясный интуитивный
смысл. Например, формула (p→ q)∨(q → p) является тав-
тологией (если одно из утверждений p и q ложно, то из
него следует всё, что угодно; если оба истинны, то тем
более формула истинна), хотя и отчасти противоречит
нашей интуиции | почему, собственно, из двух никак
не связанных утверждений одно влечёт другое? Ещё бо-
лее загадочна тавтология

((p→ q)→ p)→ p

(хотя её ничего не стоит проверить с помощью таблиц
истинности).

Отступление о пользе скобок. На самом деле наше оп-
ределение истинности содержит серьёзный пробел. Что-
бы обнаружить его, зададим себе вопрос: зачем нужны
скобки в формулах? Представим себе, что мы изменим
определение формулы, и будем говорить, что P ∧ Q и
P ∨Q являются формулами для любых P и Q. Останутся
ли наши рассуждения в силе?

Легко понять, что мы столкнёмся с трудностью при
определении булевой функции, соответствующей форму-
ле. В этом определении мы подставляли нули и единицы
на место переменных и затем вычисляли значение фор-
мулы с помощью таблиц истинности для связок. Но те-
перь, когда мы изменили определение формулы, форму-
ла p ∧ q ∨ r может быть получена двумя способами |
из формул p ∧ q и r с помощью операции ∨ и из фор-
мул p и q∨ r с помощью операции ∧. Эти два толкования
дадут разный результат при попытке вычислить значе-
ние 0 ∧ 0 ∨ 1.

Из сказанного ясно, что скобки нужны, чтобы гаран-
тировать однозначность синтаксического разбора фор-
мулы. Точнее говоря, верно такое утверждение:

Теорема 2 (однозначность разбора). Пропозициональ-
ная формула, не являющаяся переменной, может быть
представлена ровно в одном из четырёх видов (A ∧ B),
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(A ∨ B), (A → B) или ¬A, где A и B | некоторые фор-
мулы, причём A и B (в первых трёх случаях) восстана-
вливаются однозначно.

C Формальное доказательство можно провести так:
назовём скобочным итогом разницу между числом от-
крывающихся и закрывающихся скобок. Индукцией по
построению формулы легко доказать такую лемму:

Лемма. Скобочный итог формулы равен нулю. Ско-
бочный итог любого начала формулы неотрицателен и
равен нулю, лишь если это начало совпадает со всей фор-
мулой, пусто или состоит из одних символов отрицания.

Слова «индукцией по построению» означают, что мы
проверяем утверждение для переменных, а также дока-
зываем, что если оно верно для формул A и B, то оно
верно и для формул (A ∧B), (A ∨B), (A→ B) и ¬A.

После того как лемма доказана, разбор формулы про-
водится так: если она начинается с отрицания, то мо-
жет быть образована лишь по третьему правилу. Если же
она начинается со скобки, то надо скобку удалить, а по-
том искать непустое начало, имеющее нулевой скобочный
итог и не оканчивающееся на знак логической операции.
Такое начало единственно (как легко проверить, исполь-
зуя лемму). Это начало и будет первой частью формулы.
Тем самым формула разбирается однозначно. B

Нет смысла вдаваться в подробности этого (неслож-
ного) рассуждения: вообще-то алгоритмы разбора фор-
мул | это отдельная большая и практически важная те-
ма (в первую очередь в связи с компиляторами). Приве-
дённый нами алгоритм далеко не оптимален. С другой
стороны, мы вообще можем обойти эту проблему, потре-
бовав, чтобы при записи формул левая и правая скобки,
окружающие формулу, связывались линией | тогда од-
нозначность разбора формулы не вызывает вопросов, и
больше ничего нам не надо.

В дальнейшем мы будем опускать скобки, если они
либо не играют роли (например, можно написать конъ-
юнкцию трёх членов, не указывая порядок действий в
силу ассоциативности), либо ясны из контекста.



18 Логика высказываний [гл. 1]

4. Польский логик Лукасевич предлагал обходиться без
скобок, записывая в формулах сначала знак операции, а потом
операнды (без пробелов и разделителей). Например, (a+ b)×
× (c+ (d× e)) в его обозначениях запишется как ×+ab+c×de.
Эту запись ещё называют польской записью. Обратная поль-
ская запись отличается от неё тем, что знак операции идёт
после операндов. Покажите, что в обоих случаях порядок дей-
ствий восстанавливается однозначно.

1.2. Полные системы связок

Рассматриваемая нами система пропозициональных
связок (∧, ∨, →, ¬) полна в следующем смысле:

Теорема 3 (Полнота системы связок). Любая булева
функция n аргументов может быть записана в виде про-
позициональной формулы.

C Проще всего пояснить это на примере. Пусть, на-
пример, булева функция '(p; q; r) задана таблицей 4.

p q r '(p; q; r)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

(¬p ∧ ¬q ∧ ¬r)∨
∨(¬p ∧ q ∧ r)∨
∨(p ∧ q ∧ r)

Таблица 4. Булева функция и задающая её формула.

В таблице есть три строки с единицами в правой ко-
лонке | три случая, когда булева функция истинна (рав-
на 1). Напишем три конъюнкции, каждая из которых по-
крывает один случай (а в остальных строках ложна), и
соединим их дизъюнкцией. Нужная формула построена.

Ясно, что аналогичная конструкция применима для
любой таблицы (с любым числом переменных). B
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Для формул подобного вида есть специальное на-
звание: формулы в дизъюнктивной нормальной форме.
Более подробно: литералом называется переменная или
отрицание переменной, конъюнктом называется произ-
вольная конъюнкция литералов, а дизъюнктивной нор-
мальной формой называется дизъюнкция конъюнктов. В
нашем случае в каждый конъюнкт входит n литералов
(где n | число переменных), а число конъюнктов рав-
но числу строк с единицами и может меняться от нуля
(тогда, правда, получается не совсем формула, а «пустая
дизъюнкция», и её можно заменить какой-нибудь всегда
ложной формулой типа p∧¬p) до 2n (если булева функция
всегда истинна).

5. Длина построенной в доказательстве теоремы 3 форму-
лы зависит от числа единиц: формула будет короткой, если
единиц в таблице мало. А как написать (сравнительно) ко-
роткую формулу, если в таблице мало нулей, а в основном
единицы?

Иногда полезна конъюнктивная нормальная форма,
которая представляет собой конъюнкцию дизъюнктов.
Каждый дизъюнкт состоит из литералов, соединённых
дизъюнкциями. Теорему 3 можно теперь усилить так:

Теорема 4. Всякая булева функция может быть выра-
жена формулой, находящейся в дизъюнктивной нормаль-
ной форме, а также формулой, находящейся в конъюнк-
тивной нормальной форме.

C Первая часть утверждения уже доказана. Вторая
часть аналогична первой, надо только для каждой строки
с нулём написать подходящий дизъюнкт.

Можно также представить функцию ¬' в дизъюнк-
тивной нормальной форме, а затем воспользоваться за-
конами Де Моргана, чтобы внести отрицание внутрь. B

6. Проведите второй вариант рассуждения подробно.

Вообще говоря, определение нормальной формы не
требует, чтобы в каждом конъюнкте (или дизъюнк-
те) встречались все переменные. (Повторять переменную
больше одного раза смысла нет; если, например, перемен-
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ная и её отрицание входят в одну конъюнкцию, то эта
конъюнкция всегда ложна и её можно выбросить.)

7. Приведите пример булевой функции n аргументов, у
которой любая дизъюнктивная или конъюнктивная нормаль-
ная форма содержит лишь члены длины n. (Указание: рассмо-
трите функцию, которая меняет своё значение при изменении
значения любой переменной.)

Заметим, что при доказательстве теоремы 3 мы обо-
шлись без импликации. Это и не удивительно, так как
она выражается через дизъюнкцию и отрицание:

(p→ q) ↔ (¬p ∨ q)

(проверьте!). Мы могли бы обойтись только конъюнкци-
ей и отрицанием, так как

(p ∨ q) ↔ ¬(¬p ∧ ¬q);

или только дизъюнкцией и отрицанием, так как

(p ∧ q) ↔ ¬(¬p ∨ ¬q)

(обе эквивалентности вытекают из законов Де Моргана;
их легко проверить и непосредственно). Как говорят, си-
стема связок ∧;¬, а также система связок ∨;¬ являются
полными. (По определению это означает, что с их помо-
щью можно записать любую булеву функцию.)

8. Докажите, что система связок ¬;→ полна. (Указание:
как записать через них дизъюнкцию?)

А вот без отрицания обойтись нельзя. Система связок
∧;∨;→ неполна | и по очень простой причине: если все
переменные истинны, то любая их комбинация, содержа-
щая только указанные связки, истинна. (Как говорят, все
эти связки «сохраняют единицу».)

9. Легко понять, что любая формула, составленная только
с помощью связок ∧ и ∨, задаёт монотонную булеву функ-
цию (в том смысле, что от увеличения значения любого из
аргументов значение функции может только возрасти | или
остаться прежним). Покажите, что любая монотонная булева
функция может быть выражена формулой, содержащей толь-
ко ∧ и ∨.
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10. Пусть ' →  | тавтология. Покажите, что найдёт-
ся формула � , которая включает в себя только общие для '
и  переменные, для которой формулы (' → �) и (� →  )
являются тавтологиями. (Более общий вариант этого утвер-
ждения, в котором рассматриваются формулы с кванторами,
называется леммой Крейга.)

В принципе мы не обязаны ограничиваться четырьмя
рассмотренными связками. Любая булева функция может
играть роль связки. Например, можно рассмотреть связ-
ку (p notand q), задаваемую эквивалентностью

(p notand q) ↔ ¬(p ∧ q)

(словами: (p notand q) ложно, лишь если p и q истинны).
Через неё выражается отрицание (p notand p), после че-
го можно выразить конъюнкцию, а затем, как мы зна-
ем, и вообще любую функцию. (Знакомые с цифровыми
логическими схемами малого уровня интеграции хорошо
знакомы с этим утверждением: достаточно большой за-
пас схем И-НЕ позволяет реализовать любую требуемую
зависимость выхода от входов.)

Другая интересная полная система связок | сложение
по модулю 2, конъюнкция и константа 1 (которую можно
считать 0-арной связкой, задающей функцию от нуля ар-
гументов). Представленные в этой системе булевы функ-
ции становятся полиномами с коэффициентами в кольце
вычетов по модулю 2. Идея рассматривать булевы функ-
ции как полиномы (оказавшаяся неожиданно плодотвор-
ной в последние годы) была высказана в 1927 г. россий-
ским математиком Иваном Ивановичем Жегалкиным.

Назовём мономом конъюнкцию любого набора пере-
менных или константу 1 (которую естественно рассма-
тривать как конъюнкцию нуля переменных). Название
это естественно, так как при наших соглашениях (1 обо-
значает истину, 0 | ложь) конъюнкция соответствует
умножению.

Назовём полиномом сумму таких мономов по моду-
лю 2 (это значит, что 0 ⊕ 0 = 0, 0 ⊕ 1 = 1 ⊕ 0 = 1 и
1 ⊕ 1 = 0). Ясно, что два повторяющихся монома можно
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сократить (ведь сложение по модулю 2), так что будем
рассматривать только полиномы без повторяющихся мо-
номов. При этом, естественно, порядок членов в мономе
(как и порядок мономов в полиноме) роли не играет, их
можно переставлять.

Теорема 5 (о полиномах Жегалкина). Всякая булева
функция однозначно представляется таким полиномом.

C Существование искомого полинома следует из те-
оремы 4, так как конъюнкция есть умножение, отрица-
ние | прибавление единицы, а дизъюнкцию можно через
них выразить (получится p + q + pq). Надо только за-
метить, что степени не нужны: переменные принимают
значения 0 и 1, так что xn можно заменить на x.

Можно также сослаться на известное из алгебры
утверждение о том, что всякая функция с аргументами
из конечного поля (в данном случае это двухэлементное
поле вычетов по модулю 2) задаётся полиномом. (Отсю-
да, кстати, получается новое доказательство теоремы 3.)

Далее можно заметить, что полиномов столько же,
сколько булевых функций, а именно 22

n

. В самом деле,
булева функция может принимать любое из двух значе-
ний в каждой из 2n точек булева куба Bn, а многочлен
может включать или не включать любой из 2n мономов.
(Мономов ровно 2n, потому что каждый моном включа-
ет или не включает любую из n переменных.) Поэтому
избытка полиномов нет, и если любая функция предста-
вима полиномом, то единственным образом.

Можно и не ссылаться на сведения из алгебры и тео-
рему 4, а дать явную конструкцию. Это удобно сделать
индукцией по n. Пусть мы уже умеем представлять лю-
бую булеву функцию от n− 1 аргументов с помощью по-
линома. Тогда '(p1; : : : ; pn) можно представить как

'(p1; : : : ; pn) = '(0; p2; : : : ; pn)+

+ ['(0; p2; : : : ; pn) + '(1; p2; : : : ; pn)]p1

(проверьте). Остаётся заметить, что правую часть мож-
но представить полиномом по предположению индукции.
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Для единственности также есть другое доказатель-
ство: пусть два многочлена (имеющие степень 1 по каж-
дой переменной) равны при всех значениях переменных.
Тогда их сумма (или разность | вычисления происходят
по модулю 2) является ненулевым многочленом (содер-
жит какие-то мономы), но тождественно равна нулю. Так
не бывает, и это легко доказать по индукции. В самом де-
ле, любой многочлен A(p1; : : : ; pn) можно представить в
виде

A(p1; : : : ; pn) = B(p2; : : : ; pn) + p1C(p2; : : : ; pn);

где B и C | многочлены от меньшего числа переменных.
Подставляя сначала p1 = 0, а затем p1 = 1, убеждаемся,
что многочлены B и C равны нулю во всех точках, и
потому (согласно предположению индукции) равны нулю
как многочлены (не содержат мономов). B

11. Пусть F | произвольное поле. Назовём мультилиней-

ной функцией полином от n переменных с коэффициентами
из F , в котором все показатели степеней равны либо 0, ли-
бо 1. (Таким образом, каждый моном в ней есть произведение
коэффициента и некоторого набора переменных без повторе-
ний.) Будем рассматривать B = {0; 1} как подмножество F .
Докажите, что всякая булева функция Bn → B однозначно
продолжается до мультилинейной функции Fn → F , и коэф-
фициенты мультилинейной функции можно считать целыми
числами.

Если рассматривать произвольные булевы функции в
качестве связок, возникает вопрос: в каком случае набор
булевых функций образует полный базис? (Это значит,
что любая булева функция представляется в виде ком-
позиции функций из набора, т. е. записывается в виде
формулы, где связками служат функции набора.) Подоб-
ные вопросы вызывали в своё время большой интерес и
были хорошо изучены. Начальным этапом явилось такое
утверждение:

Теорема 6 (критерий Поста). Набор булевых функ-
ций является полным тогда и только тогда, когда он
не содержится целиком ни в одном из пяти следующих
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«предполных классов»:

• монотонные функции;

• функции, сохраняющие нуль;

• функции, сохраняющие единицу;

• линейные функции;

• самодвойственные функции.

(Функция f монотонна, если она монотонно неубыва-
ет по каждому из своих аргументов. Функция f сохра-

няет нуль/единицу, если f(0; : : : ; 0) = 0 (соответствен-
но f(1; : : : ; 1) = 1). Функция f линейна, если она пред-
ставима многочленом, в котором все мономы содержат
не более одной переменной. Наконец, функция f назы-
вается самодвойственной, если f(1 − p1; : : : ; 1 − pn) =
= 1− f(p1; : : : ; pn).)

C Если набор содержится в одном из классов, то и все
композиции также не выходят за пределы этого класса
(легко проверить для каждого из классов в отдельности)
и поэтому набор не является полным. Докажем обрат-
ное утверждение. Пусть для каждого класса выбрана ка-
кая-то функция, в нём не лежащая. Убедимся, что с по-
мощью комбинаций выбранных функций можно получить
все булевы функции.

У нас есть функция, не сохраняющая нуль. Подставим
вместо всех аргументов одну и ту же переменную. По-
лучится функция от одного аргумента, отображающая
нуль в единицу, то есть либо константа 1, либо отри-
цание. Сделав то же самое с функцией, не сохраняющей
единицу, получим либо константу нуль, либо отрицание.
Таким образом, у нас либо есть отрицание, либо обе кон-
станты 0 и 1.

Если есть обе константы, то всё равно можно полу-
чить отрицание. Возьмём немонотонную функцию. Лег-
ко понять, что она должна менять значение с единицы
на нуль при изменении какого-то одного аргумента с
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нуля на единицу (в самом деле, будем увеличивать ар-
гументы по одному, в какой-то момент значение функ-
ции уменьшится.) Зафиксировав значения остальных ар-
гументов (ведь мы считаем, что константы есть), полу-
чаем отрицание.

Имея отрицание и несамодвойственную функцию, лег-
ко получить константы (если их не было). В самом де-
ле, несамодвойственность означает, что f(x1; : : : ; xn) =
= f(1−x1; : : : ; 1−xn) для каких-то значений x1; : : : ; xn ∈
∈ {0; 1}. Вместо нулевых значений переменных x1; : : : ; xn
подставим p, вместо единиц подставим ¬p, получится од-
на из констант. Вторая получится отрицанием.

Теперь у нас есть константы, отрицание и нелинейная
функция f(p1; : : : ; pn). Нелинейность означает, что в её
представлении в виде многочлена есть моном, состоящий
более чем из одной переменной. Пусть, например, этот
моном содержит переменные p1 и p2. Сгруппируем члены
по четырём группам и получим выражение

p1p2A(p3; : : : ) + p1B(p3; : : : ) + p2C(p3; : : : ) +D(p3; : : : ):

При этом многочлен A(p3; : : : ) заведомо отличен от ну-
ля, поэтому можно так подставить константы вместо
p3; : : : ; pn, чтобы первое слагаемое не обратилось в нуль.
Тогда получим либо p1p2 + d, либо p1p2 + p1 + d, либо
p1p2 + p2 + d, либо p1p2 + p1 + p2 + d. Свободный член d
можно менять, если нужно (у нас есть отрицание), так
что получается либо p1p2 (конъюнкция, и всё доказано),
либо p1p2 + p1 = p1(p2 + 1) = p1 ∧ ¬p2 (убираем отрица-
ние, получаем конъюнкцию, всё доказано), либо p1p2+p2
(аналогично), либо p1p2 + p1 + p2 = (1 + p1)(1 + p2)− 1 =
= ¬(¬p1 ∧ ¬p2) = p1 ∨ p2 (дизъюнкция, всё доказано). B

1.3. Схемы из функциональных элементов
Формулы представляют собой способ записи компо-

зиции функций. Например, если мы сначала применяем
функцию f , а потом функцию g, это можно записать фор-
мулой g(f(x)). Но есть и другой способ: можно изобра-
зить каждую функцию в виде прямоугольника с «входом»
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и «выходом» и соединить выход функции f со входом
функции g (рис. 1).

-f g g(f(x))

Рис. 1. Два способа изобразить композицию g ◦ f .

Такое представление отнюдь не является чисто те-
оретическим. В течении нескольких десятков лет элек-
тронная промышленность выпускает микросхемы, кото-
рые выполняют логические операции. Такая микросхема
имеет электрические контакты, напряжение на которых
кодирует логические значения И и Л. Конкретное напря-
жение зависит от типа схемы, но обычно это несколько
вольт, и высокий потенциал (относительно заземления)
считается единицей, а низкий нулём.

Одной из типичных схем является схема И-НЕ, она
имеет два входа и один выход. Сигнал на выходе являет-
ся отрицанием конъюнкции сигналов на входе. Другими
словами, на выходе появляется высокий потенциал (сиг-
нал 1) тогда и только тогда, когда на одном из входов
потенциал низкий (0). Из такой схемы легко получить
схему НЕ (изменяющую уровень сигнала на противопо-
ложный), соединив проводом два входа. При этом на оба
входа поступает один и тот же сигнал, и операция И его
не меняет (p ∧ p = p), а НЕ меняет на противополож-
ный. Взяв два элемента И-НЕ и используя второй из них
в качестве элемента НЕ, инвертирующего сигнал с выхо-
да первого элемента, получаем схему, которая реализует
функцию И. А если поставить два элемента НЕ перед
каждым из входов элемента И-НЕ, получим схему, реа-
лизующую функцию ИЛИ: ¬(¬p ∧ ¬q)↔ (p ∨ q).

Теорема 3 о полноте системы связок теперь гаранти-
рует, что любую булеву функцию можно реализовать в
виде схемы. Надо иметь в виду, однако, что предлага-
емая в её доказательстве конструкция (дизъюнктивная
нормальная форма) имеет скорее теоретический инте-
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рес, поскольку приводит к схемам очень большого раз-
мера даже для простых функций (если число аргументов
велико). Например, схема, сравнивающая два 16-битных
числа, должна иметь 32 входа и поэтому в её реализа-
ции с помощью дизъюнктивной нормальной формы бу-
дет порядка 232 элементов | что мало реально. (Между
тем такую схему можно построить гораздо проще, из не-
скольких сотен элементов.)

Поэтому вопрос о том, сколько элементов нужно для
реализации той или иной функции, представляет боль-
шой интерес | как практический, так и философский.
(Одна из центральных проблем математики и информа-
тики, так называемая «проблема перебора», может быть
сформулирована в этих терминах.)

Мы сейчас дадим более формальное определение схе-
мы и реализуемой ей булевой функции. Но прежде всего
ответим на такой вопрос | почему мы вообще говорим о
схемах? Ведь можно записать композицию булевых функ-
ций в виде формулы, не будет ли это то же самое?

Оказывается, не совсем, и разницу легко увидеть на
примере (рис. 2).

f

g2

g1

h h(g1(f(x)); g2(f(x)))

Рис. 2. Элемент входит в формулу дважды.

Здесь один и тот же элемент схемы (f) приходит-
ся указывать в формуле дважды, поскольку его выход
используется в качестве входа двух других элементов.
Схемы, в которых такого ветвления нет (на практике ве-
твление вполне возможно, хотя и ограничено «нагрузоч-
ной способностью выхода», как говорят инженеры), как
раз и соответствуют формулам. Но в общем случае полу-
ченная из данной схемы формула может быть длинной,
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даже если схема содержит небольшое число элементов,
поскольку число копий может расти экспоненциально с
ростом глубины схемы.

Хотя идея образования схемы из функциональных
элементов, реализующих булевы функции, достаточно
наглядна, дадим более формальное определение. Фикси-
руем некоторый набор булевых функций B. Пусть име-
ется n булевых (принимающих значения 0 и 1) перемен-
ных x1; : : : ; xn, называемых входами. Пусть также име-
ется некоторое число булевых переменных y1; : : : ; ym, на-
зываемых проводниками. Пусть для каждого проводника
схемы задана булева функция из B, выражающая его зна-
чение через другие проводники и входы. При этом тре-
буется, чтобы не было циклов (цикл образуется, когда yi
зависит от yj , которое зависит от yk, . . . , которое зави-
сит от yi). Пусть, кроме того, среди проводников выделен
один, называемый выходом. В таком случае говорят, что
задана схема из функциональных элементов в базисе B с
n входами. Число m называют размером схемы. (С точ-
ки зрения инженера размер | это число использованных
элементов, а базис B | это ассортимент доступных ему
элементов.)

Отсутствие циклов гарантирует, что есть проводник,
зависящий только от входов (иначе можно было бы най-
ти цикл: возьмём какой-то проводник, затем возьмём тот
проводник, от которого он зависит и т. д.). Значение это-
го проводника, таким образом, однозначно определяет-
ся сигналами на входах. Среди оставшихся проводников
также нет цикла, поэтому можно найти один из них, за-
висящий только от уже известных, и определить его зна-
чение. Перенумеровав проводники в таком порядке, мы
можем записать последовательность присваиваний

y1 := f1(: : : );

y2 := f2(: : : );

. . . . . . . . . . . . .

ym := fm(: : : );
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в правых частях которых стоят функции из B, приме-
нённые ко входам и уже найденным значениям. При этом
можно считать, что результат схемы есть ym (все после-
дующие присваивания уже не нужны). Такая программа
определяет ym при известных значениях входов, и тем
самым вычисляет некоторую булеву функцию.

Теперь набор булевых функций B можно назвать пол-
ным, если любая булева функция может быть задана схе-
мой из B-элементов (существует программа, её вычи-
сляющая, при этом в правых частях присваиваний стоят
функции из B). Ясно, что это определение полноты рав-
носильно прежнему, то есть возможности записать буле-
ву функцию в виде формулы со связками из B (как мы
говорили, разница только в том, что один и тот же эле-
мент будет фигурировать в формуле многократно).

Сложностью булевой функции f относительно B на-
зывают минимальный размер схемы из B-элементов, вы-
числяющей функцию f . Его обозначают sizeB(f).

Теорема 7. Пусть B1 и B2 | два полных набора бу-
левых функций. Тогда соответствующие меры сложно-
сти отличаются не более чем на постоянный множитель:
найдётся такое число C, что sizeB1

(f) 6 C sizeB2
(f) и

sizeB2
(f) 6 C sizeB1

(f) для любой функции f .
C Утверждение почти очевидно: поскольку наборы B1

и B2 полны, то каждая функция одного из наборов может
быть вычислена какой-то схемой, составленной из эле-
ментов другого набора. Теперь можно взять в качестве C
наибольший размер таких схем, и неравенства будут вы-
полняться: каждую строку программы можно заменить
на C (или меньше) строк с использованием функций дру-
гого набора. B

Что можно сказать о сложности произвольной булевой
функции n аргументов? Следующая теорема показывает,
что она экспоненциально зависит от n (для «наугад взя-
той» функции).

Теорема 8. (а) Пусть c > 2. Тогда сложность любой бу-
левой функции n аргументов не превосходит cn для всех
достаточно больших n. (б) Пусть c < 2. Тогда сложность
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большинства булевых функций n аргументов не мень-
ше cn для всех достаточно больших n.

C Прежде всего заметим, что по предыдущей теоре-
ме не имеет значения, какой полный базис выбрать (из-
менение значения c более существенно, чем умножение
сложности на константу).

Первое утверждение теоремы очевидно: размер схе-
мы, реализующей дизъюнктивную нормальную форму
с n переменными, есть O(n2n), поскольку имеется не
более 2n конъюнктов размера O(n). (Напомним смысл
O-обозначений: O(n2n) означает, что существует верх-
няя оценка вида Cn2n для некоторой константы C.)
Осталось заметить, что O(n2n) < cn при достаточно
больших n (напомним, что c > 2).

Чтобы доказать второе утверждение, оценим число
различных схем (скажем, в базисе И, ИЛИ, НЕ) разме-
ра N с n аргументами. Каждая такая схема может быть
описана последовательностью из N присваиваний, выра-
жающих одну из переменных через предыдущие. Для ка-
ждого присваивания есть не более 3(N + n)2 вариантов
(три типа операций | конъюнкция, дизъюнкция, отри-
цание, и каждый из не более чем двух аргументов вы-
бирается среди не более чем N + n вариантов). Отсюда
легко получить оценку 2O(N logN) на число всех функций
сложности не более N (считая N > n).

Всего булевых функций с n аргументами имеется 22
n

.
Из сравнения этих формул видно, что что при c < 2 и
при достаточно больших n булевы функции сложности
меньше cn составляют меньшинство, так как 2O(cn log cn)

много меньше 22
n

. B
12. Проведите вторую часть рассуждения более подробно

и покажите, что при некотором " > 0 сложность большинства
булевых функций с n аргументами не меньше "2n=n.

Верхнюю оценку в теореме 8 можно усилить и пока-
зать, что сложность любой булевой функции n аргумен-
тов не превосходит O(2n=n).

13. (а) Покажите, что можно построить схему разме-
ра O(2m) с 2m выходами, реализующую все 2m возможных
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конъюнктов длины m (для каждого | свой выход). (Указа-
ние: такую схему можно построить индуктивно.) (б) Покажи-

те, что можно построить схему размера O(22
m

) с 22
m

выхо-

дами, реализующую все 22
m

булевых функций m аргументов.
(Указание: эту схему также можно построить индуктивно.)
(в) Пусть '(x1; : : : ; xk; y1; : : : ; yl) | булева функция, аргумен-
ты которой разбиты на две группы. Покажите, что её можно
записать в виде дизъюнкции 2k членов, каждый из которых
имеет вид C(x1; : : : ; xk) ∧ D(y1; : : : ; yl), где C | конъюнкт,
а D | произвольная булева функция. Вывести отсюда упомя-
нутую выше оценку O(2n=n). (Указание: разумно положить
k = n− logn+ c, l = logn− c. См. также [9] и [33].)

Теорема 8, однако, ничего не говорит о сложности
конкретных булевых функций. Ситуация здесь такова.
Есть разнообразные методы и приёмы получения верх-
них оценок. Но про нижние оценки неизвестно практиче-
ски ничего. Про многие функции мы подозреваем, что
их сложность велика (экспоненциально зависит от чи-
сла входов), но доказать это пока не удаётся. Весьма
нетривиальные идеи позволяют доказывать экспоненци-
альные нижние оценки для некоторых специальных клас-
сов схем, например, схем из монотонных элементов или
схем ограниченной глубины (использующих элементы И
и ИЛИ с произвольным числом входов). Получение экс-
поненциальных оценок для более общих схем | один из
возможных подходов к знаменитой проблеме перебора,
центральной проблеме теории сложности вычислений.

Мы не будем углубляться в эту теорию, а приведём
лишь несколько верхних оценок для конкретных задач.
При этом мы не претендуем на полноту, а хотим лишь
показать несколько интересных идей и приёмов.

Рассмотрим функцию сравнения двух n-битовых чи-
сел. Она имеет 2n аргументов (n для одного числа и n для
другого); её значение равно 1, если первое число больше
второго, и 0 в противном случае.

Обозначим эту функцию Compn.
Теорема 9. Пусть B | полный набор функций. Суще-

ствует такая константа C, что sizeB(Compn) 6 Cn.
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C Заметим, что поскольку в формулировке теоремы
оценка размера проводится с точностью до константы,
то выбор конкретного базиса не имеет значения. Други-
ми словами, мы можем предполагать, что любое конечное
число необходимых нам функций в этом базисе есть.

Схема сравнения чисел будет рекурсивной (чтобы
сравнить два числа, мы отдельно сравниваем их левые и
правые половины, а затем объединяем результаты). При
этом, как часто бывает, надо усилить утверждение, что-
бы индукция прошла. А именно, мы будем строить схему
с 2n входами x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn и двумя выходами, ко-
торая указывает, какой из трёх случаев x < y, x = y или
x > y имеет место. (Здесь x; y | числа, записываемое в
двоичной системе как x1 : : : xn и y1; : : : ; yn.) Два выход-
ных бита кодируют четыре возможности, а нужно только
три, так что есть некоторый запас. Для определённости
можно считать, что первый выходной бит истинен, ес-
ли числа равны, а второй | если x < y. Тогда возмож-
ны три варианта сигналов на выходе: 10 (равенство), 01
(при x < y) и 00 (при x > y).

Объясним теперь, как собрать, скажем, схему срав-
нения двух 16-разрядных чисел. Соберём отдельно схему
сравнения старших 8 разрядов и младших 8 разрядов. Ка-
ждая из них даст ответ в форме двух битов. Теперь из
этих четырёх битов надо собрать два. (Если в старших
разрядах неравенство, то оно определяет результат срав-
нения; если старшие разряды равны, то результат срав-
нения определяется младшими разрядами.) Написанная
в скобках фраза определяет булеву функцию с четырьмя
битами на входе и двумя битами на выходе, и может быть
реализована некоторой схемой фиксированного размера.
Таким образом, если через T (n) обозначить размер схе-
мы, сравнивающей n-битовые числа, то получаем оценку
T (2n) 6 2T (n) + c; где c | некоторая константа, завися-
щая от выбора базиса. Отсюда следует, что T (2k) 6 c′2k

при некотором c′. В самом деле, для достаточно большо-
го c′ можно доказать по индукции, что T (2k) 6 c′2k − c
(мы должны усилить неравенство, вычтя из правой ча-
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сти c, чтобы индуктивный шаг прошёл; база индукции
остается верной, если c′ достаточно велико).

Ту же самую оценку можно объяснить и наглядно. На-
ша схема имеет вид иерархического дерева. На каждом
уровне из двух двухбитовых сигналов получается один.
Остаётся вспомнить, что в полном двоичном дереве чи-
сло внутренних вершин (которое определяет размер схе-
мы) на единицу меньше числа листьев. (В турнире по
олимпийской системе число игр на единицу меньше чи-
сла команд, так как после каждой игры одна команда
выбывает.)

Все внутренние вершины и все листья (где сравнива-
ются два бита) представляют собой схемы ограниченно-
го размера, откуда и вытекает оценка T (2k) 6 c′2k.

Осталось лишь сказать, что делать, если размер чисел
(который мы обозначали через n) не есть точная степень
двойки. В этом случае можно увеличить размер до бли-
жайшей сверху степени двойки (не более чем в два раза)
и подать на старшие разряды входов нули. Оба действия
приводят к увеличению размера схемы не более чем в
константу раз. B

Перейдём к сложению двух n-разрядных чисел. (Стро-
го говоря, тут возникает не булева функция, а функция
Bn × Bn → Bn+1, но все наши определения очевидно пе-
реносятся на этот случай.)

Теорема 10. Существует схема размера O(n), осуще-
ствляющая сложение двух n-битовых чисел.

C Напомним смысл обозначения O(n): нам надо по-
строить схему сложения n-битовых чисел, имеющую раз-
мер не более cn для некоторого c и для всех n.

Вспомним, как складывают числа в столбик:

0 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1

1 0 1 0 0

Верхняя строка | биты переноса, нижняя | результат.
Заметим, что каждый из битов переноса или результа-
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та определяется тремя другими битами (бит результата
равен сумме двух битов слагаемых и бита переноса по
модулю 2, а бит переноса равен 1, если хотя бы два из
этих трёх битов равны 1). Поэтому можно составить схе-
му, которая вычисляет эти биты справа налево и имеет
размер O(n). B

Заметим, что теорему 9 легко вывести из теоремы 10:
чтобы сравнить числа x и y, сложим число (2n − 1) − x
(то есть число x, в котором все единицы заменены нуля-
ми и наоборот) и число y. Если в старшем разряде по-
явится единица, то y > x, а если нет, то y 6 x. Оста-
ётся заметить, что и сложение, и обращение битов в чи-
сле x требуют схем линейного размера. Таким образом,
сравнение чисел сводится к вычислению бита переноса.
Верно и обратное: вычисление бита переноса сводится к
сравнению двух чисел (обратим в одном из слагаемых
все биты).

Тем не менее конструкция, использованная при дока-
зательстве теоремы 9, имеет некоторые преимущества.
Назовём глубиной схемы максимальное число элементов
на пути от входа к выходу. Если представить себе, что
сигнал на выходе элемента появляется не сразу после по-
дачи сигналов на входы, а с некоторой задержкой, то
глубина схемы определяет суммарную задержку. Легко
понять, что рекурсивная схема сравнения имела глубину
O(log n) (число уровней пропорционально логарифму раз-
мера входа), в то время как построенная только что схе-
ма сложения имеет глубину, пропорциональную n (биты
переноса вычисляются последовательно, справа налево).
Но можно соединить эти два результата:

Теорема 11. Существует схема сложения двух n-бито-
вых чисел размера O(n) и глубины O(log n).

C Как мы видели, проблема в том, что биты перено-
са вычисляются последовательно, а не параллельно. Если
удастся их все вычислить схемой размера O(n) и глубины
O(log n), то дальнейшее очевидно.

Как мы упоминали, вычисление битов переноса равно-
сильно сравнению, так что для доказательства теоремы
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достаточно научиться сравнивать параллельно все «суф-
фиксы» двух n-битовых чисел x1 : : : xn и y1 : : : yn, т. е. для
каждого i сравнить числа xixi+1 : : : xn и yiyi+1 : : : yn.

Вспомним, что мы делали при сравнении чисел (ска-
жем, длины 8). На нижнем уровне мы сравнивали биты:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8
y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8

На следующем уровне мы сравнивали двузначные числа

x1x2 x3x4 x5x6 x7x8
y1y2 y3y4 y5y6 y7y8

затем четырёхзначные

x1x2x3x4 x5x6x7x8
y1y2y3y4 y5y6y7y8

и, наконец, восьмизначные:

x1x2x3x4x5x6x7x8
y1y2y3y4y5y6y7y8

Таким образом, для суффиксов длины 8, 4, 2 и 1 резуль-
таты сравнения уже есть. Для суффикса длины 6 резуль-
тат можно получить, комбинируя результат сравнения
x3x4?y3y4 и x5x6x7x8?y5y6y7y8. После этого у нас есть ин-
формация о суффиксах всех чётных длин, и соединяя её
с информацией с первого этапа, получаем сведения про
все суффиксы. Например, для сравнения суффиксов дли-
ны 7, то есть x2 : : : x8 и y2 : : : y8, мы соединяем результа-
ты сравнения x2 и y2 с результатами сравнения суффик-
сов длины 6, то есть x3 : : : x8 и y3 : : : y8.

В общем случае картина такая: после «сужающегося
дерева» мы строим «расширяющееся»; за k шагов до кон-
ца мы знаем результаты сравнения всех суффиксов, дли-
ны которых кратны 2k. Это дерево имеет размер O(n) и
глубину O(log n), что завершает доказательство. B

14. Покажите, что вычитание двух n-битовых чисел по мо-
дулю 2n выполняется схемой размера O(n) и глубины O(logn).



36 Логика высказываний [гл. 1]

(Указание: вычитание легко сводится к сложению, если заме-
нить нули на единицы и наоборот.)

Теперь займёмся умножением. Схема умножения двух
n-разрядных чисел имеет 2n входов (по n для каждого
множителя) и 2n выходов для произведения.

Посмотрим, какие оценки даёт обычный способ умно-
жения чисел столбиком. В нём умножение двух n-разряд-
ных чисел сводится к сложению n копий первого числа
(частично заменённых на нули в зависимости от цифр
второго числа) со сдвигами.

Получение этих копий требует схемы размера O(n2)
(общее число цифр в копиях) и глубины O(1). Сложение
двух 2n-разрядных чисел мы можем выполнить с помо-
щью схемы размера O(n) и глубины O(log n), так что
необходимые n − 1 сложений можно выполнить схемой
размера O(n2) и глубины O(log2 n) (если складывать сна-
чала попарно, потом результаты снова попарно и т. д.).
Оказывается, этот результат можно улучшить. Наиболее
экономные способы основаны на преобразовании Фурье
(о них можно прочесть в книге [1]). С их помощью, на-
пример, можно построить схему умножения n-битовых
чисел, имеющую размер n logc n.

Эти методы далеко выходят за рамки нашего обсу-
ждения, но два улучшения мы приведём.

Теорема 12. Существует схема умножения двух n-раз-
рядных чисел размера O(n2) и глубины O(log n).

C Как мы уже говорили, умножение двух n-разряд-
ных чисел сводится к сложению n таких чисел, и остаётся
выполнить такое сложение схемой размера O(n2) и глу-
бины O(log n). Ключевым моментом здесь является све-
дение сложения трёх чисел к сложению двух с помощью
простой схемы размера O(n) и глубины O(1). В самом
деле, пусть есть три числа x, y и z. Если мы будем скла-
дывать отдельно в каждом разряде, то в разряде может
накопиться любая сумма от 0 до 3, то есть в двоичной
записи от 00 до 11. Сформируем из младших битов этих
двухбитовых сумм число u, а из старших (сдвинутых вле-
во) | число v. Тогда, очевидно, x+ y + z = u+ v. Полу-
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чение цифр числа u и v происходит параллельно во всех
разрядах и требует размера O(n) и глубины O(1).

Теперь, если надо сложить n чисел, можно разбить их
на тройки и из каждых трёх чисел получить по два. В сле-
дующий круг, таким образом, выйдут (2=3)n чисел (при-
мерно | граничные эффекты большой роли не играют).
Их снова можно сгруппировать по тройкам и т. д. С ка-
ждым уровнем число слагаемых убывает в полтора раза,
так что глубина схемы будет логарифмической. Каждое
преобразование трёх слагаемых в два требует схемы раз-
мера O(n) и уменьшает число слагаемых на единицу, так
что потребуется n таких преобразований. Итак, эта кон-
струкция имеет общий размер O(n2) и глубину O(log n).
Надо только отметить, что в конце у нас получается не
одно число, а два, и их напоследок надо сложить | что
мы умеем делать с глубиной O(log n) и размером O(n). B

15. Докажите, что схема, вычисляющая булеву функцию f
от n аргументов, у которой ни один аргумент не является
фиктивным, имеет размер не менее cn и глубину не менее
c logn, где c > 0 | некоторая константа, зависящая от вы-
бранного набора элементов. (Аргумент функции называют
фиктивным, если от него значение функции не зависит.)

Эта задача показывает, что если в процессе умноже-
ния двух n-разрядных чисел мы суммируем n слагаемых
размера n, то оценки O(n2) для размера и O(log n) для
глубины, полученные при доказательстве теоремы 12, су-
щественно улучшить нельзя.

Однако никто не обязывает нас следовать традицион-
ному способу умножения столбиком | отказавшись от
него, мы можем уменьшить размер схемы.

Теорема 13. Существует схема умножения двух n-раз-
рядных чисел размера O(nlog2 3) и глубины O(log2 n).

C Начнём с такого замечания. Вычисляя произведе-
ние двух комплексных чисел

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

обычным способом, мы делаем четыре умножения. Но
можно обойтись и тремя с помощью такого трюка: вы-
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числить ac, bd и (a+ b)(c+ d), а потом найти ad+ bc как
разность (a+ b)(c+ d)− ac− bd.

Аналогичный фокус можно проделать и для целых чи-
сел. Разобьём 2n-битовое число на две n-битовые части,
то есть представим его в виде a2n + b. Теперь запишем
произведение двух таких чисел:

(a2n + b)(c2n + d) = ac22n + (ad+ bc)2n + bd:

Теперь видно, что достаточно найти три произведения
ac, bd и (a+b)(c+d), чтобы определить все три слагаемых
в правой части равенства. Получается, что умножение
двух 2n-разрядных чисел сводится к трём умножениям
n-разрядных и к нескольким сложениям и вычитаниям.
(На самом деле при умножении (a+b) на (c+d) сомножи-
тели могут быть (n+1)-разрядными, но это не страшно,
так как обработка лишнего разряда сводится к несколь-
ким сложениям.)

Для размера схемы, таким образом, получается ре-
курсивная оценка

S(2n) 6 3S(n) +O(n);

из которой следует, что S(n) = O(nlog2 3). В самом де-
ле, для умножения n-разрядных чисел требуется дерево
рекурсивных вызовов глубины log2 n и степени ветвле-
ния 3. Заметим, что размер схемы в вершине пропор-
ционален числу складываемых битов. При переходе от
одного уровня к следующему (более близкому к корню)
размер слагаемых растёт вдвое, а число вершин умень-
шается втрое, поэтому общее число элементов на этом
уровне уменьшается в полтора раза. Таким образом, при
движении по уровням от листьев к корню получается
убывающая геометрическая прогрессия со знаменателем
2=3, сумма которой всего лишь втрое превосходит её пер-
вый член. Остаётся заметить, что число листьев равно
3log2 n = nlog2 3.

Оценка глубины также очевидна: на каждом уровне
мы имеем схему сложения глубины O(log n), а число уров-
ней есть O(log n). B
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На этом мы завершаем знакомство со схемами из
функциональных элементов, выполняющими арифмети-
ческие операции. О них можно прочесть в главе 29 учеб-
ника Кормена, Лейзерсона и Ривеста [18] и в книге Ахо,
Хопкрофта и Ульмана [1].

Рассмотрим теперь функцию «голосования» (majori-
ty). Она имеет нечётное число аргументов, и значение
её равно 0 или 1 в зависимости от того, какое из двух
значений чаще встречается среди входов.

Теорема 14. Существует схема размера O(n) и глуби-
ны O(log n log log n), вычисляющая функцию голосования.

C На самом деле можно даже вычислить общее число
единиц среди входов. Это делается рекурсивно: счита-
ем отдельно для каждой половины, потом складываем.
Получается логарифмическое число уровней. На верхнем
уровне надо складывать числа размера log n, на следу-
ющем | размера (log n− 1) и так до самого низа, где
складываются однобитовые числа (то есть биты вхо-
да). Какой средний размер складываемых чисел? Поло-
вина вершин в дереве приходится на нижний уровень
(числа длины 1), четверть | на следующий (числа дли-
ны 2) и т. д. Вспоминая, что ряд

∑
(k=2k) сходится, ви-

дим, что средний размер складываемых чисел есть O(1)
и общий размер схемы есть O(n). А общая глубина есть
O(log n log log n), так как на каждом из log n уровней сто-
ит схема глубины O(log log n). B

Заметим, что хотя функция голосования монотонна,
построенная схема её вычисления содержит немонотон-
ные элементы (поскольку операция сложения не монотон-
на). Мы уже говорили, что всякую монотонную функ-
цию можно составить из конъюнкций и дизъюнкций. Для
функции голосования есть очевидный способ это сделать:
написать дизъюнкцию всех конъюнкций размера (n+1)=2
(напомним, что число входов n предполагается нечёт-
ным). Однако при этом получится схема экспоненциаль-
ного по n размера.

Теорема 15. Существует схема размера O(nc) и глуби-
ны O(log n), составленная только из элементов И и ИЛИ
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(с двумя входами), вычисляющая функцию голосования.
C Для начала заметим, что ограничение на размер

является следствием ограничения на глубину, так как
элементы И и ИЛИ имеют только два входа и число эле-
ментов в схеме глубины d есть O(2d).

Схема будет строиться из элементов большинства с
тремя входами. (Каждый из них можно собрать из конъ-
юнкций и дизъюнкций по формуле (a∧b)∨(a∧c)∨(b∧c).)
Выход схемы будет большинством из трёх значений, ка-
ждое из которых есть большинство из трёх значений
и т. д. (рис. 3).

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Рис. 3. Дерево из элементов 3-большинства.

Продолжая эту конструкцию на k уровнях, мы полу-
чим схему с 3k входами. (Отметим, что эта схема не бу-
дет вычислять большинство среди своих входов | по той
же причине, по которой результат непрямого голосова-
ния может отличаться от мнения большинства.) Но мы
сделаем вот какую странную вещь: возьмём k равным
c log n при достаточно большом коэффициенте пропор-
циональности c (при этом число входов такой схемы бу-
дет полиномиально зависеть от n) и напишем на входах
случайно выбранные переменные из данного нам набо-
ра x1; : : : ; xn. (Переменные, записываемые на разных вхо-
дах, выбираются независимо.) Оказывается, что с нену-
левой вероятностью эта схема будет вычислять функцию
большинства среди x1; : : : ; xn, если константа c достаточ-
но велика. Следовательно, искомая схема существует.

Обратите внимание: нам удастся доказать существо-
вание интересующей нас схемы, не предъявив её явно.
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(Такое использование вероятностных методов в комби-
наторных рассуждениях часто бывает полезно.)

Итак, почему же схема с положительной вероятно-
стью вычисляет функцию большинства? Это доказыва-
ется так: рассмотрим какой-то один набор значений на
входах и докажем, что на этом конкретном наборе слу-
чайная схема выдаёт правильный ответ с вероятностью,
очень близкой к единице (равной 1−" при очень малом ").

Если число " настолько мало, что остаётся меньшим
единицы даже после умножения на число возможных вхо-
дов (2n), то получаем требуемое (каждое из 2n событий
имеет вероятность не меньше 1−", значит их пересечение
имеет вероятность не меньше 1− 2n" > 0).

Итак, осталось оценить вероятность того, что слу-
чайная схема даст правильный ответ на данном входе.
Пусть доля единиц среди всех входов равна p. Тогда на
каждый входной провод схемы подаётся единица с веро-
ятностью p и нуль с вероятностью 1−p (выбор случайной
переменной даёт единицу с вероятностью p), причём сиг-
налы на всех входах независимы.

Если на трёх входах элемента 3-большинства сигна-
лы независимы, и вероятность появления единицы на ка-
ждом входе есть p, то вероятность появления единицы
на выходе есть '(p) = 3p2(1 − p) + p3 = 3p2 − 2p3. На
следующих уровнях вероятность появления единицы бу-
дет равна '('(p)); '('('(p))); : : : График функции '(x)
на отрезке [0; 1] (рис. 4) показывает, что при итерациях
функции ' дисбаланс (отклонение от середины) нараста-
ет и последовательность стремится к краю отрезка. Надо
только оценить число шагов.

Если вначале единицы составляют большинство из n
аргументов (напомним, n нечётно), то их как минимум
(n + 1)=2, так что p > (n + 1)=2n = 1=2 + 1=(2n). Таким
образом, начальный дисбаланс составляет как минимум
1=2n. А в конце нам нужно приблизиться к краю отрезка
на расстояние 2−n.

Итак, нам осталось доказать такую лемму (относя-
щуюся скорее к математическому анализу):
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Рис. 4. Итерируемая функция '.

Лемма. Пусть последовательность xk ∈ [0; 1] задана
рекуррентной формулой xk+1 = '(xk), где

'(x) = 3x2 − 2x3:

Пусть x0 > 1=2 + 1=(2n). Тогда последовательность xk
монотонно возрастает и приближается к 1 на расстоя-
ние 2−n за O(log n) шагов. [Симметричное утверждение
верно и при x0 6 1=2− 1=(2n).]

Идея доказательства: посмотрим на функцию вблизи
точки 1=2 и у краёв отрезка. В точке 1=2 производная
больше 1, поэтому удаление от 1=2 растёт как геометри-
ческая прогрессия, и точка перейдёт какую-то фикси-
рованную границу (например, 0;51) не позднее чем за
O(log n) шагов. Затем потребуется O(1) шагов, чтобы
дойти, скажем, до 0;99. В единице первая производная
функции равна нулю, поэтому расстояние до единицы
каждый раз примерно возводится в квадрат, и потому
для достижения погрешности 2−n потребуется O(log n)
шагов (как в методе Ньютона отыскания корня). Всего
получается O(log n) + O(1) + O(log n) шагов, что и тре-
бовалось. B

На самом деле справедливо гораздо более сильное
утверждение: существует схема размера O(n log n) и глу-
бины O(log n), состоящая только из элементов И и ИЛИ,
которая имеет n входов и n выходов и осуществляет сор-
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тировку последовательности n нулей и единиц (это озна-
чает, что на выходе столько же единиц, сколько на входе,
причём выходная последовательность всегда невозраста-
ющая). Ясно, что средний бит выхода в такой ситуации
реализует функцию большинства.

При кажущейся простоте формулировки единствен-
ная известная конструкция такой схемы (сортирующая
сеть AKS, придуманная Айтаи, Комлошом и Сцемереди
сравнительно недавно, в 1983 году) весьма сложна, и по-
явление какой-то более простой конструкции было бы за-
мечательным достижением.

Многие нетривиальные результаты теории алгорит-
мов можно переформулировать в терминах сложности
каких-то булевых функций. Например, есть вероятност-
ный алгоритм проверки простоты большого числа (при-
меняемый в системах шифрования для проверки просто-
ты чисел из нескольких тысяч цифр). Используя этот ал-
горитм, можно доказать такой факт: существует схема
проверки простоты n-битового числа (на вход подаются
n цифр, на выходе появляется единица, если число про-
стое, и нуль, если число составное), размер которой огра-
ничен полиномом от n.

Вернёмся к общим утверждениям о схемах и форму-
лах. Мы уже говорили, что с точки зрения измерения раз-
мера схемы и формулы | это разные вещи (схемы эконо-
мичнее, так как в них одинаковые подформулы учиты-
ваются только один раз). Оказывается, что размер фор-
мулы можно связать с глубиной схемы.

Будем называть размером формулы число логических
связок в ней. Мы предполагаем, что формула использует
конъюнкции, дизъюнкции и отрицания, и в схемах будем
использовать такие же элементы. Напомним, что разме-
ром схемы мы называли число элементов, а сложностью
булевой функции | минимальный размер схемы, её вы-
числяющей. Сложность функции h обозначалась size(h)
(точнее sizeB(h), где B | набор разрешённых функцио-
нальных элементов, но сейчас мы договорились использо-
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вать конъюнкции, дизъюнкции и отрицания и опускаем
индекс B).

Минимальный размер формулы, выражающей функ-
цию h, будем обозначать fsize(h). Очевидно, size(h) 6
6 fsize(h). Более интересно, однако, следующее утвер-
ждение, связывающее размер схемы с глубиной формулы.
Обозначим через depth(h) минимальную глубину схемы,
вычисляющей функцию h.

Теорема 16. Имеют место оценки fsize(h) 6 c
depth(h)
1 и

depth(h) 6 c2 log fsize(h) (для некоторых констант c1 и c2
и для всех h). Другими словами, меры сложности depth и
log fsize отличаются не более чем в константу раз.

C Первая оценка очевидна: если мы скопируем повто-
ряющиеся фрагменты схемы, чтобы развернуть её в де-
рево, то глубина не изменится. Если она равна k, то в по-
лученном дереве будет не больше 2k−1 элементов и соот-
ветствующая формула имеет размер не более 2k − 1. (На-
помним, что элементами являются конъюнкции, дизъ-
юнкции и отрицания, и потому ветвление не больше 2.)

То же самое можно сказать индуктивно. Пусть глу-
бина схемы равна k. Выход схемы является выходом не-
которого элемента. Тогда на его входы подаются булевы
функции глубины не больше k−1. По предположению ин-
дукции их можно записать формулами размера 2k−1 − 1.
Таких формул максимум две, так что общий размер не
превосходит 2(2k−1 − 1) + 1 = 2k − 1.

Вторая оценка сложнее. Если мы будем преобразовы-
вать формулу в схему естественным образом (введя вспо-
могательную переменную для каждой подформулы), то
глубина получившейся схемы может быть близка к раз-
меру формулы, а не к его логарифму. Например, если
формула имеет вид (: : : ((p1 ∧ p2) ∧ p3) ∧ : : : pn), то у нас
получится цепочка элементов И, у которых каждый сле-
дующий подвешен к левому входу предыдущего, и глу-
бина равна n− 1. Конечно, если использовать ассоциа-
тивность конъюнкции, скобки можно переставить и по-
лучить более сбалансированное дерево глубины пример-
но log n, как и требуется. Но как выполнить такое пре-
образование в случае произвольной формулы?
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Обозначим данную нам формулу через F . Выберем у
неё некоторую подформулу G (как именно, мы объясним
позже). Рассмотрим формулу F0, которая получится, ес-
ли вместо G подставить 0 (ложь), а также формулу F1,
которая получится, если подставить 1. Легко понять, что
F равносильна формуле ((F0∧¬G)∨(F1∧G)): Если теперь
удастся заменить формулы F0; F1; G схемами глубины не
больше k, то для F получится схема глубины не боль-
ше k + 3.

Такое преобразование полезно, если все три формулы
F1; F0; G имеют заметно меньший размер, чем исходная
формула F .

Лемма. У любой формулы размера n (при достаточно
больших n) есть подформула размера от n=4 до 3n=4.

Доказательство. Каждая формула есть конъюнкция
двух подформул, дизъюнкция двух подформул или от-
рицание подформулы. Начав со всей формулы, будем пе-
реходить к её подформулам, на каждом шаге выбирая
из двух подформул наибольшую. Тогда на каждом шаге
размер убывает не более чем в два раза, и потому мы не
можем миновать промежуток [n=4; 3n=4], концы которо-
го отличаются втрое. (На самом деле тут есть неболь-
шая неточность: размер формулы может убывать чуть
быстрее, чем вдвое, так как размер формулы на еди-
ницу больше суммы размеров частей, но у нас есть за-
пас, поскольку концы промежутка отличаются втрое, а
не вдвое.) Лемма доказана.

Выбирая подформулу G с помощью этой леммы, мы
гарантируем, что размер всех трёх формул F0; F1; G не
превосходит 3=4 размера исходной формулы (подстанов-
ка нуля или единицы может только уменьшить размер
формулы | некоторые части можно будет выбросить).

Применим ко всем трём формулам F0, F1 и G тот же
приём, выделим в них подформулы среднего размера и
так далее, пока мы не спустимся до формул малого раз-
мера, которые можно записать в виде схем как угодно. В
итоге получится дерево с логарифмическим числом уров-
ней, на каждом из которых стоят схемы глубины 3, а в
листьях находятся схемы глубины O(1).
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Другими словами, индукцией по размеру формулы,
выражающей некоторую функцию h, легко получить
оценку depth(h) = O(log fsize(h)). B

16. Определим глубину формулы как максимальное число
вложенных пар скобок; для единообразия будем окружать от-
рицание скобками и писать (¬A) вместо ¬A. Покажите, что
при этом не получится ничего нового: минимальная глубина
формулы, записывающей некоторую функцию f , совпадает с
минимальной глубиной схемы, вычисляющей f .

Определение формульной сложности fsize(h) зависит
от выбора базиса. Оказывается, что здесь (в отличие
от схемной сложности) выбор базиса может изменить
fsize(h) более чем в константу раз.

17. Объясните, почему доказательство теоремы 7 не пере-
носится на случай формул.

Так происходит с функцией p1 ⊕ p2 ⊕ : : :⊕ pn (знак ⊕
обозначает сложение по модулю 2). Эта функция имеет
формульную сложность O(n), если сложение по модулю 2
входит в базис. Однако в базисе И, ИЛИ, НЕ она име-
ет большую сложность, как доказала Б.А.Субботовская.
Идея доказательства такова: если заменить случайно вы-
бранную переменную в формуле с конъюнкциями и дизъ-
юнкциями на случайно выбранное значение 0 или 1, то
формула упростится (не только эта переменная пропа-
дёт, но с некоторой вероятностью пропадут и другие).
Если делать так многократно, то от формулы останет-
ся небольшая часть | с другой стороны, эта часть всё
равно должна реализовывать сложение оставшихся аргу-
ментов по модулю 2.

18. Докажите, что функция большинства может быть вы-
числена не только схемой, но и формулой полиномиального
размера, содержащей только связки И и ИЛИ.

19. Докажите, что значения fsize1(h) и fsize2(h) для одной
булевой функции h и различных полных базисов полиноми-
ально связаны: существует полином P (зависящий от выбо-
ра базисов), для которого fsize2(h) 6 P (fsize1(h)) при всех h.
(Указание: использовать теорему 16.)



2. Исчисление высказываний

Напомним, что тавтологией мы называли пропозици-
ональную формулу, истинную при всех значениях пере-
менных. Оказывается, что все тавтологии можно полу-
чить из некоторого набора «аксиом» с помощью «правил
вывода», которые имеют чисто синтаксический характер
и никак не апеллируют к смыслу формулы, её истинно-
сти и т. д. Эту задачу решает так называемое исчисление
высказываний. В этой главе мы перечислим аксиомы и
правила вывода этого исчисления, и приведём несколько
доказательств теоремы о полноте (которая утвержда-
ет, что всякая тавтология выводима в исчислении выс-
казываний).

2.1. Исчисление высказываний (ИВ)

Каковы бы ни были формулы A;B;C, следующие фор-
мулы называют аксиомами исчисления высказываний:

(1) A→ (B → A);
(2) (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C));
(3) (A ∧B)→ A;
(4) (A ∧B)→ B;
(5) A→ (B → (A ∧B));
(6) A→ (A ∨B);
(7) B → (A ∨B);
(8) (A→ C)→ ((B → C)→ (A ∨B → C));
(9) ¬A→ (A→ B);
(10) (A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A);
(11) A ∨ ¬A.

Как говорят, мы имеем здесь одиннадцать «схем аксиом»;
из каждой схемы можно получить различные конкретные
аксиомы, заменяя входящие в неё буквы на пропозицио-
нальные формулы.

Единственным правилом вывода исчисления выска-
зываний является правило со средневековым названием
«modus ponens» (MP). Это правило разрешает получить
(вывести) из формул A и (A→ B) формулу B.
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Выводом в исчислении высказываний называется ко-
нечная последовательность формул, каждая из которых
есть аксиома или получается из предыдущих по правилу
modus ponens.

Вот пример вывода (в нём первая формула являет-
ся частным случаем схемы (1), вторая | схемы (2), а
последняя получается из двух предыдущих по правилу
modus ponens):

(p→ (q → p));

(p→ (q → p))→ ((p→ q)→ (p→ p));

((p→ q)→ (p→ p)):

Пропозициональная формула A называется выводи-

мой в исчислении высказываний, или теоремой исчисле-
ния высказываний, если существует вывод, в котором по-
следняя формула равна A. Такой вывод называют выво-
дом формулы A. (В принципе можно было бы и не требо-
вать, чтобы формула A была последней | все дальней-
шие формулы можно просто вычеркнуть.)

Как мы уже говорили, в исчислении высказываний
выводятся все тавтологии и только они. Обычно это
утверждение разбивают на две части: простую и слож-
ную. Начнём с простой:

Теорема 17 (о корректности ИВ). Всякая теорема ис-
числения высказываний есть тавтология.

C Несложно проверить, что все аксиомы | тавтоло-
гии. Для примера проделаем это для самой длинной ак-
сиомы (точнее, схемы аксиом) | для второй. В каком
случае формула

(A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C))

(где A;B;C | некоторые формулы) могла бы быть лож-
ной? Для этого посылка A → (B → C) должна быть ис-
тинной, а заключение (A → B) → (A → C) | ложным.
Чтобы заключение было ложным, формула A→ B долж-
на быть истинной, а формула A→ C | ложной. Послед-
нее означает, что A истинна, а C ложна. Таким образом,
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мы знаем, что A, (A → B) и (A → (B → C)) истинны.
Отсюда следует, что B и (B → C) истинны, и потому
C истинна | противоречие. Значит, наша формула не
бывает ложной.

Корректность правила MP также очевидна: если фор-
мулы (A → B) и A всегда истинны, то по определению
импликации формула B также всегда истинна. Таким
образом, все формулы, входящие в выводы (все теоре-
мы) являются тавтологиями. B

Гораздо сложнее доказать обратное утверждение.
Теорема 18 (о полноте ИВ). Всякая тавтология есть

теорема исчисления высказываний.
C Мы предложим несколько альтернативных доказа-

тельств этой теоремы. Но прежде всего мы должны при-
обрести некоторый опыт построения выводов и исполь-
зования аксиом.

Лемма 1. Какова бы ни была формула D, формула
(D → D) является теоремой.

Докажем лемму, предъявив вывод формулы (D → D)
в исчислении высказываний.
1. (D → ((D → D)→ D))→
→ ((D → (D → D))→ (D → D))
[аксиома 2 при A = D, B = (D → D), C = D];

2. D → ((D → D)→ D) [аксиома 1];
3. (D → (D → D))→ (D → D) [из 1 и 2 по правилу MP];
4. D → (D → D) [аксиома 1];
5. (D → D) [из 3 и 4 по правилу MP].

Как видно, вывод даже такой простой тавтологии,
как (D → D), требует некоторой изобретательности. Мы
облегчим себе жизнь, доказав некоторое общее утвер-
ждение о выводимости.

Часто мы рассуждаем так: предполагаем, что выпол-
нено какое-то утверждение A, и выводим различные след-
ствия. После того как другое утверждение B доказано,
мы вспоминаем, что использовали предположение A, и
заключаем, что мы доказали утверждение A → B. Сле-
дующая лемма, называемая иногда «леммой о дедукции»,
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показывает, что этот подход правомерен и для исчисле-
ния высказываний.

Пусть ` | некоторое множество формул. Выводом
из ` называется конечная последовательность формул,
каждая из которых является аксиомой, принадлежит `
или получается из предыдущих по правилу MP. (Другими
словами, мы как бы добавляем формулы из ` к аксиомам
исчисления высказываний | именно как формулы, а не
как схемы аксиом.) Формула A выводима из `, если су-
ществует вывод из `, в котором она является последней
формулой. В этом случае мы пишем ` ` A. Если ` пусто,
то речь идёт о выводимости в исчислении высказываний,
и вместо ∅ ` A пишут просто ` A.

Лемма 2 (о дедукции). Пусть ` | множество формул.
Тогда ` ` A→ B тогда и только тогда, когда `∪{A} ` B.

В одну сторону утверждение почти очевидно: пусть
` ` (A → B). Тогда и `; A ` (A → B). (Для краткости
мы опускаем фигурные скобки и заменяем знак объеди-
нения запятой.) По определению `; A ` A, откуда по MP
получаем `; A ` B.

Пусть теперь `; A ` B. Нам надо построить вывод
формулы A→ B из `. Возьмём вывод C1; C2; : : : ; Cn фор-
мулы B = Cn из `; A. Припишем ко всем формулам этого
вывода слева посылку A:

(A→ C1); (A→ C2); : : : ; (A→ Cn):

Эта последовательность оканчивается на (A→ B). Сама
по себе она не будет выводом из `, но из неё можно по-
лучить такой вывод, добавив недостающие формулы, и
тем самым доказать лемму о дедукции.

Будем добавлять эти формулы, двигаясь слева напра-
во. Пусть мы подошли к формуле (A → Ci). По предпо-
ложению формула Ci либо совпадает с A, либо принадле-
жит `, либо является аксиомой, либо получается из двух
предыдущих по правилу MP. Рассмотрим все эти случаи
по очереди.

(1) Если Ci есть A, то очередная формула имеет вид
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(A → A). По лемме 1 она выводима, так что перед ней
мы добавляем её вывод.

(2) Пусть Ci принадлежит `. Тогда мы вставляем
формулы Ci и Ci → (A → Ci) (аксиома 1). Примене-
ние правила MP к этим формулам даёт (A → Ci), что и
требовалось.

(3) Те же формулы можно добавить, если Ci является
аксиомой исчисления высказываний.

(4) Пусть, наконец, формула Ci получается из двух
предыдущих формул по правилу MP. Это значит, что
в исходном выводе ей предшествовали формулы Cj и
(Cj → Ci). Тогда в новой последовательности (с доба-
вленной посылкой A) уже были формулы (A → Cj) и
(A → (Cj → Ci)). Поэтому мы можем продолжить наш
`-вывод, написав формулы

((A→ (Cj → Ci))→ ((A→ Cj)→ (A→ Ci)) (аксиома 2);
((A→ Cj)→ (A→ Ci)) (modus ponens);
(A→ Ci) (modus ponens).

Итак, во всех четырёх случаях мы научились допол-
нять последовательность до вывода из `, так что лемма
о дедукции доказана.

20. Докажите, что для любых формул A;B;C формула

(A→ B) → ((B → C) → (A→ C))

выводима в исчислении высказываний. (Указание: используй-
те лемму о дедукции и тот факт, что A→ B;B → C;A ` C.)

21. Докажите, что если `1 ` A и `2; A ` B, то `1 ∪
∪ `2 ` B. (Это свойство иногда называют «правилом сече-
ния» (cut); говорят, что формула A «отсекается» или «высека-
ется». Сходные правила играют центральную роль в теории
доказательств, где формулируется и доказывается «теорема
об устранении сечения» для различных логических систем.)

22. Добавим к исчислению высказываний, помимо правила
modus ponens, ещё одно правило, называемое правилом под-

становки. Оно разрешает заменить в выведенной формуле все
переменные на произвольные формулы (естественно, вхожде-
ния одной переменной должны заменяться на одну и ту же
формулу). Покажите, что после добавления такого правила
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класс выводимых формул не изменится, но теорема о дедук-
ции перестанет быть верной.

Заметим, что мы пока что использовали только две
первые аксиомы исчисления высказываний. Видно, кста-
ти, что они специально подобраны так, чтобы доказа-
тельство леммы о дедукции прошло.

Другие аксиомы описывают свойства логических свя-
зок. Аксиомы 3 и 4 говорят, какие следствия можно вы-
вести из конъюнкции (A∧B ` A и A∧B ` B). Напротив,
аксиома 5 говорит, как можно вывести конъюнкцию. Из
неё легко следует такое правило: если ` ` A и ` ` B, то
` ` (A ∧ B) (применяем эту аксиому и дважды прави-
ло MP). Часто подобные правила записывают так:

` ` A ` ` B
` ` A ∧B

(над чертой пишут «посылки» правила, а снизу | его
«заключение», вытекающее из посылок).

23. Докажите, что формула (A→ (B → C)) → ((A ∧B) →
→ C), так же как и обратная к ней формула (в которой посыл-
ка и заключение переставлены), являются теоремами исчисле-
ния высказываний. Докажите аналогичное утверждение про
формулы (A ∧B) → (B ∧A) и ((A ∧B) ∧ C) → (A ∧ (B ∧ C)).

Аксиомы 6 { 7 позволяют утверждать, что A ` A ∨ B
и B ` A ∨B. Аксиома 8 обеспечивает такое правило:

`; A ` C `; B ` C
`; A ∨B ` C

Оно соответствует такой схеме рассуждения: «Пусть вы-
полнено A ∨ B. Разберём два случая. Если выполнено A,
то 〈 : : : 〉 и потому C. Если выполнено B, то 〈 : : : 〉 и пото-
му C. В обоих случаях верно C. Значит, A∨B влечёт C.»

Обоснование: дважды воспользуемся леммой о дедук-
ции, получив ` ` (A → C) и ` ` (B → C), а затем два-
жды применим правило MP к этим формулам и аксиоме
(A→ C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C)). Получив фор-
мулу (A ∨B) → C, опять применим правило MP к ней и
формуле (A ∨B).
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24. Докажите, что следующие формулы, а также обрат-
ные к ним (меняем местами посылку и заключение) являются
теоремами исчисления высказываний:

((A ∨B) → C) → ((A→ C) ∧ (B → C));

((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) → ((A ∨B) ∧ C);

((A ∨ C) ∧ (B ∨ C)) → ((A ∧B) ∨ C):

У нас остались ещё три аксиомы, касающиеся отри-
цания. Аксиома 9 гарантирует, что из противоречивого
набора посылок можно вывести что угодно: если ` ` A
и ` ` ¬A, то ` ` B для любого B. Аксиома 10, напро-
тив, объясняет, как можно вывести отрицание некоторой
формулы A: надо допустить A и вывести два противопо-
ложных заключения B и ¬B. Точнее говоря, имеет место
такое правило:

`; A ` B `; A ` ¬B
` ` ¬A

(в самом деле, дважды применяем лемму о дедукции, а
затем правило MP с аксиомой 10).

Аксиомы 9 и 10 позволяют вывести некоторые логиче-
ские законы, связанные с отрицанием. Докажем, напри-
мер, что (для любых формул A и B) формула

(A→ B)→ (¬B → ¬A)

(«закон контрапозиции») является теоремой исчисления
высказываний. В самом деле, по лемме о дедукции до-
статочно установить, что

(A→ B);¬B ` ¬A:

Для этого, в свою очередь, достаточно вывести из посы-
лок (A→ B);¬B;A какую-либо формулу и её отрицание
(в данном случае формулы B и ¬B).

25. Выведите формулы A → ¬¬A и ¬¬¬A → ¬A с помо-
щью аналогичных рассуждений.
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Последняя аксиома, называемая «законом исключён-
ного третьего», и иногда читаемая как «третьего не да-
но» (tertium non datur в латинском оригинале), вызва-
ла в первой половине века большое количество споров.
(См. раздел 2.4 об интуиционистской логике, в которой
этой аксиомы нет.)

Из неё можно вывести закон «снятия двойного отри-
цания», имеющий вид ¬¬A → A. В самом деле, доста-
точно показать, что A ∨ ¬A;¬¬A ` A. По правилу раз-
бора случаев, достаточно установить, что A;¬¬A ` A
(это очевидно) и что ¬A;¬¬A ` A (а это верно, так как
из двух противоречащих друг другу формул выводится
что угодно с помощью аксиомы 8).

26. Докажите, что формула (¬B → ¬A) → (A → B) явля-
ется теоремой исчисления высказываний. (Указание: исполь-
зуйте закон исключённого третьего.)

27. Исключим из числа аксиом исчисления высказываний
закон исключённого третьего, заменив его на закон снятия
двойного отрицания. Покажите, что от этого класс выводи-
мых формул не изменится.

28. Докажите, что при наличии аксиомы исключённого
третьего (11) аксиома (10) является лишней | её (точнее сле-
довало бы сказать: любой частный случай этой схемы аксиом)
можно вывести из остальных аксиом.

Теперь уже можно доказать теорему о полноте: вся-
кая тавтология выводима в исчислении высказываний.
Идея доказательства состоит в разборе случаев. Пояс-
ним её на примере. Пусть A | произвольная формула,
содержащая переменные p; q; r. Предположим, что A ис-
тинна, когда все три переменные истинны. Тогда, как мы
докажем,

p; q; r ` A:

Вообще каждой строке таблицы истинности для форму-
лы A соответствует утверждение о выводимости. Напри-
мер, если A ложна, когда p и q ложны, а r истинно, то

¬p;¬q; r ` ¬A:

Если формула A является тавтологией, то окажется, что
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она выводима из всех восьми возможных вариантов по-
сылок. Пользуясь законом исключённого третьего, мож-
но постепенно избавляться от посылок. Например, из
p; q; r ` A и p; q;¬r ` A можно получить p; q; (r ∨ ¬r) ` A,
то есть p; q ` A (поскольку (r ∨ ¬r) является аксиомой).

Проведём это рассуждение подробно. Для начала до-
кажем такую лемму:

Лемма 3. Для произвольных формул P и Q

P;Q ` (P ∧Q); P;Q ` (P ∨Q);
P;¬Q ` ¬(P ∧Q); P;¬Q ` (P ∨Q);
¬P;Q ` ¬(P ∧Q); ¬P;Q ` (P ∨Q);

¬P;¬Q; ` ¬(P ∧Q) ¬P;¬Q ` ¬(P ∨Q);

P;Q ` (P → Q);

P;¬Q ` ¬(P → Q); P ` ¬(¬P );
¬P;Q ` (P → Q); ¬P ` ¬P:
¬P;¬Q ` (P → Q);

Эта лемма говорит, что если принять в качестве гипо-
тез истинность или ложность формул P и Q, являющихся
частями конъюнкции, дизъюнкции или импликации, то
можно будет доказать или опровергнуть всю формулу (в
зависимости от того, истинна она или ложна). Послед-
няя часть содержит аналогичное утверждение про от-
рицание.

После предпринятой нами тренировки доказать эти
утверждения несложно. Например, убедимся, что ¬P `
` ¬(P ∧ Q). Для этого достаточно вывести два проти-
воположных утверждения из ¬P; (P ∧ Q) | ими будут
утверждения P и ¬P .

Проверим ещё одно утверждение: ¬P;¬Q ` ¬(P ∨Q).
Нам надо вывести два противоположных утверждения из
¬P;¬Q; (P ∨Q). Покажем, что из ¬P;¬Q; (P ∨Q) следует
всё, что угодно. По правилу разбора случаев достаточно
убедиться, что из ¬P;¬Q;P и из ¬P;¬Q;Q следует всё,
что угодно | но это мы знаем.
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Утверждения, касающиеся импликации, просты: в са-
мом деле, мы знаем, что Q ` (P → Q) благодаря аксио-
ме 1, а ¬P ` (P → Q) благодаря аксиоме 9.

Остальные утверждения леммы столь же просты.
Теперь мы можем сформулировать утверждение о

разборе случаев для произвольной формулы.
Лемма 4. Пусть A | произвольная формула, со-

ставленная из переменных p1; : : : ; pn. Тогда для каж-
дой строки таблицы истинности формулы A имеет ме-
сто соответствующее утверждение о выводимости: если
"1; : : : ; "n; " ∈ {0; 1}, и значение формулы A есть " при
p1 = "1; : : : ; pn = "n, то

¬"1p1; : : : ;¬"npn ` ¬"A;

где ¬u' обозначает ' при u = 1 и ¬' при u = 0 (напом-
ним, что 1 обозначает истину, а 0 | ложь).

Лемма очевидно доказывается индукцией по постро-
ению формулы A. Мы имеем посылки, утверждающие
истинность или ложность переменных, и для всех под-
формул (начиная с переменных и идя ко всей формуле)
выводим их или их отрицания с помощью леммы 3.

Если формула A является тавтологией, то из всех 2n

вариантов посылок выводится именно она, а не её отри-
цание. Тогда правило разбора случаев и закон исключён-
ного третьего позволяют избавиться от посылок: сгруп-
пируем их в пары, отличающиеся в позиции p1 (в одном
наборе посылок стоит p1, в другом ¬p1), по правилу раз-
бора случаев заменим их на посылку (p1 ∨¬p1), которую
можно выбросить (она является аксиомой). Сделав так
для всех пар, получим 2n−1 выводов, в посылках которых
нет p1; повторим этот процесс с посылками p2, ¬p2 и т. д.
В конце концов мы убедимся, что формула A выводима
без посылок, как и утверждает теорема о полноте.B

2.2. Второе доказательство теоремы о полноте
Это доказательство, в отличие от предыдущего, обоб-

щается на более сложные случаи (исчисление предикатов,
интуиционистское исчисление высказываний).
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Начнём с такого определения: множество формул `
называется совместным, если существует набор значе-
ний переменных, при которых все формулы из ` истин-
ны. Заметим, что формула ' является тавтологией то-
гда и только тогда, когда множество, состоящее из един-
ственной формулы ¬', не является совместным. Для слу-
чая одной формулы есть специальный термин: формула �
выполнима, если существуют значения переменных, при
которых она истинна, то есть если множество {�} со-
вместно. Тавтологии | это формулы, отрицания кото-
рых не выполнимы.

Множество формул ` называется противоречивым,
если из него одновременно выводятся формулы A и ¬A.
Мы знаем, что в этом случае из него выводятся вообще
все формулы. (В противном случае ` называется непро-
тиворечивым.)

Теорема 19 (корректность исчисления высказываний,
вторая форма). Всякое совместное множество формул не-
противоречиво.

C В самом деле, пусть совместное множество ` проти-
воречиво. Так как оно совместно, существуют значения
переменных, при которых все формулы из ` истинны.
С другой стороны, из ` выводится некоторая формула B
и её отрицание. Может ли так быть?

Оказывается, что нет. Мы уже видели, что всякая
выводимая формула истинна при всех значениях пере-
менных (является тавтологией). Справедливо и несколь-
ко более общее утверждение: если ` ` A и при некото-
рых значениях переменных все формулы из ` истинны,
то и формула A истинна при этих значениях перемен-
ных. (Как и раньше, это легко доказывается индукцией
по построению вывода A из `.)

В нашей ситуации это приводит к тому, что на вы-
полняющем наборе значений переменных для ` должны
быть истинны обе формулы B и ¬B, что, разумеется,
невозможно. B

Мы называем это утверждение другой формой теоре-
мы о корректности исчисления высказываний, поскольку
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из него формально можно вывести, что всякая теорема
является тавтологией: если A | теорема, то множест-
во {¬A} противоречиво (из него выводятся A и ¬A), по-
тому несовместно, значит, ¬A всегда ложна, поэтому A
всегда истинна.

Теорема 20 (полнота исчисления высказываний, вторая
форма). Всякое непротиворечивое множество совместно.

C Нам дано непротиворечивое множество `, а надо
найти такие значения переменных, при которых все фор-
мулы из ` истинны. (Вообще говоря, множество ` может
быть бесконечно и содержать бесконечное число разных
переменных.)

Пусть есть какая-то переменная p, встречающаяся в
формулах из семейства `. Нам надо решить, сделать ли
её истинной или ложной. Если оказалось так, что из `
выводится формула p, то выбора нет: она обязана быть
истинной в тех наборах, где формулы из ` истинны (как
мы видели при доказательстве корректности). По тем же
причинам, если из ` выводится ¬p, то в выполняющем
наборе переменная p обязательно будет ложной.

Если оказалось так, что для любой переменной p ли-
бо она сама, либо её отрицание выводятся из `, то вы-
полняющий набор значений определён однозначно, и надо
только проверить, что он действительно будет выполня-
ющим. А если для каких-то переменных нельзя вывести
ни их, ни их отрицание, то мы пополним наш набор ` так,
чтобы они, как теперь модно говорить, «определились».

Проведём это рассуждение подробно. Рассмотрим все
переменные, входящие в какие-либо формулы из множе-
ства `; обозначим множество этих переменных через V .
Зафиксируем это множество и до конца доказательства
теоремы о полноте будем рассматривать только форму-
лы с переменными из множества V , не оговаривая это-
го особо.

Назовём непротиворечивое множество ` полным, если
для любой формулы F имеет место либо ` ` F , либо
` ` ¬F (одновременно этого быть не может, так как
` непротиворечиво).
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Утверждение теоремы о полноте очевидно следует из
двух лемм:

Лемма 1. Всякое непротиворечивое множество ` со-
держится в непротиворечивом полном множестве ´.

Лемма 2. Для всякого непротиворечивого полного
множества ´ существует набор значений переменных
(из V , напомним), при котором все формулы из ´
истинны.

Доказательство леммы 1. Основную роль здесь игра-
ет такое утверждение: если ` | непротиворечивое мно-
жество, а A| произвольная формула, то хотя бы одно из
множеств ` ∪ {A} и ` ∪ {¬A} непротиворечиво. В самом
деле, если оба множества `∪{A} и `∪{¬A} противоречи-
вы, то ` ` ¬A и ` ` ¬¬A, но множество ` предполагалось
непротиворечивым.

Если множество переменных V конечно или счётно,
то доказательство леммы 1 легко завершить: множество
всех формул тогда счётно, и просматривая их по очере-
ди, мы можем добавлять к ` либо саму формулу, либо
её отрицание, сохраняя непротиворечивость. Получится,
очевидно, полное множество. Чуть менее очевидна его
непротиворечивость: оно было непротиворечиво на ка-
ждом шаге, но почему предельное множество (объедине-
ние возрастающей последовательности) будет непротиво-
речиво? Дело в том, что в выводе двух противоречащих
друг другу формул может быть задействовано только
конечное число формул из ` (по определению выводимо-
сти: вывод есть конечная последовательность формул).
Поэтому все эти формулы должны появиться на некото-
ром конечном шаге конструкции, а это невозможно (на
всех шагах множество непротиворечиво).

Для случая произвольного набора переменных V рас-
суждение можно завершить ссылкой на лемму Цорна: рас-
смотрим частично упорядоченное множество, элемента-
ми которого будут непротиворечивые множества фор-
мул, а порядком | отношение «быть подмножеством».
Рассуждение предыдущего абзаца показывает, что вся-
кая цепь в этом множестве имеет верхнюю границу (объ-
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единение линейно упорядоченного по включению семей-
ства непротиворечивых множеств является непротиворе-
чивым множеством). Следовательно, для любого непро-
тиворечивого множества найдётся содержащее его мак-
симальное непротиворечивое множество. А оно обязано
быть полным (иначе его можно расширить, добавив A
или ¬A).

Лемма 1 доказана.
Доказательство леммы 2. Пусть ` | непротиворечи-

вое полное множество. Тогда для каждой переменной (из
множества V ) ровно одна из формул p и ¬p выводима
из `. Если первая, будем считать переменную p истин-
ной, если вторая | ложной. Тем самым появляется не-
который набор � значений переменных, и надо только
проверить, что любая формула из ` при таких значени-
ях переменных истинна. Это делается так: индукцией по
построению формулы A мы доказываем, что

A истинна на наборе � ⇒ ` ` A;
A ложна на наборе � ⇒ ` ` ¬A:

Базис индукции (когда A| переменная) обеспечивается
определением истинности переменных. Для шага индук-
ции используется та же лемма, что и при доказательстве
полноты с помощью разбора случаев. Пусть, например,
A имеет вид (B ∧ C). Тогда есть четыре возможности
для истинности B и C. В одном из них (когда B и C
истинны на �) по предположению индукции мы имеем
` ` B и ` ` C, откуда ` ` (B ∧C), то есть ` ` A. В дру-
гом (B истинна, C ложна) предположение индукции даёт
` ` B и ` ` ¬C, откуда ` ` ¬(B ∧ C), то есть ` ` ¬A.
Аналогично разбираются и все остальные случаи и логи-
ческие связки. Лемма 2 доказана, и тем самым завершено
доказательство теоремы 20. B

Мы доказали, что всякое непротиворечивое множест-
во формул совместно. Отсюда легко следует, что вся-
кая тавтология является теоремой. В самом деле, если
' | тавтология, то множество {¬'} несовместно, по-
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этому из ¬' выводится противоречие, поэтому ` ¬¬', и
по закону снятия двойного отрицания ` '.

Кроме того, теорема о полноте во второй формули-
ровке имеет такое очевидное следствие:

Теорема 21 (теорема компактности для исчисления вы-
сказываний). Пусть ` | множество формул, всякое ко-
нечное подмножество которого совместно. Тогда и всё
множество ` совместно.

C Как мы знаем, несовместность равносильна проти-
воречивости, а вывод противоречия по определению мо-
жет использовать лишь конечное число формул. B

Поскольку в формулировке теоремы компактности
нет упоминания об исчислении высказываний (речь идёт
лишь об истинности формул, а не о выводимости), воз-
никает вопрос, нельзя ли её доказать непосредственно.

29. Дайте прямое доказательство теоремы компактности
для случая, когда переменных в множестве V конечное чи-
сло. (Указание: в этом случае любое несовместное множество
имеет несовместное подмножество мощности не больше 2|V |.)

Для случая счётного числа переменных можно вос-
пользоваться компактностью (в топологическом смы-
сле слова) канторовского пространства. Его элементами
являются бесконечные последовательности нулей и еди-
ниц. Если две последовательности отличаются в n-й по-
зиции, а все предыдущие члены совпадают, то расстоя-
ние между ними считается равным 2−n. Это метрическое
пространство компактно.

Пусть V содержит счётное число переменных. После-
довательность значений переменных будем рассматри-
вать как точку канторовского пространства; формуле
соответствует область, состоящая из точек, где форму-
ла истинна. Поскольку формула содержит лишь конеч-
ное число переменных, эта область является замкнутым
и открытым множеством одновременно. Пусть имеется
множество формул, любое конечное подмножество кото-
рого совместно. Это значит, что соответствующие фор-
мулам подмножества канторовского пространства обра-
зуют, как говорят, центрированную систему (любое ко-
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нечное их число имеет общую точку). А в компактном
пространстве любое центрированное семейство замкну-
тых множеств имеет общую точку (иначе их дополнения
образуют открытое покрытие, у которого нет конечно-
го подпокрытия). Эта их общая точка и будет набором
значений, на котором все формулы истинны.

То же самое рассуждение годится и для несчётно-
го множества переменных, но тогда возникает несчёт-
ное произведение двухточечных пространств, которое
является топологическим пространством (но не метри-
ческим); надо заметить, что это пространство компакт-
но по теореме Тихонова, после чего наше рассуждение
проходит.

Для счётного набора переменных теорема компакт-
ности связана с так называемой леммой Кёнига. Конеч-
ные последовательности нулей и единиц (включая пустую
последовательность) мы называем двоичными словами.
Двоичным деревом мы называем множество двоичных
слов, которое вместе со всяким словом содержит все его
начала (начальные отрезки). Бесконечной ветвью двоич-
ного дерева T мы называем бесконечную последователь-
ность нулей и единиц, любое конечное начало которой
принадлежит T .

Теорема 22 (лемма Кёнига). Любое бесконечное дерево
имеет бесконечную ветвь.

C Говоря о бесконечности дерева, мы имеем в ви-
ду, что соответствующее множество бесконечно. Отсю-
да следует, что оно содержит слова сколь угодно боль-
шой длины. Пусть p1; p2; : : : | счётное множество пере-
менных, которые принимают значения 0 или 1. Для ка-
ждого n рассмотрим формулу 'n, которая утверждает,
что слово p1p2 : : : pn принадлежит дереву T (это возмож-
но, так как любая булева функция выразима формулой).
Поскольку T | дерево, 'i влечёт 'j при j < i. Любое
конечное множество формул вида 'i равносильно, та-
ким образом, одной формуле с максимальным i и потому
совместно. Следовательно, и множество всех формул 'i
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совместно, и выполняющий набор определяет бесконеч-
ную ветвь. B

(Конечно, мы «бьём из пушек по воробьям»: достаточ-
но индукцией по i строить слово длины i, которое имеет
бесконечное число продолжений в дереве T .)

Обычно утверждение леммы Кёнига формулируют
так: если колония бактерий, возникшая из одной бак-
терии, никогда не вымирает полностью, то существует
бесконечная последовательность бактерий, каждая следу-
ющая из которых получается при делении предыдущей.
[Аналогичная формулировка про людей осложняется воз-
можностью клонирования, наличием двух полов и пробле-
мами политкорректности.]

2.3. Поиск контрпримера
и исчисление секвенций.

В этом разделе мы построим другой вариант исчисле-
ния высказываний | так называемое исчисление секвен-
ций. Такого рода исчисления изучаются в теории доказа-
тельств. Они оказываются более удобными для анализа
синтаксической структуры выводов. Их называют исчи-
слениями генценовского типа (по имени Генцена, кото-
рый начал их изучать). Ранее приведённый вариант ис-
числения высказываний называют исчислением гильбер-
товского типа (по имени Гильберта, который использо-
вал подобные исчисления в своей программе формально-
го построения математики).

Для начала мы вообще не будем говорить ничего об
аксиомах и правилах вывода, а рассмотрим задачу по-
иска контрпримера. Пусть дана некоторая формула A,
про которую мы подозреваем, что она не является тав-
тологией, и хотим найти значения переменных, при ко-
торых она ложна. Как это делать? Естественно посмо-
треть на структуру формулы A. Например, если A име-
ет вид B → C, то надо найти значения переменных, при
которых формула B истинна, а C ложна. Если A имеет
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вид B∨C, то надо найти значения переменных, при кото-
рых обе формулы B и C ложны. Если A имеет вид B∧C,
то надо найти либо значения переменных, при которых
B ложна, либо значения переменных, при которых C лож-
на. Тем самым задача поиска контрпримера для форму-
лы A сводится к одной или нескольким задачам такого
же или более общего вида (надо обеспечить истинность
или ложность одной или нескольких формул).

Введём необходимую терминологию и обозначения.
Будем называть секвенцией выражение ` ` ´, где `
и ´ | некоторые конечные множества формул. (Пока
что знак ` не имеет ничего общего с выводимостью, а
только разделяет два множества формул.) С каждой се-
квенцией ` ` ´ будем связывать задачу поиска таких
значений переменных, при которых все формулы из ` ис-
тинны, а все формулы из ´ ложны. Такой набор значений
мы по некоторым причинам будем называть контрпри-

мером к секвенции ` ` ´. Легко проверить, что контр-
примеры к секвенции ` ` ´ | это контрпримеры к
формуле

∧`→ ∨´;

(∧` обозначает конъюнкцию формул из `, а ∨´ | дизъ-
юнкцию формул из ´), то есть те наборы значений, при
которых эта формула ложна. При этом конъюнкцию пу-
стого множества формул мы считаем тождественно ис-
тинной, а дизъюнкцию | тождественно ложной.

Наша исходная задача поиска контрпримера к фор-
муле A может быть теперь сформулирована как задача
поиска контрпримера к секвенции ` A. (Мы позволяем
себе писать так для краткости; полностью следовало бы
написать ∅ ` {A}.)

Задачу поиска контрпримера к секвенции можно ре-
шать с помощью следующих правил. В каждом из приве-
денных правил нижний заказ на контрпример выполним,
если и только если выполним один из верхних заказов,
т. е. нижняя секвенция имеет контрпример тогда и толь-
ко тогда, когда хотя бы одна из верхних секвенций имеет
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контрпример.

` ` A;´ ` ` B;´
` ` A ∧B;´

A;B;` ` ´
A ∧B;` ` ´

` ` A;B;´
` ` A ∨B;´

A;` ` ´ B;` ` ´
A ∨B;` ` ´

`; A ` B;´
` ` A→ B;´

` ` A;´ `; B ` ´
A→ B;` ` ´

A;` ` ´
` ` ¬A;´

` ` A;´
¬A;` ` ´

Каждое из правил соответствует анализу одной из фор-
мул нижней секвенции. Правила разделены на группы в
зависимости от главной связки анализируемой формулы,
и согласованы с таблицами истинности для этой связки
(что легко проверить). Запятая в правилах используется
как сокращение: `; A обозначает ` ∪ {A} и т. д.

Как пользоваться этими правилами? Возьмём секвен-
цию, к которой мы ищем контрпример. Выберем в ней
одну из формул слева или справа, посмотрим на главную
связку и применим соответствующее правило (написав
одну или две секвенции над исходной). Затем к каждой
из них снова применим одно из правил и т. д. Постепен-
но будет расти «дерево поиска контрпримера», причём
исходная секвенция будет иметь контрпример тогда и
только тогда, когда одна из верхних секвенций (стоящих
в «листьях») этого дерева имеет контрпример.

Когда этот процесс обрывается? Это происходит в
том случае, если все формулы в оставшихся секвенциях
представляют собой переменные, тогда ни одно из наших
правил поиска контрпримера не применимо. Но к этому
моменту всё становится ясным: если в левой и правой
части секвенции есть общая переменная, то к ней нет
контрпримера (одна и та же переменная не может быть
одновременно истинной и ложной). Если же левая и пра-
вая часть такой секвенции не пересекаются, то контр-
пример есть.
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Вот как это делается с секвенцией ` (p→ q)→ q:

` p; q q ` q
(p→ q) ` q
` (p→ q)→ q

Контрпример найден: p и q ложны (он является контр-
примером к секвенции ` p; q).

Напротив, попытка поиска контрпримера к секвенции
` ((p→ q)→ p)→ p не даёт результата:

p ` p; q
` p; p→ q

p ` p

(p→ q)→ p ` p
` ((p→ q)→ p)→ p

Здесь обе секвенции p ` p; q и p ` p не имеют контр-
примеров. Следовательно, формула ((p → q) → p) → p
является тавтологией.

Построенный алгоритм можно одновременно рассма-
тривать как доказательство полноты некоторого «исчи-
сления секвенций».

Аксиомами исчисления секвенций будем называть се-
квенции, в левых и правых частях которых встречаются
только переменные, причём некоторая переменная встре-
чается в обеих частях.

Правилами вывода в исчислении секвенций являют-
ся правила нашей таблицы. Каждое из этих правил объ-
являет выводимой нижнюю секвенцию, если выводимы
все верхние. (Процесс вывода естественно представлять
в виде дерева, как в наших примерах, но можно развер-
нуть и в последовательность секвенций.)

Теорема 23 (корректность и полнота исчисления секвен-
ций). Секвенция выводима тогда и только тогда, когда
она не имеет контрпримера.

C Аксиомы не имеют контрпримера. Если все верхние
секвенции какого-то правила вывода не имеют контр-
примера, то и нижняя секвенция не имеет контрприме-
ра. (Именно так мы подбирали правила: контрпример к
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нижней секвенции будет контрпримером к одной из верх-
них.) Следовательно, все выводимые секвенции не имеют
контрпримера.

Обратно, пусть секвенция не имеет контрпримера.
Тогда описанный процесс поиска контрпримера обрыва-
ется на аксиомах и тем самым даёт её вывод. B

В частности, если формула A является тавтологией,
то секвенция ` A выводима в исчислении секвенций. Это
обстоятельство можно использовать для ещё одного до-
казательства полноты исчисления высказываний (в стан-
дартной, гильбертовской форме). В самом деле, для каж-
дой секвенции ` ` ´ рассмотрим представляющую её

формулу, то есть формулу ∧` → ∨´ (в левой и правой
частях стоят конъюнкция и дизъюнкция формул из ` и ´
соответственно). Теперь индукцией по построению выво-
да в исчислении секвенций надо доказать такой факт: ес-
ли секвенция выводима в исчислении секвенций, то пред-
ставляющая её формула выводима в (обычном) исчисле-
нии высказываний.

Это требует довольно хлопотной проверки, впрочем.
Сначала надо проверить, что конъюнкция и дизъюнкция
доказуемо ассоциативны, и потому всё равно, как рас-
ставлять скобки в формуле, представляющей секвенцию.
Затем полезно убедиться, что правила, связанные с отри-
цанием (два последних правила таблицы) можно приме-
нять в обе стороны, не меняя выводимости соответству-
ющей формулы. Другими словами, надо проверить, что
формулы

`→ (´ ∨A) и (` ∧ ¬A)→ ´;

а также формулы

`→ (´ ∨ ¬A) и (` ∧A)→ ´

выводимы одновременно (здесь ` и ´ можно считать
формулами, а не множествами формул, расставив скоб-
ки надлежащим образом). После этого мы можем перено-
сить формулы из одной части в другую (меняя их на про-
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тивоположные), и потому можем считать одно из мно-
жеств ` и ´ пустым, если это нам удобно. Теперь ссыл-
ка на лемму о дедукции и уже известные нам свойства
выводимости завершает рассуждение.

30. Провести это рассуждение подробно.

Естественно возникает вопрос | чем уж так инте-
ресно исчисление секвенций? Какая, собственно говоря,
разница | иметь дело с секвенциями или с формула-
ми, раз всякую секвенцию можно представить форму-
лой? Принципиальное различие тут в следующем. Прави-
ла вывода в исчислении секвенций таковы, что в их верх-
нюю часть входят только подформулы формул, встре-
чающихся в нижней части. Поэтому в выводе какой-то
секвенции не может встретиться ничего принципиально
нового, чего не было в самой секвенции. В гильбертов-
ском исчислении это далеко не так: мы можем вывести
формулу B из формул A → B и A, при этом форму-
ла A может быть совершенно произвольной. Это же раз-
личие объясняет, почему поиск вывода снизу вверх (как
можно теперь называть то, что раньше называлось по-
иском контрпримера | мы находим либо контрпример,
либо вывод) для исчисления секвенций происходит срав-
нительно однозначно (мы можем по-разному выбирать
расчленяемую формулу, но и только), в то время как ис-
кать вывод в обычном исчислении высказываний, начав
с интересующей нас формулы B и смотря, из чего бы она
могла получиться, не удаётся (если только не перебирать
все формулы подряд).

Заметим, что добавление к исчислению секвенций уже
упоминавшегося правила сечения

` ` ´; A `; A ` ´
` ` ´

нарушает свойство «подформульности», так как форму-
ла A может быть никак не связана с нижней секвенцией.
Отметим, что добавление правила сечения не нарушает
корректности, как легко проверить, и не может нару-
шить полноты.
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Задачи о поиске вывода и анализе его структуры, хо-
тя и были одно время модными в связи с «искусственным
интеллектом», представляют большой интерес, и про них
есть целая наука, в которой исчисления генценовского
типа играют центральную роль. Мы рассмотрели один из
вариантов исчисления секвенций для классического исчи-
сления высказываний; бывают исчисления для интуицио-
нистских и модальных логик, для исчисления предикатов
и т. д. Исходной мотивацией для рассмотрения такого
рода исчислений было желание доказать непротиворечи-
вость арифметики. Согласно знаменитой второй теоре-
ме Гёделя о неполноте без дополнительных аксиом этого
сделать нельзя, но если принять схему аксиом для транс-
финитной индукции по ординалу "0, это удаётся сделать,
как показал Генцен.

2.4. Интуиционистская пропозициональная
логика

Исключим из числа аксиом закон исключённого тре-
тьего A ∨ ¬A. Полученное исчисление называется инту-
иционистским исчислением высказываний. (Обычное ис-
числение высказываний называют классическим, чтобы
избежать путаницы при его сравнении с интуиционист-
ским. Вообще математические рассуждения, опирающи-
еся на аксиому исключённого третьего, называют «клас-
сическими», а избегающие её | «интуиционистскими».)

Конечно, сразу же возникают естественные вопросы.
Почему именно эта аксиома вызывает сомнения? Вооб-
ще-то аксиом много, и можно было бы исключить любую
и смотреть, что получится без неё | но ясно, что скорее
всего получится что-то странное. Как понять, какие фор-
мулы останутся теоремами без закона исключённого тре-
тьего? Раньше у исчисления высказываний была «сверх-
задача» | вывести все тавтологии и только их, а теперь?

Интуиционистская логика возникла как попытка (сде-
ланная Гейтингом) формализовать (пусть частично) ме-
тоды рассуждений, практикуемые в «интуиционистской
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математике». Голландский математик Брауэр широко из-
вестен как автор классической (во всех смыслах) тео-
ремы Брауэра о неподвижной точке (она утверждает,
что любое непрерывное отображение многомерного ша-
ра Dn в себя имеет неподвижную точку). Но одновре-
менно он создал целую школу в области оснований мате-
матики | математический интуиционизм. Отчего, спра-
шивал Брауэр, в теории множеств возникли парадоксы?
Можно считать, что это оттого, что мы стали рассуж-
дать о каких-то уж очень абстрактных объектах, кото-
рые существуют лишь в нашей (порой противоречивой)
фантазии, так что следует проявлять осторожность и не
подходить к опасной черте. Но Брауэр пошел дальше, го-
воря, что противоречия лишь симптом болезни, а надо
устранить её причину. Причину он видел в том, что мате-
матические рассуждения и понятия утратили интуитив-
ный смысл, и нужно вернуться к основам и пересмотреть
смысл самих логических связок.

Что мы имеем в виду (или должны иметь в виду), го-
воря о том, что мы установили, что «A или B»? Это зна-
чит, по Брауэру, что либо мы установили A, либо уста-
новили B. Когда мы устанавливаем, что «A и B», это зна-
чит, что мы установили и A, и B. «Если A, то B» означа-
ет, что мы располагаем каким-то общим рассуждением,
которое позволит нам установить B, как только кто-то
установит нам A. Отрицание A означает, что мы рас-
полагаем рассуждением, которое приводит к противо-
речию предположение, что A установлено. (Как с точки
зрения интуиционизма, так и с классической точки зре-
ния, ¬A во всех смыслах эквивалентно A →⊥, где ⊥ |
заведомо ложное утверждение. Можно было бы вообще
не использовать отрицания, а иметь константу ⊥ | это
не очень привычно, но технически удобно.)

Интуиционизм отвергает идею о том, что все выска-
зывания делятся на истинные и ложные (пусть неизвест-
ным нам образом). С этой точки зрения закон исключён-
ного третьего совершенно безоснователен: A ∨ ¬A озна-
чает, что для произвольного утверждения A мы можем
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установить либо A, либо его отрицание (то есть объяс-
нить, почему A в принципе не может быть установле-
но) | а почему, собственно?

Обычно, говоря об интуиционизме, приводят следую-
щий пример рассуждения, неприемлемого с точки зрения
интуиционизма. Докажем, что существуют иррациональ-
ные числа � и �, для которых �� рационально. В самом

деле, рассмотрим два случая. Если
√
2
√
2
рационально, то

можно положить � = � =
√
2. Если же

√
2
√
2
иррацио-

нально, то положим � =
√
2
√
2
и � =

√
2; легко прове-

рить, что �� = 2. Интуиционист скажет, что это рас-
суждение некорректно: доказать существование чего-то
означает построить этот объект, а мы так и не постро-
или чисел � и �, поскольку не установили, какой из двух
случаев имеет место. (Заметим в скобках, что специа-

листы по алгебраической теории чисел знают, что
√
2
√
2

иррационально и даже трансцендентно. Кроме того, не
нужно быть специалистом, чтобы заметить, что можно
положить � =

√
2 и � = 2 log2 3.) Этот пример можно

критиковать и с другой точки зрения, говоря, что само
понятие действительного числа не является интуитивно
ясным и требует обоснования.

Вообще интуиция | дело тонкое: если долго рассуж-
дать, скажем, о действительных числах, то начинает ка-
заться, что они в каком-то смысле существуют независи-
мо от наших рассуждений. Именно поэтому психологиче-
ски оправдан вопрос о том, скажем, как обстоят дела с
континуум-гипотезой «на самом деле»: существует ли не-
счётное множество действительных чисел, не равномощ-
ное всем действительным числам, или не существует?

Мы не будем говорить о философских предпосылках
интуиционизма подробно. Вкратце упрощённая история
вопроса такова. Брауэр наметил планы переустройства
математики на интуиционистских принципах и отстаи-
вал их настолько горячо, что однажды Гильберт в раз-
дражении заметил: отменить закон исключённого тре-
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тьего | это всё равно что отнять у астрономов телескоп
или запретить боксёрам пользоваться кулаками. Но, про-
должал он, никто не может изгнать математиков из рая,
который создал Кантор.

В планы Брауэра не входила формализация интуици-
онистской логики и математики, скорее наоборот. Тем
не менее анализ принципов интуиционизма пошёл имен-
но по этому пути, когда Гейтинг стал изучать пропози-
циональную логику без закона исключённого третьего.
Различные спорные интуиционистские принципы стали
предметом изучения с точки зрения формальной логики;
были построены интуиционистские варианты формаль-
ной арифметики, теории множеств, логики предикатов,
а также генценовские варианты интуиционистских си-
стем. Были предложены различные интерпретации ин-
туиционистской логики. Колмогоров предложил тракто-
вать её как «логику задач», Клини предложил понятие
«реализуемости», использующее теорию алгоритмов для
толкования формул; были предложены топологические
модели для интуиционистской логики и т. д. В СССР
знамя Брауэра подхватила школа Маркова, написав на
нём, впрочем, «конструктивизм» вместо идеологически
сомнительного «интуиционионизма» и более последова-
тельно ограничиваясь конечными объектами. Крипке в
1960-е годы предложил некоторую семантику (определе-
ние истинности), согласованную с интуиционистским ис-
числением высказываний и весьма естественную (даже
странно, что её не придумали раньше); замечательным
образом оказалось, что она в некотором смысле близка
к методу форсинга, который примерно в это же время
придумал Коэн, чтобы доказать независимость аксиомы
выбора и континуум-гипотезы в теории множеств.

Возвращаясь к интуиционистскому исчислению вы-
сказываний, приведём несколько выводимых формул.

• Чтобы понять смысл формулы (A → B) → (¬B →
→ ¬A), вспомним, что отрицание ¬X можно толко-
вать как (X →⊥), где ⊥ | заведомо ложное утвер-



[п. 4] Интуиционистская пропозициональная логика 73

ждение. Эта формула говорит, что если из A сле-
дует B, а из B следует заведомо ложное утвержде-
ние, то из A следует заведомо ложное утверждение
(частный случай транзитивности отношения следо-
вания). Вывод её не использует закона исключённо-
го третьего. В самом деле, по лемме о дедукции (до-
казательство которой остаётся тем же и для интуи-
ционистского исчисления высказываний) достаточ-
но доказать, что из (A → B) и ¬B выводится ¬A.
Для этого, в свою очередь, достаточно доказать,
что из (A → B), ¬B и A выводятся две противо-
речащие друг другу формулы (что очевидно: это
формулы B и ¬B).

• Чтобы вывести формулу (A → ¬¬A), надо пока-
зать, что из A выводится ¬¬A, для чего достаточно
из A и ¬A вывести две противоречащие друг другу
формулы (что тривиально | годятся сами форму-
лы A и ¬A).

• Формула (¬¬¬A→ ¬A) получается из двух преды-
дущих: положим B равным ¬¬A в первой из них.

• Формула (¬A → ¬¬¬A), с другой стороны, есть
частный случай второй формулы, так что три от-
рицания равносильны одному.

• Коммутативность и ассоциативность операций ∧
и ∨, так же как и два свойства дистрибутивности,
не опирались на закон исключённого третьего.

• По-прежнему ((A∨B)→ C) равносильно ((A→ C)∧
∧ (B → C)) (импликации в обе стороны, связываю-
щие эти формулы, выводимы в интуиционистском
исчислении высказываний).

• Взяв ⊥ в качестве C в предыдущих формулах, мы
видим, что один из законов Де Моргана (а именно,
закон ¬(A ∨B)↔ ¬A ∧ ¬B) не опирается на закон
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исключённого третьего (что легко проверить и не-
посредственно).

• Формулу ¬¬(A∨¬A) сохранившийся закон де Мор-
гана позволяет переписать в виде ¬(¬A ∧ ¬¬A), и
нужно лишь вывести из (¬A∧¬¬A) две противопо-
ложные формулы, что очевидно.

31. Провести подробно доказательство выводимости в ин-
туиционистском исчислении высказываний всех перечислен-
ных формул.

С другой стороны, многие законы классической логи-
ки перестают быть выводимыми без закона исключённо-
го третьего. Таковы, например, формулы

¬¬p→ p;

p ∨ ¬p;
¬p ∨ ¬¬p;
(¬q → ¬p)→ (p→ q);

¬(p ∧ q)→ (¬p ∨ ¬q);
((p ∨ q)→ p) ∨ ((p ∨ q)→ q):

Мы пишем здесь переменные p и q, а не произвольные
формулы, поскольку результат подстановки некоторых
формул вместо p и q может быть выводимой формулой.
Например, если вместо p в первую из перечисленных фор-
мул подставить формулу ¬A, то получится выводимая
формула ¬¬¬A→ ¬A.

Довольно ясно, что эти формулы не согласуются с ин-
туиционистским подходом. Например, в предпоследней
формуле говорится, что если мы опровергли предполо-
жение (p ∧ q), то мы можем указать на одно из пред-
положений p и q и предъявить его опровержение. Вряд
ли такой переход можно считать обоснованным с интуи-
ционистской точки зрения. Но, разумеется, формальный
вопрос о выводимости требует формального ответа.

Начнём с закона исключённого третьего.
Теорема 24. Формула p∨¬p не выводима в интуицио-

нистской логике.
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C В классической логике каждая пропозициональная
переменная может принимать два значения | истина (И)
и ложь (Л). В зависимости от значений переменных каж-
дой формуле также приписывается значение И или Л.
Расширим множество истинностных значений, добавив
новое значение Н (если угодно, можно считать это сокра-
щением слова «неизвестно»). Мы отождествляли И с еди-
ницей, а Л | с нулём, так что логично отождествить Н
с числом 1=2.

Мы докажем, что интуиционистски выводимые фор-
мулы всегда принимают значение И, а формула p∨¬p не
такова, и потому не выводима.

Чтобы определить значения формул в трёхзначной
логике, необходимо задать таблицы истинности для всех
пропозициональных связок. Конъюнкцию определим как
минимум из двух значений (так что, например, Л∧Н = Л,
а И ∧Н = Н), а дизъюнкцию | как максимум. Отрица-
ние действует так: ¬И = Л, ¬Л = И, ¬Н = Л. (Последнее
может показаться странным: почему бы не считать, что
¬Н = Н? Оказывается, так нельзя | например, потому,
что тогда формула ¬(p∧¬p), которая выводима в интуи-
ционистской логике, будет иметь значение Н при p = Н.)

Сложнее всего определение истинности для имплика-
ции. Мы полагаем, что

(И→ x) = x и (Л→ x) = И

для любого истинностного значения x, а также что

(Н→ Л) = Л; (Н→ Н) = И и (Н→ И) = И:

Назовем формулу 3-тавтологией, если она прини-
мает значение И при любых значениях переменных из
множества {И;Л;Н}. Теперь надо проверить две вещи:
(1) все аксиомы интуиционистского исчисления являют-
ся 3-тавтологиями; (2) если посылка импликации и вся
импликация являются 3-тавтологиями, то и заключение
тоже является 3-тавтологией. Второе сразу ясно из опре-
деления импликации, а первое надо аккуратно проверять,
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составив таблицы для всех аксиом. Мы не будем этого
подробно делать, поскольку это чисто механическая про-
верка и поскольку чуть позже мы сможем вывести это из
более общего утверждения.

Следовательно, всякая интуиционистски выводимая
формула является 3-тавтологией. Теперь заметим, что
формула p∨¬p принимает значениеН при p = Н и потому
не является 3-тавтологией | значит, невыводима. B

32. Покажите, что всякая 3-тавтология является тавтоло-
гией в обычном смысле.

Использованный нами приём годится не всегда. На-
пример, интуиционистски невыводимая формула ¬p∨¬¬p
является 3-тавтологией, поскольку (согласно нашему оп-
ределению) формула ¬p может принимать только значе-
ния И и Л.

33. Какие из перечисленных нами интуиционистски невы-
водимых формул являются 3-тавтологиями?

Более общий способ установления недоказуемости
(невыводимости) различных формул доставляют шкалы

Крипке (или модели Крипке, как ещё говорят).
Чтобы задать шкалу Крипке, нужно:

• указать частично упорядоченное множество 〈W;6〉,
называемое множеством миров;

• для каждого мира указать, какие из пропозицио-
нальных переменных считаются истинными в этом
мире (остальные переменные считаются ложными

в этом мире). Если переменная x истинна в мире w,
мы пишем w  x.

При этом требуется, чтобы было выполнено следующее:
если u 6 v и u  x, то v  x (область истинности любой
переменной наследственна вверх).

Когда шкала задана, можно определить истинность
любой формулы (в данном мире) индукцией по построе-
нию формулы. Мы пишем w  A, если в мире w истинна
формула A. Вот индуктивное определение:

• w  A ∧B, если w  A и w  B;
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• w  A ∨B, если w  A или w  B;

• w  A → B, если в любом мире u > w, в котором
истинна формула A, истинна также и формула B;

• w  ¬A, если ни в каком мире u > w формула A не
является истинной.

Формула, не являющаяся истинной (в данном мире), на-
зывается ложной (в нём).

Определение истинности для отрицания, как легко
проверить, согласовано с пониманием ¬A как A → ⊥,
где ⊥ | тождественно ложная (во всех мирах) формула.

Именно определение импликации (и отрицания) ис-
пользует порядок на множестве миров. Если формула
содержит лишь конъюнкции и дизъюнкции, то её истин-
ность по существу определяется отдельно в каждом мире.

Индукцией по построению формулы A легко прове-
рить, что если она истинна в каком-то мире, то истинна
и во всех больших мирах. В самом деле, пересечение и
объединение двух наследственных вверх множеств также
обладает этим свойством, так что для случая конъюнк-
ции и дизъюнкции можно сослаться на предположение
индукции. А для импликации даже и этого не нужно, до-
статочно посмотреть на определение.

Философский смысл шкал Крипке иногда объясняют
так. Пусть W есть множество возможных состояний ци-
вилизации (миров); w 6 u означает, что мир u может по-
лучиться из мира w в результате развития цивилизации.
Утверждение w  A означает, что в мире w установлено,
что высказывание A истинно. (При этом оно останется
истинным и при дальнейшем развитии цивилизации.) Ис-
тинность ¬A в мире w означает, что ни при каком раз-
витии цивилизации из состояния w высказывание A не
станет истинным.

Определение истинности отрицания в шкалах Крипке
предвосхитил Пушкин, когда писал «нет правды на земле.
Но правды нет и выше : : :» (Моцарт и Сальери).
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34. Во что превращается определение истинности в шкале
Крипке, если в ней только один мир? если в ней никакие два
мира не сравнимы?

Теорема 25 (корректность интуиционистского исчисле-
ния высказываний относительно шкал Крипке). Формула,
выводимая в интуиционистском исчислении высказыва-
ний, истинна во всех мирах всех шкал Крипке.

C Надо проверить, что все аксиомы истинны во всех
мирах, а также что правило modus ponens сохраняет это
свойство. Второе очевидно: если A→ B истинна во всех
мирах и A истинна во всех мирах, то по определению
истинности импликации B будет истинна во всех мирах.

Осталось проверить истинность всех аксиом. Чтобы
установить, что импликация ' →  истинна во всех ми-
рах, надо проверить, что в тех мирах, где истинна фор-
мула ', истинна и формула  . Для первой аксиомы A→
→ (B → A): если формула A истинна в некотором мире,
то в силу монотонности она истинна и выше, так что
B → A также истинна.

Проверим вторую аксиому (A → (B → C)) → ((A →
→ B) → (A → C)). Пусть u  A → (B → C). Надо
убедиться, что u  (A → B) → (A → C). Это озна-
чает, что если v > u и v  A → B, то v  A → C.
Последнее, в свою очередь, значит, что если w > v и
w  A, то w  C. Но в силу монотонности мы знаем,
что w  A→ (B → C) и w  A → B. Поэтому из w  A
следует w  B, w  (B → C), и, наконец, w  C, что и
требовалось.

Остальные аксиомы проверяются ещё проще. B
Таким образом, чтобы доказать, что некоторая фор-

мула не выводима в интуиционистском исчислении вы-
сказываний, достаточно предъявить шкалу Крипке, в од-
ном из миров которой она ложна.

35. Покажите, что в этом случае есть шкала, в которой
среди миров есть наименьший и в нём формула ложна.

Для формулы p∨¬p такая шкала строится легко. Возь-
мём два мира, первый меньше второго. Пусть p истинна
только во втором мире. Тогда ¬p не будет истинна нигде,
а p ∨ ¬p будет истинна только во втором мире.
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На самом деле это доказательство в сущности совпа-
дает с приведённым выше (с трёхзначной логикой). В са-
мом деле, в этой шкале для формулы есть три возможно-
сти: она истинна в обоих мирах, она истинна только во
втором мире, или она не истинна ни в одном из миров.
Эти три возможности соответствуют трём значениям И,
Н и Л в рассмотренной нами трёхзначной интерпрета-
ции. Легко проверить, что таблицы операций как раз со-
ответствуют определению истинности в модели Крипке.

Теперь мы можем установить, что все перечисленные
выше формулы невыводимы в интуиционистском исчи-
слении высказываний. Для формулы ¬¬p→ p годится та
же самая шкала (p истинно только в большем мире). Она
же годится для формулы (¬q → ¬p)→ (p→ q), если p ис-
тинно в обоих мирах, а q | только в большем. Для трёх
оставшихся формул можно рассмотреть шкалы с тремя
мирами: начальным миром u, из которого можно попасть
в v > u и в w > u; миры v и w не сравнимы. Если фор-
мула p истинна только в мире v, то формула ¬p истинна
только в мире w, a ¬¬p истинна только в мире v, так
что в мире u обе формулы ¬p и ¬¬p ложны и дизъюнк-
ция ¬p ∨ ¬¬p ложна. Чтобы построить контрмодель для
формулы ¬(p∧ q)→ ¬p∨¬q, будем считать, что p истин-
на только в мире v, а q истинна только в мире w. Та же
шкала годится и для формулы ((p∨q)→ p)∨((p∨q)→ q).

Оказывается, что этот приём универсален, как пока-
зывает следующая теорема.

Теорема 26 (полноты интуиционистского исчисления
высказываний относительно шкал Крипке). Для любой не-
выводимой в интуиционистском исчислении формулы '
можно подобрать шкалу Крипке, в которой ' ложна в
некотором мире.

C Напомним схему доказательства полноты класси-
ческого исчисления высказываний, приведённого в раз-
деле 2.2. Пусть формула ' невыводима. Мы хотим най-
ти значения переменных, при которых формула ' ложна,
то есть формула ¬' истинна. Само по себе требование
истинности ¬' не определяет значения переменных од-
нозначно. Чтобы избавиться от произвола, мы расширя-
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ем непротиворечивое множество {¬'} до полного множе-
ства ` и объявляем истинными те переменные, которые
входят в `.

Для интуиционистского случая в этой схеме требуют-
ся некоторые изменения. Раньше ложность формулы '
была равносильна истинности формулы ¬'. В шкалах
Крипке это уже не так, и мы будем отдельно говорить
об истинных и ложных (не истинных) формулах.

Пусть A и B | конечные множества пропозициональ-
ных формул. Будем говорить, что пара (A;B) совмест-
на, если существует шкала Крипке и её мир, в котором
все формулы из A истинны, а все формулы из B ложны.
Будем говорить, что пара (A;B) противоречива, если в
интуиционистском исчислении высказываний выводима
формула

(A1 ∧A2 ∧ : : : ∧An)→ (B1 ∨B2 ∨ : : : ∨Bm);

где A1; : : : ; An | формулы множества A, а B1; : : : ; Bm |
формулы множества B. (Без ограничения общности мож-
но считать, что перечислены все формулы множеств A
и B, поскольку пропущенные формулы можно добавить,
не нарушив выводимость.)

Пример: если одна и та же формула входит в обе ча-
сти пары, то такая пара противоречива.

Легко проверить, что противоречивая пара не может
быть совместна. В самом деле, если в некотором мире все
формулы из A истинны, а все формулы из B ложны, то
посылка импликации в этом мире истинна, а заключение
ложно. Поэтому импликация ложна, что противоречит её
выводимости (теорема о корректности).

Мы докажем, что верно и обратное: всякая непроти-
воречивая пара совместна. В частности, когда B состо-
ит из единственной формулы, получается утверждение
теоремы о полноте. (Мы предполагаем, как это обыч-
но делается, что конъюнкция пустого множества фор-
мул есть тождественно истинная формула, а дизъюнк-
ция | тождественно ложная. Поэтому противоречивость
пары (∅; {'}) означает выводимость формулы '. Заме-
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тим кстати, что противоречивость пары ({'};∅) озна-
чает выводимость формулы ¬'.)

Итак, пусть имеется непротиворечивая пара (A;B).
Как доказать её совместность? Как и в классическом слу-
чае, мы устраним произвол, расширив A и B. Основным
средством здесь является такая лемма.

Лемма 1. Пусть (A;B) | непротиворечивая пара, а
� | произвольная формула. Тогда хотя бы одна из пар
(A ∪ {�}; B) и (A;B ∪ {�}) непротиворечива.

Доказательство леммы 1. Пусть обе пары с добавлен-
ным � противоречивы. Надо доказать, что противоречи-
ва исходная пара. Другими словами, надо показать, что
если в интуиционистском исчислении высказываний вы-
водимы формулы

(A ∧ �)→ B;

A→ (B ∨ �);

то выводима и формула A → B (для простоты мы ото-
ждествляем множества A и B с конъюнкцией и дизъюнк-
цией их элементов и считаем A и B формулами).

В самом деле, по лемме о дедукции достаточно дока-
зать, что A ` B. Для этого достаточно установить, что

A ` (B ∨ �)→ B;

поскольку (B∨�) в предположении A у нас уже есть. Для
этого, в свою очередь, достаточно установить, что A `
` (B → B) и A ` (� → B). Первое очевидно (и посылка A
не нужна), второе равносильно выводимости формулы
(A ∧ �) → B, которая нам дана по условию леммы. Лем-
ма 1 доказана.

Проведённое рассуждение, как говорят, устанавлива-
ет допустимость (в интуиционистской логике) правила
сечения, позволяющего «иссечь» формулу � из формул
(A ∧ �) → B и A → (B ∨ �) и получить формулу A → B.

Возвращаясь к доказательству теоремы, рассмотрим
произвольную непротиворечивую пару (A;B). Рассма-
тривая по очереди различные формулы � , мы будем доба-
влять их к левой или правой части. Чтобы этот процесс
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(«пополнение») был конечным, мы ограничимся формула-
ми из некоторого множества.

Фиксируем некоторое конечное множество формул F ,
которое содержит все формулы из A;B и замкнуто отно-
сительно перехода к подформулам (если формула входит
в F , то все её подформулы входят в F ). Например, можно
включить в F все подформулы всех формул из A и из B.

Пару (X;Y ), у которой X;Y ⊂ F , будем называть
полной, если она непротиворечива и любая формула из F
входит либо в X, либо в Y (то есть X∪Y = F ). Заметим,
что из непротиворечивости следует, что X ∩ Y = ∅, так
что полная пара задаёт разбиение F на две части. (Бо-
лее точно полные пары следовало бы называть «полными
относительно F », но у нас множество F фиксировано.)

Лемма 2. Исходная пара (A;B) может быть расширена
до полной: существует полная пара (X;Y ), для которой
A ⊂ X, B ⊂ Y .

Доказательство очевидно: применяем по очереди лем-
му 1 ко всем формулам из F .

Точно так же любую непротиворечивую пару, соста-
вленную из формул множества F , можно расширить до
полной. (Это замечание нам впоследствии понадобится.)

Для завершения доказательства теоремы 26 нам оста-
лось показать, что всякая полная пара (A;B) совместна
(существует шкала и мир, в котором формулы из A ис-
тинны, а формулы из B ложны). В отличие от класси-
ческого случая построение будет использовать не только
пару (A;B), но и все полные пары.

Шкала Крипке строится так. Мирами будут полные
пары (R;S) (то есть всевозможные непротиворечивые
разбиения множества F на левую и правую части). Ис-
тинность переменных определяется естественным обра-
зом: всякая переменная p, входящая в одну из формул
множества F , сама принадлежит множеству F (замкну-
тость относительно подформул); если p входит в левую
часть полной пары (R;S), то p истинна в мире (R;S), ес-
ли в правую | то ложна. (Впоследствии это свойство мы
распространим на все формулы: любая формула из R ока-
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жется истинной в мире (R;S), а любая формула из S |
ложной.)

Осталось определить порядок на множестве пар. Счи-
таем, что (R1; S1) 6 (R2; S2), если R1 ⊂ R2. (Такое опре-
деление не удивительно, если вспомнить, что истинность
формул наследуется вверх.)

Лемма 3. В построенной шкале в мире (R;S) истинны
все формулы из R и ложны все формулы из S.

Доказательство леммы 3 проводится индукцией по
построению формул. Для переменных она верна по оп-
ределению истинности. Пусть некоторая формула из F
не является переменной. Тогда она есть конъюнкция,
дизъюнкция, импликация или отрицание и для её частей
утверждение леммы верно по предположению индукции.
Рассмотрим все случаи по очереди, начав с конъюнкции
и дизъюнкции (истинность которых не зависит от дру-
гих миров).

(∧R) Пусть формула ' ∧  входит в R. Тогда форму-
лы ' и  не могут входить в S, иначе пара (R;S) была бы
противоречивой (из ' ∧  выводится ' и  ). Значит, '
и  входят в R (полнота), поэтому они истинны (предпо-
ложение индукции), и потому ' ∧  истинна (определение
истинности).

(∧S) Пусть формула ' ∧  входит в S. Могут ли обе
формулы ' и  входить в R? Нет, так как в этом слу-
чае пара (R;S) была бы противоречивой. Значит, хотя
бы одна из формул входит в S, тогда по предположению
индукции она ложна, и потому формула ' ∧  ложна в
мире (R;S).

(∨R) Если формула ' ∨  входит в R, то формулы '
и  не могут одновременно входить в S, и потому хотя
бы одна из них истинна, так что и вся формула ' ∨  
истинна.

(∨S) Если формула ' ∨  входит в S, то формулы '
и  не могут входить в R, поэтому обе они ложны и фор-
мула ' ∨  ложна.

(→R) Пусть формула '→  входит в R. Проверим,
что она истинна в (R;S). Это значит, что в любом мире
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(R′; S′), который выше нашего (то есть R′ ⊃ R) и в ко-
тором истинна формула ', должна быть истинна и фор-
мула  . В самом деле, если ' истинна в (R′; S′), то она
входит в R′ (предположение индукции). С другой сто-
роны, и '→  входит в R′, поскольку R′ ⊃ R. Теперь
ясно, что формула  не может входить в S′, так как в
этом случае пара (R′; S′) была бы противоречивой (из '
и ' →  выводится  ). Значит,  входит в R′ и потому
истинна в (R′; S′) по предположению индукции.

(→S) Это наиболее интересный случай, где нам снова
потребуется пополнение. Пусть формула '→  входит
в S. Мы должны доказать, что она ложна в мире (R;S).
Согласно определению, это означает, что найдётся мир
(R′; S′), для которого R′ ⊃ R и в котором формула '
истинна, а формула  ложна (то есть ' ∈ R′ и  ∈ S′, со-
гласно предположению индукции). Как найти такой мир?
Рассмотрим пару (R ∪ {'}; { }). Эта пара непротиворе-
чива. В самом деле, если бы формула R ∧ ' →  была
бы выводима, то и формула R → (' →  ) была бы вы-
водима (лемма о дедукции), и потому пара (R;S) была
бы противоречива. Теперь можно расширить непроти-
воречивую пару (R ∪ {'}; { }) до полной пары (R′; S′),
которая и будет искомым миром.

Отрицание рассматривается аналогично импликации
(как мы уже говорили, можно вместо отрицания ввести
тождественную ложь ⊥ и вообще его не рассматривать).

(¬R) Пусть формула ¬' входит в R. Надо доказать,
что формула ' ложна в любом мире (R′; S′) выше ми-
ра (R;S). Формула ' не может входить в R′, так как
в R′ входит формула ¬' (напомним, что R ⊂ R′), а из
' ∧ ¬' выводится любая формула. Значит, ' входит в S′

и по индуктивному предположению формула ' ложна в
(R′; S′).

(¬S) Пусть формула ¬' входит в S. В этом случае
пара (R ∪ {'};∅) непротиворечива (если из R и ' выво-
дится противоречие, то из R выводится ¬'). Расширив
её до полной, получаем высший мир (R′; S′), в котором
формула ' истинна (по индуктивному предположению).
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Следовательно, формула ¬' ложна в мире (R;S).

Лемма 3 доказана. Она завершает доказательство те-
оремы 26. Напомним ещё раз его схему. Пусть формула '
не выводима в интуиционистском исчислении высказы-
ваний. Тогда пара (∅; {'}) непротиворечива. Фиксируем
множество F всех подформул формулы '. Расширим на-
шу непротиворечивую пару до полной (относительно F ).
Эта полная пара будет одним из миров шкалы Крипке (в
которой мирами являются полные пары). Именно в этом
мире и будет ложной формула '. B

36. Покажите, что если формулы P и Q ложны в неко-
торых мирах некоторых шкал Крипке, то можно построить
шкалу Крипке и мир в ней, для которого формула P ∨Q бу-
дет ложной. (Указание: соединим шкалы, в которых ложны
формулы P и Q, в одну, добавив новый мир, который меньше
миров, где P и Q ложны.)

Из этой задачи и из теоремы о полноте вытекает та-
кое следствие: если дизъюнкция двух формул выводима в
интуиционистском исчислении высказываний, то хотя бы
одна из формул тоже выводима. Это свойство выполне-
но для многих интуиционистских исчислений и соответ-
ствует начальной идее: доказать A ∨ B означает дока-
зать одну из формул A или B. Подобные свойства можно
доказывать и синтаксически, используя генценовские ва-
рианты интуиционистских исчислений.

37. (а) Покажите, что формула ¬¬(' ∨ ¬') выводима в
интуиционистском исчислении высказываний. (б) Покажите,
что если формулы ¬¬' и ¬¬(' →  ) выводимы в интуицио-
нистском исчислении высказываний, то и формула ¬¬ выво-
дима в интуиционистском исчислении высказываний. (в) До-
кажите, что если формула ' выводима в классическом ис-
числении высказываний, то формула ¬¬' выводима в инту-
иционистском исчислении высказываний (теорема Гливенко)
(г) Покажите, что для формул, содержащих лишь конъюнк-
цию и отрицание, разницы между классическим и интуици-
онистским исчислениями нет: из классической выводимости
следует интуиционистская (теорема Гёделя).

38. Покажите, что интуиционистское исчисление выска-
зываний разрешимо: существует алгоритм, который по про-
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извольной формуле определяет, выводима ли она в интуи-
ционистском исчислении высказываний. (Указание: оцените
мощность контрмодели Крипке; можно обойтись и без этого,
заметив, что и множество выводимых формул, и множество
формул, имеющих конечные контрмодели, перечислимы.)



3. Языки первого порядка

Помимо логических связок, в математических рассу-
ждениях часто встречаются кванторы «для любого» (∀)
и «существует» (∃). Например, определение непрерывно-
сти начинается словами «для любого положительного "
найдётся положительное �, для которого : : : ». А одна из
аксиом теории групп (существование обратного элемен-
та) записывается так: ∀x∃y((xy = 1) ∧ (yx = 1)).

Можно сформулировать различные логические зако-
ны, включающие в себя кванторы. Например, высказы-
вание «существует такое x, что A» (где A | некоторое
свойство объекта x) логически эквивалентно высказыва-
нию «не для всех x верно ¬A».

Мы будем записывать такого рода законы с помощью
формул, дадим определение истинности формул (при
данной интерпретации входящих в них символов) и ис-
следуем, какого рода свойства можно выражать с помо-
щью формул и какие нельзя.

3.1. Формулы и интерпретации

Начнём с примера. Пусть M | некоторое непустое
множество, а R | бинарное отношение на нём, то есть
подмножество декартова произведения M ×M . Вместо
〈x; y〉 ∈ R мы будем писать R(x; y). Рассмотрим формулу

∀x∃y R(x; y):

Эта формула выражает некоторое свойство бинарного
отношения R (для любого элемента x ∈ M найдётся эле-
мент, находящийся с ним в отношении R) и может быть
истинна или ложна. Например, если M есть множество
натуральных чисел N, а R| отношение «строго меньше»
(другими словами, R есть множество всех пар 〈x; y〉, для
которых x < y), то эта формула истинна. А для отноше-
ния «строго больше» (на том же множестве) эта формула
ложна.
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Вопрос о том, будет ли истинна формула

∃y R(x; y)

для данного множества M и для данного бинарного от-
ношения R на нём, не имеет смысла, пока не уточнено,
каково значение переменной x. Например, если M = N
и R(x; y) есть x > y, то эта формула будет истинной
при x = 3 и ложной при x = 0. Для данных M и R она
задаёт некоторое свойство элемента x и тем самым опре-
деляет некоторое подмножество множества M .

Перейдём к формальным определениям. Пусть M |
непустое множество. Множество Mk состоит из всех по-
следовательностей 〈m1; : : : ;mk〉 длины k, составленных
из элементов множества M . Назовём k-местной функци-
ей на множестве M любое отображение Mk в M (опре-
делённое на всём Mk). Синонимы: «функция k аргумен-
тов», «функция валентности k», «функция местности k»
и даже «функция арности k» (последнее слово происхо-
дит от слов «унарная» для функций одного аргумента,
«бинарная» (операция) для функций двух аргументов и
«тернарная» для трёх аргументов).

Назовём k-местным предикатом на множестве M
любое отображение Mk в множество B = {И;Л}. Та-
кой предикат будет истинным на некоторых наборах
〈m1; : : : ;mk〉 множества M и ложным на остальных на-
борах. Поставив ему в соответствие множество тех на-
боров, где он истинен, мы получаем взаимно однознач-
ное соответствие между k-местными предикатами на M
и подмножествами множества Mk. Говоря о предикатах,
также употребляют термины «валентность», «число ар-
гументов» и др.

Мы будем рассматривать также функции и предика-
ты валентности нуль. МножествоM0 одноэлементно (со-
держит единственную последовательность длины 0). По-
этому функцииM0 →M отождествляются с элементами
множества M , а нульместных предикатов ровно два |
истинный и ложный.
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Естественно, что в формулы будут входить не сами
функции и предикаты, а обозначения для них, которые
называют функциональными и предикатными символа-

ми. В качестве символов можно использовать любые зна-
ки. Важно лишь, что каждому символу приписана валент-
ность, которая определяет, со сколькими аргументами он
может встречаться в формуле. Произвольный набор пре-
дикатных и функциональных символов, для каждого из
которых указано неотрицательное число, называемое ва-
лентностью, мы будем называть сигнатурой.

Остаётся определить три вещи: что такое формула
данной сигнатуры, что такое интерпретация данной сиг-
натуры и когда формула является истинной (в данной
интерпретации).

Фиксируем некоторый набор символов, называемых
индивидными переменными. Они предназначены для обо-
значения элементов множества, на котором определе-
ны функции и предикаты; обычно в таком качестве ис-
пользуют латинские буквы x; y; z; u; v; w с индексами. В
каждой формуле будет использоваться конечное число
переменных, так что счётного набора переменных нам
хватит. Мы предполагаем, что переменные отличны от
всех функциональных и предикатных символов сигнату-
ры (иначе выйдет путаница).

Определим понятие терма данной сигнатуры. Тер-
мом называется последовательность переменных, запя-
тых, скобок и символов сигнатуры, которую можно по-
строить по следующим правилам:

• Индивидная переменная есть терм.

• Функциональный символ валентности 0 есть терм.

• Если t1; : : : ; tk | термы, а f | функциональный
символ валентности k > 0, то f(t1; : : : ; tk) есть терм.

В принципе можно было не выделять функциональные
символы валентности 0 (которые также называют кон-

стантами) в отдельную группу, но тогда бы после них
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пришлось писать скобки (как это делается в программах
на языке Си).

Если A | предикатный символ валентности k, а
t1; : : : ; tk | термы, то выражение A(t1; : : : ; tk) считается
атомарной формулой. Кроме того, любой предикатный
символ валентности 0 считается атомарной формулой.

Формулы строятся по таким правилам:

• Атомарная формула есть формула.

• Если ' | формула, то ¬' | формула.

• Если ' и  | формулы, то выражения ('∧ ), ('∨
∨  ), ('→  ) также являются формулами.

• Если ' есть формула, а � | индивидная перемен-
ная, то выражения ∀� ' и ∃� ' являются формулами.

Во многих случаях в сигнатуру входит двуместный
предикатный символ =, называемый равенством. По
традиции вместо = (t1; t2) пишут (t1 = t2).

Итак, понятие формулы в данной сигнатуре полно-
стью определено. Иногда такие формулы называют фор-
мулами первого порядка данной сигнатуры, или форму-
лами языка первого порядка с данной сигнатурой.

Наш следующий шаг | определение интерпретации
данной сигнатуры. Пусть фиксирована некоторая сигна-
тура �. Чтобы задать интерпретацию сигнатуры �, не-
обходимо:

• указать некоторое непустое множество M , называ-
емое носителем интерпретации;

• для каждого предикатного символа сигнатуры �
указать предикат с соответствующим числом ар-
гументов, определённый на множестве M (как мы
уже говорили, 0-местным предикатным символам
ставится в соответствие либо И, либо Л);

• для каждого функционального символа сигнату-
ры � указать функцию соответствующего числа
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аргументов с аргументами и значениями из M (в
частности, для 0-местных функциональных симво-
лов надо указать элемент множества M , с ними со-
поставляемый).

Если сигнатура включает в себя символ равенства,
то среди её интерпретаций выделяют нормальные интер-
претации, в которых символ равенства интерпретирует-
ся как совпадение элементов множества M .

Приведём несколько примеров сигнатур, используе-
мых в различных теориях.

Сигнатура теории упорядоченных множеств включа-
ет в себя два двуместных предикатных символа (равен-
ство и порядок) и не имеет функциональных символов.
Здесь также вместо 6 (x; y) по традиции пишут x 6 y.

Аксиомы порядка (рефлексивность, антисимметрич-
ность, транзитивность) могут быть записаны формула-
ми этой сигнатуры. Например, требование антисимме-
тричности записывается так:

∀x∀y(((x 6 y) ∧ (y 6 x))→ (x = y)):

Иногда в сигнатуру теории упорядоченных множеств
вместо символа 6 включают символ <; большой разни-
цы тут нет.

39. Как записать с помощью формулы свойство линейной
упорядоченности? свойство не иметь наибольшего элемента?
свойство плотности (отсутствия соседних элементов)? свой-
ство фундированности (отсутствия бесконечных убывающих
последовательностей | или, что эквивалентно, наличия ми-
нимального элемента в любом подмножестве)? свойство пол-
ной упорядоченности? (Указание: не для всех перечисленных
свойств это возможно.)

Сигнатуру теории групп можно выбирать по-разно-
му. Можно считать, что (помимо равенства) она име-
ет двуместный функциональный символ × (который по
традиции записывают между множителями), константу
(нульместный функциональный символ) 1 и одномест-
ный функциональный символ inv(x) для обращения. То-
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гда аксиомы теории групп записываются с использова-
нием лишь кванторов всеобщности:

∀x∀y ∀z(((x× y)× z) = (x× (y × z)));

∀x (((x× 1) = x) ∧ ((1× x) = x));

∀x (((x× inv(x)) = 1) ∧ ((inv(x)× x) = 1)):

Если не включать операцию обращения в сигнатуру,
придётся использовать квантор существования и перепи-
сать последнюю аксиому так:

∀x∃y (((x× y) = 1) ∧ ((y × x) = 1)):

40. Как записать аксиомы теории групп, если в сигнатуре
нет константы 1? (Указание: аксиома о существовании обрат-
ного станет частью аксиомы о существовании единицы.)

41. Как записать в виде формулы требование коммутатив-
ности группы? утверждение о том, что любой элемент (кроме
единицы) имеет порядок 11? конечность группы? (Указание:
не всё из перечисленного можно записать, хотя пока у нас нет
средств это установить.)

Сигнатура теории множеств содержит два двумест-
ных предикатных символа: для принадлежности и для ра-
венства. Аксиомы теории множеств можно записывать в
виде формул этой сигнатуры. Чаще всего рассматривают
вариант аксиоматической теории множеств, называемый
теорией Цермело {Френкеля и обозначаемый ZF. Приве-
дём для примера одну из аксиом теории ZF, называемую
аксиомой объёмности, или экстенсиональности:

∀x∀y ((∀z ((z ∈ x)→ (z ∈ y)) ∧ ∀z ((z ∈ y)→ (z ∈ x)))→
→ (x = y)):

42. Сформулировать словесно эту аксиому.

43. Записать в виде формулы аксиому регулярности, или
фундирования, которая говорит, что у всякого множества
есть минимальный (с точки зрения отношения ∈) элемент,
то есть элемент, не пересекающийся с самим множеством.
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44. Какова естественная сигнатура для теории полей?
Можно ли записать в виде формулы этой сигнатуры утвер-
ждение о том, что поле имеет характеристику 2? конечную
характеристику? алгебраически замкнуто?

3.2. Определение истинности

Из приведённых выше примеров, вероятно, понятен
смысл формулы, то есть ясно, в каких интерпретациях
данной сигнатуры и для каких элементов формула ис-
тинна. Тем не менее для любителей строгости мы при-
ведём формальное определение истинности. (Его детали
понадобятся, когда мы будем проверять истинность вы-
водимых формул, см. раздел 4.3.)

Прежде всего, определим формально понятие параме-
тра формулы (переменной, от значения которой может
зависеть истинность формулы). Согласно этому опреде-
лению, скажем, формула ∀x∃y A(x; y) не имеет параме-
тров, а формулы ∃y A(x; y) и (A(x) ∧ ∀xB(x; x)) имеют
единственный параметр x. Вот как выглядит это опре-
деление:

• Параметрами терма являются все входящие в него
индивидные переменные.

• Параметрами атомарной формулы являются пара-
метры всех входящих в неё термов.

• Параметры формулы ¬' те же, что у формулы '.

• Параметрами формул (' ∧  ), (' ∨  ) и (' →  )
являются все параметры формулы ', а также все
параметры формулы  .

• Параметрами формул ∀� ' и ∃� ' являются все па-
раметры формулы ', кроме переменной �.

Параметры иногда называют свободными переменны-
ми формулы. Заметим, что формула может иметь од-
новременно параметр x и использовать (в другом ме-
сте) квантор ∀x. Как говорят в этом случае, одна и та
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же переменная имеет свободные и связанные вхождения.
Свободное вхождение переменной | это такое вхожде-
ние, которое не входит в область действия одноимённого
квантора. Если аккуратно определить эту область дей-
ствия, несложно проверить, что параметры формулы |
это как раз переменные, имеющие свободные вхождения.

Теперь мы хотим определить понятие формулы, ис-
тинной в данной интерпретации при данных значениях
параметров. Технически проще считать, что всем инди-
видным переменным приписаны какие-то значения, а по-
том доказать, что переменные, не являющиеся параме-
трами, не влияют на истинность формулы.

Итак, пусть фиксирована сигнатура и некоторая ин-
терпретация этой сигнатуры. Оценкой назовём отобра-
жение, которое ставит в соответствие каждой индивид-
ной переменной некоторый элемент множества, являю-
щегося носителем интерпретации. Этот элемент будем
называть значением переменной при данной оценке.

Определим индуктивно значение терма t при данной
оценке �, которое мы будем обозначать [t](�).

• Для переменных оно уже определено.

• Если t является константой (нульместным функ-
циональным символом), то [t](�) не зависит от �
и равно значению этой константы при данной ин-
терпретации (напомним, в интерпретации с каждой
константой сопоставляется некоторый элемент но-
сителя).

• Если t имеет вид f(t1; : : : ; tm), где f | функцио-
нальный символ валентности m, а t1; : : : ; tm | тер-
мы, то [t](�) есть [f ]([t1](�); : : : ; [tm](�)), где [f ] есть
функция, соответствующая символу f в нашей ин-
терпретации, а [ti](�) есть значение терма ti при
оценке �.

Теперь можно определить значение формулы ' при
данной оценке � в данной интерпретации, которое обо-
значается ['](�) и может быть равно И или Л; в первом
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случае формула называется истинной, во втором| лож-

ной. Это определение также индуктивно:

• Значение атомарной формулы A(t1; : : : ; tm) опреде-
ляется как [A]([t1](�); : : : ; [tm](�)), где [A] | пре-
дикат, соответствующий предикатному символу A
в рассматриваемой интерпретации. Если форму-
ла представляет собой нульместный предикатный
символ, то её значение не зависит от оценки и есть
значение этого символа.

• [¬'](�) определяется как ¬['(�)], где ¬ понимается
как операция в B. Другими словами, формула ¬'
истинна при оценке � тогда и только тогда, когда
формула ' ложна при этой оценке.

• [' ∧  ](�) определяется как ['](�) ∧ [ ](�), где ∧ в
правой части понимается как операция в B. (Дру-
гими словами, формула (' ∧  ) истинна при оцен-
ке � тогда и только тогда, когда обе формулы '
и  истинны при этой оценке.) Аналогичным обра-
зом [' ∨  ](�) определяется как ['](�) ∨ [ ](�), а
['→  ](�) | как ['](�)→ [ ](�).

• Формула ∀� ' истинна на оценке � тогда и толь-
ко тогда, когда формула ' истинна на любой оцен-
ке �′, которая совпадает с � всюду, кроме значе-
ния переменной � (которое в оценке �′ может быть
любым). Другими словами, если обозначить через
�+(� 7→ m) оценку, при которой значение перемен-
ной � равно m, а остальные переменные принимают
те же значения, что и в оценке �, то

[∀� '](�) =
∧

m∈M

['](� + (� 7→ m)):

(В правой части стоит бесконечная конъюнкция,
которая истинна, если все её члены истинны.)
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• Формула ∃� ' истинна на оценке � тогда и только
тогда, когда формула ' истинна на некоторой оцен-
ке �′, которая совпадает с � всюду, кроме значения
переменной � (которое в оценке �′ может быть лю-
бым). Другими словами,

[∀� '](�) =
∨

m∈M

['](� + (� 7→ m)):

(В правой части стоит бесконечная дизъюнкция,
которая истинна, если хотя бы один из её членов
истинен.)

Заметим, что в двух последних пунктах значение пе-
ременной � в оценке � не играет роли. Это позволяет лег-
ко доказать (индукцией по построению формулы) такое
утверждение: если две оценки �1 и �2 придают одинако-
вые значения всем параметрам формулы ', то ['](�1) =
= ['](�2). Другими словами, истинность формулы опре-
деляется значениями её параметров.

45. Проведите это индуктивное рассуждение подробно.
46. Приведённые выше определения применимы к любой

формуле, в том числе и к странной формуле ∀y A(x). Какие
у неё параметры? При каких значениях параметров она ис-
тинна? (Ответ: она имеет единственный параметр x и экви-
валентна формуле A(x).)

47. В каком случае будет истинна формула ∀x∃xA(x)? Тот
же вопрос для формулы ∃x∀xA(x). (Ответ: первая из этих
формул эквивалентна формуле ∃xA(x), а вторая | форму-
ле ∀xA(x).)

Формула называется замкнутой, если она не имеет
параметров. Замкнутые формулы называют также суж-

дениями. Как мы доказали, истинность замкнутой фор-
мулы определяется выбором интерпретации (и не зави-
сит от значений переменных).

3.3. Выразимые предикаты

Пусть фиксирована некоторая сигнатура � и её интер-
претация с носителем M . Мы хотим определить понятие
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выразимого (с помощью формулы данной сигнатуры в
данной интерпретации) k-местного предиката.

Выберем k переменных x1; : : : ; xk. Рассмотрим произ-
вольную формулу ', все параметры которой содержатся
в списке x1; : : : ; xk. Истинность этой формулы зависит
только от значений переменных x1; : : : ; xk. Тем самым
возникает отображение Mk → B = {И;Л}, то есть не-
который k-местный предикат на M . Говорят, что этот
предикат выражается формулой '. Все предикаты, ко-
торые можно получить таким способом, называются вы-
разимыми. (Ясно, что конкретный выбор списка пере-
менных роли не играет.) Соответствующие им подмно-
жества множества Mk (области истинности выразимых
предикатов) также называют выразимыми.

48. Докажите, что пересечение, объединение и разность
двух выразимых множеств являются выразимыми. Докажи-
те, что проекция k-мерного выразимого множества вдоль од-
ной из «осей координат» является (k− 1)-мерным выразимым
множеством.

Пример. Сигнатура содержит одноместный функци-
ональный символ S и двуместный предикатный символ
равенства (=). Рассмотрим интерпретацию этой сигна-
туры. В качестве носителя выберем натуральный ряд N.
Символ S будет обозначать функцию прибавления еди-
ницы (можно считать S сокращением от слова succes-
sor | последователь). Знак равенства интерпретируется
как совпадение элементов.

Легко проверить, что одноместный предикат «быть
нулём» выразим в этой интерпретации, несмотря на то,
что константы для нуля в сигнатуре не предусмотрено.
В самом деле, он выражается формулой

¬∃y(x = S(y))

с единственным параметром x.

Ещё проще выразить в этой сигнатуре двуместный
предикат «быть больше на 2», при этом даже не нужны
кванторы: y = S(S(x)).
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Любопытно, что уже в такой простой ситуации мож-
но сформулировать содержательную задачу: выразить
предикат y = x + N , где N | большое число (скажем,
миллиард), с помощью существенно более короткой фор-
мулы, чем y = S(S(: : : (S(x)) : : : )). Как ни удивительно,
это вполне возможно, и соответствующую формулу впол-
не можно уместить на листе бумаги.

49. Докажите, что предикат y = x + N можно выра-
зить формулой указанной сигнатуры, длина которой есть
O(logN). (Указание. Если мы научились выражать y = x+ n,
можно выразить y = x+ 2n с помощью формулы

∃z ((z = x+ n) ∧ (y = z + n))

(в которой через z = x + n и y = z + n обозначены соответ-
ствующие формулы). Это само по себе ничего не даёт, так
как длина формулы увеличилась вдвое, но можно использо-
вать такой трюк:

∃z ∀u ∀v(((u = x ∧ v = z) ∨ (u = z ∧ v = y)) → (v = u+ n)):

Далее можно воспользоваться записью числа N в двоичной
системе счисления.)

Можно доказать, что в этой сигнатуре кванторы по-
чти не увеличивают набор выразимых предикатов: вся-
кий выразимый предикат будет выражаться бесквантор-
ной формулой (возможно, гораздо более длинной), если
добавить к сигнатуре константу 0. Мы вернёмся к этому
вопросу в разделе 3.6.

Чтобы привыкнуть к понятию выразимости, рассмо-
трим ещё один пример. Пусть сигнатура содержит пре-
дикат равенства и трёхместный предикат C. Рассмотрим
интерпретацию, в которой носителем является множест-
во точек плоскости, равенство интерпретируется как со-
впадение точек, а C(x; y; z) означает, что точки x и y
равноудалены от точки z. Оказывается, что этого пре-
диката достаточно, чтобы выразить более или менее все
традиционные понятия элементарной геометрии.

Как, например, записать, что три различные точки
A;B;C лежат на одной прямой? Вот как: «не существу-
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ет другой точки C ′, которая находилась бы на тех же
расстояниях от A и B, что и точка C».

50. Напишите соответствующую формулу указанной сиг-
натуры.

Теперь легко выразить такое свойство четырёх точек
A;B;C;D: «точки A и B различны, точки C и D различ-
ны и прямые AB и CD параллельны». В самом деле, надо
написать, что нет точки, которая бы одновременно ле-
жала на одной прямой с A и B, а также на одной прямой
с C и D.

После этого можно выразить свойство четырёх точек
«быть вершинами параллелограмма». Это позволяет пере-
носить отрезок параллельно себе. После этого несложно
выразить такое свойство: «расстояние AB равно рассто-
янию CD».

51. Запишите соответствующую формулу.

Аналогичным образом можно двигаться и дальше.

52. Выразите свойство |OA| 6 |OB| трёх точек O, A, B.
(Указание. Напишите, что все прямые, проходящие через A,
пересекаются с окружностью радиуса OB с центром в O.)

53. Запишите в виде формулы: (а) равенство треугольни-
ков; (б) равенство углов; (в) свойство угла быть прямым.

54. Рассмотрим естественную интерпретацию сигнатуры
(=; <) на множестве целых чисел. Как выразить предикат
y = x+ 1?

55. Рассмотрим множество действительных чисел как ин-
терпретацию сигнатуры (=;+; y = x2). Как выразить трёх-
местный предикат xy = z?

56. Рассмотрим множество целых положительных чисел
как интерпретацию сигнатуры, содержащей равенство и дву-
местный предикат «x делит y». Выразите свойства «равняться
единице» и «быть простым числом».

57. Рассмотрим плоскость как интерпретацию сигнатуры,
содержащей предикат равенства (совпадение точек) и дву-
местный предикат «находиться на расстоянии 1». Выразите
двуместные предикаты «находиться на расстоянии 2» и «на-
ходиться на расстоянии не более 2». Выразите двуместный
предикат «находиться на расстоянии 1=2.
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3.4. Выразимость в арифметике

Рассмотрим сигнатуру, имеющую два двуместных
функциональных символа | сложение и умножение (как
обычно, мы будем писать x + y вместо +(x; y) и т. д.)
и двуместный предикатный символ равенства. Рассмо-
трим интерпретацию этой сигнатуры, носителем кото-
рой является множество N натуральных чисел, а сло-
жение, умножение и равенство интерпретируются стан-
дартным образом.

Выразимые с помощью формул этой сигнатуры пре-
дикаты называются арифметическими и играют в мате-
матической логике важную роль. Соответствующие мно-
жества также называются арифметическими. О них по-
дробно рассказано в другой нашей книжке [5]; оказывает-
ся, что почти всякое множество, которое можно описать
словами, является арифметическим.

58. Докажите, что существует множество натуральных
чисел, не являющееся арифметическим. (Указание: семейство
всех подмножеств множества N несчётно, а арифметических
множеств счётное число.)

Для начала мы установим арифметичность довольно
простых предикатов.

• Предикат x 6 y является арифметическим. В самом
деле, его можно записать как ∃z (x+ z = y).

• Предикаты x = 0 и x = 1 являются арифметиче-
скими. В самом деле, x = 0 тогда и только тогда,
когда x 6 y для любого y (а также когда x+x = x).
А x = 1 тогда и только тогда, когда x представляет
собой наименьшее число, отличное от нуля. (Мож-
но также воспользоваться тем, что y · 1 = y при
любом y.)

• Вообще для любого фиксированного числа c пре-
дикат x = c является арифметическим. (Например,
можно написать сумму из большого числа единиц.)
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• Полезно такое общее наблюдение: если мы уже уста-
новили, что какой-то предикат является арифмети-
ческим, то в дальнейшей его можно использовать
в формулах, как если бы он входил в сигнатуру,
поскольку его всегда можно заменить на выражаю-
щую его формулу.

• Предикат x|y (число x является делителем числа y),
очевидно, арифметичен (формула ∃z (xz = y)).

• Предикат «x | простое число» арифметичен. В са-
мом деле, число просто, если оно отлично от 1 и
любой его делитель равен 1 или самому числу. Это
сразу же записывается в виде формулы.

• Операции частного и остатка арифметичны (в том
смысле, что трёхместные предикаты «q есть част-
ное при делении a на b» и «r есть остаток при деле-
нии a на b» арифметичны. Например, первый из них
записывается формулой ∃r ((a = bq + r) ∧ (r < b))
(как мы уже говорили, использование арифметиче-
ского предиката (r < b) не создаёт проблем).

• Этот список можно продолжать: для многих пре-
дикатов их определение по существу уже является
нужной формулой. Например, свойства «быть наи-
большим общим делителем», «быть наименьшим об-
щим кратным», «быть взаимно простыми» все отно-
сятся к этой категории.

• Предикат «быть степенью двойки» является ариф-
метическим (хотя это и не столь очевидно, как в
предыдущих примерах). В самом деле, это свойство
можно переформулировать так: любой делитель ли-
бо равен единице, либо чётен.

Последнее из наших рассуждений годится для степе-
ней тройки и вообще для степеней любого простого чи-
сла. Однако, скажем, для степеней шестёрки оно не про-
ходит, и, пожалуй, мы подошли к границе, где без неко-
торого общего метода не обойтись.
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Два наиболее известных способа доказывать арифме-
тичность основаны на возможности «кодирования» ко-
нечных множеств и последовательностей. Один восходит
к Гёделю (так называемая �-функция Гёделя), второй из-
ложен в книге «Теория формальных систем» [24]. Её напи-
сал Р.Смаллиан, известный также как автор популярных
сборников «логических задач» и анекдотов. (Один из та-
ких сборников имеет парадоксальное название «Как же
называется эта книга?» [23].)

В некоторых отношениях метод Гёделя предпочти-
тельней, и мы рассказываем о нём в книжке о вычисли-
мых функциях [5], но сейчас для разнообразия рассмо-
трим другой способ. Зафиксируем взаимно однозначное
соответствие между натуральными числами и двоичны-
ми словами:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 : : :
˜ 0 1 00 01 10 11 000 001 : : :

Это соответствие задаётся так: чтобы получить слово,
соответствующее числу n, надо записать n + 1 в двоич-
ной системе и удалить первую единицу. Например, ну-
лю соответствует пустое слово ˜, числу 15 | слово 0000
и т. д. Теперь можно говорить об арифметичности пре-
дикатов, определённых на двоичных словах, имея в виду
арифметичность соответствующих предикатов на N.

• Предикат «слово x состоит из одних нулей» ариф-
метичен. В самом деле, при переходе к числам ему
соответствует предикат «x + 1 есть степень двой-
ки», который (как мы видели) арифметичен.

• Предикат «слова x и y имеют одинаковую длину»
арифметичен. В самом деле, это означает, что най-
дётся степень двойки c, для которой c − 1 6 x; y <
< 2c− 1 (именно такой промежуток заполняют чи-
сла, которым соответствуют слова одной длины).

• Предикат «слово z является конкатенацией слов x
и y» (проще говоря, z получается приписыванием y
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справа к слову x) арифметичен. В самом деле, его
можно выразить так: найдётся слово y′ из одних ну-
лей, имеющее ту же длину, что и слово y, при этом
(z + 1) = (x + 1)(y′ + 1) + (y − y′) (умножение на
y′ + 1 соответствует дописыванию нулей, а доба-
вление y − y′ заменяет нули на буквы слова y).

• Предикат «слово x является началом слова y» ариф-
метичен. В самом деле, это означает, что существу-
ет слово t, при котором y есть конкатенация x и t.

• То же самое верно для предикатов «x есть конец
слова y», «x есть подслово слова y» (последнее озна-
чает, что найдутся слова u и v, для которых y есть
конкатенация u, x и v; конкатенация трёх слов вы-
разима через конкатенацию двух).

• Существует арифметический трёхместный преди-
кат S(x; a; b) с такими свойствами: (а) для любых a
и b множество Sab = {x | S(x; a; b)} конечно; (б) сре-
ди множеств Sab при различных парах a; b встре-
чаются все конечные множества. Например, в каче-
стве такого предиката можно взять «axa есть под-
слово слова b» (здесь axa есть конкатенация трёх
слов: a, x и снова a).

В самом деле, ясно, что слово x не длиннее слова b,
и потому множество Sab всегда конечно. С другой
стороны, пусть имеется некоторое конечное мно-
жество слов x1; : : : ; xn. Положим a = 100 : : : 001, где
число нулей больше длины любого из слов xi, и b =
= ax1ax2a : : : axna.

Последнее утверждение не упоминает явно о словах,
и больше они нам не понадобятся: достаточно знать, что
конечные множества натуральных чисел можно кодиро-
вать парами натуральных чисел в описанном смысле.

Теперь мы можем выразить, что число x является сте-
пенью числа 4, следующим образом: существует конечное
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множество U , которое содержит число x и обладает та-
ким свойством: всякий элемент u ∈ U либо равен 1, либо
делится на 4 и u=4 также принадлежит U . Теперь надо
везде заменить множество U на его код u1; u2, а утвер-
ждение x ∈ U на S(x; u1; u2), где S | построенный нами
кодирующий предикат.

Немного сложнее выразить двуместный предикат x =
= 4k. Здесь нам хотелось бы сказать так: существует
последовательность x0; x1; : : : ; xk, для которой x0 = 1,
каждый следующий член вчетверо больше предыдущего
(xi+1 = 4xi) и xk = x. Как научиться говорить о после-
довательностях, если мы умеем говорить о множествах?
Вспомним, что в терминах теории множеств последова-
тельность есть функция, определённая на начальном от-
резке натурального ряда, то есть конечное множество
пар {〈0; x0〉; 〈1; x1〉; : : : ; 〈k; xk〉}. Пары можно кодировать
числами. Например, можно считать кодом пары 〈x; y〉 чи-
сло c = (x+y)2+x, поскольку по нему арифметически вос-
станавливается x+y (как наибольшее число, квадрат ко-
торого не превосходит c), а затем x и y. Теперь конечное
множество пар можно заменить конечным множеством
их кодов, которое в свою очередь можно закодировать
парой чисел.

59. Проведите это рассуждение подробно.

60. Покажите, что двуместный предикат «x есть n-ое по
порядку простое число» арифметичен.

3.5. Невыразимые предикаты: автоморфизмы

Мы видели, как можно доказать выразимость некото-
рых свойств. Сейчас мы покажем, каким образом можно
доказывать невыразимость.

Начнём с такого примера. Пусть сигнатура содержит
двуместный предикат равенства (=) и двуместную опе-
рацию сложения (+). Рассмотрим её интерпретацию, но-
сителем которой являются целые числа, а равенство и
сложение интерпретируются стандартным образом. Ока-
зывается, что предикат x > y не является выразимым.
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Причина очевидна: с точки зрения сложения целые чи-
сла устроены симметрично, положительные ничем не от-
личаются от отрицательных. Если мы изменим знак у
всех переменных, входящих в формулу, то её истинность
не может измениться. Но при этом x > y заменится на
x < y, и потому это свойство не является выразимым.

Формально говоря, надо доказывать по индукции та-
кое свойство: если формула ' указанной сигнатуры ис-
тинна при оценке �, то она истинна и при оценке �′, в ко-
торой значения всех переменных меняют знак. (Подроб-
но мы объясним это в общей ситуации дальше.)

Сформулируем общую схему, которой следует это
рассуждение. Пусть имеется некоторая сигнатура � и ин-
терпретация этой сигнатуры, носителем которой явля-
ется множество M . Взаимно однозначное отображение
� : M →M называется автоморфизмом интерпретации,
если все функции и предикаты, входящие в интерпрета-
цию, устойчивы относительно �. При этом k-местный
предикат P называется устойчивым относительно �,
если

P (�(m1); : : : ; �(mk))⇔ P (m1; : : : ;mk)

для любых элементов m1; : : : ;mk ∈ M . Аналогичным
образом k-местная функция f называется устойчивой

относительно �, если

f(�(m1); : : : ; �(mk)) = �(f(m1; : : : ;mk)):

Это определение обобщает стандартное определение ав-
томорфизма для групп, колец, полей и т. д.

Теорема 27. Предикат, выразимый в данной интерпре-
тации, устойчив относительно её автоморфизмов.

C Проведём доказательство этого (достаточно оче-
видного) утверждения формально.

Пусть � | некоторая оценка, то есть отображение,
ставящее в соответствие всем индивидным переменным
некоторые элементы носителя. Через � ◦ � обозначим
оценку, которая получится, если к значению каждой пе-
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ременной применить отображение �; другими словами,
� ◦ �(�) = �(�(�)) для любой переменной �.

Первый шаг состоит в том, чтобы индукцией по по-
строению терма t доказать такое утверждение: значение
терма t при оценке � ◦ � получается применением � к
значению терма t при оценке �:

[t](� ◦ �) = �([t](�)):

Для переменных это очевидно, а шаг индукции исполь-
зует устойчивость всех функций интерпретации относи-
тельно �.

Теперь индукцией по построению формулы ' легко
доказать такое утверждение:

['](� ◦ �) = ['](�):

Мы не будем выписывать эту проверку; скажем лишь,
что взаимная однозначность � используется, когда мы
разбираем случай кванторов. (В самом деле, если с од-
ной стороны изоморфизма берётся какой-то объект, то
взаимная однозначность позволяет взять соответствую-
щий ему объект с другой стороны изоморфизма.) B

Теорема 27 позволяет доказать невыразимость како-
го-то предиката, предъявив автоморфизм интерпрета-
ции, относительно которого интересующий нас предикат
неустойчив. Вот несколько примеров:

• (Z;=; <) Сигнатура содержит равенство и отноше-
ние порядка. Интерпретация: целые числа. Невыра-
зимый предикат: x = 0. Автоморфизм: x 7→ x+ 1.

• (Q;=; <;+) Сигнатура содержит равенство, отно-
шение порядка и операцию сложения. Интерпрета-
ция: рациональные числа. Невыразимый предикат:
x = 1. Автоморфизм: x 7→ 2x.

Заметим, что сложение позволяет выразить преди-
кат x = 0. Кроме того, отметим, что вместо рацио-
нальных чисел можно взять действительные (но не
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целые, так как в этом случае единица описывается
как наименьшее число, большее нуля).

• (R;=; <; 0; 1) Сигнатура содержит равенство, поря-
док и константы 0 и 1. Интерпретация: действи-
тельные числа. Невыразимый предикат: x = 1=2.
(Автоморфизм упорядоченного множества R, со-
храняющий 0 и 1, но не 1=2, построить легко.)

• (R;=;+; 0; 1) Сигнатура содержит равенство, сло-
жение, константы 0 и 1. Интерпретация: действи-
тельные числа. Одноместный предикат x =  вы-
разим для рациональных  и невыразим для ирра-
циональных .

В самом деле, выразимость для рациональных 
очевидна. Невыразимость для иррациональных 
следует из того, что для любых двух иррациональ-
ных 1 и 2 существует автоморфизм, переводя-
щий 1 в 2. (В самом деле, рассмотрим R как бес-
конечномерное векторное пространство над Q. Век-
торы 1; 1 линейно независимы и потому их можно
дополнить до базиса Гамеля (подробности смотри в
книжке по теории множеств [6]). Сделаем то же са-
мое с векторами 1; 2. Получатся равномощные ба-
зисы, после чего мы берём Q-линейный оператор,
переводящий 1 в 1 и 1 в 2.)

• (C;=;+;×; 0; 1) В сигнатуру входят предикат ра-
венства, операции сложения и умножения, а также
константы 0 и 1. Интерпретация: комплексные чи-
сла. Предикат x = , где  | некоторое комплекс-
ное число, выразим для рациональных  и невыра-
зим для иррациональных .

В самом деле, если  иррационально, то оно мо-
жет быть алгебраическим или трансцендентным. В
первом случае рассмотрим многочлен из Q[x] мини-
мальной степени, обращающийся в 0 в точке ; по
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предположению он имеет степень больше 1 и пото-
му имеет другой корень ′. В алгебре доказывает-
ся (с использованием трансфинитной индукции или
леммы Цорна, а также базисов трансцендентности),
что существует автоморфизм C над Q, переводя-
щий  в ′.

В случае трансцендентного  мы используем такой
факт: для любых трансцендентных 1; 2 ∈ C суще-
ствует автоморфизм поля C над Q, который пере-
водит 1 в 2.

Отметим, что для поля R вместо C такое рассу-
ждение не проходит, так как это поле не имеет не-
тривиальных автоморфизмов. (Отношение порядка
выразимо: положительные числа суть квадраты, по-
этому любой автоморфизм сохраняет порядок. По-
скольку автоморфизм оставляет на месте все раци-
ональные числа, он должен быть тождественным.)

В этом случае предикат x =  выразим тогда и
только тогда, когда  | алгебраическое число. Это
легко следует из теоремы Тарского { Зайденберга
(раздел 3.8, с. 134).

61. Покажите, что предикат y = x+ 1 невыразим в интер-
претации (Z;=; f), где f | одноместная функция x 7→ (x+2).

62. Покажите, что предикат x = 2 невыразим в множе-
стве целых положительных чисел с предикатами равенства и
«x делит y».

3.6. Невыразимые предикаты:
элиминация кванторов

При всей простоте метод доказательства невырази-
мости с помощью автоморфизмов страдает очевидным
недостатком: очень часто требуемого автоморфизма нет.
Например, натуральные числа с операцией прибавления
единицы вообще не допускают никакого нетривиального
автоморфизма. (Тем не менее там выразимо очень немно-
гое, как мы вскоре увидим.) Целые числа с операцией
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прибавления единицы допускают автоморфизмы (сдви-
ги), но эти автоморфизмы не позволяют доказать, что
отношение порядка невыразимо (поскольку оно устойчи-
во относительно сдвигов).

Более прямой метод доказательства состоит в том,
что мы предъявляем некоторый класс E предикатов, ко-
торый содержит все выразимые предикаты и не содер-
жит интересующего нас предиката. При этом мы дока-
зываем, что E содержит все выразимые предикаты, та-
ким способом: проверяем, что E содержит все предика-
ты, выразимые атомарными формулами, а также замк-
нут относительно логических операций (объединение, пе-
ресечение, дополнение) и операции проекции (соответ-
ствующей навешиванию квантора существования; кван-
тор всеобщности выражается через квантор существо-
вания). Часто класс E совпадает с классом всех преди-
катов, выразимых бескванторными формулами (иногда
надо расширить сигнатуру), и потому этот метод на-
зывают методом «элиминации кванторов». (Это краткое
описание, возможно, станет яснее из приводимых далее
примеров.)

Начнём с такого примера. Пусть сигнатура содержит
равенство, одноместную функцию S (прибавление еди-
ницы) и константу 0. Носителем интерпретации будет
множество Z целых чисел, символы сигнатуры интерпре-
тируются естественным образом. В этой ситуации изо-
морфизмов не существует, так что предыдущий способ
доказательства невыразимости здесь неприменим.

Тем не менее класс выразимых предикатов весьма
ограничен: это предикаты, выразимые бескванторными
формулами. Будем называть две формулы (рассматри-
ваемой нами сигнатуры) эквивалентными (в данной ин-
терпретации), если они выражают один и тот же пре-
дикат, то есть истинны при одних и тех же значениях
переменных.

Теорема 28. Для всякой формулы рассматриваемой на-
ми сигнатуры существует эквивалентная ей бесквантор-
ная формула.
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C Будем доказывать индукцией по построению (или,
если угодно, по длине) формулы ' существование экви-
валентной ей в (Z;=; S; 0) бескванторной формулы. Для
удобства (чтобы рассматривать один случай, а не два)
будем считать, что наша формула может содержать
только кванторы существования, но не всеобщности. Это
законно, так как формулы ∀�  и ¬∃� ¬ эквивалентны.

Случай, когда ' есть атомарная формула, очевиден |
она и так бескванторная. Если ' является конъюнкцией,
дизъюнкцией или импликацией двух частей, достаточно
заменить каждую часть на эквивалентную бесквантор-
ную (что можно сделать по предположению индукции).

Единственный содержательный случай | когда фор-
мула ' начинается с квантора существования, то есть
имеет вид ∃x� (пусть под квантором стоит переменная x).
Мы рассуждаем по индукции, поэтому можем считать,
что формула � | бескванторная. Она имеет (возможно)
и другие параметры, скажем, x1; : : : ; xn. Чтобы подчерк-
нуть это, обычно вместо � пишут �(x; x1; : : : ; xn). Нам
надо найти бескванторную формулу нашей сигнатуры,
эквивалентную формуле

∃x �(x; x1; : : : ; xn):

Формула �(x; x1; : : : ; xn) представляет собой булеву ком-
бинацию атомарных формул. Посмотрим на те атомар-
ные формулы, которые содержат переменную x. Атомар-
ная формула представляет собой равенство двух термов
S(S(: : : (S(u)) : : : )) = S(S(: : : (S(v)) : : : )); здесь u и v |
либо переменные, либо константа 0. Если переменная x
входит и в левую, и в правую часть, то (в этой интерпре-
тации) такая атомарная формула либо всегда истинна,
либо всегда ложна, и её можно заменить на какую-ни-
будь тождественно истинную или тождественно ложную
формулу, не содержащую x. После этого останутся ато-
марные формулы, которые можно записать как

x = t1; x = t2; : : : ; x = tk:
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Здесь ti | либо целая константа, либо выражение вида
xj + c, где xj | какая-то другая переменная, а c| целое
число. Мы позволили себе слегка отступить от канонов,
разрешив прибавлять и вычитать целые константы вме-
сто того, чтобы применять функцию S в левой и правой
частях равенства. Ясно, что это не меняет класса выра-
зимых формул, зато позволяет оставить x в левой части,
а константу перенести в правую.

Теперь сравним формулу

' = ∃x �(x; x1; : : : ; xn)

с формулой

�(t1; x1; : : : ; xn) ∨ �(t2; x1; : : : ; xn) ∨ : : : ∨ �(tk; x1; : : : ; xn);

которую мы будет обозначать '′. Формула '′ предста-
вляет собой дизъюнкцию формул, полученных в резуль-
тате подстановки различных ti вместо x в бесквантор-
ную формулу �(x; x1; : : : ; xn). (После подстановки мож-
но вернуться к обычному виду записи формулы, заменив
прибавление констант на нужное количество применений
функции S с той или другой стороны равенства.)

Очевидно, что если для каких-то значений перемен-
ных x1; : : : ; xn формула '

′ истинна, то для этих значений
x1; : : : ; xn истинна и формула '. В самом деле, если ис-
тинен i-й член дизъюнкции, то в формуле ' в качестве x
можно взять значение выражения ti.

Верно ли обратное? Не обязательно. Вполне возмож-
но, что тот x, который существует и делает формулу '
истинной, отличается от всех ti. Но мы пропустили по
существу только один случай | все такие x в некотором
смысле одинаковы, так как они делают все атомарные
формулы, содержащие x, ложными, поэтому всё равно,
какой из таких x выбрать. Отметим также, что хотя бы
один такой x найдётся, поскольку Z бесконечно, а выра-
жений ti лишь конечное число.

Обозначим через '′′ формулу, которая получится из �
заменой всех атомарных формул, содержащих x, на то-
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ждественно ложные формулы. Сказанное выше объясня-
ет, почему формула ' эквивалентна дизъюнкции '′ ∨'′′.
Мы достигли цели | нашли бескванторную формулу,
эквивалентную формуле '. B

Легко понять, что отношение порядка x > y не выра-
жается бескванторной формулой нашей сигнатуры, по-
скольку такая формула может включать лишь атомарные
формулы вида x = y+ c и для неё случай, когда y сильно
больше x, неотличим от случая, когда y сильно меньше x.
Тем самым мы доказали (чего нельзя было сделать мето-
дом автоморфизмов), что отношение x > y невыразимо
(в данной интерпретации данной сигнатуры).

Немного более сложное рассуждение понадобится, ес-
ли добавить к сигнатуре отношение порядка.

Теорема 29. Всякая формула в (Z;=; <; S) (где S |
функция прибавления единицы) эквивалентна некоторой
бескванторной формуле. (Как говорят, (Z;=; <; S) допус-
кает элиминацию кванторов.)

C Полностью утверждение теоремы звучит так: для
всякой формулы сигнатуры, содержащей равенство, по-
рядок и символ S, найдётся бескванторная формула той
же сигнатуры, которая эквивалентна ей в интерпрета-
ции, где носителем является Z, а символы сигнатуры ин-
терпретируются естественным образом. (В дальнейшем
мы будем опускать такие пояснения.)

Доказательство следует прежней схеме. Правда, те-
перь атомарных формул больше | помимо формул x = ti
у нас будут формулы x < ti. Поэтому нельзя рассчиты-
вать на то, что все значения x, не встречающиеся сре-
ди {t1; : : : ; tk}, ведут себя одинаково, и наш приём с вы-
делением случая, когда все равенства ложны, более не
проходит.

Как же быть? Для данных значений x1; : : : ; xn числа
t1; : : : ; tk делят числовую ось (точнее, множество Z це-
лых чисел) на промежутки, и для выяснения истинности
формулы ' нам надо попробовать (помимо всех ti) хотя
бы по одному числу из каждого промежутка. Это будет
гарантировано, если мы напишем дизъюнкцию, в кото-



[п. 6] Элиминация кванторов 113

рую, помимо всех формул �(ti; x1; : : : ; xn), войдут также
формулы �(ti + 1; x1; : : : ; xn) и �(ti − 1; x1; : : : ; xn). Это
позволяет нам обойтись без формулы '′′ и благополучно
завершить доказательство. B

63. Проверьте, что добавление константы 0 к этой сигна-
туре не препятствует элиминации кванторов.

Что будет, если мы из этой сигнатуры удалим функ-
цию S? Легко понять, что класс выразимых множеств не
изменится, так как y = S(x) можно выразить как «y явля-
ется наименьшим элементом, большим x». Однако при
этом мы использовали кванторы, так что для (Z;=; <)
элиминация кванторов невозможна.

64. Убедитесь, что в самом деле формула y = S(x) не экви-
валентна никакой бескванторной формуле этой сигнатуры.

Часто такой переход приходится выполнять в обрат-
ном направлении: у нас есть некоторая ситуация, в ко-
торой элиминация кванторов не проходит. Мы обходим
эту трудность, добавив некоторые выразимые предика-
ты и функции в нашу сигнатуру, после чего элиминация
кванторов удаётся. В этом случае мы получаем описа-
ние всех выразимых предикатов (предикат выразим, если
он записывается бескванторной формулой расширенной
сигнатуры). Мы встретимся с такой ситуацией дальше,
говоря об арифметике Пресбургера (раздел 3.7).

В некоторых случаях рассуждение упрощается, ес-
ли использовать приведение бескванторной формулы к
дизъюнктивной нормальной форме. Вот один из таких
примеров.

Теорема 30. Всякая формула в (Q;=; <) эквивалентна
некоторой бескванторной формуле.

C Как всегда, достаточно рассмотреть случай фор-
мулы вида

∃x �(x; x1; : : : ; xn);

где �(x; x1; : : : ; xn) | бескванторная формула. Форму-
лу � можно считать формулой в дизъюнктивной нормаль-
ной форме (теорема 4, с. 19). Напомним, это означает,
что � представляет собой дизъюнкцию конъюнкций, а
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каждая конъюнкция соединяет несколько литералов (ато-
марных формул или их отрицаний).

В данном случае можно избавится от отрицаний, за-
менив ¬(x = y) на ((x < y) ∨ (x > y)), а ¬(x < y) |
на ((x = y) ∨ (x > y)). После этого надо воспользовать-
ся дистрибутивностью и вновь придти к дизъюнктивной
нормальной форме | с большим числом членов, но уже
без отрицаний.

Теперь надо воспользоваться тем, что квантор су-
ществования (который есть «бесконечная дизъюнкция»)
можно переставлять с дизъюнкцией. Точнее говоря, мы
пользуемся тем, что формулы ∃x (�1 ∨ �2) и ∃x �1 ∨ ∃x �2
эквивалентны. (Белый или чёрный единорог существует
тогда и только тогда, когда существует белый единорог
или существует чёрный единорог.) Это обстоятельство
позволяет заменить формулу

∃x (�1 ∨ �2 ∨ : : : ∨ �n)

на
∃x �1 ∨ ∃x �2 ∨ : : : ∨ ∃x �n

и дальше разбираться с каждой из формул поодиночке.
Итак, нам осталось преобразовать к бескванторному

виду формулу

∃x (�1 ∧ �2 ∧ : : : ∧ �k);

где каждая из формул �i соединяет какие-то две пере-
менные знаком = или < (напомним, что от отрицаний
мы уже избавились).

Некоторые из формул �i не содержат переменной x.
Тогда их можно вынести за квантор: если x не является
параметром формулы �, то формулы ∃x (�∧�) и �∧∃x�
эквивалентны (если � истинно для некоторых значений
параметров, то в обеих формулах его можно опустить;
если � ложно, то обе формулы ложны при этих значениях
параметров).

Вынеся такие формулы, можно считать, что под кван-
тором остались лишь формулы вида x < xi, x = xi и
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x > xi, сравнивающие переменную x с какими-то други-
ми переменными. Если там есть хоть одно равенство, то
квантор существования вырождается | его можно уда-
лить вместе с переменной x, заменив её на ту перемен-
ную, которой она равна. Например, формулу ∃x ((x = y)∧
∧A(x)) можно заменить на A(y).

Итак, остался случай, когда переменная x встречается
лишь в неравенствах. Другими словами, нас спрашивают,
найдётся ли значение x, большее каких-то переменных и
меньшее каких-то других. Если все ограничения на x од-
ного знака (только снизу или только сверху), то такое
значение x существует при любых значениях других пе-
ременных (поскольку в множестве Q нет ни наибольшего,
ни наименьшего элементов). Что делать, если есть огра-
ничения разных знаков? Пусть наша формула, например,
имеет вид

∃x ((x > a) ∧ (x > b) ∧ (x < c) ∧ (x < d)):

Как записать условия на a; b; c; d, при которых это верно,
не используя кванторов? Надо написать такую формулу:

(a < c) ∧ (a < d) ∧ (b < c) ∧ (b < d):

Мы хотим написать, что наибольшая из нижних границ
меньше наименьшей из верхних, но поскольку заранее
неизвестно, какая будет наибольшей и какая наимень-
шей, мы пишем, что любая нижняя граница меньше лю-
бой верхней. Поскольку множество Q является плотным
(между любыми двумя элементами найдётся третий), то
эта формула равносильна исходной.

Так, постепенно сводя дело ко всё более простым слу-
чаям, мы завершили рассуждение. B

Заметим, что в этом доказательстве из свойств раци-
ональных чисел мы использовали лишь отсутствие наи-
большего и наименьшего элемента и плотность. Поэто-
му все наши преобразования остаются эквивалентными
для любого упорядоченного множества с такими свой-
ствами, а не только для Q. Применив эти преобразова-
ния к замкнутой формуле (формуле без параметров), мы
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получим или тождественно истинную формулу, или то-
ждественно ложную (только надо добавить в язык кон-
станты для истины и лжи, чтобы не использовать фик-
тивных переменных, когда надо написать тождественно
истинное или тождественно ложное выражение). Отсю-
да мы заключаем, что во всех плотных упорядоченных
множествах без первого и последнего элемента справед-
ливы одни и те же формулы нашей сигнатуры. Как го-
ворят, все такие множества элементарно эквивалентны
с точки зрения нашей сигнатуры, см. раздел 3.9. (Другое
доказательство этого факта можно получить, используя
теорему Левенгейма {Сколема о счётной подмодели и те-
орему об изоморфизме счётных плотных линейно упоря-
доченных множеств без первого и последнего элементов,
см. раздел 3.11.)

В частности, мы доказали, что для рациональных и
действительных чисел истинны одни и те же формулы
сигнатуры (=; <).

Ещё одним побочным продуктом нашего рассужде-
ния (как и других рассуждений об элиминации кванто-
ров) является способ выяснить, будет ли данная замкну-
тая формула истинной или ложной в рассматриваемой
интерпретации. Для этого надо привести её к бескван-
торному виду и посмотреть, получится ли И или Л. Дру-
гими словами, элиминация кванторов устанавливает раз-
решимость элементарной теории рациональных чисел с
отношениями равенства и порядка.

Элиминация кванторов остаётся возможной (и рассу-
ждение даже немного упрощается), если рациональные
(или действительные) числа рассматривать не только с
равенством и порядком, но и со сложением и рациональ-
ными константами. В этом случае можно воспользовать-
ся приведённой ранее схемой с конечным представитель-
ным набором термов. В самом деле, пусть x | перемен-
ная, которую (вместе с квантором существования по ней)
мы хотим элиминировать. Все атомарные формулы, её
содержащие, можно «разрешить» относительно x, полу-
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чив некоторое количество формул вида x = ti, x > ti
и x < ti, где ti | линейные комбинации остальных пе-
ременных с рациональными коэффициентами. (Разреше-
ние рациональных коэффициентов вместо целых ничего
не меняет, так как можно привести всё к общему зна-
менателю и получить целые коэффициенты, затем пере-
нести отрицательные коэффициенты в другую часть, а
положительные заменить многократным сложением.)

Затем в качестве представительного набора надо
взять набор, состоящий, во-первых, из всех ti, во-вторых,
из всех средних арифметических (ti + tj)=2, и, наконец,
из выражений ti − 1 и ti + 1. Ясно, что как бы ни распо-
ложились точки ti на числовой оси, этот набор захватит
как минимум по одной точке из каждого промежутка
(средние арифметические нужны для интервалов, а при-
бавление и вычитание единицы | для лучей по краям).

65. Провести это рассуждение подробно.

Возможность элиминации кванторов в только что
рассмотренной ситуации (Q;=; <;+; рациональные конс-
танты) имеет интересное геометрическое применение.

Теорема 31. Пусть единичный квадрат разрезан на не-
сколько меньших квадратов. Тогда все они имеют раци-
ональные стороны.

C Пусть дано такое разрезание с n меньшими ква-
дратами. Напишем формулу с 3n параметрами (n из
которых соответствуют размерам меньших квадратов,
а 2n|координатам их левых верхних углов), которая го-
ворит, что эти параметры действительно задают разре-
зание квадрата (квадраты содержатся внутри единично-
го, не имеют общих точек и всякая точка единичного ква-
драта покрывается хотя бы одним из меньших квадра-
тов). Навесив кванторы существования по переменным,
задающим координаты, получим формулу F (x1; : : : ; xn) с
параметрами x1; : : : ; xn, которая истинна, когда из ква-
дратов размеров x1; : : : ; xn можно составить единичный
квадрат.

Элиминация кванторов позволяет считать, что фор-
мула F бескванторная, то есть представляет собой логи-



118 Языки первого порядка [гл. 3]

ческую комбинацию равенств и неравенств вида c1x1 +
+ : : : + cnxn + c0 = 0 и c1x1 + : : : + cnxn + c0 > 0 с раз-
личными рациональными коэффициентами. Посмотрим
на все выражения, стоящие в левой части таких равенств
и неравенств. Подставим в них числа x1; : : : ; xn, соответ-
ствующие данному нам разрезанию. При этом получит-
ся истинная формула F (x1; : : : ; xn), в которой некоторые
из левых частей равенств и неравенств будут равны ну-
лю, а другие нет. Временно забудем про те, которые не
равны нулю, а равные нулю будем воспринимать как ле-
вые части уравнений с неизвестными x1; : : : ; xn (с нулём
в правой части) независимо от того, входили ли они в
F как левые части уравнений или неравенств. Получится
система уравнений, для которой числа x1; : : : ; xn будут
решениями. Если эти числа являются единственными её
решениями, то они рациональны (например, потому, что
правила Крамера для решения системы уравнений содер-
жат отношения определителей с рациональными элемен-
тами). Покажем, что другого быть не может.

В самом деле, если решение не единственно, то есть
целая прямая, проходящая через точку x = 〈x1; : : : ; xn〉 и
лежащая в множестве решений системы. Все точки пря-
мой, достаточно близкие к x, неотличимы от x с точки
зрения формулы F и потому делают формулу F истин-
ной. В самом деле, левые части, равные нулю в x, равны
нулю на всей прямой, а левые части, отличные от нуля в
точке x, сохраняют знак в некоторой окрестности этой
точки. Пусть 〈h1; : : : ; hn〉 | направляющий вектор этой
прямой. Тогда при всех достаточно малых значениях t из
квадратов размеров

x1 + th1; x2 + th2; : : : ; xn + thn

можно составить единичный квадрат. Но это невозмож-
но. Чтобы убедиться в этом, достаточно оставить логику
и вернуться к геометрии: площади этих квадратов в сум-
ме должны равняться 1, но площадь каждого есть много-
член второй степени по t, и коэффициент при t2 положи-
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телен, поэтому сумма таких многочленов не может то-
ждественно равняться единице ни на каком интервале. B

Насколько существенна в этом рассуждении ссыл-
ка на возможность элиминации кванторов? В принци-
пе можно было бы рассуждать так. Пусть дано разре-
зание квадрата. Посмотрим на конфигурацию, образуе-
мую меньшими квадратами, и напишем равенства и нера-
венства на размеры частей, которые гарантируют, что в
этой конфигурации нет щелей и перекрытий. (Далее про-
должаем рассуждение как раньше.) Конечно, возникает
вопрос: почему мы уверены, что такую систему урав-
нений и неравенств можно написать? Глядя на конкрет-
ную конфигурацию, это сделать легко, но как провести
это рассуждение строго для общего случая, не вполне
понятно.

Изложенные методы позволяют провести элимина-
цию кванторов и описать выразимые множества во мно-
гих ситуациях; несколько простых примеров такого ро-
да предлагаются в качестве задач. Два более сложных
примера (арифметика Пресбургера и теория сложения и
умножения действительных чисел) разбираются в двух
следующих разделах.

66. Описать выразимые предикаты, проведя элимина-
цию кванторов (и расширив сигнатуру, если нужно) для
(а) (M;=), где M | произвольное бесконечное множество;
(б) (Q;=;+); (в) (Q;=; S), где S | операция прибавления еди-
ницы; (г) (N;=; S), где S | операция прибавления единицы;
(д) (N;=; S; P ), где S | операция прибавления единицы, а P |
одноместный предикат «быть степенью двойки».

3.7. Арифметика Пресбургера
В этом разделе мы описываем выразимые множества

в (Z;=; <;+; 0; 1). Отметим сразу же, что с такой сиг-
натурой элиминация кванторов невозможна. В самом де-
ле, формула ∃y (x = y + y); истинная для чётных x, не
эквивалентна никакой бескванторной формуле. Поэтому
нам нужно, прежде чем проводить элиминацию кванто-
ров, расширить сигнатуру. Приведённый пример фор-
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мулы подсказывает, какое расширение нам необходимо.
Рассмотрим счётное семейство двуместных предикат-
ных символов ≡2;≡3;≡4; : : : Символ ≡c будет интерпре-
тироваться как равенство по модулю c. Другими слова-
ми, формула x ≡c y будет истинна в нашей интерпрета-
ции, если x сравнимо с y по модулю c (остатки по моду-
лю c равны; x− y кратно c).

Важно иметь в виду, что индекс c в x ≡c y не является
переменной: у нас не трёхместный предикат, а счётное
семейство двуместных предикатов.

Такое расширение не меняет класса выразимых пре-
дикатов, поскольку, например, x ≡3 y можно выразить
как ∃z (x = y+z+z+z). Зато после этого всякая формула
эквивалентна бескванторной, как показывает следующая
теорема (называемая теоремой об элиминации кванторов
в арифметике Пресбургера).

Теорема 32. В 〈Z;=; <;+; 0; 1;≡2;≡3; : : : 〉 выполнима
элиминация кванторов.

C Мы будем применять метод, опробованный в пре-
дыдущем разделе: выбор представительного множества
термов (после некоторых преобразований формулы).

Напомним, как это делается. Мы хотим доказать, что
всякая формула эквивалентна бескванторной. Рассуждая
по индукции, мы должны лишь проверить, что всякая
формула вида

∃x �(x; x1; : : : ; xn);

где �(x; x1; : : : ; xn) обозначает бескванторную формулу,
все переменные которой содержатся среди x; x1; : : : ; xn,
эквивалентна некоторой бескванторной формуле (с теми
же переменными, не считая x).

Посмотрим, какие атомарные формулы, содержащие
переменную x, входят в � . Перенося члены в одну сто-
рону, эти атомарные формулы можно записать в одном
из трёх видов: L(x; x1; : : : ; xn) = 0, L(x; x1; : : : ; xn) > 0
или L(x; x1; : : : ; xn) ≡ c0, где L(x; x1; : : : ; xn) представля-
ет собой линейную комбинацию переменных x; x1; : : : ; xn
с целыми коэффициентами и целочисленным свободным
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членом. (В отличие от ситуации в Q, здесь нельзя делить
на коэффициент при x.) Перенося x в левую часть, а всё
остальное | в правую, получаем соотношение одного из
четырёх видов:

kx = l(x1; : : : ; xn);

kx < l(x1; : : : ; xn);

kx > l(x1; : : : ; xn);

kx ≡c l(x1; : : : ; xn);

где k | положительное целое число (разное для разных
атомарных формул), а l | линейная комбинация пере-
менных x1; : : : ; xn с целыми коэффициентами и свобод-
ным членом.

Как мы говорили, коэффициенты в левой части (а
также, разумеется, правые части) у разных атомарных
формул разные. Однако мы можем их унифицировать,
перейдя к общему кратному. В самом деле, неравенства и
равенства можно умножать на число, сравнения | тоже,
если модуль сравнения (индекс c в ≡c) умножить на то
же самое число. Поэтому можно считать, что наша фор-
мула имеет вид ∃x �(kx; x1; : : : ; xn), понимая под этим,
что x появляется только в левых частях и везде с коэф-
фициентом k. Такую формулу можно переписать как

∃y (�(y; x1; : : : ; xn) ∧ (y ≡k 0)):

Таким образом, без ограничения общности можно счи-
тать, что k = 1, поскольку новая формула имеет тот же
самый вид

∃y �(y; x1; : : : ; xn);

что и исходная, но уже безо всякого коэффициента при y
(и с модифицированной формулой �). Пусть l1; : : : ; lk |
выражения, стоящие в правых частях равенств, нера-
венств и сравнений с левой частью y.

Мы хотим, как и в предыдущем разделе, указать
представительный набор значений Y1; : : : ; YN . Каждое
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из Yi представляет собой линейную комбинацию пере-
менных x1; : : : ; xn с целыми коэффициентами и свобод-
ным членом. «Представительность» означает, что ес-
ли для каких-то x1; : : : ; xn найдётся y, для которого
�(y; x1; : : : ; xn); то такой y можно найти и среди значе-
ний Y1; : : : ; YN (при тех же x1; : : : ; xn).

Чтобы указать представительный набор, разделим
все атомарные формулы в � , содержащие y, на два ти-
па | сравнения по модулю и остальные (равенства и не-
равенства). Посмотрим, по каким модулям проводятся
сравнения. Пусть D | общее кратное всех этих модулей.
В этом случае изменение значения переменной y на ве-
личину, кратную D, не влияет на результаты сравнений.
Теперь возьмём все выражения, встречающиеся в правых
частях равенств или неравенств, и будем прибавлять к
ним всевозможные целые числа из отрезка от −D до D.
Это и будет представительный набор. Другими словами,
в представительный набор входят все выражения l + c,
где l | одна из правых частей равенств или неравенств,
содержащих y в левой части, а c | целое число, не пре-
восходящее D по абсолютной величине.

Покажем, что полученный набор действительно будет
представительным. Пусть при данных x1; : : : ; xn найдёт-
ся некоторое y, для которого �(y; x1; : : : ; xn). Посмотрим,
какие значения принимают правые части равенств и не-
равенств при данных x1; : : : ; xn. Если значение y попало
в объединение D-окрестностей этих значений, то дока-
зывать нечего. Если же нет, начнём смещать y, двига-
ясь шагами размера D в направлении какой-то точки из
этого объединения. Миновать мы её не можем (ширина
окрестности равна 2D, а размер шага равен D), поэтому
в какой-то момент мы впервые попадём в это объедине-
ние. Обозначим эту точку (первую попавшую в объеди-
нение) через y′. Тогда y′ при подстановке в � даёт те же
самые результаты, что и y. В самом деле, для сравне-
ний это гарантировано, потому что сдвиг кратен моду-
лю сравнений. Но это верно и для равенств и неравенств,
поскольку на предыдущем шаге мы были вне D-окрест-
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ности всех правых частей и потому не могли перейти с
одной стороны на другую.

Таким образом, среди представительного набора есть
значение (а именно, y′), удовлетворяющее формуле � , что
и требовалось доказать. B

Итак, мы получили ответ на интересующий нас во-
прос: выразимые в арифметике Пресбургера предика-
ты | это предикаты, выразимые бескванторными фор-
мулами, содержащими целые константы, сложение, ра-
венство, отношение порядка и сравнения по любым фик-
сированным модулям.

3.8. Теорема Тарского { Зайденберга

В этом разделе мы покажем, что в элементарной те-
ории действительных чисел со сложением и умножени-
ем выполнима элиминация кванторов. Более точно, рас-
смотрим сигнатуру, содержащую предикаты = и <, кон-
станты 0 и 1, а также операции сложения и умноже-
ния. Рассмотрим интерпретацию этой сигнатуры, носи-
телем которой является множество действительных чи-
сел, а предикаты и операции понимаются естественным
образом. Тогда для каждой формулы существует эквива-
лентная (выражающая тот же предикат) бескванторная
формула. Это утверждение называют теоремой Тарско-
го { Зайденберга.

Прежде чем доказывать эту теорему, сделаем неско-
лько комментариев:

• Свойство x < y можно выразить как «существу-
ет ненулевое z, для которого x + z2 = y». Таким
образом, класс выразимых предикатов не изменит-
ся, если мы удалим символ < из сигнатуры. (Но
предикатов, выразимых бескванторными формула-
ми, станет меньше: свойство x > 0, как легко по-
нять, не эквивалентно никакой бескванторной фор-
муле, содержащей константы, сложение, умножение
и равенство.)
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• Бескванторную формулу нашей сигнатуры можно
привести к дизъюнктивной нормальной форме, по-
сле чего она превратится в совокупность систем
уравнений вида P = 0 и неравенств вида P > 0.
В самом деле, в конъюнкциях могут ещё быть от-
рицания, то есть отношения 6= и >, но можно раз-
бить P 6= 0 на (P < 0) ∨ (P > 0), а P > 0 на
(P = 0) ∨ (P > 0), после чего воспользоваться дис-
трибутивностью.

• Подмножества Rn, задаваемые уравнениями вида
P = 0 и неравенствами вида P > 0 (где P | про-
извольный многочлен от нескольких переменных с
целыми коэффициентами), а также множества, по-
лучаемые из них любым числом операций объеди-
нения и пересечения, называют полуалгебраически-
ми. Предыдущее замечание показывает, что всякая
бескванторная формула задаёт полуалгебраическое
множество. (Полуалгебраические множества явля-
ются обобщениями алгебраических множеств, зада-
ваемых системами полиномиальных уравнений.)

• Из теоремы Тарского { Зайденберга вытекает, что
проекция полуалгебраического множества A ⊂ Rn

вдоль одной из осей является полуалгебраическим
подмножеством пространства Rn−1. В самом деле,
переход к проекции приводит к добавлению кванто-
ра существования, который можно затем элимини-
ровать. (Утверждение о полуалгебраичности про-
екции полуалгебраического множества по существу
равносильно теореме Тарского {Зайденберга, так
как элиминация квантора существования является
единственным нетривиальным шагом в доказатель-
стве этой теоремы.)

• Пример: равенство x2 + px + q = 0 задаёт полу-
алгебраическое (и даже алгебраическое) множест-
во троек 〈x; p; q〉. Какова будет его проекция вдоль
оси x на плоскость p; q? Как учат в школе, это бу-
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дет множество p2 − 4q > 0, которое оказывает-
ся полуалгебраическим в полном согласии с теоре-
мой Тарского {Зайденберга. Про аналогичные кри-
терии разрешимости уравнений большей степени в
школе не учат, но теорема Тарского { Зайденберга
гарантирует их существование.

• Как и во всех предыдущих случаях элиминации
кванторов, преобразование формулы в бесквантор-
ную формулу эффективно (выполняется некоторым
алгоритмом). В частности, этот алгоритм можно
применить к замкнутой формуле (формуле без па-
раметров). Тогда получится бескванторная форму-
ла без параметров (формально говоря, там могут
быть параметры, от значений которых ничего не
зависит, но их можно заменить, скажем, нулями).
Истинность такой формулы можно алгоритмиче-
ски проверить. Тем самым можно алгоритмически
проверить истинность любого утверждения о дей-
ствительных числах, выраженного формулой на-
шей сигнатуры. Как говорят, элементарная теория
действительных чисел со сложением и умножени-
ем разрешима.

• Большинство утверждений школьного курса геоме-
трии с помощью метода координат можно записать
как утверждения о действительных числах в на-
шей сигнатуре. (Исключение, впрочем, составляют
утверждения, где речь идёт не о треугольниках и
четырёхугольниках, а о n-угольниках без указания
конкретного n). Записав теоремы в виде замкнутых
формул нашей сигнатуры, можно алгоритмически
проверить их истинность. Тем самым мы получаем
общий метод доказательства большинства теорем
школьной геометрии (впрочем, он имеет лишь те-
оретическое значение, так как алгоритм работает
необозримо долго на сколько-нибудь сложных фор-
мулах).
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Теорема 33 (Тарского { Зайденберга). Для всякой фор-
мулы сигнатуры (=; <; 0; 1;+;×) существует бесквантор-
ная формула, задающая тот же предикат на множестве
действительных чисел.

C Как обычно, достаточно рассматривать формулу
с единственным квантором существования, то есть фор-
мулу ' вида

∃xB(x; x1; : : : ; xn);

где B(x; x1; : : : ; xn) | бескванторная формула, включа-
ющая в себя только переменные из числа x; x1; : : : ; xn.
Надо доказать, что найдётся эквивалентная формуле '
бескванторная формула B′(x1; : : : ; xn).

Посмотрим на атомарные формулы, входящие в фор-
мулу B. Перенося все переменные в одну часть, мож-
но считать, что каждая атомарная формула имеет вид
P (x; x1; : : : ; xn) = 0 или P (x; x1; : : : ; xn) > 0, где P |
некоторый многочлен с целыми коэффициентами от пе-
ременных x; x1; : : : ; xn. Кольцо многочленов с целыми ко-
эффициентами от переменных x; x1; : : : ; xn обозначает-
ся через Z[x; x1; : : : ; xn]. Группировка членов по степе-
ням переменной x даёт многочлен от x, коэффициенты
которого представляют собой многочлены от x1; : : : ; xn.
Символически это записывается так:

Z[x; x1; : : : ; xn] = (Z[x1; : : : ; xn])[x]

(многочлены от n+ 1 переменных можно рассматривать
как многочлены от одной переменной, коэффициенты ко-
торых лежат в кольце многочленов от n переменных).

При фиксации значений переменных x1; : : : ; xn входя-
щие в B многочлены превращаются в многочлены от од-
ной переменной x с числовыми коэффициентами. Фор-
мула ' выражает тогда какое-то свойство этих много-
членов и может быть истинной или ложной. Нам надо
доказать, что те 〈x1; : : : ; xn〉, при которых она истинна,
образуют полуалгебраическое множество.

Для этого введём понятие диаграммы семейства мно-
гочленов. Пусть Q1(x); : : : ; Qk(x) | многочлены от x
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с действительными коэффициентами. Диаграммой набо-
ра Q1; : : : ; Qk будет таблица, которая строится так. Возь-
мём все корни всех многочленов Qi (не считая нулевых
многочленов) и расположим их в порядке возрастания.
Получим некоторый набор чисел �1 < �2 < : : : < �m.
Эти числа разбивают числовую ось на m + 1 промежут-
ков (два луча и m − 1 интервалов), на каждом из ко-
торых знаки всех Qi постоянны. Составим таблицу, в
которой будет k строк (по одной для каждого из мно-
гочленов) и 2m + 1 столбцов, соответствующих m кор-
ням и m+ 1 промежуткам (столбцы идут в порядке воз-
растания, так что корни чередуются с промежутками).
В каждой ячейке таблицы запишем один из трёх сим-
волов +, − или 0 в зависимости от того, является ли
многочлен положительным, отрицательным или нулевым
на соответствующем промежутке (или в соответствую-
щем корне).

Пример. Выпишем диаграмму для системы многочле-
нов x2 − 1, x, 0. Корнями здесь будут числа −1, 0, 1,
так что столбцы соответствуют четырём промежуткам
и трём разделяющим их корням.

〈−1〉 〈0〉 〈1〉
x2 − 1 + 0 − − − 0 +

x − − − 0 + + +
0 0 0 0 0 0 0 0

Отметим, что значения корней не являются частью диа-
граммы, так что, например, система многочленов x2− 4,
2x− 1, 0 имеет точно такую же диаграмму.

Если ни один из многочленов не имеет корней, то они
сохраняют знак на всей прямой, и диаграмма состоит
из единственного столбца, в котором записаны все эти
знаки.

Теперь рассмотрим набор многочленов Q1; : : : ; Qk ∈
∈ Z[x; x1; : : : ; xn]. При фиксированных значениях пере-
менных x1; : : : ; xn мы получаем набор многочленов от од-
ной переменной с действительными коэффициентами и
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можем построить его диаграмму. Эта диаграмма будет
зависеть от выбора значений x1; : : : ; xn. Число строк в
диаграмме равно k, а ширина её зависит от числа различ-
ных корней и может меняться, однако во всех случаях не
превосходит 2N+1, где N | сумма степеней всех много-
членов (рассматриваются степени по x, то есть степени
соответствующих многочленов от x с коэффициентами
в Z[x1; : : : ; xn]).

Таким образом, число возможных диаграмм конеч-
но, и пространство Rn возможных значений перемен-
ных x1; : : : ; xn разбивается на конечное число частей: ка-
ждая часть соответствует одному из возможных значе-
ний диаграммы.

Для доказательства теоремы Тарского { Зайденбер-
га достаточно доказать, что эти части будут полуал-
гебраическими множествами. В самом деле, если в ка-
честве многочленов Q1; : : : ; Qk взять многочлены, входя-
щие в формулу B(x; x1; : : : ; xn), то область истинности
формулы

' = ∃xB(x; x1; : : : ; xn)

будет объединением нескольких частей соответствую-
щего разбиения. В самом деле, если мы двигаем точку
〈x1; : : : ; xn〉 в пределах одной части разбиения, то диа-
грамма не меняется, значит, и истинность формулы '
не меняется (по диаграмме можно определить истин-
ность формулы, перепробовав значения x, соответству-
ющие всем столбцам).

Итак, нам осталось доказать, что для любого набо-
ра многочленов Q1; : : : ; Qk ∈ Z[x; x1; : : : ; xn] части про-
странства Rn, соответствующие различным значениям
диаграммы, являются полуалгебраическими множества-
ми. Начнём с такого очевидного наблюдения: если это
верно для какого-то набора Q1; : : : ; Qk, то это останет-
ся верным и для любого меньшего набора. В самом де-
ле, диаграмму меньшего семейства многочленов можно
получить из диаграммы большего семейства: выкидывая
многочлен, надо выбросить соответствующую строку, а
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также столбцы, которые соответствовали корням этого
многочлена (если они не были корнями других многочле-
нов). При выбрасывании столбца два окружающих его
столбца сливаются в один.

Поэтому мы имеем право для удобства расширить
данный нам набор многочленов и доказывать полуалге-
браичность частей для расширенного набора. Расшире-
ние будет состоять в замыкании относительно некото-
рых операций, которые мы сейчас опишем.

Напомним ещё раз, что мы рассматриваем семей-
ство многочленов из Z[x; x1; : : : ; xn], которые разложены
по степеням x, то есть записаны как многочлены от x
с коэффициентами в Z[x1; : : : ; xk]. Рассмотрим следую-
щие операции:

• отбрасывание старшего члена (с наибольшей степе-
нью переменной x); эта операция понижает степень
(по x) на единицу;

• взятие старшего коэффициента (коэффициента при
наибольшей степени переменной x); эта операция
понижает степень (по x) до нуля;

• дифференцирование по x; эта операция понижает
степень (по x) на единицу;

• взятие модифицированного остатка при делении
одного многочлена на другой.

Говоря о «модифицированном остатке», мы имеем в ви-
ду следующее. При делении «уголком» многочлена A на
многочлен B с остатком нам неоднократно приходится
делить на старший коэффициент многочлена B. Поэтому
в общем случае коэффициенты частного и остатка пред-
ставляют собой дроби, в знаменателях которых стоят не-
которые степени старшего коэффициента многочлена B.

Тем самым при вычислении остатка от деления A наB
мы выходим за пределы кольца Z[x; x1; : : : ; xn]. Этого не
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случится, если старший коэффициент многочлена B ра-
вен единице. Но в общем случае мы должны принять ка-
кие-то меры, если хотим оставаться в указанном кольце.
Меры эти состоят в следующем: прежде чем делить A
на B, мы умножаем A на старший коэффициент много-

члена B в достаточно большой степени. Если вспомнить
процедуру деления уголком, легко сообразить, что до-
статочно взять степень a − b + 1, где a и b | степени
многочленов A и B (по переменной x). Например, при
a = b требуется всего один шаг деления, и достаточно
умножить A на старший коэффициент многочлена B в
первой степени.

Итак, операция модифицированного остатка приме-
нима к любым двум многочленам A;B ∈ (Z[x1; : : : ; xn])[x]
степеней a и b (по x) и даёт третий многочлен этого
кольца, который есть остаток от деления A�a−b+1 на B
(здесь � | старший коэффициент многочлена B). Заме-
тим, что степень этого многочлена меньше степени мно-
гочлена B. Мы будем предполагать, что a > b (иначе
остаток совпадает с A и деление не даёт ничего нового).
Таким образом, результат этой операции имеет меньшую
степень, чем оба операнда.

Заметим, что определение модифицированного оста-
тка имеет смысл для многочленов с коэффициентами из
произвольного кольца (не только Z[x1; : : : ; xn]).

Лемма 1. Для всякого конечного множества F мно-
гочленов из (Z[x1; : : : ; xn])[x] существует его конечное
расширение, замкнутое относительно указанных четы-
рёх операций.

Это утверждение верно для любого кольца коэффи-
циентов и почти очевидно следует из того, что степень
результата операции меньше степени (любого) операн-
да. Более формально рассуждать надо так. Рассмотрим
выражения, составленные из элементов F с помощью че-
тырёх указанных операций. Глубина такого выражения
не превосходит максимальной степени многочленов из F ,
поскольку каждая операция уменьшает степень. Поэтому
таких выражений конечное число, и их множество оче-
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видным образом замкнуто относительно указанных опе-
раций. Лемма 1 доказана.

Доказанная лемма позволяет без ограничения общно-
сти считать, что данное нам конечное множество много-
членов замкнуто относительно четырёх указанных выше
операций.

Лемма 2. Пусть F | конечное множество многочле-
нов из (Z[x1; : : : ; xn])[x], замкнутое относительно пере-
численных операций. Пусть F0 | его часть, состоящая
только из многочленов степени 0 по x (они представля-
ют собой многочлены из Z[x1; : : : ; xn]). Тогда диаграмма
множества F при данных x1; : : : ; xn полностью определя-
ется диаграммой множества F0 при тех же x1; : : : ; xn.

Заметим, что диаграмма множества F0 имеет всего
один столбец, указывающий, какие из многочленов поло-
жительны, какие отрицательны и какие равны нулю при
данных x1; : : : ; xn. Поэтому различным вариантам диа-
граммы для множества F0 соответствуют полуалгебра-
ические подмножества в Rn, и из леммы 2 следует, что
те же самые множества составят искомое разбиение для
полной системы F . Таким образом, нам осталось лишь
доказать лемму 2.

Будем добавлять в множество F0 многочлены по од-
ному, в порядке возрастания (неубывания) их степеней,
пока не получим всё множество F . Достаточно показать,
что на каждом шаге диаграмма расширенного множе-
ства (с новым многочленом) может быть однозначно вос-
становлена по диаграмме предыдущего множества. Мы
сейчас опишем, как это делается.

Пусть добавляется многочлен P ∈ (Z[x1; : : : ; xn])[x],
при этом многочлены всех меньших степеней из F уже
есть в диаграмме. В силу замкнутости F старший ко-
эффициент многочлена P содержится в F и, имея мень-
шую (нулевую) степень, уже представлен в диаграмме.
(Соответствующая строка состоит из одинаковых зна-
ков, так как он не зависит от x.) Если там стоят нули,
то (при данных x1; : : : ; xn) старший коэффициент равен
нулю, и многочлен P совпадает с многочленом, получа-
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ющимся при отбрасывании старшего члена. Этот много-
член тоже есть в F и в диаграмме, так что надо лишь
продублировать соответствующую строку.

Итак, достаточно рассмотреть случай, когда старший
коэффициент многочлена P (при данных x1; : : : ; xn) не
равен нулю. Пополнение диаграммы включает в себя два
шага: сначала мы должны определить знаки многочле-
на P в точках (корнях), уже входящих в диаграмму. За-
тем надо пополнить диаграмму корнями многочлена P
(при этом число столбцов в ней увеличится).

Как найти знак многочлена P в одной из старых
точек? По определению диаграммы в этой точке (обо-
значим её �) один из старых многочленов равен нулю.
Пусть Q | такой многочлен. Можно считать, что стар-
ший коэффициент Q (как многочлена от x) отличен от
нуля при данных x1; : : : ; xn. Если это не так, заменим Q
на многочлен, получающийся отбрасыванием старшего
члена. Мы знаем, что множество F замкнуто относитель-
но четырёх операций и что все многочлены из F , имею-
щие меньшую степень, уже входят в диаграмму. Поэтому
вся необходимая информация для отбора подходящего Q
у нас есть.

Кроме того, по тем же причинам нам известен знак
старшего коэффициента многочлена Q. Применим опера-
цию модифицированного деления с остатком к P и Q:

�sP = (частное) ·Q+R

(здесь � | старший коэффициент многочлена Q). Под-
ставим в это равенство число �. При этом Q обратит-
ся в нуль, так как � является корнем Q по построению.
Многочлен R входит в диаграмму в силу наших предпо-
ложений, так что его знак в точке � нам известен, как и
знак �. Тем самым можно найти знак P (�).

Итак, мы определили знак нового многочлена в ста-
рых корнях. Покажем, что этого достаточно, чтобы
предсказать, на каких участках диаграммы появятся но-
вые корни (многочлена P ). При этом нам пригодится (по-
ка что не использованная) операция дифференцирования.
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Если в двух соседних старых корнях �1, �2 много-
член P имеет один и тот же знак (скажем, положителен),
то между ними нет нового корня. В самом деле, если бы
на интервале (�1; �2) многочлен P обращался в нуль, то
минимум многочлена P на [�1; �2] достигался бы в неко-
торой внутренней точке, в которой производная P ′ рав-
нялась бы нулю. Но производная P ′ входит в множество
F и представлена в диаграмме, так что тогда �1 и �2 не
были бы соседними корнями диаграммы.

Если в одной из точек �1 и �2 многочлен P обраща-
ется в нуль, то на интервале (�1; �2) он корней иметь
не может (по теореме Ролля такой корень повлёк бы за
собой корень производной).

Наконец, если P (�1) и P (�2) имеют разные знаки, то
по теореме о промежуточном значении многочлен P име-
ет на интервале (�1; �2) хотя бы один корень. При этом
по уже понятным нам причинам (теорема Ролля) двух
корней он иметь не может. Это позволяет вставить стол-
бец для этого корня в диаграмму. При этом соответству-
ющий интервал диаграммы разобьётся на два, которые
будут отличаться лишь в строке для многочлена P .

Осталось провести аналогичное рассуждение для лу-
чей, стоящих с края диаграммы. Поведение многочле-
на P на бесконечности определяется его старшим коэф-
фициентом (который, напомним, не равен нулю | сейчас
мы впервые используем это предположение). Поэтому ес-
ли P стремится, скажем, к +∞ при x → +∞, а значе-
ние P в самом правом корне было отрицательным, то на
этом луче появляется новый корень (только один по те-
ореме Ролля). Если же значение P в самом правом корне
равно нулю или имеет тот же знак, что и старший коэф-
фициент, то мы повторяем рассуждение из предыдущего
абзаца и убеждаемся, что корней P на правом луче нет.
Аналогично определяется и поведение P слева от самого
левого корня.

На этом доказательство леммы 2, а с ней и теоремы
Тарского { Зайденбрега, завершается. B

67. Докажите, что множество троек 〈p; q; r〉, при которых
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многочлен x3 + px2 + qx+ r имеет ровно два положительных
корня, является полуалгебраическим.

Подобного рода задачи рассматривались в алгебре
ещё в прошлом веке (число перемен знака, правило Штур-
ма и др.).

68. Докажите, что предикат x = �, где � | некоторое
действительное число, выразим тогда и только тогда, когда
� является алгебраическим (мы отмечали это на с. 108).

Разобравшись с действительными числами, можно пе-
рейти к комплексным. На самом деле (как часто бывает)
здесь ситуация проще.

На комплексных числах нет естественного отношения
порядка, поэтому рассмотрим сигнатуру (=; 0; 1;+;×).
Будем, как всегда, считать две формулы эквивалентны-
ми, если они истинны при одних и тех же значениях пара-
метров (в естественной интерпретации с носителем C).

Теорема 34 (элиминация кванторов в поле комплексных
чисел). Всякая формула этой сигнатуры эквивалентна
бескванторной.

C Эта теорема имеет много разных доказательств,
но после доказательства теоремы Тарского {Зайденбер-
га нам проще всего модифицировать его.

Теперь в диаграммах будут стоять не знаки −; 0;+, а
только знаки 0 и 6=0 (поскольку порядка на C нет). По
той же причине мы не можем упорядочить корни, так что
диаграмма будет состоять из неупорядоченных столб-
цов, соответствующих корням, и одного столбца, соот-
ветствующего дополнению к множеству корней (в кото-
ром будут стоять знаки 6=0 для всех многочленов, кроме
нулевых). Говоря о неупорядоченных столбцах, мы име-
ем в виду, что не различаем диаграммы, отличающиеся
лишь порядком столбцов.

Основной шаг в доказательстве теоремы Тарского {
Зайденберга (единственный, где важен порядок на дей-
ствительных числах) состоял в пополнении диаграммы
новым многочленом. Что будет с ним теперь?

Как и раньше, мы можем определить, в каких старых
корнях новый многочлен равен нулю. Более того, мы мо-
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жем определить кратность этих нулей, так как знаем всё
необходимое про его производные (которые уже включе-
ны в диаграмму). Поэтому основная теорема алгебры го-
ворит нам, сколько будет новых корней (заметим, что все
новые корни имеют кратность 1, так как иначе они были
бы корнями производной и не были бы новыми). Посколь-
ку порядка на корнях нет, больше никакой информации
нам и не нужно. B

69. Провести доказательство элиминации кванторов в по-
ле C, не использующее диаграмм (это можно сделать, начав
с приведения бескванторной формулы к дизъюнктивной нор-
мальной форме, а затем применяя разные соображения из ал-
гебры о наибольшем общем делителе многочленов). Для те-
оремы Тарского { Зайденберга это несколько сложнее; рассу-
ждение такого рода приведено в книжке Энгелера [32].

70. Докажите, что множество тех четвёрок комплексных
чисел 〈p; q; r; s〉, при которых многочлены z2 + pz + q = 0 и
z2 + rz + s = 0 имеют общий корень, задаётся бескванторной
формулой. Найти эту формулу.

Задача 70 хорошо знакома алгебраистам. Ответ в ней
можно записать в виде R(p; q; r; s) = 0, где R | много-
член, называемый результантом и равный определителю
матрицы ∣∣∣∣∣∣∣

1 p q 0
0 1 p q
1 r s 0
0 1 r s

∣∣∣∣∣∣∣
71. Докажите, что множество всех пар комплексных чисел

〈p; q〉, при которых многочлен z3 + pz+ q имеет хотя бы один
кратный корень, задаётся бескванторной формулой. Найти
эту формулу. Как выглядит аналогичная формула для много-
члена z2 + pz + q?

(Ответ к задаче 71 тоже хорошо известен в алге-
бре; соответствующий многочлен называется дискрими-
нантом.)

72. Обобщить утверждение предыдущей задачи на много-
члены произвольной степени со старшим коэффициентом 1 и
найти выражение дискриминанта в виде определителя.
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3.9. Элементарная эквивалентность

Пока что мы в основном использовали технику эли-
минации кванторов для какой-то одной интерпретации
(формула заменялась на бескванторную, которая эквива-
лентна исходной в данной интерпретации). Однако, как
упоминалось на с. 116, этот метод позволяет сравнивать
различные интерпретации. Мы приведём несколько при-
меров такого рода.

Начнём с определения. Пусть фиксирована некоторая
сигнатура �. Две интерпретации этой сигнатуры называ-
ются элементарно эквивалентными, если в них истинны
одни и те же замкнутые формулы этой сигнатуры.

Легко доказать, что изоморфные интерпретации бу-
дут элементарно эквивалентны | надо только дать фор-
мальное определение изоморфизма для двух интерпрета-
ций данной сигнатуры.

Пусть M1 и M2 | две интерпретации сигнатуры �.
Биекция (взаимно однозначное отображение) � : M1 →
→ M2 называется изоморфизмом этих интерпретаций,
если она сохраняет все функции и предикаты сигнатуры.
Это означает, что если P1 и P2 | два k-местных преди-
ката вM1 иM2, соответствующих одному предикатному
символу сигнатуры, то

P1(a1; : : : ; ak)⇔ P2(�(a1); : : : ; �(ak))

для всех a1; : : : ; ak ∈M1. Аналогичное условие для функ-
ций: если k-местные функции f1 и f2 соответствуют од-
ному функциональному символу, то

�(f1(a1; : : : ; ak)) = f2(�(a1); : : : ; �(ak))

для всех a1; : : : ; ak ∈M1.
Две интерпретации называются изоморфными, если

между ними существует изоморфизм.
Легко понять, что это определение обобщает обычные

определения изоморфизма для групп, колец, упорядочен-
ных множеств и т. д.
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73. Докажите, что тождественное отображение есть изо-
морфизм. Докажите, что отображение, обратное изоморфиз-
му, есть изоморфизм. Докажите, что композиция двух изо-
морфизмов есть изоморфизм. (Отсюда следует, что отноше-
ние изоморфности есть отношение эквивалентности на интер-
претациях данной сигнатуры.)

Теперь можно сформулировать и доказать обещанное
утверждение:

Теорема 35. Изоморфные интерпретации элементарно
эквивалентны.

C Естественно доказывать это утверждение по ин-
дукции. Для этого его надо обобщить на произвольные
формулы (не только замкнутые). Вот это обобщение:
пусть � : M1 → M2 | изоморфизм, а F | произволь-
ная формула нашей сигнатуры. Тогда она истинна в M1

при оценке � тогда и только тогда, когда она истинна
в M2 при оценке � ◦ �.

Обычно истинность формулы F в интерпретации M
обозначают как M � F . Если формула имеет параме-
тры x1; : : : ; xn, её часто обозначают F (x1; : : : ; xn); при
этом запись M � F (m1; : : : ;mn) (где mi ∈ M) означает,
что формула F истинна при оценке, которая ставит в со-
ответствие параметру xi значение mi. После всех этих
приготовлений доказываемое по индукции утверждение
можно записать так:

M1 � F (a1; : : : ; an)⇔M2 � F (�(a1); : : : ; �(an))

для любой формулы F (x1; : : : ; xn) и для любых элементов
a1; : : : ; an ∈M1.

После такого обобщения доказательство по индукции
становится очевидным. B

74. В каком месте индуктивного рассуждения существен-
но, что � | взаимно однозначное соответствие? (Ответ:
сюръективность � используется, когда мы рассматриваем
формулу, начинающуюся с квантора существования, и из её
истинности в M2 выводим истинность в M1. Инъективность �
не используется, но она автоматически следует из определе-
ния изоморфизма, если сигнатура содержит равенство и ин-
терпретации нормальны, то есть равенство интерпретирует-
ся как совпадение элементов.)
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75. Рассуждение, использованное при доказательстве тео-
ремы 35, нам по существу уже встречалось. Где?

Изоморфные интерпретации | это по существу од-
на и та же интерпретация, только её элементы названы
по-разному. Интересны скорее примеры, когда интерпре-
тации не изоморфны, но тем не менее элементарно экви-
валентны. Один такой пример мы уже коротко обсужда-
ли раньше, сформулируем его более подробно.

Теорема 36. Естественные интерпретации сигнатуры
(=; <;+; 0; 1) в множестве рациональных и действитель-
ных чисел элементарно эквивалентны.

C Для начала заметим, что эти интерпретации не изо-
морфны (поскольку мощности различны). Однако фор-
мулы этой сигнатуры допускают, как мы видели на
с. 116, элиминацию кванторов. При этом получающая-
ся формула будет эквивалентна исходной в обеих ин-
терпретациях. Начав с замкнутой формулы, мы получим
бескванторную формулу без переменных (или с фиктив-
ными переменными, от значений которых ничего не зави-
сит, тогда вместо них можно подставить, скажем, нули).
Эта формула будет содержать только рациональные кон-
станты и потому будет одинаково истинной в R и в Q. B

Заметим, что при уменьшении сигнатуры элементар-
ная эквивалентность сохраняется (по очевидным причи-
нам), так что из теоремы 36 очевидно следует, что R
и Q элементарно эквивалентны как упорядоченные мно-
жества (этот факт мы отмечали на с. 116).

В этом примере элементарно эквивалентные, но не
изоморфные структуры имеют различную мощность. В
следующем примере это уже не так.

Теорема 37. Упорядоченные множества Z и Z+Z (вто-
рое состоит из двух копий множества Z, причём все эле-
менты первой копии считаются меньшими всех элементов
второй копии) элементарно эквивалентны как интерпре-
тации сигнатуры (=; <).

C Здесь также можно применить элиминацию кван-
торов, только надо добавить одноместные функции взя-
тия последующего и предыдущего элементов. После это-
го надо заметить, что стандартная процедура элимина-
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ции кванторов (см. доказательство теоремы 29) состоит
из преобразований, сохраняющих эквивалентность в обе-
их интерпретациях. B

76. Можно ли построить счётную интерпретацию сигнату-
ры (=; <), в которой равенство интерпретируется как совпа-
дение элементов (такие интерпретации называют нормаль-

ными), элементарно эквивалентную множеству Q, но не изо-
морфную ему? Тот же вопрос для множества неотрицатель-
ных рациональных чисел. Почему существенна нормальность
интерпретации?

77. Существует ли упорядоченное множество, элементар-
но эквивалентное упорядоченному множеству R, но имеющее
большую мощность?

78. Существуют ли два несчётных неизоморфных элемен-
тарно эквивалентных упорядоченных множества одинаковой
мощности?

79. Будут ли упорядоченные множества Z и Z × Z (пары
целых чисел; сравниваются сначала вторые компоненты пар,
а при их равенстве | первые) изоморфны? элементарно экви-
валентны?

80. Будет ли упорядоченное множество N+N элементарно
эквивалентно N? Будет ли N+Z элементарно эквивалентно N?

Рассуждение, использованное при доказательстве те-
оремы Тарского { Зайденберга, также можно приспосо-
бить для доказательства элементарной эквивалентности.
Сейчас мы рассмотрим более простой случай алгебра-
ически замкнутых полей, соответствующий элиминации
кванторов в C; к вещественному случаю мы вернёмся на
с. 222.

Поле называется алгебраически замкнутым, если вся-
кий многочлен, отличный от константы, имеет в нём хо-
тя бы один корень. (Отсюда легко следует, что любой
многочлен разлагается на линейные множители.) Харак-
теристикой поля называют минимальное число слагае-
мых в сумме вида 1 + 1 + : : :+ 1, при котором она обра-
щается в нуль. Если никакая сумма такого вида не равна
нулю, то поле называют полем характеристики 0.

В алгебраически замкнутых полях характеристики 0
справедливы все обычные свойства многочленов с ком-
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плексными коэффициентами. В частности, корень явля-
ется кратным тогда и только тогда, когда он будет кор-
нем производной, сумма корней с учётом кратности рав-
на степени многочлена и т. д. Это позволяет заметить,
что все преобразования, которые выполнялись при эли-
минации кванторов, являются эквивалентными в произ-
вольных алгебраически замкнутых полях характеристи-
ки 0. Тем самым мы получаем такую теорему:

Теорема 38 (о полноте теории алгебраически замкну-
тых полей характеристики нуль). Любые два алгебраиче-
ски замкнутых поля характеристики 0 элементарно эк-
вивалентны.

(Название этой теоремы станет понятным, когда мы
будем говорить о полных теориях.)

81. Покажите, что любые два алгебраически замкнутых
поля одной и той же конечной характеристики элементарно
эквивалентны.

Теорему 38 можно несколько усилить. Для этого нам
понадобится понятие «элементарного расширения».

Пусть фиксирована сигнатура � и две интерпрета-
ции этой сигнатуры с носителями M1 и M2. Пусть при
этом M1 ⊂ M2 и интерпретации предикатных и функ-
циональных символов в M1 и M2 согласованы, то есть
на аргументах из M1 символы интерпретируются оди-
наково. (Заметим, что отсюда следует замкнутость M1

относительно сигнатурных операций.) В этом случае M1

иногда называют подструктурой в M2, а M2 | расши-

рением M1.
Например, если мы рассматриваем группы как интер-

претации сигнатуры (=;×; 1; обращение), то подструк-
туры | это подгруппы.

82. Почему здесь важно, что операция обращения включе-
на в сигнатуру?

Интерпретацию M2 называют элементарным расши-

рением её подструктурыM1, если выполнено такое свой-
ство: для всякой (не обязательно замкнутой формулы) F
и для всякой оценки � со значениями вM1 формула F ис-
тинна в M1 на этой оценке тогда и только тогда, когда
она истинна в M2 на той же оценке.
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В частности, если формула замкнута (не содержит
параметров), то её истинность не зависит от оценки и
мы получаем, что M1 и M2 элементарно эквивалентны.

83. Пусть сигнатура содержит константы для всех эле-
ментов интерпретации M1, которая является подструктурой
интерпретации M2. Покажите, что если интерпретации M1

и M2 элементарно эквивалентны, то M2 является элементар-
ным расширением M1.

Нам понадобится такой пример: пусть имеется поле k1
и его расширение k2. Мы будем рассматривать поля k1
и k2 как две интерпретации сигнатуры (=;+;×; 0; 1).
Пусть имеется некоторая система полиномиальных урав-
нений с несколькими переменными с коэффициентами
из k1. Тогда утверждение о том, что она имеет решение,
записывается в виде формулы (содержащей кванторы су-
ществования по переменным и конъюнкцию уравнений;
коэффициенты многочленов являются параметрами этой
формулы). Поэтому если k2 является элементарным рас-
ширением k1, то всякая система уравнений с коэффици-
ентами в k1, имеющая решение в k2, имеет решение и в k1.

Теорема 39. Пусть k1 | подполе поля k2, причём
оба они алгебраически замкнуты и имеют характеристи-
ку 0. Тогда k2 (как интерпретация указанной сигнатуры)
является элементарным расширением интерпретации k1.

C В самом деле, элиминация кванторов преобразует
любую формулу (с параметрами или без) в эквивалент-
ную ей бескванторную, причём эквивалентность имеет
место в обоих полях. А для бескванторной формулы её
истинность при оценке со значениями в k1 никак не мо-
жет зависеть от того, внутри какого поля эта истинность
вычисляется. B

Эту теорему называют теоремой о модельной полноте
теории алгебраически замкнутых полей характеристики
нуль. Из неё с учётом замечания перед её формулировкой
вытекает такой хорошо известный алгебраистам факт:

Теорема 40 (Гильберта о нулях). Всякая система по-
линомиальных уравнений с коэффициентами в алгебра-
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ически замкнутом поле характеристики нуль, имеющая
решение в некотором расширении этого поля, имеет ре-
шение и в самом поле.

C В самом деле, расширение можно ещё расширить до
алгебраически замкнутого (при этом решение не пропа-
дёт), а затем воспользоваться теоремой 39. B

84. Другой вариант теоремы Гильберта о нулях формули-
руется так: пусть дана система уравнений8><>:

P1(x1; : : : ; xn) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pk(x1; : : : ; xn) = 0;

где все Pi | многочлены с комплексными коэффициентами,
причём эта система не имеет решения в C. Тогда можно найти
такие многочлены Qi(x1; : : : ; xn), что

P1(x1; : : : ; xn)Q1(x1; : : : ; xn)+: : :+Pk(x1; : : : ; xn)Qk(x1; : : : ; xn)

тождественно равно единице.
Выведите это утверждение из доказанного нами вариан-

та теоремы Гильберта о нулях. (Указание: рассмотрим в коль-
це C[x1; : : : ; xn] идеал, порождённый многочленами P1; : : : ; Pk;
если он содержит единицу, то всё доказано, если нет, то рас-
ширим его до максимального идеала I; тогда факторколь-
цо C[x1; : : : ; xn]=I будет полем, расширяющим C, и в этом по-
ле классы многочленов x1; : : : ; xn составляют решение нашей
системы.)

3.10. Игра Эренфойхта

Вернёмся от алгебры к логике и сформулируем общий
критерий элементарной эквивалентности двух интерпре-
таций некоторой сигнатуры. Будем считать, что наша
сигнатура содержит только предикатные символы. (Это
ограничение не очень существенно, так как функцию
f(x1; : : : ; xn) можно заменить предикатом f(x1; : : : ; xn) =
= y, имеющим на один аргумент больше.) Кроме того,
будем считать, что сигнатура конечна (в некоторый мо-
мент наших рассуждений это будет существенно).



[п. 10] Игра Эренфойхта 143

Критерий будет сформулирован в терминах некото-
рой игры, называемой игрой Эренфойхта. В ней участ-
вуют два игрока, называемые Новатором (Н) и Консер-
ватором (К). Игра определяется выбранной парой интер-
претаций; как мы докажем, интерпретации элементарно
эквивалентны тогда и только тогда, когда К имеет вы-
игрышную стратегию в этой игре.

В начале игры Новатор объявляет натуральное чи-
сло k. Далее они ходят по очереди, начиная с Н; каждый
из игроков делает k ходов, после чего определяется по-
бедитель.

На i-м ходу Н выбирает элемент в одной из интерпре-
таций (в любой из двух, причём выбор может зависеть
от номера хода) и помечает его числом i. В ответ К вы-
бирает некоторый элемент из другой интерпретации и
также помечает его числом i. После k ходов игра закан-
чивается. При этом в каждой интерпретации k элементов
оказываются помеченными числами от 1 до k (мы не учи-
тываем, кто именно из игроков их пометил). Обозначим
эти элементы a1; a2; : : : ; ak (для первой интерпретации;
элемент ai имеет пометку i) и b1; b2; : : : ; bk (для второй).
Элементы ai и bi (с одним и тем же i) будем называть
соответствующими друг другу. Посмотрим, найдётся
ли предикат сигнатуры, который различает помеченные
элементы первой и второй интерпретации (то есть исти-
нен на некотором наборе помеченных элементов в одной
интерпретации, но ложен на соответствующих элементах
другой). Если такой предикат найдётся, то выигрывает
Новатор, в противном случае | Консерватор.

Прежде чем доказывать, что эта игра даёт крите-
рий элементарной эквивалентности, рассмотрим несколь-
ко простых примеров.

• Среди элементов a1; : : : ; ak и b1; : : : ; bk могут быть
одинаковые. Если в нашей сигнатуре есть предикат
равенства и в обеих интерпретациях он интерпре-
тируется как совпадение элементов, то Консерва-
тор обязан повторять ходы, если их повторил Но-
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ватор (скажем, если ai = aj , а bi 6= bj , то Новатор
выигрывает, поскольку предикат равенства исти-
нен в одной интерпретации, но ложен на соответ-
ствующих элементах другой).

• Если интерпретации изоморфны, то у Консервато-
ра есть очевидный способ выиграть: изоморфизм
заранее группирует все элементы в пары соответ-
ствующих. (Это согласуется с тем, что изоморфные
интерпретации элементарно эквивалентны.)

• Рассмотрим сигнатуру упорядоченных множеств
(предикаты = и <) и её естественные интерпрета-
ции в N и Z. Они не являются элементарно эквива-
лентными, поскольку среди натуральных чисел есть
наименьшее, а среди целых | нет. Покажем, что в
игре Эренфойхта для данных интерпретаций вы-
игрывает Новатор.

Н объявляет, что игра будет проведена в два хода
и на первом ходу помечает число 0 из интерпре-
тации N. В ответ К вынужден пометить некоторое
числоm из Z. На втором ходу Н помечает в Z неко-
торое число, меньшееm (например,m−1). ТеперьК
проигрывает при любом ответном ходе, поскольку
пометить число, меньшее нуля, он не может.

• Для той же сигнатуры рассмотрим интерпретации
в Z и Q. Эти интерпретации не элементарно экви-
валентны, поскольку порядок на рациональных чи-
слах плотен, а на целых | нет. Покажем, что в игре
Эренфойхта снова выигрывает Новатор.

Игра будет проходить в три хода. На первых двух
ходах Н помечает числа 0 и 1 из Z. К должен по-
метить некоторые элементы b1 и b2 из Q. При этом
должно быть b1 < b2 (иначе Н заведомо выиграет).
Тогда на третьем ходу Н помечает любое рацио-
нальное число, лежащее строго между b1 и b2. Так
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как между 0 и 1 нет натуральных чисел, К не мо-
жет соблюсти требования игры и проигрывает при
любом ходе.

• Рассмотрим теперь упорядоченные множества Z и
Z + Z. Как мы видели (с. 138), они элементарно
эквивалентны, и потому должна существовать вы-
игрышная стратегия для Консерватора. Как же он
должен играть? Кажется разумным поддерживать
одинаковые расстояния между соответствующими
элементами в Z и Z+Z. Проблема в том, что в Z+Z
некоторые расстояния бесконечны (между элемен-
тами разных слагаемых). Что же делать Консерва-
тору, если Новатор пометил два таких элемента?

К счастью для К, он знает заранее, сколько хо-
дов осталось до конца игры. Ясно, что если игра
скоро кончится, то Н не удастся отличить беско-
нечное расстояние от достаточно большого. Более
точно, если до конца игры остаётся s ходов, то К

может считать все расстояния, большие или рав-
ные 2s, бесконечно большими. В конце (при s = 0)
это означает, что все ненулевые расстояния отож-
дествляются (что правильно, так как в конце ва-
жен лишь порядок). Таким образом, К стремится
поддерживать такой «инвариант» (как сказали бы
программисты): соответствующие элементы в A и
в B идут в одном и том же порядке, и расстояния
между соответствующими парами соседей одинако-
вы (при этом все бесконечно большие расстояния
считаются одинаковыми). Ясно, что такая страте-
гия гарантирует ему выигрыш; надо лишь прове-
рить, что поддержать инвариант можно.

При очередном ходе Н возможны несколько случа-
ев. Н мог разбить «конечный» (меньший 2s, где s|
число оставшихся ходов) промежуток на две части.
В этом случае соответствующий промежуток в дру-
гом множестве также «конечен» и имеет ту же дли-
ну, так что К должен лишь выбрать элемент на том
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же расстоянии от концов. Пусть Н разбил «беско-
нечный» (длины 2s или больше) промежуток на две
части. Тогда хотя бы одна из частей будет иметь
длину 2s−1 или больше, то есть на следующем шаге
будет считаться «бесконечной». Если обе части «бес-
конечны» (с точки зрения следующего шага), то К
должен разбить «бесконечный» (длины 2s или более)
промежуток другого множества на две «бесконеч-
ные» (длины 2s−1 или более) части; это, очевидно,
возможно. Если одна часть «бесконечна», а другая
«конечна», то надо отложить то же «конечное» рас-
стояние в другом множестве. Наконец, обе части не
могут быть «конечными» (если каждая меньше 2s−1,
то в сумме будет меньше 2s).

Наконец, новый элемент мог быть больше (или
меньше) всех уже отмеченных элементов интерпре-
тации; в этом случае К должен отметить элемент
другой интерпретации, находящийся на том же рас-
стоянии от наибольшего (наименьшего) отмеченно-
го элемента (или на «бесконечном» расстоянии, если
такова была ситуация с выбранным Н элементом).

85. Кто выигрывает в игре Эренфойхта для упорядочен-
ных множеств (а) Z и R; (б) R и Q; (в) N и N + Z? Как он
должен играть?

Приведённые примеры делают правдоподобной связь
между наличием формулы, различающей интерпретации,
и выигрышной стратегии для Н. При этом число хо-
дов, которое понадобится Новатору, соответствует кван-
торной глубине различающей интерпретации формулы.
Кванторная глубина формулы определяется так:

• Глубина атомарных формул равна нулю.

• Глубина формул ' ∨  и ' ∧  равна максимуму
глубин формул ' и  .

• Глубина формулы ¬' равна глубине формулы '.
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• Глубина формул ∃� ' и ∀� ' на единицу больше глу-
бины формулы '.

Другими словами, глубина формулы | это наиболь-
шая «глубина вложенности» кванторов (максимальная
длина цепочки вложенных кванторов).

Рассмотрим позицию, которая складывается в игре
после k ходов Н и К (перед очередным ходом Н) и за l хо-
дов до конца игры (таким образом, общая длина игры
есть k + l). В этот момент в каждой из интерпретаций
совместными усилиями Н и К выбрано по k элементов.
Пусть это будут элементы a1; : : : ; ak в одной интерпре-
тации (назовём её A) и b1; : : : ; bk в другой (B).

Лемма. Если существует формула глубины l с параме-
трами x1; : : : ; xk, отличающая a1; : : : ; ak от b1; : : : ; bk, то
в указанной позиции Н имеет выигрышную стратегию;
в противном случае её имеет К.

Поясним смысл условия леммы. Пусть ' | формула
глубины l, все параметры которой содержатся в списке
x1; : : : ; xk. Тогда имеет смысл ставить вопрос о её ис-
тинности в интерпретации A при значениях параметров
a1; : : : ; ak, а также в интерпретации B при значениях па-
раметров b1; : : : ; bk. Если окажется, что в одном случае
формула ' истинна, а в другом ложна, то мы говорим,
что ' отличает a1; : : : ; ak от b1; : : : ; bk.

Пусть такая формула ' существует. Она представля-
ет собой логическую (бескванторную) комбинацию неко-
торых формул вида ∀�  и ∃� , где  | формула глуби-
ны l − 1. Хотя бы одна из формул, входящих в эту ком-
бинацию, должна также отличать a1; : : : ; ak от b1; : : : ; bk.
Переходя к отрицанию, можно считать, что эта формула
начинается с квантора существования. Пусть формула ',
имеющая вид

∃xk+1 (x1; : : : ; xk; xk+1);

истинна для a1; : : : ; ak и ложна для b1; : : : ; bk. Тогда най-
дётся такое ak+1, для которого в A истинно

 (a1; : : : ; ak; ak+1):
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Это ak+1 и будет выигрывающим ходом Новатора; при
любом ответном ходе bk+1 Консерватора формула

 (b1; : : : ; bk; bk+1)

будет ложной. Таким образом, некоторая формула глу-
бины l − 1 отличает a1; : : : ; ak; ak+1 от b1; : : : ; bk; bk+1 и
потому, рассуждая по индукции, мы можем считать, что
в оставшейся (l− 1)-ходовой игре Н имеет выигрышную
стратегию. (В конце концов мы придём к ситуации, когда
некоторая бескванторная формула отличает k+ l элемен-
тов в A от соответствующих элементов в B, то есть Н

выиграет.)
Обратное рассуждение (если наборы не отличимы ни-

какой формулой глубины l, то К имеет выигрышную
стратегию в оставшейся l-ходовой игре) аналогично, но
чуть более сложно. Здесь важно, что по существу есть
лишь конечное число различных формул глубины k.

Точнее говоря, будем называть две формулы (с па-
раметрами) эквивалентными, если они одновременно ис-
тинны или ложны в любой интерпретации на любой оцен-
ке. Поскольку сигнатура конечна, существует лишь ко-
нечное число атомарных формул, все параметры кото-
рых содержатся среди u1; : : : ; us. Существует лишь ко-
нечное число булевых функций с данным набором ар-
гументов, поэтому существует лишь конечное число не-
эквивалентных бескванторных формул, все параметры
которых содержатся среди u1; : : : ; us. Отсюда следует,
что существует лишь конечное число неэквивалентных
формул вида

∃us  (u1; : : : ; us);

и потому лишь конечное число неэквивалентных фор-
мул глубины 1, параметры которых содержатся среди
u1; : : : ; us−1. (Здесь мы снова используем утверждение о
конечности числа булевых функций с данным конечным
списком аргументов, а также возможность переименовы-
вать переменную под квантором, благодаря которой мы
можем считать, что эта переменная есть us.) Продолжая
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эти рассуждения, мы заключаем, что для любого l и для
любого набора переменных u1; : : : ; un существует лишь
конечное число неэквивалентных формул глубины l, все
параметры которых содержатся среди u1; : : : ; un. (Здесь
мы существенно используем конечность сигнатуры.)

Теперь можно закончить рассуждения про игру Эрен-
фойхта. Пусть элементы a1; : : : ; ak нельзя отличить от
элементов b1; : : : ; bk с помощью формул глубины l. Опи-
шем выигрышную стратегию для К. Пусть Н выбрал
произвольный элемент в одной из интерпретаций, ска-
жем, ak+1. Рассмотрим все формулы глубины l − 1
с k + 1 параметрами (с точностью до эквивалентности
их конечное число); некоторые из них будут истинны на
a1; : : : ; ak+1, а некоторые ложны. Тогда формула, утвер-
ждающая существование ak+1 с ровно такими свойства-
ми (после квантора существования идёт конъюнкция всех
истинных формул и отрицаний всех ложных) будет фор-
мулой глубины l, истинной на a1; : : : ; ak. По предположе-
нию эта формула должна быть истинной и на b1; : : : ; bk,
и потому существует bk+1 с теми же свойствами, что
и ak+1. Этот элемент bk+1 и должен пометить К. Те-
перь предположение индукции позволяет заключить, что
в возникшей позиции (где до конца игры l− 1 ходов) у К
есть выигрышная стратегия.

Лемма доказана. Её частным случаем является обе-
щанный критерий элементарной эквивалентности:

Теорема 41. Интерпретации A и B элементарно экви-
валентны тогда и только тогда, когда в соответствующей
игре Эренфойхта выигрывает Консерватор.

86. Покажите, что условие конечности сигнатуры суще-
ственно (без него из элементарной эквивалентности не следу-
ет существование выигрышной стратегии для К).

Заметим, что в некоторых случаях (например, для Z
и Z + Z) игра Эренфойхта даёт нам новый способ дока-
зательства элементарной эквивалентности.

3.11. Понижение мощности
В этом разделе мы опишем приём, позволяющей в ин-

терпретации большой мощности выделять часть, кото-
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рая будет элементарно эквивалентна исходной (и, более
того, исходная будет её элементарным расширением в
смысле определения на с. 140). Например, во всяком бес-
конечном упорядоченном множестве этот приём позво-
лит найти счётное подмножество, элементарно эквива-
лентное исходному как интерпретация сигнатуры (=; <).

С помощью этой конструкции (составляющей содер-
жание теоремы Левенгейма {Сколема об элементарной
подмодели) легко дать обещанное на с. 116 другое до-
казательство того, что любые два плотно упорядоченных
множества без первого и последнего элемента элементар-
но эквивалентны. В самом деле, выберем в них счётные
части, элементарно эквивалентные целым множествам.
Эти части будут плотными и не будут иметь первого
и последнего элементов, так как эти свойства записы-
ваются формулами. Как известно (см., например, [6]),
любые два счётных плотных упорядоченных множества
без первого и последнего элемента изоморфны, и потому
(теорема 35, с. 137) элементарно эквивалентны. Следо-
вательно, и исходные множества будут элементарно эк-
вивалентны.

Прежде всего уточним слова «часть интерпретации».
Если сигнатура состоит только из предикатных симво-
лов, то проблем нет: взяв произвольное непустое под-
множество X произвольной интерпретации, мы можем
ограничить предикаты на X и получить новую интер-
претацию. Если в сигнатуре есть функциональные сим-
волы, мы должны ещё потребовать, чтобы X было за-
мкнуто относительно соответствующих функций (значе-
ния функций на элементах подмножества X должны ле-
жать в X). Возникающая при этом интерпретация с но-
сителем X называется подструктурой исходной.

Теорема 42 (Левенгейма {Сколема об элементарной под-
модели). Пусть имеется конечная или счётная сигнату-
ра � и некоторая бесконечная интерпретация M этой
сигнатуры. Тогда можно указать счётное подмножество
подмножество M ′ ⊂ M , которое будет подструктурой
M (замкнуто относительно сигнатурных функций) и для
которого M будет элементарным расширением M ′.
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C Начнём с первого требования теоремы: M ′ должно
быть подструктурой. Само по себе его выполнить легко,
как говорит следующая лемма.

Лемма 1. Пусть A ⊂M | произвольное конечное или
счётное множество. Тогда существует конечное или счёт-
ное множество B ⊂ M , содержащее A, которое являет-
ся подструктурой (замкнуто относительно сигнатурных
функций в M).

Утверждение леммы почти очевидно: надо добавить
к A результаты применения всех функций к его элемен-
там, потом результаты применения всех функций к до-
бавленным элементам и так счётное число раз. (Другими
словами, надо добавить значения всех термов сигнатуры
на оценках, при которых индивидные переменные прини-
мают значения в A.) Ясно, что получится конечное или
счётное множество, так как на каждом шаге расшире-
ния добавляется счётное множество новых элементов и
шагов счётное число. (Можно заметить также, что тер-
мов счётное число.) Лемма 1 доказана.

Замкнутость подмножества A множества M относи-
тельно сигнатурных функций позволяет рассматривать
интерпретацию с носителем A и с индуцированными
изM функциями и предикатами. Однако она, конечно, не
обязана быть элементарно эквивалентной M , как пока-
зывает множество очевидных примеров. (Если, скажем,
в сигнатуре нет функций, а одни предикаты, то любое
подмножество будет замкнуто.)

Поэтому нам необходимо ещё одно свойство замкну-
тости. Пусть A | некоторое подмножество M (напом-
ним, что мы рассматриваем интерпретацию сигнатуры �
с носителем M). Множество A назовём экзистенциаль-

но замкнутым, если для всякой формулы '(x; x1; : : : ; xn)
сигнатуры � и для любых элементов a1; : : : ; an ∈ A вы-
полнено такое утверждение: если существуетm ∈M , для
которого (в M) истинно '(m; a1; : : : ; an), то элемент m
с таким свойством можно выбрать и внутри A.

(Более формально следовало бы сказать, что для вся-
кой формулы ', параметры которой содержатся среди
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x; x1; : : : ; xn, и для любых элементов a1; : : : ; an ∈ A вы-
полнено такое утверждение: если существует m ∈ M ,
для которого ' истинна в интерпретации M на оценке
(x 7→ m;x1 7→ a1; : : : ; xn 7→ an), то существует и элемент
m ∈ A с тем же свойством.)

Обратите внимание, что в этом определении (в отли-
чие от формулировки теоремы) не идёт речь об истин-
ности какой бы то ни было формулы в A| только об ис-
тинности в M . В нём говорится примерно вот что: если
вообще (во всём M) найдётся элемент, связанный неким
формульным отношением с элементами a1; : : : ; an ∈ A, то
такой элемент найдётся и внутри самого A.

Лемма 2. Пусть A ⊂M | произвольное конечное или
счётное множество. Тогда существует конечное или счёт-
ное множество B ⊂M , содержащее A, являющееся экзи-
стенциально замкнутым.

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству
предыдущей леммы: формул ' счётное число и конечных
наборов элементов из A тоже счётное число. Поэтому
можно посмотреть, в каких случаях элементm из опреде-
ления экзистенциальной замкнутости существует, и до-
бавить один из таких элементов (здесь используется ак-
сиома выбора). Один раз так сделать недостаточно, так
как добавленные элементы также могут использоваться
в качестве a1; : : : ; an в определении, поэтому такую про-
цедуру надо повторить счётное число раз и взять объеди-
нение полученных множеств. Оно уже будет экзистенци-
ально замкнуто (любой набор получается на конечном
шаге и на следующем шаге он обслуживается, если нуж-
но). Лемма 2 доказана.

На самом деле леммы 1 и 2 можно соединить.
Лемма 3. Пусть A ⊂ M | произвольное конечное

или счётное множество. Тогда существует конечное или
счётное множество B ⊂ M , содержащее A, замкнутое
относительно сигнатурных функций и экзистенциально
замкнутое.

В самом деле, чтобы получить такое множество B, до-
статочно чередовать шаги замыкания относительно сиг-
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натурных функций и экзистенциального замыкания, а
потом взять объединение полученной последовательно-
сти множеств. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть M ′ ⊂ M замкнуто относительно сиг-
натурных функций и экзистенциально замкнуто. Тогда
M является элементарным расширением M ′.

Отсюда уже вытекает утверждение теоремы 42: при-
меним лемму 3 к некоторому счётному подмножеству
множества M , а затем воспользуемся леммой 4.

Доказательство леммы 4 также довольно просто. На-
помним определение элементарного расширения: требу-
ется, чтобы

M ′ � '(a1; : : : ; an) ⇔ M � '(a1; : : : ; an)

для любой формулы '(x1; : : : ; xn) и для любых элементов
a1; : : : ; an ∈M ′.

(Формально следовало бы сказать: для любой форму-
лы с параметрами и любой оценки, при которой все пара-
метры принимают значения в M ′, истинность этой фор-
мулы в M ′ на этой оценке равносильна истинности той
же формулы в M на той же оценке.)

Будем доказывать это индукцией по построению фор-
мулы '. Для атомарных формул это очевидно: значения
термов не зависят от того, проводим ли мы вычисления
в M или M ′, а предикаты на M ′ индуцированы из M .

Если формула ' есть конъюнкция, дизъюнкция, им-
пликация или отрицание, то её истинность как в M , так
и в M ′ определяется истинностью её частей (и можно
сослаться на предположение индукции).

Единственный нетривиальный случай | если форму-
ла ' начинается с квантора. Мы можем сократить се-
бе работу и рассматривать только квантор существова-
ния, так как ∀� можно заменить на ¬∃�¬. Итак, пусть
'(x1; : : : ; xn) имеет вид

∃x (x; x1; : : : ; xn):

Если M ′ � '(a1; : : : ; an) для некоторых a1; : : : ; an ∈ M ′,
то по определению истинности найдётся элементm ∈M ′,
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для которого M ′ �  (m; a1; : : : ; an). Тогда по предполо-
жению индукции (формула  короче формулы ') мож-
но перейти к большей интерпретации и заключить, что
M �  (m; a1; : : : ; an), и потому по определению истинно-
стиM � '(a1; : : : ; an). Обратное рассуждение просто так
не проходит, поскольку существующий элемент m суще-
ствует в M , а не в M ′, и предположение индукции при-
менить нельзя. Однако ровно для этого у нас есть требо-
вание экзистенциальной замкнутости, которое позволяет
заменить элемент m на другой элемент из M ′ и завер-
шить доказательство. B

Вот пример применения теоремы Левенгейма {Сколе-
ма в алгебре: существует алгебраически замкнутое счёт-
ное подполе поля C комплексных чисел. (В самом де-
ле, требование алгебраической замкнутости можно запи-
сать в виде счётной последовательности формул | по од-
ной для каждой степени многочлена. Аксиомы поля так-
же можно записать в виде формул. Значит, счётная эле-
ментарная подмодель поля C будет также алгебраически
замкнутым полем.)

Впрочем, алгебраистов такое применение скорее на-
смешит| они и так знают, что алгебраические элементы
поля C (корни многочленов с целыми коэффициентами)
образуют счётное алгебраически замкнутое поле.

Любопытный парадокс связан с попытками приме-
нить теорему Левенгейма {Сколема в теории множеств.
Представим себе интерпретацию языка теории множеств
(предикаты = и ∈), носителем которой является мно-
жество всех множеств. Такого множества, строго гово-
ря, не бывает, но если про это забыть и применить тео-
рему Левенгейма {Сколема об элементарной подмодели,
то можно оставить лишь счётное число множеств так,
чтобы истинность утверждений теории множеств не из-
менилась. Но среди этих утверждений есть и утвержде-
ние о существовании несчётного множества | как же
так? Это рассуждение содержит столько пробелов, что
указать один из них совсем нетрудно. Тем не менее оно
может быть переведено в аксиоматическую теорию мно-
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жеств и даёт интересные (хотя уже не парадоксальные)
результаты.

Два дополнительных замечания усиливают теорему
Левенгейма {Сколема. Во-первых, легко видеть, что для
всякого конечного или счётного подмножества A ⊂ M
найдётся счётная элементарная подструктура M ′ ⊂ M ,
содержащая все элементы A. (В самом деле, процесс за-
мыкания, использованный при доказательстве, можно на-
чинать с множества A.)

Во-вторых, можно отказаться от требования счётно-
сти сигнатуры и сказать так: для всякого подмножества
A ⊂ M найдётся элементарная подструктура M ′ ⊂ M ,
содержащая A, мощность которой не превосходит мак-
симума из ℵ0, мощности множества A и мощности сиг-
натуры. В самом деле, и конструкция замыкания относи-
тельно сигнатурных операций, и конструкция экзистен-
циального замыкания, и счётное объединение возраста-
ющей цепи не выводят мощность за пределы указанно-
го максимума, поскольку и формулы, и термы являются
конечными последовательностями символов сигнатуры и
счётного числа других символов (см. подробнее в [6]); то
же самое можно сказать о числе возможных наборов зна-
чений параметров.

Мы научились уменьшать мощность структуры, не
меняя множества истинных в ней формул. Можно, напро-
тив, увеличивать мощность (соответствующее утвержде-
ние иногда называют теоремой Левенгейма {Сколема об
элементарном расширении). Но эта конструкция исполь-
зует теорему компактности для языков первого порядка,
которая в свою очередь вытекает из теоремы Гёделя о
полноте. Поэтому мы отложим обсуждение этого утвер-
ждения до следующей главы.



4. Исчисление предикатов

4.1. Общезначимые формулы

Исчисление высказываний (глава 2) позволяло выво-
дить все тавтологии из некоторого набора базисных тав-
тологий (названных аксиомами) с помощью некоторых
правил вывода (на самом деле единственного правила mo-
dus ponens). Сейчас мы хотим решить аналогичную за-
дачу для формул первого порядка. Соответствующее ис-
числение называется исчислением предикатов.

Пусть фиксирована некоторая сигнатура �. Формула
' этой сигнатуры (возможно, с параметрами) называется
общезначимой, если она истинна в любой интерпретации
сигнатуры � на любой оценке.

Общезначимые формулы в логике предикатов игра-
ют ту же роль, что тавтологии в логике высказываний.
Между ними есть и формальная связь: если взять любую
тавтологию и вместо входящих в неё пропозициональных
переменных подставить произвольные формулы сигнату-
ры �, получится общезначимая формула. В самом деле,
пусть есть некоторая интерпретация сигнатуры � и не-
которая оценка (то есть фиксированы значения индивид-
ных переменных). Тогда каждая из подставленных фор-
мул станет истинной или ложной, а значение всей форму-
лы определяется с помощью таблиц истинности для логи-
ческих связок, то есть по тем же правилам, что в логике
высказываний.

Конечно, бывают и другие общезначимые формулы,
не являющиеся частным случаями пропозициональных
тавтологий. Например, формула

∀xA(x)→ ∃yA(y)

общезначима (здесь существенно, что носитель любой
интерпретации непуст). Другие примеры общезначимых
формул (во втором случае ' | произвольная формула):

∃y ∀xB(x; y)→ ∀x∃y B(x; y); ¬∀x¬'→ ∃x':
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87. Будет ли общезначима формула (а) ∀x∃y B(x; y) →
→ ∃y ∀xB(x; y); (б) ¬∀x∃y B(x; y) → ∃x∀y ¬B(x; y)?

Многие вопросы можно сформулировать как вопросы
об общезначимости некоторых формул. Например, мож-
но записать свойства рефлексивности, транзитивности и
антисимметричности в виде формул R, T и A сигнатуры
(=; <) и затем написать формулу

R ∧ T ∧A→ ∃x∀y ((y < x) ∨ (y = x)):

Общезначимость этой формулы означала бы, что лю-
бое линейно упорядоченное множество имеет наиболь-
ший элемент, так что она не общезначима.

88. Напишите формулы R; T;A и проверьте, что приве-
дённая нами формула не общезначима, хотя истинна во всех
конечных интерпретациях.

89. Известно, что формула истинна во всех конечных и
счётных интерпретациях. Можно ли из этого заключить, что
она общезначима? (Указание: воспользуйтесь теоремой Ле-
венгейма { Сколема об элементарной подмодели.)

Две формулы ' и  (с параметрами или без) называ-
ются эквивалентными, если в любой интерпретации и на
любой оценке, на которой истинна одна из них, истинна
и другая. Это определение равносильно такому: форму-
ла ' ↔  общезначима. Здесь, напомним, ' ↔  есть
сокращение для (('→  ) ∧ ( → ')).

Общезначимость любой формулы ' очевидно равно-
сильна общезначимости её замыкания | формулы, кото-
рая получится, если слева к ' приписать кванторы все-
общности по всем параметрам.

Двойственное к общезначимости понятие | выпол-
нимость. Формула называется выполнимой, если она ис-
тинна в некоторой интерпретации на некоторой оценке.
Очевидно, формула ' общезначима тогда и только тогда,
когда формула ¬' не является выполнимой.

90. Закончите утверждение: выполнимость формулы с па-
раметрами равносильна выполнимости замкнутой формулы,
которая получится, если : : :

Чтобы проверить, является ли формула тавтологией,
достаточно подставить в неё все возможные наборы зна-
чений переменных. Хотя этот процесс может быть на
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практике невыполним (наборов слишком много), теоре-
тически мы имеем простой алгоритм проверки, является
ли формула тавтологией. Для общезначимых формул в
общем случае такого алгоритма не существует, как мы
увидим в разделе 5.4 (теорема Чёрча, с. 232); разрешаю-
щий алгоритм есть только для очень ограниченных клас-
сов формул. Например, если сигнатура содержит только
нульместные предикатные символы, то задача по суще-
ству сводится к проверке тавтологичности (в этом слу-
чае кванторы фиктивны). Чуть более сложен случай с
одноместными предикатами.

91. Пусть сигнатура � содержит только одноместные пре-
дикаты. Докажите, что всякая выполнимая формула этой сиг-
натуры, содержащая n различных предикатов, выполнима в
некоторой конечной интерпретации, содержащей не более 2n

элементов. Как использовать этот факт для алгоритмической
проверки выполнимости формул такой сигнатуры?

Мы вернёмся к этому вопросу в разделе 5.4 (с. 229) и
увидим, что разрешимость сохраняется при добавлении
аксиом равенства.

4.2. Аксиомы и правила вывода

Возвратимся к нашей задаче: какие аксиомы и прави-
ла вывода нам нужны, чтобы получить все общезначи-
мые формулы некоторой сигнатуры �? Естественно ис-
пользовать все схемы аксиом (1) { (11) исчисления выска-
зываний (раздел 2.1), но только вместо букв A, B и C
теперь можно подставлять произвольные формулы сиг-
натуры �. Теорема о полноте исчисления высказываний
гарантирует, что после этого мы сможем вывести лю-
бой частный случай любой пропозициональной тавтоло-
гии (то есть любую формулу, которая получается из про-
позициональной тавтологии заменой пропозициональных
переменных на формулы сигнатуры �). В самом деле,
возьмём вывод этой тавтологии в исчислении высказы-
ваний (которое, как мы знаем, полно) и выполним соот-
ветствующую замену во всех формулах этого вывода.

Почти столь же просто понять, что ничего другого
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такие аксиомы не дадут: если пользоваться лишь схема-
ми аксиом (1) { (11), разрешая брать в них в качестве A,
B, C произвольные формулы сигнатуры �, а в качестве
правила вывода использовать modus ponens, то все вы-
водимые формулы будут частными случаями пропозици-
ональных тавтологий. В самом деле, если какая-то под-
формула начинается с квантора, то в выводе она может
встречаться только как единое целое, то есть такая под-
формула ведёт себя как пропозициональная переменная.

92. Проведите это рассуждение аккуратно.

Это наблюдение скорее тривиально, чем удивитель-
но | если среди наших аксиом и правил вывода нет ни-
чего о смысле кванторов, то формулы, начинающиеся с
кванторов, будут вести себя как неделимые блоки. Таким
образом, нам нужны аксиомы и правила вывода, отража-
ющие интуитивный смысл кванторов.

Вспомним, как выглядели аксиомы исчисления выска-
зываний. У нас было два типа аксиом для конъюнкции и
дизъюнкции: одни говорили, что из них следует (напри-
мер, из A ∧ B следовало B), а другие | как их мож-
но доказать (например, аксиома (A → (B → (A ∧ B)))
говорила, что для доказательства (A ∧ B) надо дока-
зать A и B). Кванторы всеобщности и существования в
некотором смысле аналогичны конъюнкции и дизъюнк-
ции, и аксиомы для них тоже будут похожими. Например,
среди аксиом будет формула

∀xA(x)→ A(t);

где A | одноместный предикатный символ нашей сиг-
натуры, а t | константа, переменная или вообще любой
терм. (Если A верно для всех x, то оно должно быть вер-
но и для нашего конкретного t. Можно сказать и так: из
«бесконечной конъюнкции» всех A(x) вытекает один из
её членов.)

Конечно, такую аксиому надо иметь не только для од-
номестного предикатного символа A, но для любой фор-
мулы ', любой переменной � и любого терма t. Есте-
ственно сказать, что если ' | любая формула, а t |
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любой терм, то формула

∀� '→ '(t=�);

где '(t=�) обозначает результат подстановки t вместо
всех вхождений переменной � в формулу ', является ак-
сиомой. (Запись '(t=�) можно читать как «фи от тэ вме-
сто кси».)

К сожалению, всё не так просто. Например, если фор-
мула ' имеет вид

A(x) ∧ ∃xB(x; x);

то подстановка терма f(y) вместо x даст абсурдное вы-
ражение

A(f(y)) ∧ ∃f(y)B(f(y); f(y));
вообще не являющееся формулой. А если подставить f(y)
только внутри A и B, то получится выражение

A(f(y)) ∧ ∃xB(f(y); f(y));

которое хотя и будет формулой, но имеет совсем не тот
смысл, который нам нужен.

Конечно, в данном случае по смыслу ясно, что подста-
влять f(y) надо лишь вместо самого первого вхождения
переменной x. Но если мы хотим определить формальную
систему аксиом и правил вывода, то надо дать формаль-
ные определения.

Для каждого квантора в формуле рассмотрим его
область действия | начинающуюся с него подформулу.
Свободным вхождением индивидной переменной в фор-
мулу называется вхождение, не попадающее в область
действия одноимённого квантора. Легко понять, что это
определение можно переформулировать индуктивно:

• любое вхождение переменной в терм или атомарную
формулу свободно;

• свободные вхождения переменной в формулу ' яв-
ляются её свободными вхождениями в формулу ¬';
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• свободные вхождения любой переменной в одну из
формул ' и  являются свободными вхождениями
в (' ∧  ), (' ∨  ) и ('→  );

• переменная � не имеет свободных вхождений в фор-
мулы ∀� ' и ∃� '; свободные вхождения остальных
переменных в ' являются свободными вхождения-
ми в эти две формулы.

Сравнивая это определение с индуктивным определе-
нием параметров формулы в разделе 3.2, мы видим, что
параметры | это переменные, имеющие свободные вхо-
ждения в формулу.

Вхождения переменной, не являющиеся свободными
(в том числе стоящие рядом с квантором) называют свя-
занными. Например, переменная x имеет одно свободное
и три связанных вхождения в формулу A(x)∧ ∃xB(x; x).

Теперь можно внести поправку в сказанное выше и
считать, что аксиомами являются формулы

∀� '→ '(t=�);

где '(t=�) есть результат подстановки t вместо всех сво-
бодных вхождений переменной �. Однако такой оговорки
недостаточно, как показывает следующий пример.

Подставляя f(y) вместо x в формулу ∀z B(x; z), мы
получаем (в полном согласии с нашей интуицией) форму-
лу ∀z B(f(y); z). Теперь рассмотрим формулу ∀y B(x; y),
которая отличается от ∀z B(x; z) лишь именем связанной
переменной и должна иметь тот же смысл. Переменная x
в ней по-прежнему свободна, но подстановка f(y) вме-
сто x даёт формулу ∀y B(f(y); y), в которой f(y) неожи-
данно для себя попадает в область действия квантора
по y. Такое явление иногда называют коллизией пере-

менных ; при этом подстановка даёт формулу, имеющую
совсем не тот смысл, какой мы хотели.

93. Приведите пример формулы вида ∀� ' → '(t=�); в ко-
торой происходит коллизия переменных и которая не являет-
ся общезначимой. (Ответ: ∀x∃y A(x; y) → ∃yA(y; y).)



162 Исчисление предикатов [гл. 4]

Поэтому нам придётся принять ещё одну меру предо-
сторожности и формально определить понятие коррект-
ной подстановки терма вместо переменной. Мы будем
говорить, что подстановка терма t вместо переменной �
корректна, если в процессе текстуальной замены всех
свободных вхождений переменной � на терм t никакая
переменная из t не попадает в область действия одно-
имённого квантора.

Педантичный читатель мог бы попросить доказать,
что результат такой подстановки будет формулой. Это
проще всего сделать так: дать индуктивное определение
корректной подстановки, равносильное исходному.

Сначала определим индуктивно результат подстанов-
ки терма t вместо переменной � в терм u; этот результат
будем обозначать u(t=�):

• �(t=�) есть t; для любой переменной �, отличной
от �, мы полагаем �(t=�) равным �.

• если f есть k-местный функциональный символ, а
t1; : : : ; tk | термы, то

f(t1; : : : ; tk)(t=�) = f(t1(t=�); : : : ; tk(t=�)):

Теперь индуктивное определение продолжается для
формул:

• для атомарных формул: если R есть k-местный пре-
дикатный символ, а t1; : : : ; tk | термы, то

R(t1; : : : ; tk)(t=�) = R(t1(t=�); : : : ; tk(t=�))

и подстановка является корректной;

• подстановка терма t вместо переменной � в форму-
лу ¬' корректна, если она корректна для формулы
', при этом

[¬'](t=�) = ¬['(t=�)]

(квадратные скобки указывают порядок действий,
не являясь частью формулы);
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• подстановка терма t вместо переменной � в форму-
лу ('∧ ) корректна, если она корректна для обеих
формул ' и  , при этом

(' ∧  )(t=�) = ('(t=�) ∧  (t=�));

аналогично для формул (' ∨  ) и ('→  );

• наконец, подстановка t вместо � в формулу ∀� '
корректна в двух случаях:

(1) если � не является параметром формулы ∀� '
(это возможно, когда � не является параметром '
или когда � совпадает с �); при этом подстановка
ничего не меняет в формуле;

(2) переменная � является параметром формулы
∀� ', но переменная � не входит в терм t и под-
становка '(t=�) корректна; при этом

[∀� '](t=�) = ∀� ['(t=�)]:

Аналогично определяется корректная подстановка
в формулу ∃�'.

Главная часть в этом определении | последний его
пункт, который, во-первых, говорит, что вместо связан-
ных вхождений переменных ничего подставлять не надо,
а во-вторых, требует, чтобы при корректной подстанов-
ке переменные из терма t не подпадали под действие од-
ноимённых кванторов.

После всех этих приготовлений мы можем сформули-
ровать две оставшиеся схемы аксиом исчисления преди-
катов: формула

(12) ∀� '→ '(t=�)
и двойственная ей формула

(13) '(t=�)→ ∃� '
будут аксиомами исчисления предикатов, если указанные
в них подстановки корректны.



164 Исчисление предикатов [гл. 4]

Два частных случая, когда подстановка заведомо кор-
ректна: во-первых, можно безопасно подставлять кон-
станту (или любой терм без параметров), во-вторых, под-
становка переменной вместо себя всегда корректна (и ни-
чего не меняет в формуле).

Отсюда следует, что формулы ∀� ' → ' и ' → ∃� '
будут аксиомами исчисления предикатов (для любой фор-
мулы ' и переменной �).

Нужны ли нам ещё какие-нибудь аксиомы и прави-
ла вывода? Конечно, нужны, поскольку уже сформули-
рованные аксиомы не полностью отражают смысл кван-
торов. (Например, они вполне согласуются с таким по-
ниманием этого смысла: формула ∀� ' всегда ложна, а
формула ∃� ' всегда истинна.) Поэтому мы введём в наше
исчисление два правила вывода, называемые правилами
Бернайса, и на этом определение исчисления предикатов
будет завершено. (Позже мы рассмотрим дополнитель-
ные аксиомы, отражающие специальный статус преди-
ката равенства, см. раздел 5.1).

Если переменная � не является параметром форму-
лы  , то правила Бернайса разрешают такие переходы:

 → '

 → ∀� '
'→  

∃� '→  

Мы говорим, что стоящая снизу от черты (в каждом из
правил) формула получается по соответствующему пра-
вилу из верхней. Соответственно дополняется и опреде-
ление вывода как последовательности формул, в которой
каждая формула либо является аксиомой, либо получает-
ся из предыдущих по одному из правил вывода (раньше
было только правило MP, теперь добавились два новых
правила).

Поясним интуитивный смысл этих правил. Первое го-
ворит, что если из  следует ', причём в ' есть пара-
метр �, которого нет в  , то это означает, что форму-
ла ' истинна при всех значениях параметра �, если толь-
ко формула  истинна.
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Используя первое правило Бернайса, легко установить
допустимость правила обобщения

'

∀� '
(Gen)

(если в исчислении предикатов выводима формула сверху
от черты, то выводима и формула снизу). В самом де-
ле, возьмём какую-нибудь выводимую формулу  без па-
раметров (например, аксиому, в которой вместо A, B
и C подставлены замкнутые формулы). Раз выводима
формула ', то выводима и формула  → ' (поскольку
' → ( → ') является тавтологией и даже аксиомой).
Теперь по правилу Бернайса выводим  → ∀� ' и приме-
няем правило MP к этой формуле и к формуле  .

Правило (Gen) (от Generalization | обобщение) коди-
фицирует стандартную практику рассуждений: мы до-
казываем какое-то утверждение ' со свободной перемен-
ной �, после чего заключаем, что мы доказали ∀� ', так
как � было произвольным.

Второе правило Бернайса также вполне естественно:
желая доказать  в предположении ∃� ', мы говорим:
пусть такое � существует, возьмём его и докажем  (то
есть докажем '→  со свободной переменной �).

94. Покажите, что класс выводимых в исчислении преди-
катов формул не изменится, если мы вместо правил Бернайса
добавим туда правило обобщения и две аксиомы

∀� ( → ') → ( → ∀� ')

и
∀� ('→  ) → (∃� '→  )

(в которых требуется, чтобы переменная � не была параме-
тром формулы  ).

Как и в случае исчисления высказываний, перед нами
стоят две задачи: надо доказать корректность исчисле-
ния предикатов (всякая выводимая формула общезначи-
ма) и его полноту (всякая общезначимая формула выво-
дима). Этим мы и займёмся в следующих разделах.
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4.3. Корректность исчисления предикатов

Теорема 43. Всякая выводимая в исчислении предика-
тов формула является общезначимой.

C Для исчисления высказываний проверка коррект-
ности была тривиальной | надо было по таблице про-
верить, что все аксиомы (1) { (11) являются тавтология-
ми. С этими аксиомами и сейчас нет проблем. Но в двух
следующих аксиомах есть ограничение на корректность
подстановки, без которого они могут не быть общезна-
чимыми. Естественно, это ограничение должно быть ис-
пользовано и в доказательстве корректности, и это по-
требует довольно скучных рассуждений | тем более
скучных, что сам факт кажется ясным и так. Тем не ме-
нее такие рассуждения надо уметь проводить, так что
мы ничего пропускать не будем.

Итак, пусть фиксирована сигнатура �, а также неко-
торая интерпретация этой сигнатуры. Всюду далее, го-
воря о термах и формулах, мы имеем в виду термы и фор-
мулы этой сигнатуры, а говоря об их значениях, имеем
в виду значения в этой интерпретации.

Лемма 1. Пусть u и t | термы, а � | переменная.
Тогда

[u(t=�)](�) = [u](� + (� 7→ [t](�)))

для произвольной оценки �.

Напомним обозначения: в левой части мы подставля-
ем t вместо � в терм u, и берём значение получившего-
ся терма на оценке �. В правой части стоит значение
терма u на оценке, которая получится из �, если значе-
ние переменной � изменить и считать равным значению
терма t на оценке �.

В сущности, это утверждение совершенно тривиаль-
но: оно говорит, например, что значение sin(cos(x)) при
x = 2 равно значению sin(y) при y = cos(2). Но раз уж
мы взялись всё доказывать формально, докажем его ин-
дукцией по построению терма u. Если терм u есть пере-
менная, отличная от �, то ни подстановка, ни изменение
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оценки не сказываются на значении терма u. Для слу-
чая u = � получаем [t](�) слева и справа. Если терм полу-
чается из других термов применением функционального
символа, то подстановка выполняется отдельно в каждом
из этих термов, так что искомое равенство также сохра-
няется. Лемма 1 доказана.

Аналогичное утверждение для формул таково:
Лемма 2. Пусть ' | формула, t | терм, а � | пе-

ременная, причём подстановка t вместо � в формулу '
корректна. Тогда

['(t=�)](�) = ['](� + (� 7→ [t](�)))

для произвольной оценки �.
Поясним смысл этой леммы на примере. Пусть � явля-

ется единственным параметром формулы ', а c | кон-
станта. Тогда формула '(c=�) замкнута; лемма утвер-
ждает, что её истинность равносильна истинности ' на
оценке, при которой значение переменной � есть элемент
интерпретации, соответствующий константе c.

Доказательство леммы проведём индукцией по по-
строению формулы '. Для атомарных формул это утвер-
ждение является прямым следствием леммы 1. Кроме то-
го, из определения истинностного значения формулы и
из определения подстановки ясно, что если утверждение
леммы 2 верно для двух формул '1 и '2, то оно верно
для их любой их логической комбинации (конъюнкции,
дизъюнкции и импликации); аналогично для отрицания.

Единственный нетривиальный случай | формула, на-
чинающаяся с квантора. Здесь наши определения вступа-
ют в игру. Пусть ' имеет вид ∀�  . Есть два принципи-
ально разных случая: либо � является параметром фор-
мулы ' (т. е. формулы ∀�  ), либо нет. Во втором случае
'(t=�) совпадает с ', а изменение значения переменной �
в оценке � не влияет на значение формулы ', так что
всё сходится. Осталось разобрать случай, когда � явля-
ется параметром формулы ∀�  (отсюда следует, что �
не совпадает с �). По определению корректной подста-
новки, в этом случае переменная � не входит в терм t и
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подстановка  (t=�) корректна. Тогда

[(∀�  )(t=�)](�) = [∀� ( (t=�))](�) =
= ∧m[ (t=�)](� + (� 7→ m)) =

= ∧m[ ](� + (� 7→ m) + (� 7→ [t](� + (� 7→ m)))):

Мы воспользовались определением подстановки, опреде-
лением истинности (∧m означает конъюнкцию по всем
элементам из носителя интерпретации) и предположени-
ем индукции для формулы  . Теперь надо заметить, что
переменная � не входит в t по предположению коррект-
ности, и потому значение терма t не изменится, если за-
менить � + (� 7→ m) на �. Далее, � и � различны, по-
этому два изменения в � можно переставить местами.
Используя эти соображения, можно продолжить цепочку
равенств:

= ∧m[ ](� + (� 7→ [t](�)) + (� 7→ m)) =

= [∀�  ](� + (� 7→ [t](�))) =

= ['](� + (� 7→ [t](�)));

что и требовалось. Случай формулы вида ∃�  разбира-
ется аналогично, надо только ∧m заменить на ∨m. Лем-
ма 2 доказана.

Теперь уже ясно, почему формула

∀� '→ '(t=�)

будет истинна на любой оценке � (если подстановка кор-
ректна). В самом деле, если левая часть импликации ис-
тинна на �, то ' будет истинна на любой оценке �′, ко-
торая отличается от � лишь значением переменной �. В
частности, ' будет истинна и на оценке � + (� 7→ [t](�)),
что по только что доказанной лемме 2 означает, что пра-
вая часть импликации истинна на �.

Общезначимость формулы

'(t=�)→ ∃� '

доказывается аналогично.
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Нам осталось проверить, что правила вывода сохра-
няют общезначимость. Для правила MP это очевидно
(как и в случае исчисления высказываний). Проверим это
для правил Бернайса. Это совсем несложно, так как здесь
нет речи ни о каких корректных подстановках.

Пусть, например, формула  → ' общезначима и пе-
ременная � не является параметром формулы  . Прове-
рим, что формула  → ∀� ' общезначима, то есть истин-
на на любой оценке � (в любой интерпретации). В самом
деле, пусть  истинна на оценке �. Тогда она истинна и
на любой оценке �′, отличающейся от � только значением
переменной � (значение переменной � не влияет на истин-
ность  , так как � не является параметром). Значит, и
формула ' истинна на любой такой оценке �′. А это в
точности означает, что ∀� ' истинна на оценке �, что и
требовалось.

Для второго правила Бернайса рассуждение симме-
трично. Пусть формула ' →  общезначима и перемен-
ная � не является параметром формулы  . Покажем, что
формула ∃� ' →  общезначима. В самом деле, пусть
её левая часть истинна на некоторой оценке �. По опре-
делению истинности формулы, начинающейся с кванто-
ра существования, это означает, что найдётся оценка �′,
которая отличается от � только на переменной �, для
которой ['](�′) истинно. Тогда и [ ](�′) истинно. Но пе-
ременная � не является параметром формулы  , так что
[ ](�′) = [ ](�). Следовательно, формула  истинна на
оценке �, что и требовалось доказать. B

4.4. Выводы в исчислении предикатов

Примеры выводимых формул

Прежде чем доказывать теорему Гёделя о полноте ис-
числения предикатов, мы должны приобрести некоторый
опыт построения выводов в этом исчислении.

• Прежде всего отметим, что возможность сослаться
на теорему о полноте исчисления высказываний и
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считать выводимым любой частный случай пропо-
зициональной тавтологии сильно облегчает жизнь.
Например, пусть мы вывели две формулы ' и  и
хотим теперь вывести формулу ('∧ ). Это просто:
заметим, что формула ('→ ( → (' ∧  ))) являет-
ся частным случаем пропозициональной тавтологии
(а на самом деле и аксиомой) и дважды применяем
правило MP.

• Другой пример такого же рода: если формула '→
→  выводима, то выводима и формула ¬ → ¬',
поскольку импликация

('→  )→ (¬ → ¬')

является частным случаем пропозициональной тав-
тологии.

• Ещё один пример: если выводимы формулы ' →  
и  → � , то выводима и формула '→ � , поскольку
формула

('→  )→ (( → �)→ ('→ �))

является частным случаем пропозициональной тав-
тологии.

• Для произвольной формулы ' выведем формулу

∀x'→ ∃x':

В самом деле, подстановка переменной вместо се-
бя всегда допустима, поэтому формулы ∀x'→ ' и
' → ∃x' являются аксиомами. Остаётся восполь-
зоваться предыдущим замечанием.

• Для произвольной формулы ' выведем формулу

∃y ∀x'→ ∀x∃y ':
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Формулы ∀x' → ' и ' → ∃y ' являются акси-
омами. С их помощью выводим формулу ∀x' →
→ ∃y '. Теперь заметим, что левая часть имплика-
ции не имеет параметра x, а правая часть не имеет
параметра y, так что можно применить два прави-
ла Бернайса (в любом порядке) и добавить справа
квантор ∀x, а слева | квантор ∃y.

• Предположим, что формула '→  выводима, а � |
произвольная переменная. Покажем, что в этом слу-
чае выводима формула ∀� ' → ∀�  . В самом деле,
формула ∀� ' → ' является аксиомой. Далее выво-
дим (с помощью пропозициональных тавтологий и
правила MP) формулу ∀� '→  ; остаётся восполь-
зоваться правилом Бернайса (левая часть не имеет
параметра �).

• Аналогичным образом из выводимости формулы
' →  следует выводимость формулы ∃� ' → ∃�  ,
только надо начать с аксиомы  → ∃�  , затем
получить ' → ∃�  , а потом применить правило
Бернайса.

• Таким образом, если формулы ' и  доказуемо
эквивалентны (это значит, что импликации ' →  
и  → ' выводимы), то формулы ∀� ' и ∀�  также
доказуемо эквивалентны. (Аналогичное утвержде-
ние верно и для формул ∃� ' и ∃�  .)
Теперь несложно доказать и более общий факт: за-
мена подформулы на доказуемо эквивалентную да-
ёт доказуемо эквивалентную формулу (см. с. 190).

• Выведем формулу ∀xA(x) → ∀y A(y) (здесь A |
одноместный предикатный символ). Это несложно:
начнём с аксиомы ∀xA(x)→ A(y), в ней левая часть
не имеет параметра y и потому по правилу Бернай-
са из неё получается искомая формула. Этот при-
мер показывает, что связанные переменные можно
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переименовывать, не меняя смысла формулы (по-
дробнее об этом мы скажем в разделе 4.6.)

• Выведем формулы, связывающие кванторы всеобщ-
ности и существования:

∀� '↔ ¬∃� ¬';
∃� '↔ ¬∀� ¬':

Напомним, что �↔ � мы считаем сокращением для
(�→ �)∧(� → �), так что нам надо вывести четыре
формулы.

Начнём с формулы ∃� '→ ¬∀� ¬'. Имея в виду пра-
вило Бернайса, достаточно вывести формулу ' →
→ ¬∀� ¬'. Тавтология (B → ¬A)→ (A→ ¬B) поз-
воляет вместо этого выводить формулу ∀� ¬' →
→ ¬', которая является аксиомой.

В только что выведенной формуле ∃� ' → ¬∀� ¬'
можно в качестве ' взять любую формулу, в том
числе начинающуюся с отрицания. Подставив ¬'
вместо ', получим

∃� ¬'→ ¬∀� ¬¬';

где ¬¬' доказуемо эквивалентна ' и потому может
быть заменена на '. После этого правило контрапо-
зиции (если из A следует ¬B, то из B следует ¬A)
даёт

∀� '→ ¬∃� ¬':

Выведем третью формулу: ¬∃� ¬' → ∀� '. По пра-
вилу Бернайса достаточно вывести ¬∃� ¬' → ',
что после контрапозиции превращается в аксиому
¬'→ ∃� ¬'.

Четвёртая формула получится, если заменить в
третьей ' на ¬' и применить контрапозицию.
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Выводимость из посылок

В исчислении высказываний важную роль играло по-
нятие выводимости из посылок и связанная с ним лем-
ма о дедукции (с. 50). Для исчисления предикатов си-
туация немного меняется. Если разрешить использовать
посылки наравне с аксиомами безо всяких ограничений,
то утверждение, аналогичное лемме о дедукции, будет
неверным. Например, из формулы A(x) можно вывести
формулу ∀xA(x) (как мы видели на с. 165 при обсужде-
нии правила обобщения). Но импликация A(x)→ ∀xA(x)
не является выводимой (поскольку не общезначима).

Поэтому мы ограничимся случаем, когда все посыл-
ки являются замкнутыми формулами. Пусть ` | произ-
вольное множество замкнутых формул рассматриваемой
нами сигнатуры �. (Такие множества называют теори-

ями в сигнатуре �.) Говорят, что формула A выводима

из `, если её можно вывести, используя наравне с аксио-
мами формулы из `. Как и для исчисления высказываний,
мы пишем ` ` A. Выводимые из ` формулы называют
также теоремами теории `.

Лемма о дедукции для исчисления предикатов. Пусть
` | множество замкнутых формул, а A | замкнутая
формула. Тогда ` ` (A→ B) тогда и только тогда, когда
` ∪ {A} ` B.

Доказательство проходит по той же схеме, что и для
исчисления высказываний (с. 50): к формулам C1; : : : ; Cn,
образующим вывод Cn = B из ` ∪ {A}, мы приписываем
посылку A и дополняем полученную последовательность

(A→ C1); : : : ; (A→ Cn)

до вывода из `. Отличие от пропозиционального случая в
том, что в выводе могут встречаться правила Бернайса.
Например, от выводимости формулы

A→ ( → ')

надо перейти к выводимости формулы

A→ ( → ∀� ')
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(в которой переменная � не является параметром фор-
мулы  ). Это несложно сделать, если заметить, что в
силу пропозициональных тавтологий можно перейти от
A → ( → ') к (A ∧  ) → ', затем применить правило
Бернайса (это законно, так как переменная � не является
параметром формулы  , а формула A замкнута по пред-
положению). Получится выводимая из ` формула

(A ∧  )→ ∀� ';

и остаётся вернуть A из конъюнкции в посылку.
Сходным образом рассматривается и второе правило

Бернайса. Если выводима формула A → (' →  ); то в
силу пропозициональных тавтологий выводима формула
'→ (A→  ); к которой можно применить правило Бер-
найса и получить ∃� '→ (A→  ); после чего вернуть A
назад с помощью пропозициональной тавтологии. Лемма
о дедукции доказана.

Отметим теперь несколько полезных свойств выводи-
мости из посылок.

• Если ` ` A и `′ ⊃ `, то `′ ` A. (Очевидно следует
из определения.)

• Если ` ` A, то существует конечное множество
`′ ⊂ `, для которого `′ ` A. (Вывод конечен и
потому может использовать лишь конечное число
формул.)

• Если ` конечно и равно {1; : : : ; n}, то ` ` A рав-
носильно выводимости (без посылок) формулы

(1 ∧ : : : ∧ n)→ A:

В самом деле, если {1; : : : ; n} ` A, то многократ-
ное применение леммы о дедукции даёт

` 1 → (2 → (: : : (n → A) : : :));

и остаётся воспользоваться надлежащей пропозио-
нальной тавтологией. (В обратную сторону рассу-
ждение также проходит без труда.)
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• Комбинируя три предыдущих замечания, приходим
к такому эквивалентному определению выводимо-
сти из посылок: ` ` A, если найдутся формулы
1; : : : ; n ∈ `, для которых

` 1 → (2 → (: : : (n → A) : : :)):

Это определение имеет смысл и для формул с пара-
метрами, так что если уж определять выводимость
из посылок с параметрами (чего обычно избегают),
то именно так.

Понятие выводимости из посылок позволяет перефор-
мулировать теорему о корректности исчисления преди-
катов.

Говорят, что интерпретацияM сигнатуры � является
моделью теории `, если все формулы из ` истинны в M .

Теорема 44 (о корректности; переформулировка). Все
теоремы теории ` истинны в любой моделиM теории `.

C Если формула A является теоремой теории ` (т. е.
` ` A), найдутся формулы 1; : : : ; n ∈ `, для которых

` 1 → (2 → (: : : (n → A) : : :)):

По теореме о корректности (в уже известной нам форме)
эта формула будет истинна во всех интерпретациях, в
частности в M . Поскольку 1; : : : ; n истинны в M , то и
формула A истинна в M (на любой оценке). B

В следующих задачах | и только в них | знак ` по-
нимается в описанном выше смысле (в посылках допус-
каются параметры).

95. Пусть ` | множество произвольных (не обязательно
замкнутых) формул. (а) Пусть существует «вывод» некото-
рой формулы ', в котором наравне с аксиомами используют-
ся формулы из `, при этом все применения правил Бернайса
предшествуют появлению формул из `. Покажите, что ` ` '.
Покажите, что верно и обратное утверждение. (б) Покажите,
если в «выводе» формулы ' наравне с аксиомами использу-
ются формулы из `, но правила Бернайса не применяются по
переменным, свободным в `, то ` ` '.
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96. Покажите, что правила Бернайса можно переписать
так:

`; A ` B
`; A ` ∀� B

`; B ` A
`;∃� ` A;

где переменная � не является параметром формулы A, а также
параметром формул из `. (В первом правиле мы для симме-
трии выделили формулу A, хотя она ничем не отличается от
формул из `.)

Переменные и константы

Отметим ещё несколько простых свойств выводимо-
сти, которые нам потребуются:

Лемма о свежих константах. Пусть выводима форму-
ла '(c=�), где ' | произвольная формула, � | перемен-
ная, c| константа, не входящая в формулу '. Тогда вы-
водима и формула '.

Интуитивный смысл леммы: если мы доказали что-то
про «свежую» константу c (не запятнавшую себя участи-
ем в формуле '), то фактически мы доказали формулу '
для произвольных значений переменной.

Доказательство леммы. По условию существует вы-
вод формулы '(c=�). Возьмём «свежую» переменную �, не
встречающуюся в этом выводе, и всюду заменим в нём
константу c на эту переменную. При этом вывод оста-
нется выводом, так как правила обращения с перемен-
ными и константами ничем не отличаются (кванторов
по новой переменной в нём нет, так что корректные под-
становки останутся корректными и применения правил
Бернайса останутся допустимыми). Таким образом, вы-
водима формула '(�=�).

По правилу обобщения выводима формула ∀� '(�=�).
Осталось применить аксиому ∀� '(�=�) → '(�=�)(�=�);
подстановка в правой части корректна и даёт форму-
лу ', так как сначала мы заменили свободные вхожде-
ния � на �, а затем обратно (так что в зону действия
кванторов по � они попасть не могли). Лемма доказана.

97. Сформулируйте и докажите аналогичную лемму для
нескольких констант.
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Аналогичное рассуждение позволяет доказать и дру-
гое утверждение, которое нам потребуется:

Лемма о добавлении констант. Пусть формула ' неко-
торой сигнатуры � выводима в исчислении предикатов
расширенной сигнатуры �′, полученной из � добавлени-
ем новых констант. Тогда ' выводима и в исчислении
предикатов сигнатуры �.

Доказательство. Пусть формула ', не содержащая но-
вых констант, имеет вывод, в котором новые константы
встречаются. Как их оттуда удалить? Легко понять, что
их можно заменить на свежие переменные, не входящие
в вывод, и он останется выводом, но уже без новых кон-
стант. Лемма доказана.

На самом деле эта лемма верна для произвольного
расширения сигнатуры (можно добавлять не только кон-
станты, но и функциональные символы любой валентно-
сти, а также предикатные символы). Чтобы удалить но-
вые символы из вывода, поступаем так. Все термы ви-
да f(: : :), где f | добавленный функциональный символ,
мы заменяем на новую переменную (можно взять одну
и ту же переменную для всех новых символов и всех их
вхождений). Все атомарные формулы с новыми преди-
катными символами заменяем на какую-либо замкнутую
формулу (одну и ту же; какая именно формула, роли
не играет).

98. Проведите это рассуждение подробно.

Таким образом, мы можем говорить о выводимости
формулы, не уточняя, в какой именно сигнатуре (со-
держащей все использованные в формуле предикатные
и функциональные символы) мы ищем её вывод.

Если принять теорему о полноте, по которой выводи-
мость равносильна общезначимости, независимость вы-
водимости от сигнатуры становится очевидной: истин-
ность формулы не зависит от интерпретации символов,
которые в неё не входят. (Если интерпретировать отсут-
ствующие в формуле символы как постоянные функции
и предикаты, мы приходим к синтаксическому рассужде-
нию, упомянутому выше.)
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4.5. Полнота исчисления предикатов

В этом разделе мы докажем, что всякая общезначимая
формула выводима в исчислении предикатов. Мы будем
следовать схеме, использованной в разделе 2.2, и введём
понятия непротиворечивой и полной теории.

Фиксируем некоторую сигнатуру �. Пусть ` | тео-
рия в сигнатуре �, то есть произвольное множество замк-
нутых формул этой сигнатуры. Говорят, что теория `
противоречива, если в ней выводится некоторая форму-
ла ' и её отрицание ¬'. В этом случае из ` выводится
любая формула, так как имеется аксиома ¬A→ (A→ B).
Если теория ` не является противоречивой, то она назы-
вается непротиворечивой.

99. Докажите, что теория противоречива тогда и только
тогда, когда в ней выводится формула ' ∧ ¬' (здесь ' |
произвольная формула сигнатуры).

Непосредственно из определения следует, что всякое
подмножество непротиворечивого множества непротиво-
речиво. Кроме того, если бесконечное множество проти-
воречиво, то некоторое его конечное подмножество тоже
противоречиво (поскольку в выводе участвует лишь ко-
нечное число формул).

Синтаксическое понятие непротиворечивости мы бу-
дем сравнивать с семантическим понятием совместно-
сти. Пусть имеется некоторая интерпретация M сигна-
туры �. Напомним, что она называется моделью тео-
рии `, если все формулы из ` истинны вM . Множество `
называется совместным, если оно имеет модель, то есть
если все его формулы истинны в некоторой интерпрета-
ции.

Теорема 45 (о корректности; переформулировка). Лю-
бое совместное множество замкнутых формул непроти-
воречиво.

C Пусть все формулы из ` истинны в некоторой ин-
терпретацииM . Может ли оказаться, что ` ` ' и ` ` ¬'
для некоторой замкнутой формулы '? Легко понять, что
нет. В самом деле, в этом случае теорема 44 (с. 175) пока-
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зывает, что формулы ' и ¬' должны быть одновременно
истинны в M , что, очевидно, невозможно. B

Для доказательства обратного утверждения (о сов-
местности непротиворечивой теории) нам понадобится
понятие полной теории.

Непротиворечивое множество `, состоящее из замк-
нутых формул сигнатуры �, называется полным в этой
сигнатуре, если для любой замкнутой формулы ' этой
сигнатуры либо формула ', либо её отрицание ¬' выво-
дятся из `.

Другими словами, теория полна, если из любых двух
формул ' и ¬' (соответствующей сигнатуры) ровно одна
является теоремой этой теории.

Полное множество можно получить, взяв какую-ли-
бо интерпретацию и рассмотрев все замкутые формулы,
истинные в этой интерпретации. (Впоследствии мы уви-
дим, что любое полное множество может быть получено
таким способом | это легко следует из теоремы 46.)

В определении полноты существенно, что мы огра-
ничиваемся замкнутыми формулами той же сигнатуры.
Например, если мы возьмём одноместный предикатный
символ S, не входящий в `, то формулы из ` про него
ничего не утверждают, и потому, скажем, ни формула
∀xS(x), ни её отрицание не выводимы из `. Замкнутость
формулы ' тоже важна. Например, множество всех ис-
тинных в натуральном ряду формул сигнатуры (=; <)
полно, но ни формула x = y, ни формула x 6= y из него
не выводятся, иначе по правилу обобщения мы получили
бы ложную в N формулу ∀x∀y (x = y) или ∀x∀y (x 6= y).

Полное множество подобно мировоззрению человека,
достигшего предела умственного развития: на всё, что
входит в круг его понятий (выражается формулой сиг-
натуры �), он имеет точку зрения. Но это не относится
ни к формулам большей сигнатуры (содержащим новые
для него понятия), ни к формулам с параметрами (по-
скольку значения параметров не фиксированы).

Теперь мы готовы к доказательству основного ре-
зультата этого раздела.
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Теорема 46 (полнота исчисления предикатов, сильная
форма). Любая непротиворечивая теория совместна.

C Напомним, как мы доказывали аналогичное утвер-
ждение для высказываний. Мы расширяли наше непроти-
воречивое множество ` до полного множества `′, а по-
том полагали пропозициональную переменную p истин-
ной, если `′ ` p. Здесь этого будет недостаточно, как мы
увидим (например, непонятно, откуда брать носитель ис-
комой модели). Но начало рассуждения будет таким же.

Лемма 1. Для всякого непротиворечивого множества `
замкнутых формул сигнатуры � существует полное не-
противоречивое множество `′ замкнутых формул той же
сигнатуры, содержащее `.

Доказательство повторяет рассуждение раздела 2.2:
рассматривая по очереди замкнутые формулы, мы доба-
вляем либо их, либо их отрицания в множество `.

Это можно сделать без труда для конечной или счёт-
ной сигнатуры (тогда множество всех замкнутых фор-
мул этой сигнатуры счётно); для общего случая надо
воспользоваться трансфинитной индукцией или леммой
Цорна, как объяснялось в разделе 2.2. Лемма 1 доказана.

Как же нам теперь построить модель полного мно-
жества `? Прежде всего надо решить, что будет носите-
лем этой модели. Заметим, что в сигнатуре могут быть
некоторые константы (функциональные символы валент-
ности 0). Им должны соответствовать некоторые эле-
менты носителя. Кроме того, замкнутым термам (кото-
рые не содержат никаких переменных, только констан-
ты) также должны соответствовать элементы носителя.
Попробуем взять в качестве носителя как раз множество
T всех замкнутых термов нашей сигнатуры. При этом
понятно, как надо определять сигнатурные функции на
этом множестве: функция, соответствующая символу f
валентности k, отображает замкнутые термы t1; : : : ; tk
в терм f(t1; : : : ; tk). (Это определение никак не зависит
от `.)

Предикаты на этом множестве определяем так: ес-
ли A | предикатный символ, а t1; : : : ; tn | замкнутые
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термы, то предикат, соответствующий символу A, исти-
нен на термах t1; : : : ; tn, если формула A(t1; : : : ; tn) выво-
дима из `.

Тем самым интерпретация полностью описана, и мы
хотели бы доказать, что все формулы из ` в ней истинны.
Мы будем доказывать по индукции такой факт: если ` `
` ', то формула ' истинна в построенной интерпрета-
ции, а если ` ` ¬', то формула ' ложна.

Однако без дополнительных предположений о множе-
стве ` этот план обречён на неудачу, поскольку замк-
нутых термов может быть совсем мало (или даже во-
все не быть), в то время как соответствующая теория
не имеет конечных моделей. Если начать индуктивное
рассуждение, то выяснится, что трудность возникает в
случае, когда формула ' начинается с квантора. Напри-
мер, может оказаться, что формула ∃xA(x) выводима из
множества `, в то время как ни для какого замкнутого
терма t формула A(t) не выводима из `. Тогда формула
∃xA(x) будет ложной в описанной нами модели (хотя вы-
водимой). Чтобы преодолеть эту трудность, мы наложим
дополнительные требования на множество `.

Назовём теорию (множество замкнутых формул сиг-
натуры �) экзистенциально полной в сигнатуре �, если
для всякой замкнутой формулы ∃� ' сигнатуры �, выво-
димой из `, найдётся замкнутый терм t этой сигнатуры,
для которого ` ` '(t=�).

Если множество ` полно и экзистенциально полно, то
описанная выше конструкция с замкнутыми термами да-
ёт его модель. Прежде чем проверять это, покажем, как
расширить ` до полного и экзистенциально полного мно-
жества. Ключевую роль здесь играет такая лемма:

Лемма 2. Пусть ` | непротиворечивое множество
замкнутых формул, из которого выводится замкнутая
формула ∃� '. Пусть c | константа, не встречающаяся
ни в `, ни в '. Тогда множество ` останется непротиво-
речивым после добавления формулы '(c=�).

(Замечание. Здесь и далее, говоря о непротиворечиво-
сти и выводимости, мы не уточняем, в какой сигнатуре
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строятся выводы: все наши сигнатуры будут отличаться
лишь набором констант, и лемма о добавлении констант
на с. 177 даёт нам такое право.)

Доказательство леммы 2. Пусть ` становится про-
тиворечивым после добавления формулы '(c=�). Отсю-
да следует (используем подходящую пропозициональную
тавтологию), что отрицание этой формулы выводится
из `, то есть выводима формула  → ¬'(c=�), где  |
конъюнкция конечного числа формул из `. По лемме о
свежих константах (с. 176) выводима формула  → ¬'
(напомним, что c не входит ни в ', ни в ). Контрапози-
ция даёт формулу ' → ¬, а правило Бернайса | фор-
мулу ∃� ' → ¬. По предположению формула ∃� ' выво-
дима из `, и множество ` оказывается противоречивым.
Лемма 2 доказана.

100. Докажите такое усиление леммы 2: при добавлении в `
формулы '(c=�) (в предположениях леммы) множество выво-
димых из ` формул исходной сигнатуры (без константы c) не
меняется.

Лемма 3. Пусть ` | непротиворечивое множество
замкнутых формул сигнатуры �. Тогда существует рас-
ширение сигнатуры � новыми константами и непро-
тиворечивое, полное и экзистенциально полное (в рас-
ширенной сигнатуре) множество `′ замкнутых формул,
содержащее `.

Доказательство. Пусть сигнатура конечна или счёт-
на. Тогда замкнутых формул вида ∃� ', выводимых из `,
не более чем счётное число. К каждой из них по оче-
реди будем применять лемму 2, вводя новую констан-
ту. Согласно этой лемме, на каждом шаге множество `
остаётся непротиворечивым, поэтому оно будет непро-
тиворечивым и после добавления счётного числа формул
(вывод противоречия затрагивает лишь конечное число
формул).

Однако нельзя утверждать, что полученное множест-
во будет экзистенциально полным в новой сигнатуре, по-
скольку про формулы вида ∃� ' с добавленными констан-
тами мы ничего не знаем. Пополним это множество, при-
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менив лемму 1, и повторим рассуждение: для каждой за-
мкнутой выводимой формулы, начинающейся с квантора
существования, введём новую константу и т. д.

Затем снова пополним его, снова добавим константы,
снова пополним и так сделаем счётное число раз. Объ-
единение всех полученных множеств будет непротиворе-
чивым, полным и экзистенциально полным. В самом де-
ле, оно непротиворечиво, так как противоречие должно
выводиться из конечного числа формул (и поэтому долж-
но появиться уже на конечном шаге). Оно полно: любая
замкнутая формула ' содержит конечное число новых
констант, поэтому на каком-то шаге пополнения она или
её отрицание станут выводимыми. Наконец, построен-
ное множество экзистенциально полно по той же причи-
не: всякая формула содержит конечное число новых кон-
стант, потому на следующем шаге для неё предусмотрена
своя константа.

Что меняется, если сигнатура несчётна? Тогда мы
уже не можем рассматривать все экзистенциальные фор-
мулы по очереди, и надо обрабатывать их все сразу. При
этом противоречие не появится: в самом деле, оно исполь-
зовало бы лишь конечное число добавленных формул, а
для конечного числа всё уже доказано.

После этого доказательство проходит как раньше (мы
по-прежнему делаем счётное число чередующихся попол-
нений множества и расширений сигнатуры).

Лемма 3 доказана.
Последним шагом в доказательстве теоремы о полно-

те (всякое непротиворечивое множество замкнутых фор-
мул совместно) является такая лемма:

Лемма 4. Пусть ` | полное и экзистенциально полное
множество замкнутых формул некоторой сигнатуры �.
Тогда существует интерпретация M сигнатуры �, в ко-
торой истинны все формулы из `.

Мы уже говорили, как надо строить такую интерпре-
тацию. Повторим это более подробно. Рассмотрим все
замкнутые термы сигнатуры �, то есть термы, не содер-
жащие переменных, а только функциональные символы и
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константы. (Такие термы существуют, поскольку теория
` экзистенциально полна.) Это множество будет носите-
лем интерпретации.

Как интерпретировать функциональные символы, по-
нятно (это не зависит от множества `): если символ f
имеет валентность n, то ему соответствует функция, ко-
торая отображает n замкнутых термов t1; : : : ; tn в за-
мкнутый терм f(t1; : : : ; tn). Константы (функциональные
символы валентности 0) интерпретируются сами собой.

Интерпретация предикатных символов такова. Пусть
A | предикатный символ валентности n. Чтобы узнать,
истинен ли соответствующий ему предикат на замкну-
тых термах t1; : : : ; tn, надо составить атомарную форму-
лу A(t1; : : : ; tn) и выяснить, что выводится из ` | са-
ма эта формула или её отрицание. (Здесь мы используем
полноту.) В первом случае предикат будет истинным, во
втором | ложным.

Индукцией по числу логических связок и кванторов в
замкнутой формуле ' сигнатуры � докажем такое утвер-
ждение:

` ` '⇔ ' истинна в M .

Для атомарных формул это верно по построению интер-
претации M .

Для пропозициональных связок рассуждение ничем не
отличается от приведённого в разделе 2.2. Нам нужно
проверить, что выводимость из ` подчиняется тем же
правилам, что и истинность:

` ` ¬A⇔ ` 6` A;
` ` A ∧B ⇔ ` ` A и ` ` B;
` ` A ∨B ⇔ ` ` A или ` ` B;
` ` A→ B ⇔ ` 6` A или ` ` B:

Все эти свойства несложно доказать. Первое из них выра-
жает полноту (и непротиворечивость | напомним, что
по определению полная теория всегда непротиворечива)
множества `. Остальные свойства легко проверить, если
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иметь в виду, что все частные случаи пропозициональ-
ных тавтологий выводимы.

Пусть теперь формула ' имеет вид ∃�  , где  |
формула с единственным параметром � (или без пара-
метров). Предположим, что она выводима из `. Тогда
в силу экзистенциальной полноты найдётся константа c,
для которой ` `  (c=�). Формула  (c=�) имеет меньшее
число логических связок, поэтому к ней можно приме-
нить предположение индукции и заключить, что она ис-
тинна в M . Тогда формула  истинна на оценке � 7→ c
(см. лемму 2 на с. 167 и замечание после неё), поэтому
формула ∃�  истинна в M .

Напротив, пусть формула ∃�  истинна в M . Тогда
(по определению истинности) найдётся элемент (замкну-
тый терм) t, для которого  истинна на оценке � 7→ t
и потому формула  (t=�) истинна в M . По предположе-
нию индукции формула  (t=�) выводима из `. Осталось
воспользоваться тем, что формула  (t=�)→ ∃�  являет-
ся аксиомой (напомним, подстановка замкнутого терма
всегда корректна).

Наконец, рассмотрим случай, когда формула ' име-
ет вид ∀�  . Пусть она выводима из `. Формула ∀�  →
→  (t=�) является аксиомой для любого замкнутого тер-
ма t. Поэтому и формула  (t=�) выводима из `. В ней
меньше логических связок, чем в ', поэтому по предпо-
ложению индукции она истинна вM . Значит, формула  
истинна на любой оценке � 7→ t, и потому формула ∀�  
истинна в M .

Если формула ∀�  не выводима из `, то из ` выводит-
ся её отрицание. Оно, как мы видели, доказуемо эквива-
лентно формуле ∃� ¬ . Поэтому в силу экзистенциальной
полноты выводима формула ¬ (c=�) для некоторой кон-
станты c. Эта формула истинна, поэтому  ложна при
некотором значении переменной �, так что формула ∀�  
ложна в M .

Таким образом, мы доказали, что всякое непроти-
воречивое множество замкнутых формул имеет модель
(расширив его до полного и экзистенциально полного
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множества, у которого есть модель из замкнутых тер-
мов). B

Анализ доказательства позволяет сделать такое на-
блюдение:

Теорема 47. Непротиворечивое множество замкнутых
формул конечной или счётной сигнатуры имеет счётную
модель.

C В самом деле, элементами построенной нами мо-
дели являются замкнутые термы, образованные из до-
бавленных констант и функциональных символов сигна-
туры. На каждом шаге добавляется счётное множество
констант, поэтому всех констант счётное число, значит,
и термов счётное число. B

Аналогичное рассуждение с использованием свойств
операций с мощностями (о которых можно прочесть в [6])
устанавливает такой факт:

Теорема 48. Всякое непротиворечивое множество фор-
мул сигнатуры � имеет модель мощности max(ℵ0; |�|)
(где ℵ0 обозначает счётную мощность, а |�|| мощность
сигнатуры).

Кстати, при доказательстве теорем 47 и 48 можно бы-
ло бы сослаться на теорему Левенгейма {Сколема об эле-
ментарной подмодели (построить модель произвольной
мощности, а потом уменьшить, если надо).

Возвратимся теперь к исходной формулировке теоре-
мы о полноте.

Теорема 49 (полнота исчисления предикатов, слабая
форма). Всякая общезначимая формула выводима в ис-
числении предикатов.

C Пусть формула ' замкнута. Если она невыводима,
то множество {¬'} непротиворечиво и потому совмест-
но. В его модели формула ' будет ложной, что противо-
речит предположению.

Что касается незамкнутых формул, то их общезна-
чимость и выводимость равносильна общезначимости и
выводимости их замыкания. B

Как и в разделе 2.2, из теоремы о полноте можно вы-
вести такое следствие:
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Теорема 50 (компактность для исчисления предикатов).
Пусть ` | множество замкнутых формул некоторой сиг-
натуры, и любое его конечное подмножество имеет мо-
дель. Тогда и само множество ` имеет модель.

C В самом деле, по теореме о полноте (и корректно-
сти, если быть точным) наличие модели (совместность)
равносильно непротиворечивости. А по определению про-
тиворечивость затрагивает лишь конечное число фор-
мул из `. B

101. Покажите, что теорема о полноте в сильной форме
является следствием теоремы компактности и теоремы о пол-
ноте в слабой форме. (Указание: если множество ` не имеет
модели, то его конечная часть не имеет модели, поэтому фор-
мула 〈 : : : 〉 общезначима, поэтому . . . )

Прямое доказательство теоремы компактности (без
использования понятия выводимости) мы дадим в следу-
ющей главе (раздел 5.6).

Ещё один важный результат, вытекающий из теоре-
мы о полноте | совпадение синтаксического понятия вы-
водимости и семантического понятия следования. Пусть
дана некоторая сигнатура �. Рассмотрим множество `
замкнутых формул этой сигнатуры (такие множества
мы называем теориями в сигнатуре �) и ещё одну за-
мкнутую формулу '. Говорят, что ' семантически сле-

дует из `, если ' истинна во всякой модели теории `, то
есть во всякой интерпретации сигнатуры �, где истинны
все формулы из `. (Обозначение: ` � '.)

Теорема 51.

` ` '⇔ ` � ':

C Если ` ` ', то ` � ' (как мы видели в теореме 44
на с. 175).

Напротив, пусть ' не выводима из `. Тогда теория
` ∪ {¬'} непротиворечива и (в силу теоремы о полноте)
имеет модель. Значит ' не следует из `. B

102. Какими нужно взять ' и ` в этой теореме, чтобы по-
лучить приведённые ранее формулировки теоремы о полноте?
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(Ответ: при ' =⊥ (тождественно ложная формула) получаем
сильную форму теоремы о полноте, при ` = ∅ | слабую.)

4.6. Переименование переменных
В этом разделе мы попытаемся аккуратно разобрать-

ся с простым вопросом о том, почему и как можно пе-
реименовывать связанные переменные, не меняя смысла
формул. Мы уже видели, что формулы ∀xA(x) и ∀y A(y)
доказуемо эквивалентны (с. 171), то есть их эквивалент-
ность доказуема в исчислении предикатов. Сейчас мы хо-
тим доказать общее утверждение об этом.

Корректная формулировка утверждения о переиме-
новании переменных требует осторожности. Например,
нельзя сказать, что формула ∀� ' всегда эквивалентна
∀� '(�=�). Прежде всего, подстановка может быть некор-
ректной, как в случае формул

∀�∀� B(�; �) и ∀�∀� B(�; �)

(легко понять, что эти формулы не эквивалентны). Но да-
же если подстановка корректна, формулы могут не быть
эквивалентными, как в случае формул

∀� B(�; �) и ∀� B(�; �):

Как же сформулировать утверждение правильно?
Нагляднее всего, видимо, сделать так. Давайте за-

ключим в рамку все связанные вхождения всех перемен-
ных (в том числе вхождения после кванторов). После это-
го соединим линиями переменную после квантора и все
её вхождения, связанные именно этим вхождением кван-
тора. Свободные вхождения переменных остаются при
этом без рамок. Получится что-то вроде

∀ x (∃ z B( x ; z ) ∧ C( x )) ∧D(x; y; z):

Если после этого стереть переменные внутри рамок, по-
лучится схема формулы, которая содержит всю суще-
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ственную информацию о ней. Будем называть две фор-
мулы подобными (отличающимися лишь именами связан-
ных переменных), если они имеют одну и ту же схему.

Теорема 52 (переименование связанных переменных).
Подобные формулы доказуемо эквивалентны.

C Докажем две простые леммы.
Лемма 1. Если формула ' не содержит переменной �

(ни связанно, ни свободно), то формулы

∀� ' и ∀� '(�=�)

доказуемо эквивалентны.
Доказательство. В самом деле, подстановка коррект-

на, так как в ' нет кванторов по �. Поэтому выводима
формула

∀� '→ '(�=�):

Левая часть её не содержит переменной �, поэтому по
правилу Бернайса можно вывести

∀� '→ ∀� '(�=�):

В обратную сторону: подстановка � вместо � в форму-
лу '(�=�) корректна (поскольку � была подставлена вме-
сто свободных вхождений �, при обратной подстановке
переменная � не попадёт в область действия кванторов
по ней) и даёт формулу '. Поэтому формула

∀� '(�=�)→ '(�=�)(�=�)

или, что то же самое,

∀� '(�=�)→ '

является аксиомой. Осталось применить правило Бернай-
са, заметив, что в левую часть переменная � свободно не
входит (все свободные вхождения были заменены на �).
Лемма 1 доказана.

Аналогичное утверждение для квантора существова-
ния доказывается точно так же.



190 Исчисление предикатов [гл. 4]

Лемма 2. Замена подформулы на доказуемо эквива-
лентную даёт доказуемо эквивалентную формулу.

Доказательство. Как мы видели на с. 171, доказуемая
эквивалентность сохраняется после навешивания кванто-
ра: если � ' �′, то ∀� � ' ∀� �′ и ∃� � ' ∃� �′ (символ '
здесь обозначает доказуемую эквивалентность). Кроме
того, из � ' �′ и � ' �′ следует, что (� ∧ �) ' (�′ ∧ �′),
(� ∨ �) ' (�′ ∨ �′), (�→ �) ' (�′ → �′) и ¬� ' ¬�′.
(В этом легко убедиться, написав подходящие пропози-
циональные тавтологии.)

Теперь утверждение леммы легко доказать индукци-
ей (начав с заменённой подформулы и рассматривая всё
более длинные части формулы). Лемма 2 доказана.

Леммы 1 и 2 позволяют нам заменять переменные вну-
три рамок схемы на новые (ранее не использованные) пе-
ременные, получая доказуемо эквивалентную и подобную
исходной формулу. Такими заменами можно из двух по-
добных формул получить третью, используя для заме-
ны одни и те же переменные. При этом обе исходные
формулы доказуемо эквивалентны третьей, а значит, и
друг другу.

(Использование третьей формулы существенно: мы не
можем преобразовать первую формулу сразу во вторую,
так как при замене переменных в рамках может не вы-
полняться условие леммы 1.) B

Аккуратное обращение со связанными и свободны-
ми переменными | традиционная головная боль авторов
учебников по логике. Наиболее радикальный подход |
вообще изгнать связанные переменные, заменив их ква-
дратиками со связями между ними. Тогда при подста-
новке можно ни о чём не заботиться. Зато формулы пе-
рестают быть последовательностями символов, а стано-
вятся объектами со сложной структурой. (Этот подход
использован в книге Бурбаки Теория множеств [3].)

Менее радикальный вариант состоит в том, чтобы
разделить переменные на два типа | свободные и свя-
занные. Так делается, например, в классической книге
Гильберта и Бернайса Основания математики [8]. Тогда
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можно смело подставлять терм вместо свободной пере-
менной, зато при навешивании квантора надо заменять
свободную переменную на связанную.

Ещё один вариант | договориться, что при подста-
новке терма вместо свободной переменных автоматиче-
ски происходит переименование связанных переменных,
создающих коллизии.

Всё это, конечно, мелочи | но досадные, особенно ес-
ли стремиться к краткости, ясности и наглядности. Сле-
ды мучительных раздумий на подобные темы видны в
примечании на с. 101 { 102 книги Клини Математиче-

ская логика [16]: «Гильберт и Бернайс 〈 : : : 〉 и другие ав-
торы используют для обозначения свободных и связан-
ных переменных разные буквы 〈 : : : 〉 Мы следовали это-
му правилу в течение десятилетия 〈 : : : 〉 Сейчас же мы
твёрдо убеждены, что использование единого списка пе-
ременных для свободных и замкнутых вхождений даёт
небольшое, но чувствительное преимущество».

С этим связан и другой выбор: как определять истин-
ность формул. Тут есть две возможности: можно опреде-
лять истинность формулы на оценке (при данных значе-
ниях параметров), а можно говорить только о замкнутых
формулах, вводя константы для всех элементов интер-
претации. И тот, и другой способы имеют недостатки, а
выбор нами первого подхода | результат не единодушия
авторов, а волевого решения.

4.7. Предварённая нормальная форма

Говорят, что формула находится в предварённой нор-
мальной форме, если все кванторы в ней вынесены нале-
во, то есть если она имеет вид

Q1�1 : : : Qk�k';

где Q1; : : : ; Qk | кванторы всеобщности или существова-
ния, �1; : : : ; �k | переменные, а ' | бескванторная фор-
мула. Эта формула может иметь параметры (если фор-
мула ' имеет параметры, отличные от �1; : : : ; �k).
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Основной результат этого раздела гласит, что вся-
кая формула (доказуемо) эквивалентна некоторой фор-
муле в предварённой нормальной форме (предварённой
формуле). Мы докажем его, одновременно построив не-
которую классификацию формул (в каком-то смысле от-
ражающую их «логическую сложность»). В качестве ме-
ры сложности можно было бы взять число кванторов в
предварённой нормальной форме. Но правильнее учиты-
вать число групп кванторов (считая одноимённые рядом
стоящие кванторы за один).

Говорят, что предварённая формула является ˚n-фор-
мулой, если её кванторная приставка содержит n групп
кванторов, причём первыми стоят кванторы существо-
вания. Если первыми стоят кванторы всеобщности, го-
ворят о классе ˝n. (Аналогичные обозначения использу-
ются в теории алгоритмов для классификации арифме-
тических множеств, см. [5]).

Пример: формула ∀x∃y∃z∀u (A(x; u; z)→ B(z; u)) при-
надлежит классу ˝3, формула ∃u∀v C(u; v) принадлежит
классу ˚2, а формула ∀x (A(x)→ ∃yB(x; y)) вообще не на-
ходится в предварённой нормальной форме.

103. Указать формулу в предварённой нормальной фор-
ме, доказуемо эквивалентную последней из перечисленных
формул.

Нас интересует, что происходит с измеряемой таким
образом «логической сложностью» формулы при логиче-
ских операциях. Начнём с совсем простых наблюдений.

• Всякая формула из класса ˚n или ˝n доказуемо
эквивалентна формуле из класса ˚n+1, а также фор-
муле из класса ˝n+1. В самом деле, если формула
 не имеет параметра �, то она будет доказуемо
эквивалентна формулам ∃�  и ∀�  (одна имплика-
ция является аксиомой, другая получается из  →
→  по правилу Бернайса). Таким образом, можно
добавить фиктивный квантор в начало кванторной
приставки или в её конец; во втором случае надо
сослаться на лемму 2 раздела 4.6 (с. 190).
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• Отрицание любой формулы из класса ˚n доказуе-
мо эквивалентно некоторой формуле из класса ˝n и
наоборот. В самом деле, мы видели, что ¬∃�  вы-
водимо эквивалентно ∀� ¬ и наоборот (с. 172), так
что отрицание можно проносить внутрь, меняя по
ходу дела кванторы на двойственные.

• Покажем, что конъюнкция двух формул из ˝1 дока-
зуемо эквивалентна некоторой формуле из ˝1. На-
пример, конъюнкция ∀xA(x) ∧ ∀y B(y) доказуемо
эквивалентна формуле ∀x∀y (A(x) ∧B(y)). В самом
деле, используя аксиомы про квантор всеобщности,
можно из ∀xA(x) вывести A(x), а из ∀y B(y) вы-
вести B(y), поэтому из их конъюнкции выводится
A(x)∧B(y), после чего можно навесить два кванто-
ра всеобщности. В другую сторону: выводим фор-
мулу ∀x∀y (A(x) ∧B(y)) → A(x), затем применяем
правило Бернайса и т. д.

104. Покажите, что можно сэкономить один квантор и
использовать формулу ∀x (A(x) ∧B(x)).

Общее рассуждение (для любых двух формул из
класса ˝1) почти столь же просто, надо лишь пе-
реименовать связанные переменные, пользуясь тео-
ремой 52 (с. 189).

• Аналогично можно доказать, что дизъюнкция двух
формул из класса ˚1 доказуемо эквивалентна неко-
торой формуле класса ˚1. (Можно также перейти
к двойственному классу ˝1, воспользовавшись уже
известными свойствами отрицания.)

• Покажем теперь, что конъюнкция двух формул из
класса ˚1 доказуемо эквивалентна формуле клас-
са ˚1 и что дизъюнкция двух формул класса ˝1 до-
казуемо эквивалентна формуле класса ˝1. Для это-
го надо воспользоваться эквивалентностями вида

∃xA(x) ∧ ∃y B(y)↔ ∃x∃y(A(x) ∧B(y))
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и
∀xA(x) ∨ ∀y B(y)↔ ∀x∀y(A(x) ∨B(y)):

Отметим кстати, что в них уже нельзя сэкономить
квантор; например, формула ∃x(A(x)∧B(x)) не рав-
носильна формуле ∃xA(x) ∧ ∃xB(x). (В одном из
выступлений времён начала перестройки М.С. Гор-
бачёв сказал, что нужны «преданные делу социализ-
ма, но квалифицированные специалисты» | впро-
чем, в газетной публикации «но» было заменено на
нейтральное «и». Так вот, их существование не вы-
текает из отдельного существования тех и других.)

Указанные эквивалентности, как легко видеть, об-
щезначимы и потому выводимы. Это совсем просто
понять для первой из них (чтобы найти пару объек-
тов с заданными свойствами, надо найти отдельно
первый и второй члены пары). Вторая эквивалент-
ность немного сложнее | проще всего заметить,
что она переходит в первую при добавлении от-
рицания. (Большая сложность отражает тот факт,
что вторая эквивалентность, в отличие от первой,
не является интуиционистски верной.)

• Теперь легко понять, что конъюнкция и дизъюнк-
ция двух формул из класса ˚n (или ˝n) доказуемо
эквивалентны формулам из того же класса. В са-
мом деле, с помощью указанных выше эквивалент-
ностей можно слить кванторные приставки. Напри-
мер, формула

∀x∃y A(x; y) ∨ ∀u∃v B(u; v)

доказуемо эквивалентна сначала формуле

∀x∀u (∃y A(x; y) ∨ ∃v B(u; v));

а затем формуле

∀x∀u∃y∃v (A(x; y) ∨B(u; v)):
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105. Как сэкономить один квантор в этом преобразова-
нии?

Теперь всё готово для доказательства упомянутого в
начале раздела результата.

Теорема 53 (о предварённой нормальной форме). Лю-
бая формула произвольной сигнатуры доказуемо эквива-
лентна некоторой формуле той же сигнатуры, имеющей
предварённую нормальную форму.

C Индукция по построению формулы. Для атомар-
ных формул это очевидно. Отрицание переводит фор-
мулу класса ˚n в класс ˝n и наоборот. Конъюнкция и
дизъюнкция: приведём каждую формулу к предварённой
нормальной форме, затем добавим фиктивные кванторы
так, чтобы они попали в один класс, а затем воспользу-
емся доказанным утверждением. Импликация сводится к
дизъюнкции и отрицанию ('→  доказуемо эквивалент-
но ¬' ∨  ). B

Отметим, что ни формулировка, ни доказательство
этой теоремы не предполагают замкнутости формулы.

106. Привести к предварённой нормальной форме формулу
∀xA(x) → ∀xB(x).

107. Формулы ' и  принадлежат классу ˚n. Найдём фор-
мулу в предварённой нормальной форме, выводимо эквива-
лентную формуле '→  . В каком классе она окажется? (Ука-
зание: возможны разные варианты.)

108. Применим описанный метод к общезначимой форму-
ле ∃x∀y A(x; y) → ∀y∃xA(x; y). Какая предварённая формула
получится? (Естественно, она будет общезначимой.)

4.8. Теорема Эрбрана
Естественно ожидать, что вопрос о выводимости (или

общезначимости) формулы тем сложнее, чем сложнее са-
ма формула. В этом разделе (а также в следующем) мы
рассмотрим его для формул класса ˚n и ˝n.

Начнём с самого простого случая | бескванторных
формул. Пусть '| бескванторная формула. Посмотрим,
из каких атомарных формул она составлена, и заменим
их на пропозициональные переменные (разные | на раз-
ные, одинаковые | на одинаковые). Получится формула
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логики высказываний, которую мы будем называть про-
тотипом формулы '. Имеет место следующее (почти
очевидное) утверждение.

Теорема 54 (выводимость бескванторных формул). Бес-
кванторная формула выводима (общезначима) тогда и
только тогда, когда её прототип является тавтологией.

C Если прототип формулы ' является тавтологией,
то формула ' является частным случаем пропозицио-
нальной тавтологии и потому выводима и общезначима.

Пусть прототип формулы ' не является тавтологи-
ей. Можно считать, что формула ' замкнута, поскольку
свободные переменные с точки зрения общезначимости
и выводимости ничем не отличаются от констант (мы
уже отмечали это при доказательстве теоремы о пол-
ноте). Построим интерпретацию, где формула ' будет
ложной. Носителем её будут замкнутые термы. Значения
предикатов мы подберём так, чтобы атомарные форму-
лы принимали те самые значения, которые делают прото-
тип формулы ' ложным. Это возможно, так как значения
разных атомарных формул можно выбирать независимо
(это значения либо разных предикатов, либо одного и то-
го же предиката, но на разных термах). B

Что можно сказать про общезначимость формул клас-
сов ˝1 и ˚1? Для класса ˝1 всё просто: общезначимость
формулы со свободными переменными равносильна об-
щезначимости её замыкания (которое получается, если
навесить кванторы всеобщности по всем переменным),
поэтому формулы класса ˝1 по существу ничем не отли-
чаются от бескванторных.

Вопрос для класса ˚1 решается следующей теоремой:
Теорема 55 (Эрбрана). Формула ∃�1 : : : ∃�k ' (где фор-

мула ' | бескванторная) общезначима тогда и только
тогда, когда найдётся конечный список подстановок

'(t1=�1; : : : ; tk=�k);

'(u1=�1; : : : ; uk=�k);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

'(w1=�1; : : : ; wk=�k)
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(вместо переменных подставляются термы нашей сигна-
туры), дизъюнкция которых общезначима.

Заметим, что дизъюнкция, о которой идёт речь в те-
ореме, является бескванторной формулой. По теореме 54
она общезначима тогда и только тогда, когда является
частным случае пропозициональной тавтологии.

Прежде чем доказывать эту теорему, приведём при-
мер. Рассмотрим формулу

∃x (A(c; x)→ A(x; d))

(в которой c и d | константы). Она общезначима; соот-
ветствующий набор состоит из подстановок c=x и d=x. В
самом деле, формула

(A(c; c)→ A(c; d)) ∨ (A(c; d)→ A(d; d))

истинна как при истинном A(c; d), так и при ложном. За-
метим, что в этом примере нам понадобились две под-
становки.

C Доказательство теоремы Эрбрана. В одну сторо-
ну утверждение очевидно: если общезначима дизъюнк-
ция подстановок, то общезначима формула с квантором.
(Мы уже использовали это при элиминации кванторов в
разделе 3.6 при доказательстве теоремы 28.)

Докажем обратное утверждение. Будем считать, что
формула ' не содержит переменных, кроме �1; : : : ; �k (как
мы уже замечали, остальные переменные можно заме-
нить константами). Рассмотрим (бесконечное) множест-
во формул

¬'(t1=�1; : : : ; tk=�k)
для всевозможных наборов замкнутых термов t1; : : : ; tk.
Если это множество противоречиво, всё доказано (тогда
выводима дизъюнкция подстановок, отрицания которых
используются при выводе противоречия). Если оно не-
противоречиво, то существует интерпретация, в которой
все эти формулы истинны. Мы не можем утверждать,
что в этой интерпретации ложна формула

∃�1 : : : ∃�k '
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(носитель интерпретации может содержать элементы, не
являющиеся значениями замкнутых термов). Однако ес-
ли мы выбросим лишние элементы и оставим только зна-
чения термов, то эта формула станет ложной, так что
она не общезначима. B

Заметим, что теорему Эрбрана можно сформулиро-
вать чисто синтаксически: если выводима ˚1-формула
∃�1 : : : ∃�k', то можно найти конечное число подстановок,
дизъюнкция которых выводима. Можно предложить и
доказательство, не использующее понятия общезначимо-
сти. Такое доказательство приведено, например, в книге
Клини [16] (для генценовского варианта исчисления пре-
дикатов) и в книге Шёнфилда [31] (для гильбертовского
варианта). Синтаксическое доказательство (в отличие от
нашего) конструктивно: по выводу ˚1-формулы можно
алгоритмически указать соответствующие термы.

Если сигнатура не содержит функциональных симво-
лов, то теорема Эрбрана позволяет алгоритмически про-
верить выводимость формул класса ˚1, поскольку число
возможных подстановок конечно. Это же можно сказать
и про формулы класса ˝2, так как внешние кванторы
всеобщности можно отбросить, не меняя выводимости.

Естественный вопрос: можно ли построить аналогич-
ные алгоритмы для следующих классов? Отрицательный
ответ даётся в следующем разделе.

4.9. Сколемовские функции
В этом разделе мы в разных формах используем ровно

одну идею: утверждение

∀x∃y A(x; y)

равносильно существованию функции, которая по любо-
му x даёт такой y, что A(x; y). Это утверждение нельзя
записать в виде эквивалентности

∀x∃y A(x; y)⇔ ∃f∀xA(x; f(x));

поскольку в нашем языке нет квантора по функциям и ∃f
мы писать не имеем права. (Языки, содержащие кван-
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торы по множествам и функциям, называются языками
второго порядка и мы их не рассматриваем.)

Тем не менее это утверждение можно сформулиро-
вать и в наших терминах. Пусть, например, имеется фор-
мула ' с двумя параметрами x и y. Тогда замкнутая
формула ∀x∃y ' выполнима тогда и только тогда, ко-
гда выполнима формула ∀x'(f(x)=y), где f | новый од-
номестный функциональный символ. (Аккуратный чита-
тель поправит: надо ещё требовать, чтобы подстанов-
ка f(x) вместо y была корректна. Мы уже знаем, что пе-
ременные можно переименовывать, поэтому будем легко-
мысленно считать, что все необходимые переименования
уже сделаны.)

Аналогичное преобразование выполнимо и для произ-
вольных предварённых формул. Например, формула

∀x∀y∃z∀u∃v '(x; y; z; u; v)

выполнима тогда и только тогда, когда выполнима фор-
мула

∀x∀y∀u'(x; y; f(x; y); u; g(x; y; u))

(здесь '(x; y; z; u; v) | формула, не имеющая параметров,
кроме x; y; z; u; v, запись '(x; y; f(x; y); u; g(x; y; u)) обо-
значает результат соответствующих подстановок, кото-
рые мы предполагаем корректными, а f и g | функцио-
нальные символы, не встречающиеся в формуле ').

Сходное преобразование имеют в виду преподаватели
математического анализа, которые иногда записывают
определение предела (∀"∃� : : :) в несколько странной для
логика форме ∀"∃� = �(") : : : | имеется в виду, что если
для каждого " найдётся �, то это самое � представляет
собой функцию от ".

Отметим, что это рассуждение использует аксиому
выбора, когда из различных возможных (для данного ")
значений � мы выбираем какое-то одно и объявляем его
значением функции "(�).

109. Казалось бы, выбор v в приведённом выше при-
мере зависит от x; y; z; u, так что следовало бы написать
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'(x; y; f(x; y); u; g(x; y; f(x; y); u)) | но мы так не делаем. По-
чему это допустимо?

Используя описанное преобразование, мы приходим к
такой теореме:

Теорема 56. Для всякой замкнутой формулы � сигна-
туры � можно указать формулу � ′ класса ˝1 сигнату-
ры � с добавленными функциональными символами, ко-
торая выполнима или невыполнима одновременно с фор-
мулой � . При этом преобразование � 7→ � ′ эффективно
(выполняется некоторым алгоритмом).

C Приведя � к предварённой нормальной форме, по-
лучим доказуемо эквивалентную формулу (выполнимую
или невыполнимую одновременно с �). После этого при-
меняем описанное выше преобразование. B

Формула � невыполнима тогда и только тогда, ко-
гда её отрицание общезначимо. Поэтому наши рассужде-
ния показывают, что, скажем, формула ¬∀x∃y  (x; y) об-
щезначима одновременно с формулой ¬∀x (x; f(x)). Вно-
ся отрицание внутрь и заменяя ¬ на ', получаем такое
утверждение: формулы

∃x∀y '(x; y) и ∃x'(x; f(x))

одновременно общезначимы. (Это утверждение чуть ме-
нее наглядно, чем двойственное ему утверждение о вы-
полнимости.) В общем виде двойственное к теореме 56
утверждение выглядит так:

Теорема 57. Для всякой замкнутой формулы � сигна-
туры � можно указать формулу � ′ класса ˚1 сигнату-
ры � с добавленными функциональными символами, ко-
торая общезначима или необщезначима одновременно с
формулой � . При этом преобразование � 7→ � ′ эффектив-
но (выполняется некоторым алгоритмом).

Заметим, что к формуле � ′ можно применить теорему
Эрбрана (с. 196): она общезначима тогда и только тогда,
когда дизъюнкция нескольких подстановок является тав-
тологией.

Теорема о полноте позволяет заменить в этой фор-
мулировке общезначимость на выводимость: формулы �
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и � ′ одновременно выводимы. После этого естественно
искать явный метод, который преобразует вывод фор-
мулы � в вывод формулы � ′ и обратно. Такой метод дей-
ствительно существует, но для этого требуется более де-
тальный анализ структуры выводов, при котором удобно
пользоваться исчислениями генценовского типа.

Идея использования функций вместо групп кванто-
ров ∀∃ восходит к Эрбрану и Сколему. Такие функции
иногда называют «эрбрановскими» или «сколемовскими»,
а их добавление | «сколемизацией». Есть также термин
«сколемовская нормальная форма», но здесь добавляются
не функциональные символы, а предикатные, и получа-
ется формула не класса ˚1, как в теореме 57, а класса ˚2.

Теорема 58 (о сколемовской нормальной форме). Для
всякой замкнутой формулы � сигнатуры � можно ука-
зать формулу � ′ класса ˚2 сигнатуры � с добавленны-
ми предикатными символами, которая общезначима или
необщезначима одновременно с формулой � . При этом
преобразование � 7→ � ′ эффективно (выполняется неко-
торым алгоритмом).

C Как и раньше, нам будет удобнее говорить о вы-
полнимости и доказывать, что для всякой формулы �
найдётся одновременно с ней выполнимая формула � ′ из
класса ˝2. Построение такой формулы мы объясним на
примере. Пусть исходная формула имеет вид

∀x∀y∃z∀u∃v '(x; y; z; u; v):

Мы теперь не можем ввести функции f и g, как это де-
лалось выше, на с. 199. Поэтому мы введём предикаты F
иG, заменяющие графики этих функций, и напишем фор-
мулу

∀x∀y∃z F (x; y; z)∧
∀x∀y∀u∃v G(x; y; u; v)∧

∀x∀y∀z∀u∀v (F (x; y; z) ∧G(x; y; u; v)→ '(x; y; z; u; v))

Если исходная формула выполнима, то новая тоже вы-
полнима: достаточно взять в качестве F и G графики
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сколемовских функций. Напротив, если новая формула
выполнима, то выполнима и старая (более того, из но-
вой формулы следует старая): надо взять z и v согласно
первым двум строкам и заметить, что согласно третьей
строке они подойдут.

Такая конструкция применима к любой предварённой
форме и даёт конъюнкцию ˝2-формул (последняя из ко-
торых будет даже и ˝1-формулой). А мы знаем (с. 194),
что такая конъюнкция эквивалентна ˝2-формуле. B

110. Дайте синтаксическое доказательство теоремы о ско-
лемовской нормальной форме (показав, что из выводимости
формулы следует выводимость её сколемовской нормальной
формы и наоборот). (Указание: это проще, чем для формул
с функциональными символами, и не требуется использовать
генценовское исчисление.)

Утверждения этого раздела сводят вопрос о выводи-
мости произвольной формулы исчисления предикатов к
выводимости ˚1-формулы (с функциональными символа-
ми). Если мы запрещаем функциональные символы, то
вопрос о выводимости произвольной формулы сводится
к выводимости ˚2-формулы.

Как мы увидим в разделе 5.4 (теорема Чёрча, c. 232),
вопрос о выводимости произвольных формул языка пер-
вого порядка неразрешим: не существует алгоритма, ко-
торый бы по произвольной замкнутой формуле опреде-
лял бы, выводима она или нет. Результаты этого разде-
ла показывают, что уже для формул класса ˚1 (с функ-
циональными символами) или ˚2 (без них) такого алго-
ритма не существует, поскольку из него можно было бы
получить и общий алгоритм. (В предыдущем разделе мы
видели, что для формул класса ˚1 без функциональных
символов такой алгоритм существует.)



5. Теории и модели

5.1. Аксиомы равенства
Пусть сигнатура � включает в себя двуместный пре-

дикат равенства (записываемый традиционно x = y).
Интерпретация этой сигнатуры называется нормальной,
если предикат равенства интерпретируется как тожде-
ственное совпадение элементов носителя.

Возникает естественный вопрос. Пусть имеется неко-
торая теория T (множество замкнутых формул) в язы-
ке, сигнатура которого включает равенство. Мы знаем
что теория имеет модель (интерпретацию, в которой все
формулы из T истинны) тогда и только тогда, когда она
непротиворечива. В каком случае она имеет нормальную
модель (нормальную интерпретацию, в которой все фор-
мулы из T истинны)?

Чтобы ответить на этот вопрос, введём аксиомы ра-
венства. Пусть � | произвольная сигнатура. Аксиомами
равенства в сигнатуре � будут формулы

∀x (x = x);

∀x∀y ((x = y)→ (y = x));

∀x∀y∀z (((x = y) ∧ (y = z))→ (x = z))

(называемые аксиомами рефлексивности, симметрично-
сти и транзитивности). Это ещё не всё. Для каждого
функционального символа мы формулируем аксиому ра-
венства, которая говорит, что его значение не меняется,
если аргументы заменить на равные. Например, для дву-
местного функционального символа f соответствующая
аксиома выглядит так:

∀x1∀x2∀y1∀y2 (((x1 = x2) ∧ (y1 = y2))→
→ (f(x1; y1) = f(x2; y2))):

Для предикатных символов аксиомы равенства говорят,
что истинный предикат остаётся истинным, если заме-
нить аргументы на равные. Например, для двуместного
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предикатного символа A аксиома такова:

∀x1∀x2∀y1∀y2 (((x1 = x2) ∧ (y1 = y2) ∧A(x1; y1)→
→ A(x2; y2)):

(Нет необходимости специально говорить, что предикат
остаётся ложным при замене аргументов на равные, так
как равенство симметрично.)

Теорема 59 (полноты для нормальных моделей). Тео-
рия T сигнатуры � с равенством имеет нормальную мо-
дель тогда и только тогда, когда она остаётся непроти-
воречивой при добавлении аксиом равенства.

C Прежде всего заметим, что теоремы о корректно-
сти и полноте (раздел 4.5) позволяют говорить о совмест-
ности вместо непротиворечивости.

В нормальной модели теории T аксиомы равенства
истинны, так что в одну сторону утверждение теоремы
очевидно. Нам осталось показать, что если теория T со-
вместна с аксиомами равенства, то она имеет нормаль-
ную модель.

Возьмём произвольную интерпретацию, в которой ис-
тинны формулы из T и аксиомы равенства. Пусть M |
её носитель. В этой интерпретации предикат = не обя-
зан быть настоящим равенством; он представляет собой
некоторое бинарное отношение на M . Поскольку выпол-
нены аксиомы равенства, это отношение рефлексивно,
симметрично и транзитивно (является отношением экви-
валентности). Следовательно, множество M разбивается
на классы эквивалентности; множество этих классов обо-
значимM ′ (его можно назвать фактор-множествомM по
данному отношению эквивалентности). Класс элемента x
будем обозначать [x].

Аксиомы равенства позволяют корректно определить
интерпретацию c носителем M ′. В самом деле, истин-
ность аксиомы для функционального символа f (приве-
дённой выше в качестве примера) гарантирует, что класс
[f(x; y)] зависит лишь от классов [x] и [y], но не от выбо-
ра x и y внутри класса. Аналогичным образом аксиомы
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для предикатных символов позволяют корректно опреде-
лить предикаты на классах.

Полученная интерпретация с носителемM ′ по постро-
ению нормальна. Осталось убедиться, что в ней истинны
те же самые формулы, что и вM (в том числе все форму-
лы теории T ). Это почти очевидно с интуитивной точки
зрения: M отличается от M ′ лишь тем, что каждый эле-
мент представлен несколькими равноправными копиями,
которые со всех точек зрения ведут себя одинаково.

Формально говоря, мы доказываем, что формула '
истинна в интерпретации M на оценке � тогда и толь-
ко тогда, когда ' истинна в M ′ на оценке �′, при ко-
торой значение любой переменной � есть класс, содер-
жащий значение переменной � при оценке �. Это легко
сделать индукцией по построению формулы '. B

111. Покажите, что из аксиом равенства для сигнатуры �
выводится формула

' ∧ (x = y) → '(y=x);

если подстановка в правой части корректна. (Указание: это
очевидно следует из теоремы о полноте, но можно провести и
чисто синтаксическое рассуждение индукцией по построению
формулы '.)

112. Покажите, что если теория T (не обязательно с ра-
венством) имеет модель мощности �, то она имеет и модель
любой большей мощности. (Указание: элементы модели можно
«клонировать» в произвольном количестве.)

Из теоремы о полноте для нормальных моделей лег-
ко следует аналог теоремы о компактности (теорема 50,
с. 187) для нормальных моделей.

Теорема 60 (компактности для нормальных моделей).
Если всякое конечное подмножество теории T в сигнату-
ре с равенством имеет нормальную модель, то и теория T
имеет нормальную модель.

C Любое конечное подмножество теории T остаёт-
ся непротиворечивым при добавлении аксиом равенства
(поскольку имеет нормальную модель). Значит, и вся те-
ория T остаётся непротиворечивой при добавлении акси-
ом равенства (вывод противоречия использует конечное
число формул) и потому имеет нормальную модель. B
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113. Применив теорему о компактности, докажите, что
всякий частичный порядок может быть продолжен до линей-
ного. (Указание. Рассмотрим частично упорядоченное мно-
жество как модель теории, в сигнатуре которой есть равен-
ство, порядок и константы для всех элементов множества,
а формулами являются равенства и неравенства между кон-
стантами. Добавим к ней утверждение о сравнимости любых
двух элементов. Покажите, что любое конечное множество
формул полученной теории непротиворечиво, используя тот
факт, что частичный порядок на конечном множестве про-
должается до линейного.)

114. Используя теорему о компактности, докажите, что
для всякого поля k сушествует его расширение k′, в кото-
ром всякий многочлен с коэффициентами из k имеет корень.
(Указание. Утверждение о существовании корня у многочлена
с данными коэффициентами можно записать в виде формулы.
Любое конечное множество таких формул совместно с акси-
омами поля, так как можно по очереди присоединить корни
соответствующих многочленов.)

115. Пусть ` | множество замкнутых формул в сигнату-
ре с равенством. Покажите, что замкнутая формула ' этой
сигнатуры истинна во всех нормальных моделях ` тогда и
только тогда, когда она выводима из ` и аксиом равенства.

Утверждение последней задачи является аналогом те-
оремы 51 (с. 187) для теорий с равенством. Иногда вооб-
ще рассматривают только такие теории. При этом равен-
ство является обязательным элементом сигнатуры, акси-
омы равенства (их число зависит от сигнатуры) счита-
ются частью исчисления предикатов, а интерпретации
рассматриваются только нормальные. При этом теория
имеет [нормальную] модель тогда и только тогда, ко-
гда она непротиворечива [вместе с аксиомами равенства];
формула выводима из теории ` [и аксиом равенства] то-
гда и только тогда, когда она верна во всех [нормальных]
моделях теории ` и т. п. (в квадратных скобках указаны
подразумеваемые слова).

5.2. Повышение мощности

Теорема Левенгейма {Сколема (теорема 42 в разде-
ле 3.11) позволяла уменьшать мощность интерпретации
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(она утверждала, что для любой бесконечной интер-
претации конечной или счётной сигнатуры существует
элементарно эквивалентная ей счётная подструктура).
В этом разделе мы рассмотрим обратную задачу |
расширение интерпретации до элементарно эквивалент-
ной интерпретации большей мощности. Соответствую-
щее утверждение также называют теоремой Левенгей-
ма {Сколема.

Прежде всего отметим, что без требования нормаль-
ности это утверждение бессодержательно: как уже гово-
рилось на с. 205, мы можем дублировать элементы сиг-
натуры в произвольном количестве. Поэтому мы пред-
полагаем, что все рассматриваемые интерпретации нор-
мальны (равенство интерпретируется как тождествен-
ное совпадение).

Теорема 61 (Левенгейма {Сколема о повышении мощно-
сти). Пусть A| бесконечная нормальная интерпретация
некоторой сигнатуры � с равенством. Тогда существует
нормальная интерпретация B ⊃ A сколь угодно большой
мощности, являющаяся элементарным расширением A.

(Это означает, согласно определению на с. 140, напом-
ним, что интерпретация предикатных и функциональ-
ных символов в B продолжает их интерпретацию в A
и что формулы сигнатуры �, параметрам которых при-
даны значения из A, одновременно истинны в A и в B.)

C Сформулируем утверждение теоремы в терминах
теорий и моделей. Пусть A | произвольная нормальная
интерпретация сигнатуры �. Рассмотрим сигнатуру �A,
которая получается из � добавлением констант | по од-
ной для каждого элемента множества A. Эта сигнатура
имеет естественную нормальную интерпретацию с носи-
телем A: значением каждой константы является соответ-
ствующий ей элемент. (Возможно, что в � изначально бы-
ло достаточно констант и всякий элемент A был значе-
нием некоторой константы. Тогда эта процедура лишняя,
но и вреда от неё нет.)

Рассмотрим теорию ThA(A), состоящую из формул
сигнатуры �A, истинных в A при указанной интерпре-
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тации. Всякое элементарное расширение B интерпрета-
ции A будет моделью теории ThA(A). В самом деле, зам-
кнутая формула '(a1; : : : ; an) сигнатуры �A получается
подстановкой констант a1; : : : ; an вместо параметров из
какой-то формулы '(x1; : : : ; xn) сигнатуры �. (Мы ис-
пользуем не вполне корректные обозначения, в частно-
сти, отождествляем элементы a1; : : : ; an множества A с
константами для них.) Её истинность в B (или в A) рав-
носильна истинности формулы '(x1; : : : ; xn) при значени-
ях параметров x1 7→ a1; : : : ; xn 7→ an | формально гово-
ря, следует воспользоваться леммой 2 на с. 167. Поэтому
по определению элементарного расширения все формулы
из ThA(A) будут истинны и в B.

Верно и обратное: любая нормальная модель теории
ThA(A) естественно определяет элементарное расшире-
ние интерпретации A. В самом деле, пусть дана нормаль-
ная модель этой теории с носителем B. Тогда каждый
элемент множества A (точнее, соответствующая этому
элементу константа) интерпретируется некоторым эле-
ментом множества B. Разным элементам множества A
соответствуют разные элементы в B, так как формула
a1 6= a2, истинная в A, должна быть истинной и в B.
Таким образом, A вкладывается в B и можно отожде-
ствить его с некоторым подмножеством множества B.
Это отождествление корректно в том смысле, что пре-
дикаты и функциональные символы интерпретируются
согласованным образом. В самом деле, атомарные фор-
мулы вида P (a1; : : : ; an), а также формулы ¬P (a1; : : : ; an)
и f(a1; : : : ; an) = a, истинные в A, истинны и в B. Истин-
ные в A формулы вида '(a1; : : : ; an) принадлежат ThA(A)
и потому истинны и в B; ложные в A формулы имеют от-
рицания в ThA(A) и потому ложны в B.

Таким образом, для доказательства теоремы Левен-
гейма {Сколема о повышении мощности осталось постро-
ить нормальную модель теории ThA(A), имеющую сколь
угодно большую мощность. Это можно сделать так: до-
бавим множество новых констант ci и формулы ci 6= cj
(для всех i 6= j) к теории ThA(A). Полученная теория бу-
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дет совместной по теореме компактности для нормаль-
ных моделей. (В самом деле, любая конечная часть её
имеет нормальную модель, поскольку содержит конечное
число новых констант, и им можно придать различные
значения в A.) Поэтому и вся теория имеет нормальную
модель. Всем константам ci соответствуют в этой модели
разные элементы (поскольку истинна формула ci 6= cj),
поэтому мощность этой модели может быть сколь угодно
большой, если использовать достаточно много констант.

Этот же приём будет использован нами при построе-
нии нестандартной модели арифметики (с. 235). B

Приведённое рассуждение даёт оценку мощности сни-
зу. Можно получить и в точности нужную мощность:

Теорема 62. Пусть A | бесконечная нормальная ин-
терпретация сигнатуры � (с равенством) и пусть � |
мощность, не меньшая мощностей сигнатуры � и интер-
претации A. Тогда существует нормальное элементарное
расширение B ⊃ A мощности �.

C Мощность сигнатуры �A есть максимум из мощно-
стей � и A; после добавления новых констант в количе-
стве � штук получится сигнатура мощности �, и согласно
теореме 48 (с. 186) найдётся модель множества ThA(A)
мощности �. Преобразование её в нормальную модель
(факторизация) может лишь уменьшить мощность, но �
различных элементов у нас заведомо есть. B

Аналогичный приём (добавление констант) позволяет
легко доказать такое утверждение:

Теорема 63. Если теория (в произвольной сигнатуре с
равенством) имеет сколь угодно большие конечные нор-
мальные модели, то она имеет и бесконечную нормаль-
ную модель.

C Добавим к теории бесконечное число новых кон-
стант и аксиомы о том, что все они различны. Любой
конечный фрагмент расширенной теории имеет нормаль-
ную модель (возьмём достаточно большую конечную мо-
дель и проинтерпретируем в ней константы). По теорме
компактности и вся расширенная теория имеет нормаль-
ную модель, которая и будет бесконечной нормальной мо-
делью исходной теории. B
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Вообще можно задать себе такой естественный во-
прос. Пусть есть некоторая теория (или даже просто од-
на формула). Каковы могут быть мощности её нормаль-
ных моделей? Как мы видели, для теорий с конечной сиг-
натурой верно одно из двух: либо бесконечных моделей
вовсе нет, либо есть бесконечные модели всех мощностей.
Это гарантируют теоремы Левенгейма {Сколема об эле-
ментарной подмодели (теорема 42) и о повышении мощ-
ности (теорема 61).

Что можно сказать про мощности конечных моде-
лей? Для каждой формулы рассмотрим множество всех
возможных мощностей её конечных моделей. Его ино-
гда называют спектром формулы. Это множество мо-
жет быть устроено довольно сложным образом: напри-
мер, для формулы, выражающей аксиомы поля, спектр
состоит из всех степеней простых чисел.

116. (а) Укажите формулу, спектр которой состоит из всех
чётных положительных чисел. (б) Укажите формулу, спектр
которой состоит из всех нечётных чисел. (в) Укажите фор-
мулу, спектр которой состоит из всех составных чисел.

Любопытно, что проблема конечного спектра (при-
ведённая в книге Кейслера и Чэна под номером 1 среди
«старых проблем теории моделей»), неожиданно оказа-
лась связана с центральной проблемой теории сложно-
сти вычислений | так называемой «проблемой перебо-
ра». (Проблема конечного спектра состоит в следующем:
верно ли, что дополнение (до N) к спектру любой форму-
лы является спектром некоторой другой формулы?)

В качестве примера использования теоремы о повы-
шении мощности докажем теорему Гильберта о нулях
(теорема 40), не проводя элиминацию кванторов. Пусть
система уравнений имеет решение в поле k′, являющем-
ся расширением алгебраически замкнутого поля k. Пока-
жем, что она имеет решение и в k. Построим элементар-
ное расширение k′′ ⊃ k очень большой мощности. Теперь
k′ можно вложить в k′′ (это вложение строится по транс-
финитной рекурсии: добавляя алгебраический элемент,
мы пользуемся алгебраической замкнутостью k′′, доба-
вляя трансцендентный элемент, мы пользуемся большой
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мощностью k′′). Значит, система имеет решение в k′′. По-
скольку k′′ было элементарным расширением, то система
имеет решение в k.

Другое любопытное применение теоремы о повыше-
нии мощности таково. Назовём линейно упорядоченное
множество M однородным, если для любых двух возра-
стающих последовательностей x1 < x2 < : : : < xn и y1 <
< y2 < : : : < yn найдётся автоморфизм множества M ,
переводящий xi в yi (при всех i = 1; : : : ; n).

Теорема 64. Для всякой бесконечной мощности най-
дётся однородное линейно упорядоченное множество та-
кой мощности.

C Множество рациональных чисел (и вообще любое
счётное плотное линейно упорядоченное множество) од-
нородно. В самом деле, соответствие между двумя на-
борами его элементов постепенно продолжается до ав-
томорфизма (добавляем элементы поочерёдно с той или
другой стороны). Другой способ убедиться в этом |
вспомнить о том, что это рациональные числа, и взять
кусочно-линейный автоморфизм.

Для каждого n фиксируем способ продолжения авто-
морфизмов с n-элементных подмножеств в виде функции
fn с 2n + 1 аргументами: f(z; x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn) озна-
чает элемент, в который переходит z при автоморфизме,
переводящем xi в yi. Рассмотрим теперь Q как интерпре-
тацию сигнатуры, включающей порядок и все fi. По те-
ореме о повышении мощности можно найти элементарно
эквивалентную интерпретацию любой заданной мощно-
сти. Поскольку свойства функций fn выражаеются фор-
мулами, получится однородное линейно упорядоченное
множество заданной мощности. B

5.3. Полные теории

В этом разделе мы попытаемся систематизировать
уже известные нам понятия и факты.

• Начнём с напоминаний. Сигнатурой мы называли
набор предикатных и функциональных символов.
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Среди формул данной сигнатуры выделяют замкну-
тые (формулы без параметров). Сигнатура име-
ет интерпретации, в которых замкнутые форму-
лы этой сигнатуры бывают истинными и ложными.
Произвольное множество замкнутых формул дан-
ной сигнатуры называется теорией в этой сигна-
туре. Моделью теории называется интерпретация,
в которой все формулы теории истинны. Теория на-
зывается совместной, если она имеет модель.

• Теория называется теорией с равенством, если она
включает в себя аксиомы равенства (а её сигнату-
ра содержит символ равенства). Интерпретация те-
ории с равенством называется нормальной, если ра-
венство интерпретируется как совпадение элемен-
тов носителя интерпретации. Совместная теория с
равенством имеет нормальную модель (получаемую
из произвольной модели факторизацией по отноше-
нию равенства).

• Говорят, что замкнутая формула ' выводима в те-
ории T (является теоремой теории T ), если форму-
ла ' получается из аксиом исчисления предикатов
и формул теории T по правилам вывода. (Обозна-
чение: T ` '.)
Формула ' выводима в теории T тогда и только то-
гда, когда в исчислении предикатов выводится не-
которая формула вида � → ', где � | конъюнкция
конечного числа формул из T .

Формула ' семантически следует из T , если она
истинна в любой модели теории T (обозначение:
T � '). Семантическое следование равносильно вы-
водимости (теорема 51, с. 187). Взяв в качестве '
тождественно ложную формулу ⊥ (скажем, отри-
цание тавтологии), приходим к понятиям противо-
речивости (T `⊥) и несовместности (T �⊥, T не
имеет моделей). В противоречивой теории выводи-
ма любая формула (соответствующей сигнатуры).
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• Непротиворечивая теория T полна (в данной сигна-
туре), если для любой замкнутой формулы ' этой
сигнатуры либо формула ', либо её отрицание ¬'
выводится из T .

• Для произвольной интерпретации M произвольной
сигнатуры � можно рассмотреть элементарную
теорию интерпретации M , обозначаемую Th(M)
и состоящую из всех истинных вM замкнутых фор-
мул сигнатуры �. Очевидно, эта теория полна (одна
из формул ' и ¬' ей принадлежит). Две интерпре-
тации M1 и M2 элементарно эквивалентны, если
Th(M1) = Th(M2).

• Теория T называется конечно аксиоматизируемой,
если существует конечное множество T ′ теорем те-
ории T , из которых выводятся все утверждения
из T (другими словами, если существует конечная
теория, имеющая то же самое множество теорем).

• Теория с равенством, имеющая конечную или счёт-
ную сигнатуру, называется категоричной в счёт-
ной мощности, если все её счётные нормальные мо-
дели изоморфны. Категоричность в данной несчёт-
ной мощности определяется аналогично.

• Теория с конечной сигнатурой называется разреши-
мой, если существует алгоритм, который по произ-
вольной замкнутой формуле определяет, выводима
ли она в этой теории или нет.

117. Покажите, что добавление к теории любой её теоремы
не меняет множества теорем.

Прежде чем переходить к примерам, сделаем два про-
стых наблюдения.

Теорема 65 (критерий Лося {Воота). Непротиворечи-
вая теория T с равенством в конечной или счётной сиг-
натуре, не имеющая конечных моделей и категоричная в
счётной мощности, полна.
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C Предположим, что ни одна из формул ' и ¬' не вы-
водима в теории T . Тогда обе теории T ∪{¬'} и T ∪{'}
непротиворечивы. По теореме 47 (с. 186) они имеют счёт-
ные модели, которые остаются счётными после фактори-
зации (перехода к нормальным моделям), поскольку те-
ория T не имеет конечных моделей. Эти счётные моде-
ли должны быть изоморфными (в силу категоричности).
С другой стороны, в одной из них истинна формула ¬', а
в другой | формула ', так что они даже не элементарно
эквивалентны (мы знаем из раздела 3.9, что такого быть
не может). B

Аналогично доказывается и общая форма критерия
Лося {Воота:

Теорема 66. Непротиворечивая теория с равенством в
конечной или счётной сигнатуре, не имеющая конечных
моделей и категоричная в данной несчётной мощности �,
полна.

C Пусть теория T не полна и к ней можно присоеди-
нить без противоречия любую из формул ' и ¬'. Рас-
смотрим счётные нормальные модели теорий T ∪ {'} и
T ∪ {¬'}. По теореме 62 увеличим их мощности до � и
получим противоречие. B

118. Условие конечности или счётности сигнатуры в этой
теореме можно ослабить. Как это сделать?

Вот пример применения теоремы 66. Теория алгебра-
ически замкнутых полей характеристики 0 категорич-
на в любой несчётной мощности. (Это можно доказать,
используя базисы трансцендентности: такое поле имеет
базис трансцендентности над полем алгебраических чи-
сел, мощность которого равна мощности всего поля, а
два поля с равномощными базисами трансцендентности
изоморфны). Следовательно, эта теория полна.

Заметим, что это наблюдение согласовано со знаме-
нитой (и трудной!) теоремой Морли; эта теорема утвер-
ждает, что теория с равенством, категоричная в одной
несчётной мощности, категорична и во всех несчётных
мощностях. (Подробно о теореме Морли можно прочесть,
например, в учебнике Кейслера и Чэна [13].)
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Теорема 67. Конечно аксиоматизируемая полная тео-
рия в конечной сигнатуре разрешима.

C Пусть дана произвольная формула '. Будем пере-
бирать все выводы в исчислении предикатов и прове-
рять, не обнаружилась ли выводимость одной из фор-
мул ' или ¬' из конъюнкции некоторых аксиом тео-
рии T . Рано или поздно одна из них окажется выводимой
(поскольку теория полна), и тем самым мы узнаем, какая
из формул выводима в теории. B

Это доказательство неконструктивно в том смысле,
что не даёт никакой оценки на время работы алгорит-
ма. Отметим также, что не обязательно требовать ко-
нечной аксиоматизируемости теории; достаточно, чтобы
она имела разрешимое или перечислимое множество ак-
сиом (см. [5]).

Проиллюстрируем все эти понятия на нескольких (в
основном уже обсуждавшихся нами) примерах.

Плотные линейно упорядоченные множества

Рассмотрим сигнатуру, содержащую отношения по-
рядка и равенства. Рассмотрим теорию плотных линей-
но упорядоченных множеств без первого и последнего
элемента, которая включает в себя следующие аксиомы:

• аксиомы равенства (в том числе сохранение поряд-
ка при замене элементов на равные);

• ∀x (x 6 x) (рефлексивность порядка);

• ∀x∀y∀z ((x 6 y) ∧ (y 6 z)→ (x 6 z))
(транзитивность порядка);

• ∀x∀y ((x 6 y) ∧ (y 6 x)→ (x = y))
(антисимметричность порядка);

• ∀x∀y ((x 6 y) ∨ (y 6 x)) (линейность порядка);

• ∀x∃y (y > x) (нет максимального элемента; (y > x)
можно считать сокращением для ¬(y 6 x) или для
(x 6 y)∧¬(x = y) | при наличии остальных аксиом
это одно и то же);
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• аналогичная аксиома про отсутствие минимального
элемента;

• ∀x∀y ((x < y)→ ∃z ((x < z) ∧ (z < y)) (плотность).

Рациональные числа образуют счётную модель этой
теории, а действительные | несчётную. Как мы уже
упоминали, эта теория категорична в счётной мощности,
все её счётные нормальные модели изоморфны. Отсюда
по теореме 65 получаем, что она полна. Следовательно,
в ней выводятся все истинные в Q (или в любой другой
модели, в частности, в R) формулы её сигнатуры (в са-
мом деле, из формул ' и ¬' ровно одна истинна и ровно
одна выводима, и выводимая формула должна быть ис-
тинной). Наконец, по теореме 67 эта теория разрешима.

Другое доказательство тех же фактов даёт элимина-
ция кванторов (теорема 30, с. 113). Как мы отмечали
в разделе 3.6, для каждой формулы ' нашей сигнатуры
существует бескванторная формула '′, эквивалентная '
в любой нормальной интерпретации теории плотных ли-
нейно упорядоченных множеств без первого и последнего
элементов. Поэтому эквивалентность ' ↔ '′ (с кванто-
рами всеобщности) является теоремой этой теории. Если
формула ' была замкнутой, то формула '′ будет тожде-
ственно истинной или тождественно ложной. В первом
случае в теории выводима формула ', во втором слу-
чае | её отрицание. Следовательно, теория полна.

Сказанное можно интерпретировать и так: мы дока-
зали конечную аксиоматизируемость теории Th(Q;=; <),
предъявив список аксиом.

119. Покажите, что эта теория не является категоричной
в мощности континуум.

Отсюда следует (по теореме Морли), что теория плот-
ных линейно упорядоченных множеств без первого и по-
следнего элемента не будет категоричной ни в какой не-
счётной мощности.

120. Не используя теоремы Морли, укажите примеры не-
изоморфных плотных линейно упорядоченных множеств за-
данной несчётной мощности.
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121. Покажите, что элементарные теории Th([0; 1];=; <) и
Th([0;+∞);=; <) конечно аксиоматизируемы, полны и разре-
шимы. Будут ли они категоричными в мощности континуум?

122. Рассмотрим теорию плотных линейно упорядоченных
множеств (не добавляя аксиом про наименьший и наибольший
элемент). Будет ли она категорична в какой-либо мощности?
полна? разрешима?

Теория Th(Z;=; S; 0)
В этом примере мы действуем в обратном порядке,

начав с конкретной интерпретации (целые числа с равен-
ством, функцией прибавления единицы и константой 0)
и построив явную систему аксиом. Для этого вспомним
процедуру элиминации кванторов из раздела 3.6 (теоре-
ма 28). Какими свойствами должна обладать нормальная
интерпретация языка, чтобы преобразования, использо-
ванные при элиминации кванторов, были эквивалентны-
ми? Помимо аксиом равенства, нам нужно, чтобы функ-
ция S была биекцией и чтобы для любого x все элементы

: : : ; S−1(S−1(x)); S−1(x); x; S(x); S(S(x)); : : :

были различны. Другими словами, элиминация кванто-
ров даёт формулу, эквивалентную исходной во всех мо-
делях такой теории:

• аксиомы равенства;

• ∀x∀y ((S(x) = S(y))→ (x = y));

• ∀x∃y (S(y) = x);

• ∀x¬(x = S(x));

• ∀x¬(x = S(S(x)));

• ∀x¬(x = S(S(S(x)))) и т. д.

Ограничиваясь замкнутыми формулами, мы (как и в
предыдущем примере) видим, что Th(Z;=; S; 0) совпада-
ет с множеством всех формул, выводимых из перечислен-
ных аксиом, так что теория с этими аксиомами полна.
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Она разрешима (как любая полная теория с разрешимым
множеством аксиом; кроме того, явный алгоритм даётся
элиминацией кванторов).

В отличие от предыдущего примера, эта теория не
является категоричной в счётной мощности | напри-
мер, Z+Z является её моделью, не изоморфной исходной.

123. Опишите все модели этой теории.
124. Покажите, что эта теория категорична в любой не-

счётной мощности.

Покажем в заключение, что эта теория не является
конечно аксиоматизируемой. В самом деле, пусть имеет-
ся конечное множество F теорем этой теории, из которой
следуют все остальные теоремы. Каждая из теорем мно-
жества F выводима из аксиом, и этот вывод использует
конечное число аксиом. Это означает, что все остальные
аксиомы (не используемые в выводе формул из F ) вооб-
ще лишние. А это не так: в конечной модели, составлен-
ной из остатков по модулю N , верны все аксиомы, кроме
SN (x) 6= x; S2N (x) 6= x; : : : , поэтому эти аксиомы не сле-
дуют из остальных.

125. Докажите, что использованное нами рассуждение но-
сит общий характер: если теория бесконечна, но конечно ак-
сиоматизируема, то некоторая её конечная часть равносильна
всей теории (имеет те же теоремы).

Теория Th(Z;=; <; S; 0)
Что изменится, если мы добавим к сигнатуре, помимо

прибавления единицы, ещё и отношение порядка? Как мы
видели (см. доказательство теоремы 29 и задачу после не-
го, с. 112), элиминация кванторов по-прежнему возмож-
на. Для придания законности нам нужны такие свойства
интерпретации (которую мы предполагаем нормальной):
она представляет собой линейно упорядоченное множест-
во, в котором каждый элемент имеет непосредственно
следующий (совпадающий с значением функции S) и не-
посредственно предшествующий. В отличие от предыду-
щего примера, нам достаточно конечного набора аксиом.
Таким образом, теория Th(Z;=; <; S; 0) конечно аксиома-
тизируема, а также (как и в предыдущем примере) полна,
разрешима, но не категорична в счётной мощности.
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Можно обойтись и без элиминации кванторов, рас-
суждая иначе. Рассмотрим теорию линейно упорядочен-
ных множеств со следующим и предыдущим элементом
и опишем все её модели. Именно, мы покажем, что лю-
бая нормальная модель M этой теории имеет вид Z×A,
где A|произвольное линейно упорядоченное множество
(порядок на парах таков: сначала сравниваются A-ком-
поненты, а в случае равенства | Z-компоненты.) В са-
мом деле, будем говорить, что элементы x и y лежат «в
одной галактике», если между ними конечное число эле-
ментов. (Легко проверить, что это действительно отно-
шение эквивалентности, и наше множество разбивается
на галактики.) Далее проверяем, что каждая галактика
изоморфна Z (как упорядоченное множество) и что на
галактиках естественно определяется порядок.

Теперь с помощью игры Эренфойхта (см. раздел 3.9,
теорема 37) мы показываем, что все нормальные моде-
ли этой теории элементарно эквивалентны. Отсюда за-
ключаем, что теория полна (как в доказательстве теоре-
мы 65, где мы по существу использовали элементарную
эквивалентность моделей, а не их изоморфизм).

126. Покажите, что теория Th(Z;=; <; S; 0) не категорич-
на ни в какой несчётной мощности.

127. Будет ли теория Th(Z;=; <) конечно аксиоматизиру-
емой? разрешимой? категоричной?

128. Будет ли теория Th(N;=; <) конечно аксиоматизиру-
емой? разрешимой? категоричной?

Теория Th(Q;=; <;+; 0; 1)
Эту теорию мы рассматривали в разделе 3.6, с. 116.

Мы ограничимся двумя константами 0 и 1, поскольку лю-
бую атомарную формулу можно привести к общему зна-
менателю и получить целые константы, которые можно
выразить через 0 и 1.

Мы хотим указать явно набор аксиом этой теории,
то есть множество формул, из которых выводятся все
теоремы этой теории и только они. Как и в предыдущих
примерах, это можно сделать, проанализировав процесс
элиминации кванторов и выявив все использованные при
этом свойства интерпретации. (Все рассматриваемые на-
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ми интерпретации предполагаются нормальными, а акси-
омы равенства изначально включаются в строимую нами
теорию.)

Прежде всего, нам важно, что по сложению мы имеем
абелеву группу (и 0 является её нулём). Это позволяет в
равенствах переносить члены с одной стороны в другую.
Для операций с неравенствами нам надо знать, что поря-
док является линейным и что он согласован со сложением
(то есть что из x < y следует x+ z < y + z). Кроме то-
го, мы умножали равенства и неравенства на рациональ-
ные числа. Чтобы это было законно, мы должны знать,
что группа является делимой: для всякого a уравнения
x+ x = a; x+ x+ x = a; x+ x+ x+ x = a; : : : имеют
решения. (В упорядоченной группе такое решение, как
легко показать, единственно.) Наконец, нам надо знать,
что 1 > 0.

Кроме этих аксиом (которых счётное число) мы при
элиминации ничего не использовали, так что для лю-
бой формулы ' есть бескванторная формула '′, которая
эквивалентна ' в любой делимой упорядоченной группе.
Поэтому любая замкнутая формула, истинная в стан-
дартной интерпретации (в Q), истинна в любой делимой
упорядоченной группе, и мы получили счётную систему
аксиом для теории Th(Q;=; <;+; 0; 1).

129. Покажите, что эта теория не является конечно акси-
оматизируемой. (Указание: делимость любого элемента груп-
пы на простое число p не вытекает из делимости на все мень-
шие простые числа | рассмотрим рациональные числа, зна-
менатель которых взаимно прост с p.)

130. Покажите, что эта теория разрешима.
131. Покажите, что эта теория не является категоричной.
132. Покажите, что теория Th(Q;=;+; 0) не является ка-

тегоричной в счётной мощности, но категорична в любой не-
счётной мощности. (Указание: её модели | векторные про-
странства над полем рациональных чисел.)

Арифметика Пресбургера

В разделе 3.7 мы занимались элиминацией кванто-
ров в теории (Z;=; <;+; 0; 1), которая потребовала доба-
вления бесконечного числа дополнительных предикатов
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(сравнимость по модулю N для всех целых N > 1).

Проанализировав это рассуждение, можно извлечь из
него явную аксиоматизацию для теории (Z;=; <;+; 0; 1)
(без дополнительных предикатов). Какие свойства по-
рядка и сложения на целых числах мы используем? Нам
важно, что целые числа образуют абелеву группу, что по-
рядок согласован со сложением и что x+ 1 есть непосред-
ственно следующий за x элемент (достаточно, впрочем,
сказать, что 1 непосредственно следует за 0). В любой
группе можно рассмотреть подгруппу делящихся на N
элементов (для любой целой константы N > 1) и срав-
нивать элементы по модулю этой подгруппы. Но этого
мало: нам нужно ещё иметь возможность делить на N с
остатком. Это гарантируется такой аксиомой (при ка-
ждом N | своя аксиома): для любого элемента x ровно
один из N элементов x; x− 1; x− 2; : : : ; x−N + 1 делится
на N .

Можно проверить, что все шаги элиминации кванто-
ров сохраняют равносильность в такой ситуации. Про-
верим, например, что сравнения можно умножать на це-
лое положительное число. Почему, скажем, a ≡ b (mod 3)
равносильно a+ a ≡ b+ b (mod 6)? По определению пер-
вое означает, что a − b = u + u + u для некоторого u, а
второе | что (a− b) + (a− b) = v + v + v + v + v + v для
некоторого v, и достаточно сослаться на то, что в упо-
рядоченной группе из x+ x = 0 следует x = 0 (поскольку
из x > 0 следует x+x > x > 0). Наиболее сложный шаг |
доказательство представительности набора. Здесь надо
рассмотреть все случаи расположения произвольного y
относительно правых частей. В каждом из случаев мы
заменяли y на первый элемент из окрестности правых
частей, встречающийся при движении шагами D (как
описано на с. 121). Эту процедуру можно понимать как
деление расстояния (до ближайшей правой части) на D
с остатком; возможность этого гарантируется нашими
аксиомами.

133. Покажите, что теория (Z;=; <;+; 0; 1) разрешима.

134. Покажите, что эта теория не категорична в счётной
мощности и опишите все её счётные модели. (Указание: они
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имеют вид Z×A, где A | делимая упорядоченная группа.)

135. Покажите, что эта теория не конечно аксиоматизиру-
ема. (Указание: рассмотрите интерпретацию Z×A, когда в A
возможно деление на простые числа, меньшие некоторого p,
но не на p.)

Алгебраически замкнутые поля характеристики 0

Теорема 34 устанавливает возможность элиминации
кванторов в поле комплексных чисел. Как мы уже от-
мечали (теорема 38 на с. 140), это преобразование даёт
формулу, равносильную во всех алгебраически замкну-
тых полях характеристики 0. Отсюда следует, как обыч-
но, что теория алгебраически замкнутых полей характе-
ристики 0 полна. (Её аксиомы таковы: аксиомы равен-
ства, аксиомы поля, счётный набор утверждений о том,
что любой многочлен степени n > 0 с ненулевым стар-
шим коэффициентом имеет корень, а также счётный на-
бор утверждений вида 1+1+1+ : : :+1 6= 0.) Эта теория
совпадает с элементарной теорией поля комплексных чи-
сел.

Другое доказательство полноты этой теории можно
получить с помощью критерия Лося {Воота (теорема 66,
с. 214) и утверждения следующей задачи.

136. Покажите, что теория алгебраически замкнутых по-
лей характеристики 0 не категорична в счётной мощности,
но категорична в любой несчётной мощности. (Указание: ал-
гебраически замкнутое поле имеет базис трансцендентности
над Q; если поле несчётно, то базис равномощен полю.)

137. Покажите, что теория алгебраически замкнутых по-
лей данной характеристики p полна.

138. Покажите, что если некоторая формула в сигнату-
ре (=;+;×) истинна в алгебраически замкнутых полях харак-
теристики 0, то она истинна и во всех алгебраически замкну-
тых полях достаточно большой конечной характеристики.

Вещественно замкнутые поля

Более сложно сформулировать, какие свойства веще-
ственных чисел реально используются при доказатель-
стве теоремы Тарского { Зайденберга (раздел 3.8). Дело
в том, что мы ссылались на разные факты из анализа
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(понятие производной, теорема Ролля, асимптотика мно-
гочленов). Однако на самом деле достаточно некоторых
алгебраических свойств поля | как говорят, поле долж-
но быть «вещественно замкнутым».

Поле называется упорядоченным, если на нём задан
линейный порядок, причём он согласован со сложением
(x < y влечёт x + z < y + z) и умножением (x; y > 0
влечёт xy > 0).

139. Покажите, что любое упорядоченное поле имеет ха-
рактеристику 0 и что в любом упорядоченном поле сумма ква-
дратов не может равняться −1.

Упорядоченное поле называется вещественно замкну-
тым, если любой многочлен, имеющий на концах отрезка
разные знаки, имеет корень на этом отрезке. (Отметим в
скобках, что существует несколько эквивалентных опре-
делений вещественно замкнутого поля, см. учебник ван
дер Вардена [4]; мы выбрали наиболее удобное для на-
ших целей.)

Мы не можем записать определение вещественной за-
мкнутости в виде формулы, поскольку степень многочле-
на может быть любой. Но можно написать много фор-
мул | по одной для каждой степени многочлена. Напри-
мер, для многочленов степени 2 получится формула

(u < v) ∧ (a 6= 0) ∧ ((au2 + bu+ c)(av2 + bv + c) < 0)→
→ ∃x ((u < x) ∧ (x < v) ∧ (ax2 + bx+ c = 0)):

Теория, состоящая из аксиом упорядоченного поля (в
том числе аксиом равенства) и этих дополнительных ак-
сиом, называется теорией вещественно замкнутых по-
лей. Покажем, что в любом вещественно замкнутом поле
выполнены основные факты о многочленах и их произ-
водных. Прежде всего заметим, что в алгебре естествен-
но определять производную многочлена не как предел,
а чисто формально: (xn)′ = nxn−1 (для любого положи-
тельного целого n), далее по линейности. Степень про-
изводной многочлена на единицу меньше степени самого
многочлена. Выполнены основные правила дифференци-
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рования (линейность, правило дифференцирования про-
изведения, формула Тейлора).

Теперь отметим некоторые свойства многочленов,
связанные с порядком. Пусть многочлен в какой-то точ-
ке равен нулю, а производная его в этой точке больше
нуля. Тогда в некоторой окрестности этой точки он по-
ложителен справа и отрицателен слева. (В самом деле,
можно применить формулу Тейлора и оценки, показы-
вающие, что вблизи нуля знак определяется линейной
частью.)

Справедливо и свойство сохранения знака: если в ка-
кой-то точке многочлен положителен, то и в достаточ-
но близких точках он положителен. Слова «достаточно
близких» понимаются в обычном смысле (∃" > 0), только
теперь " | не действительное число, а элемент поля.

Аналогичным образом можно сформулировать и до-
казать такое утверждение: при всех достаточно боль-
ших значениях аргумента знак многочлена определяет-
ся его старшим коэффициентом (обычные оценки вполне
годятся).

Более сложно доказывается, что что если производ-
ная многочлена P (x) положительна на интервале (a; b),
то он неубывает на отрезке [a; b]. Пусть это не так. До-
бавив к многочлену константу, можно считать, что для
каких-то точек c; d этого отрезка имеют место неравен-
ства c < d, P (c) > 0, P (d) < 0 и потому P имеет корень
на интервале (c; d) (вещественная замкнутость).

Число корней многочлена (в любом поле) конечно, по-
этому среди корней многочлена P (x) на интервале (c; d)
есть наименьший корень �. Слева от � многочлен P дол-
жен быть положительным (поскольку корень первый),
но одновременно вблизи � и отрицательным (так как
P ′(�) > 0 по предположению).

Теперь легко понять, что многочлен с положительной
производной на (a; b) строго возрастает на [a; b]: если бы в
двух точках он принимал одинаковые значения, то между
ними он был бы константой (чего не может быть для
непостоянного многочлена).
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Следствие: многочлен, производная которого не име-
ет корней на (a; b), либо строго возрастает, либо строго
убывает на [a; b]. В самом деле, свойство вещественной
замкнутости можно применить и к производной, следо-
вательно она либо всюду положительна, либо всюду отри-
цательна. В частности, справедлива теорема Ролля (мно-
гочлен с равными значениями на концах отрезка имеет
нуль производной).

После такой тренировки наши рассуждения про зна-
ки многочленов диаграммы легко провести для произ-
вольного поля. Легко понять также, что деление с остат-
ком (точнее, операция модифицированного остатка) име-
ет смысл для любого поля, и что целые числа (которые
были коэффициентами многочленов) содержатся в лю-
бом поле.

Итак, элиминация кванторов даёт формулу, равно-
сильную исходной в любом вещественно замкнутом поле.
Отсюда, как обычно, следует, что теория вещественно
замкнутых полей совпадает с элементарной теорией упо-
рядоченного поля вещественных чисел и потому полна,
а также разрешима, и что все вещественно замкнутые
упорядоченные поля элементарно эквивалентны.

5.4. Неполные и неразрешимые теории

Предыдущий раздел мог создать впечатление, что на-
угад взятая теория скорее всего окажется полной, разре-
шимой, а возможно, и конечно аксиоматизируемой. Это
совсем не так.

Откуда вообще берутся в математике аксиоматиче-
ские теории? Иногда мы пытаемся построить аксиомати-
чески теорию какой-то конкретной структуры (скажем,
теорию действительных чисел со сложением и умноже-
нием). В других случаях мы стараемся выделить общие
свойства различных структур. Например, аксиомы груп-
пы фиксируют общие свойства различных групп, и с са-
мого начала ясно, что такая теория не должна и не может
быть полной. То же самое можно сказать и про теорию
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линейно упорядоченных множеств | полнота такой те-
ории означала бы, что все линейно упорядоченные мно-
жества (или группы) элементарно эквивалентны, то есть
обладают одними и теми же свойствами, выражаемыми
формулами. Это, конечно, не так.

Что касается конкретных структур, то и для них
естественные теории не всегда оказываются полными.
Классический пример | натуральные числа со сложени-
ем и умножением. Для них имеется естественная фор-
мальная теория (называемая формальной арифметикой).
Её аксиомы включают в себя обычные свойства сложе-
ния и умножения, а также аксиомы индукции. Опыт по-
казывает, что любое рассуждение теории чисел, в кото-
ром речь идёт только о конечных объектах, может быть
формально записано в виде вывода из аксиом этой тео-
рии. Более того, многие доказательства, использующие
бесконечные объекты (скажем, важнейшую в теории чи-
сел �-функцию Римана), могут быть модифицированы и
погружены в эту формальную теорию. Тем не менее эта
теория неполна (и не может быть полна, как мы увидим
в этом разделе).

Среди естественных неполных теорий бывают раз-
решимые и неразрешимые. Например, теория линейно
упорядоченных множеств разрешима, теория абелевых
групп разрешима, а теория групп неразрешима. Подроб-
ный рассказ об этом далеко выходит за рамки нашей
книжки; написанный М.О.Рабином обзор соответству-
ющих результатов можно найти в справочнике по ма-
тематической логике (часть III, Теория рекурсии [26],
глава 4).

Мы же ограничимся тремя примерами (теория равен-
ства, теория полугрупп, формальная арифметика).

Теория равенства

Рассмотрим сигнатуру, содержащую единственный
двуместный предикат равенства, и теорию, состоящую
из трёх аксиом равенства (рефлексивность, симметрич-
ность и транзитивность). Эти аксиомы рассматривались
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в разделе 5.1; заметим, что у нас нет других предикат-
ных и функциональных символов (и связанных с ними
аксиом равенства).

Моделями этой теории являются всевозможные мно-
жества с отношениями эквивалентности. Нормальными
моделями этой теории являются множества различной
мощности; поскольку никакой дополнительной структу-
ры нет, такая модель определяется мощностью (с точ-
ностью до изоморфизма). Теоремами этой теории будут
формулы с равенством, истинные в множествах любой
мощности.

Теорема 68. Множество теорем теории равенства яв-
ляется разрешимым.

C Заметим, что истинность формулы в нормальной
модели может зависеть от её мощности. Например, фор-
мула ∃x∃y¬(x = y) ложна в одноэлементной модели и
истинна во всех остальных. Поэтому процедура элими-
нации кванторов в чистом виде (без расширения сигна-
туры) здесь неприменима.

Но идея остаётся той же. От чего зависит истинность
формулы этой сигнатуры (с параметрами)? Во-первых,
от значений параметров (важно, какие параметры равны
друг другу, а какие нет). Во-вторых, от числа элементов
модели. (Если бы этой зависимости не было, то можно
было бы написать бескванторную формулу, эквивалент-
ную данной во всех моделях теории.)

Например, формула ∃z (¬(z = x)∧¬(z = y)) при x = y
истинна во всех моделях, начиная с двухэлементной, а
при x 6= y истинна во всех моделях, начиная с трёхэле-
ментной. Можно ожидать, что модели с большим числом
элементов неотличимы друг от друга и от бесконечных
моделей.

Лемма. Истинность формулы языка с равенством, со-
держащей k параметров и имеющей кванторную глуби-
ну l, определяется тем, какие из параметров равны друг
другу, а также мощностью носителя, при этом все мощ-
ности, большие k + l, одинаковы.

Доказательство леммы проводится индукцией по по-
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строению формулы. Для атомарной (и вообще для любой
бескванторной) формулы мощность вообще не играет ро-
ли. Если утверждение леммы верно для формул ' и  , то
оно очевидным образом верно и для ' ∧  , ' ∨  , '→  
и ¬'. При этом используется такой факт: кванторная
глубина (число вложенных кванторов) и число параме-
тров у части формулы не больше, чем у всей формулы.

Содержательный случай | когда формула начинает-
ся с квантора. Когда, скажем, формула

∃x'(x; x1; : : : ; xk)

с параметрами x1; : : : ; xk будет истинной (в данной ин-
терпретации при данных значениях параметров)? Доста-
точно попробовать в качестве x значения x1; : : : ; xk а
также какой-нибудь элемент, отличный от всех этих зна-
чений. (Все такие элементы ничем не отличаются.) Ис-
тинность формулы '(x; x1; : : : ; xk) при x = xi определя-
ется соотношениями между параметрами и мощностью
модели (по предположению индукции; заметим, что чи-
сло параметров увеличилось на 1, а кванторная глуби-
на уменьшилась на 1, так что сумма осталась прежней).
Существование элемента, отличного от всех xi, определя-
ется мощностью модели и числом различных элементов
среди x1; : : : ; xk (то есть в конечном счёте равенствами
вида xi = xj). При этом модели всех мощностей, начиная
с k + 1, ведут себя одинаково. Кроме того, истинность
формулы '(x; x1; : : : ; xk) при x =∈ {x1; : : : ; xk} по предпо-
ложению индукции также определяется равенствами ви-
да xi = xj и мощностью модели.

Квантор всеобщности рассматривается точно так же
(а можно его выразить через квантор существования и
вообще не рассматривать). Лемма доказана.

Доказательство леммы конструктивно, то есть ука-
зывает способ узнать, будет ли формула истинной, если
известно, какие её параметры равны и какова мощность
носителя. В частности, для замкнутых формул получаем
способ проверять их истинность для всех значений мощ-
ности, то есть выводимость в теории равенства. B
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140. Рассмотрим теорию, в сигнатуре которой есть равен-
ство и конечное число одноместных предикатных символов, а
аксиомами являются аксиомы равенства (включая устойчи-
вость предикатов относительно равенства, как в разделе 5.1).
Покажите, что эта теория разрешима.

(Указание. Можно провести элиминацию кванторов, до-
бавив к сигнатуре счётное число нульместных предикатных
символов помимо уже имеющихся одноместных предикатных
символов P1; : : : ; Pn. А именно, для каждого n-битового сло-
ва z и для каждого натурального k мы добавляем утвержде-
ние о том, что существует ровно k элементов x, для которых
(P1(x); : : : ; Pn(x)) равно z.)

Эта задача показывает, что добавление одноместных
предикатов в сигнатуру не делает теорию равенства не-
разрешимой. Отметим, что расширение сигнатуры (без
изменения множества аксиом) может превратить разре-
шимую теорию в неразрешимую: например, добавив ко-
нечное число одноместных функциональных символов к
теории равенства, получим неразрешимую теорию (как
мы вскоре увидим, доказывая теорему Чёрча с помощью
проблемы тождества для полугрупп, с. 232). Добавление
одного двуместного предикатного символа также даёт
неразрешимую теорию.

Теория полугрупп

Наш второй пример | теория полугрупп. Её сигна-
тура состоит из равенства и единственного двуместного
функционального символа, называемого умножением; ре-
зультат умножения x и y мы будем обозначать (xy).

Теория состоит из аксиом равенства (включая кор-
ректность умножения: (x1 = x2) ∧ (y1 = y2) → (x1y1 =
= x2y2); мы опускаем внешние кванторы всеобщности) и
аксиомы ассоциативности

∀x∀y∀z ((xy)z = x(yz)):

Нормальные модели этой теории называются полу-
группами.

Теорема 69. Множество теорем теории полугрупп
(множество замкнутых формул указанной сигнатуры,
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истинных во всех полугруппах) неразрешимо.

C Нам понадобится конкретный способ задания по-
лугрупп с помощью образующих и соотношений. Пусть
фиксировано некоторое конечное множество, называемое
алфавитом. Элементы его называют буквами, а конеч-
ные последовательности букв | словами (данного алфа-
вита). На словах определена операция соединения (при-
писывания), относительно которой они образуют полу-
группу, которая называется свободной полугруппой. Эта
полугруппа имеет нейтральный элемент | пустое сло-
во, приписывание которого к любому слову не меняет
последнего.

Пусть фиксирован алфавит A, а также конечное чи-
сло пар слов (X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn) этого алфавита. Два
слова алфавита A назовём эквивалентными, если одно
можно превратить в другое, многократно делая заме-
ны подслов вида Xi ↔ Yi. Легко проверить, что полу-
чается отношение эквивалентности и что операция при-
писывания корректно определена на классах эквивалент-
ности и ассоциативна. Получается полугруппа. Её назы-
вают полугруппой с образующими из A и соотношения-
ми Xi = Yi.

141. Сколько элементов в полугруппе с образующими a и b
и соотношениями a2 = ˜, b2 = ˜, ab = ba (через ˜ мы обозна-
чаем пустое слово)? (Ответ: 4; это группа (Z=2Z)× (Z=2Z).)

Известно, что существуют такие образующие и соот-
ношения, при которых проблема равенства слов (выяс-
нить, принадлежат ли два данных слова одному классу
эквивалентности) является алгоритмически неразреши-
мой (подробнее см. в [5]). Мы сейчас покажем, что этот
вопрос можно свести к вопросу о выводимости некото-
рой формулы в теории полугрупп, так что если бы она
была разрешимой, то получилось бы противоречие.

Построение такой формулы происходит весьма есте-
ственным образом; мы поясним его на примере. Пусть
мы хотим узнать, будут ли слова bb и a равны в полу-
группе с образующими a и b и соотношениями ab = aa
и bab = b. (Другими словами, мы хотим узнать, можно
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ли из слова bb получить слово a с помощью замен подслов
ab ↔ aa и bab ↔ b.) Как сформулировать этот вопрос в
терминах формул? Напишем такую формулу:

∀a∀b ((ab = aa) ∧ (bab = b)→ (bb = a)):

Она является теоремой теории полугрупп (истинна во
всех полугруппах, выводима из аксиом полугрупп) то-
гда и только тогда, когда слова bb и a эквивалентны в
указанной полугруппе, заданной образующими и соотно-
шениями. В самом деле, если одно слово можно получить
из другого заменами, то эти замены (в предположении
ab = aa и bab = a) ничего не меняют и bb = a, так что
написанная формула истинна во всех полугруппах.

Напротив, если слово a не получается из bb заменой,
то существует полугруппа, в которой эта формула не ис-
тинна: надо взять как раз полугруппу с образующими a
и b и соотношениями ab = aa и bab = b, значением пере-
менной a считать класс слова a, а значением переменной b
считать класс слова b. Тогда значением терма ab будет
класс слова ab, равный классу слова aa по построению по-
лугруппы. Аналогичным образом при такой оценке будет
истинно и равенство bab = b. А равенство bb = a не будет
истинно, так как значение терма bb есть класс слова bb,
значение терма a есть класс слова a, а эти классы раз-
личны по предположению.

Таким образом, любой алгоритм, проверяющий ис-
тинность формул в классе всех полугрупп, можно бы-
ло бы использовать для проверки равенства двух слов
в полугруппе, заданной образующими и соотношениями.
А среди таких полугрупп есть неразрешимые. B

Теория групп (в которой, помимо ассоциативности,
есть ещё аксиомы существования единицы и обратного),
также неразрешима, но доказательство этого сложнее,
чем для полугрупп. Это и не удивительно, поскольку из
неразрешимости теории групп формально выводится не-
разрешимость теории полугрупп, как показывает следу-
ющая задача.
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142. Пусть теория T разрешима, а теория T ′ той же сиг-
натуры получается из T добавлением конечного числа ак-
сиом. Тогда теория T ′ разрешима. (Указание: дополнитель-
ные аксиомы соединяем конъюнкциями и помещаем в посылку
импликации.)

Добавление аксиом может сделать неразрешимую те-
орию разрешимой. Например, как мы уже упоминали,
это происходит с теорией групп при добавлении аксиомы
коммутативности.

Теорема Чёрча

Из сказанного легко следует знаменитая теорема Чёр-
ча о неразрешимости исчисления предикатов:

Теорема 70. Не существует алгоритма, проверяющего
общезначимость формул первого порядка.

В этой формулировке не ограничивается сигнатура
(от алгоритма требуется, чтобы он определял общезна-
чимость формулы с произвольным числом предикатных
и функциональных символов). На самом деле неразреши-
мость возникает уже в совсем простых сигнатурах, как
видно из доказательства.

C Поскольку теория полугрупп конечно аксиоматизи-
руема, то выводимость формулы F в этой теории равно-
сильна общезначимости формулы A→ F , где A | конъ-
юнкция всех аксиом теории полугрупп. B

Как мы видим, общезначимость неразрешима уже для
формул с равенством и одним двуместным функциональ-
ным символом (используемым как умножение в полугруп-
пе).

Немного другой вариант рассуждения позволяет до-
казать неразрешимость общезначимости для формул с
равенством и одноместными функциональными символа-
ми. Заметим, что вопрос о том, можно ли получить одно
слово из другого с помощью замены подслов по прави-
лам, можно свести к вопросу об общезначимости некото-
рой формулы. Пусть, например, мы снова хотим узнать,
можно ли из слова bb получить слово a с помощью замен
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подслов ab↔ aa и bab↔ b. Для этого напишем формулу

∀x (a(b(x)) = a(a(x))) ∧ ∀x (b(a(b(x))) = b(x))→
→ ∀x (b(b(x)) = a(x)):

Несложно понять, что её общезначимость равносильна
возможности получить a из bb с помощью указанных за-
мен. В самом деле, цепочка замен даёт цепочку равенств,
соединяющих b(b(x)) и a(x). Напротив, если замены не пе-
реводят bb в a, то существует интерпретация, в которой
эта формула ложна. А именно, в качестве носителя этой
интерпретации возьмём множество всех классов слов (в
один класс входят слова, получающиеся друг из друга с
помощью замен). На этих классах корректно определены
функции приписывания слева букв a и b. Более точно, ес-
ли U | один из классов, то через A(U) мы обозначим
класс, содержащий слова au для всех u ∈ U . (Все эти
слова лежат в одном классе: если u′ получается из u за-
менами, то и au′ получается из au теми же заменами.)
Аналогично мы определяем функцию B на классах. Лег-
ко понять, что A(B(U)) = A(A(U)) для любого класса U .
В самом деле, если u | слово из U , то слово au лежит
в A(U), слово bu лежит в B(U), а слова abu и aau лежат
в классах A(B(U)) и A(A(U)). Но эти слова переводятся
друг в другой заменой ab↔ aa, и потому два этих класса
совпадают. Аналогичное утверждение верно и для вто-
рой замены. А вот B(B(U)) = A(U) верно не всегда: если
в качестве U взять класс пустого слова, то B(B(U)) бу-
дет классом слова bb, а A(U) будет классом слова a, и по
предположению классы будут разными. Так что функции
A и B на классах слов показывают, что наша формула не
общезначима.

Формальная арифметика

Рассмотрим множество натуральных чисел с операци-
ями сложения и умножения и его элементарную теорию
Th(N;=;+;×), то есть множество всех истинных (в нату-
ральном ряду) формул со сложением и умножением. Это
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множество, очевидно, полно. Можно доказать (см. [5]),
что оно неразрешимо (и, более того, неарифметично, как
говорит теорема Тарского).

Отсюда следует, что теория Th(N;=;+;×) не являет-
ся конечно аксиоматизируемой. (В самом деле, эта тео-
рия полна и неразрешима, и можно сослаться на теоре-
му 67.) Более того, это же рассуждение показывает, что
не существует разрешимого множества теорем этой тео-
рии, из которых бы выводились все другие теоремы. От-
сюда следует, что классическая система аксиом формаль-
ной арифметики, называемая также арифметикой Пеано
(свойства арифметических операций плюс аксиомы ин-
дукции), не может быть полной: существуют истинные
формулы, невыводимые в формальной арифметике. Это
утверждение составляет содержание знаменитой теоре-
мы Гёделя о неполноте.

143. Покажите, что нельзя добавить к языку теории
Th(N;=;+;×) конечное число выразимых предикатов так,
чтобы после этого проходила элиминация кванторов. (Ука-
зание: арифметическая иерархия не ограничивается никаким
конечным числом уровней.)

144. Покажите, что элементарная теория целых чисел со
сложением и умножением сводится к элементарной теории на-
туральных чисел со сложением и умножением: по замкнутой
формуле ' со сложением и умножением можно алгоритмиче-
ски построить формулу '′ с таким свойством: ' истинна в Z
тогда и только тогда, когда '′ истинна в N. (Указание: целые
числа можно кодировать парами натуральных.)

145. (Продолжение) Покажите, что верно и обратное: эле-
ментарная теория натуральных чисел сводится к элементар-
ной теории целых чисел. (Указание. Если бы в целых числах
был порядок, это было бы совсем просто. Чтобы его вве-
сти, можно использовать теорему Лагранжа о том, что вся-
кое натуральное число представимо в виде суммы четырёх
квадратов.)

Будет ли теория Th(N;=;+;×) категоричной в счёт-
ной мощности? Другими словами, имеет ли она счётную
модель, не изоморфную стандартной? Раньше, для более
простых ситуаций, нам удавалось указать такие модели
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явно. Теперь это не удастся, но есть простое общее рассу-
ждение, устанавливающее существование нестандартной
модели. (Оно аналогично рассуждению, использованному
при доказательстве теоремы 5.2.)

Рассмотрим последовательность формул E0(x), E1(x),
E2(x); : : : с единственным параметром x, где Ei(x) | лю-
бая формула, выражающая в стандартной модели свой-
ство x = i. (Если бы у нас в языке была константа 1,
можно было бы считать Ei(x) бескванторной формулой
x = 1 + 1 + : : :+ 1, в правой части которой стоит терм с
i единицами.)

Добавим к сигнатуре новую константу c и рассмо-
трим теорию, получаемую из Th(N;=;+;×) добавлением
счётного семейства формул ¬Ei(c) (по существу мы доба-
вляем формулы c 6= 0; c 6= 1; : : : , записанные подходящим
образом). Любое конечное подмножество полученной те-
ории имеет модель (возьмём стандартный натуральный
ряд и в качестве c выберем достаточно большое число).
Следовательно (теорема 50 о компактности), и вся эта те-
ория совместна. Рассмотрим её счётную нормальную мо-
дель и забудем о символе c; получится некоторая интер-
претация сигнатуры (=;+;×). Она будет элементарно
эквивалентна стандартному натуральному ряду (все ис-
тинные в N формулы будут истинны по построению, а все
ложные будут ложны, так как их отрицания истинны).

Осталось показать, что она не будет изоморфной на-
туральному ряду. В самом деле, рассмотрим элемент, ко-
торый является значением константы c в нестандартной
модели. Он не может переходить ни в какое натуральное
число i, поскольку для соответствующих (друг другу при
изоморфизме) элементов выполнены одни и те же фор-
мулы, Ei(i) истинно в натуральном ряду и Ei(c) ложно в
новой интерпретации.

146. Покажите, что найдётся нормальная интерпретация
сколь угодно большой мощности, элементарно эквивалентная
натуральным числам со сложением и умножением.
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5.5. Диаграммы и расширения

В разделе 5.2 мы видели, что элементарные расшире-
ния интерпретации A суть модели теории ThA(A). А что
можно сказать о расширениях (без требования элемен-
тарности)? Оказывается, что ситуация тут аналогична,
только теория будет бескванторной.

Пусть дана нормальная интерпретация A сигнату-
ры � (включающей равенство). Как и в прошлом разделе,
рассмотрим сигнатуру �A, которая получается добавле-
нием к � констант для всех элементов интерпретации A.
Рассмотрим теперь все бескванторные формулы сигна-
туры �A, истинные в A. Это множество называется диа-
граммой интерпретации A и обозначается D(A).

Всякое расширение B ⊃ A (в котором A является под-
структурой) является моделью теории D(A). В самом де-
ле, истинность бескванторных формул из D(A) никак не
зависит от присутствия или отсутствия дополнительных
элементов, раз операции на элементах из A те же самые).
Обратно, любую модель B теории D(A) можно считать
расширением интерпретацииA, если отождествить a ∈ A
со значением соответствующей константы в B. (Как и
раньше, различные элементы A не склеиваются | фор-
мула a1 6= a2 является бескванторной.)

Теперь мы готовы дать ответ на такой вопрос. Пусть
есть нормальная интерпретация A сигнатуры � и неко-
торая теория T (с равенством) этой сигнатуры. В каком
случае существует расширениеB интерпретации A, явля-
ющееся нормальной моделью теории T?

Теорема 71. Нормальная интерпретация A сигнату-
ры � может быть расширена до нормальной модели те-
ории T (с равенством) тогда и только тогда, когда все
˝1-формулы сигнатуры �, выводимые из T , истинны в A.

C Если ˝1-формула истинна в некоторой структуре,
то она истинна и в подструктуре (область, по которой
пробегают переменные в кванторах всеобщности, только
уменьшается). Если некоторое расширение B интерпре-
тации A является моделью теории T , то все ˝1-формулы,
выводимые из T , истинны в B, а потому и в A.
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Осталось доказать обратное: если в A истинны все
˝1-следствия формул из T , то существует искомое рас-
ширение. Согласно сказанному выше, достаточно дока-
зать, что теория D(A)∪T непротиворечива. Если это не
так, то из T выводится некоторая бескванторная фор-
мула '(a1; : : : ; an), ложная в A. Но в формулы теории T
константы a1; : : : ; an не входят, поэтому их можно заме-
нить на свежие переменные x1; : : : ; xn и вывести формулу
'(x1; : : : ; xn) и затем ∀x1∀x2 : : : ∀xn '(x1; : : : ; xn) Таким
образом, мы нашли ˝1-теорему теории T , которая лож-
на в A (поскольку формула '(a1; : : : ; an) ложна), вопреки
нашему предположению. B

Рассмотрим пример из алгебры. Пусть F |множест-
во с заданной на нём операцией. В каком случае его мож-
но вложить в коммутативную группу? Согласно теоре-
ме 71, для этого необходимо и достаточно, чтобы в F вы-
полнялись все ˝1-следствия аксиом коммутативной груп-
пы (записанных в сигнатуре с единственной операцией
умножения). Некоторые из этих аксиом сами являются
˝1-формулами. Таковы, например, свойства коммутатив-
ности и ассоциативности. Другие аксиомы (существова-
ние единицы и обратного) не лежат в ˝1 (например, ак-
сиома о существовании единицы имеет вид ∃e∀x : : : ). По-
этому они не обязаны выполняться в F . Но их ˝1-след-
ствия, например, правило сокращения

∀x∀y∀z ((xy = xz)→ (y = z));

должны выполняться. В данном случае оказывается, что
этих трёх утверждений достаточно: всякая коммутатив-
ная полугруппа с сокращением может быть вложена в
коммутативную группу.

147. Докажите это утверждение. (Указание. Элементами
группы можно считать классы формальных выражений ви-
да x − y, как это делается, когда от натуральных чисел пе-
реходят к целым. В общей ситуации эту группу называют
группой Гротендика.)

Вот ещё один хорошо известный пример из алгебры.
В каком случае коммутативное кольцо K может быть
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вложено в поле? Теорема 71 требует, чтобы в K выпол-
нялись все ˝1-теоремы теории полей. Оказывается, что
достаточно выполнения единственного ˝1-свойства: от-
сутствия делителей нуля:

∀x∀y ((xy = 0)→ ((x = 0) ∨ (y = 0))):

В этом случае кольцо может быть вложено в поле.
148. Докажите это утверждение. (Указание. Это поле на-

зывают полем частных ; его элементами являются формаль-
ные дроби вида m=n при естественных определениях равен-
ства и операций.)

Не всегда, однако, можно указать простые критерии
вложимости. Мы не зря требовали коммутативности: из-
вестный советский алгебраист и логик А.И.Мальцев до-
казал, что не всякое некоммутативное кольцо без делите-
лей нуля вкладывается в тело и что никакое конечное чи-
сло ˝1-формул не дают критерия вложимости полугруп-
пы в группу (подробнее см. в книге Куроша [14], глава II,
параграф 5).

Мы знаем теперь, когда данную интерпретацию мож-
но расширить до модели данной теории. Это позволяет
легко ответить и на такой вопрос: когда существует мо-
дель данной теории и её расширение, являющееся моде-
лью другой теории.

Теорема 72. Пусть даны две теории (с равенством) T1
и T2 некоторой сигнатуры. Тогда следующие свойства
равносильны:

(а) существует нормальная модель теории T1 и её рас-
ширение, являющееся нормальной моделью теории T2;

(б) объединение T1 со всеми ˝1-теоремами теории T2
совместно;

(в) объединение T2 со всеми ˚1-теоремами теории T1
совместно.

C Прежде всего отметим, что из (а) очевидно сле-
дуют (б) и (в). В самом деле, если M1 ⊂ M2 | модели
соответствующих теорий, то в M1 истинны все теоремы
теории T1 и все ˝1-теоремы теории T2 (поскольку они на-
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следуются изM2), а вM2 истинны все теоремы теории T2
и все ˚1-теоремы теории T1.

Легко проверить, что симметричные условия (б) и (в)
равносильны друг другу, а также такому свойству: не
существует ˚1-теоремы ∃x1 : : : ∃xn ' теории T1 и отри-
цающей её ˝1-теоремы ∀x1 : : : ∀xn ¬' теории T2. Пусть,
например, теория T1 несовместна с ˝1-следствиями тео-
рии T2. В этом противоречии участвует конечное число
˝1-формул, которые можно объединить в одну (см. раз-
дел 4.7, с. 194). Получится ˝1-формула, она будет выво-
дима в теории T2, а её отрицание | в T1.

Нам осталось доказать, что любое из свойств (б) и (в)
влечёт (а). Здесь нам придётся нарушить симметрию и
использовать именно (б). По условию есть интерпрета-
ция M1, в которой истинны все теоремы теории T1 и все
˝1-теоремы теории T2. Согласно теореме 71 найдётся её
расширение M2, являющееся моделью T2, что и требова-
лось доказать. B

Можно было бы пытаться рассуждать симметричным
образом, начав с модели теории T2, в которой истинны
все ˝1-теоремы теории T1, и пытаться выделить в ней
подструктуру, являющуюся моделью теории T1. Однако
этот план не проходит, поскольку аналог теоремы 71 для
подструктур неверен.

149. Покажите, что возможна такая ситуация: все ˚1-тео-
ремы некоторой теории T истинны в некоторой интерпрета-
ции M , но M не имеет подструктуры, являющейся моделью
теории T . (Указание. Рассмотрим теорию линейно упорядо-
ченных множеств без минимального элемента. Все её ˚1-след-
ствия верны в N + Z, поскольку переносятся из Z, поэтому в
силу элементарной эквивалентности верны и в N.)

Вот ещё одно следствие доказанных в этом разделе ре-
зультатов. Теорию T называют ˝1-аксиоматизируемой,
если существует множество ˝1-формул, из которого вы-
водятся все теоремы теории T и только они.

Напомним, что нормальная интерпретация A сигна-
туры � является подструктурой нормальной интерпре-
тацииB той же сигнатуры, еслиB является расширением
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A, то есть носитель интерпретации A есть подмножество
носителя интерпретации B и функциональные и преди-
катные символы интерпретируются одинаково на аргу-
ментах из A. (Другими словами, чтобы задать какую-
либо подструктуру данной нормальной интерпретации
B, нужно выбрать подмножество носителя B, замкнутое
относительно сигнатурных операций.)

Теорема 73 (Лося {Тарского). Теория ˝1-аксиоматизи-
руема тогда и только тогда, когда она устойчива относи-
тельна перехода к подструктурам, то есть когда любая
подструктура любой её нормальной модели является её
моделью.

C Очевидно, ˝1-аксиоматизируемая теория устойчи-
ва относительно перехода к подструктурам (все форму-
лы из её ˝1-аксиоматизации остаются истинными). Об-
ратно, пусть T | произвольная теория, устойчивая от-
носительно перехода к подструктурам. Рассмотрим мно-
жество T1 всех ˝1-формул, выводимых в T . Проверим,
что все теоремы T выводятся из T1. Пусть какая-то фор-
мула ' выводится из T , но не из T1. Тогда теория T1+¬'
непротиворечива и по теореме 72 найдётся (нормальная)
модель теории {¬'} и её расширение, являющееся моде-
лью теории T , что противоречит предположению. B

150. Докажите, что если формула устойчива относитель-
но перехода к подструктурам, то она выводимо эквивалентна
˝1-формуле той же сигнатуры.

Симметричное рассуждение доказывает симметрич-
ное утверждение про ˚1-аксиоматизируемые теории.

Теорема 74. Теория является ˚1-аксиоматизируемой
тогда и только тогда, когда она устойчива относительно
перехода к расширениям.

151. Проведите подробно соответствующее рассуждение
(дав необходимые определения).

152. Докажите, что если формула устойчива относитель-
но перехода к расширениям, то она выводимо эквивалентна
˚1-формуле той же сигнатуры.

Теоретико-модельные критерии существуют и для
других классов формул, в частности ˝2-формул (то есть
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формул типа ∀∃). Такие формулы не устойчивы ни от-
носительно расширений, ни относительно подструктур.
Рассмотрим, например, утверждение об отсутствии наи-
большего элемента в упорядоченном множестве. Оно за-
писывается в виде ∀∃-формулы. Истинность его в неко-
тором множестве вовсе не влечёт его истинность в под-
множествах и в расширениях. Тем не менее кое-что об
этом утверждении сказать можно: если ни одно из мно-
жеств возрастающей цепи M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ : : : не имеет
наибольшего элемента, то и объединение ∪iMi не имеет
наибольшего элемента (проверьте). Именно это свойство,
как мы вскоре увидим, характеризует ˝2-формулы.

Пусть дана последовательность

M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ : : :

нормальных (в этом разделе мы другие не рассматри-
ваем) интерпретаций сигнатуры �, причём Mi является
подструктурой Mi+1 (предикаты и функции согласова-
ны). Тогда объединение этой возрастающей цепи интер-
претаций также является (нормальной) интерпретацией
сигнатуры �. (Подобная конструкция используется в те-
ории полей, когда строится алгебраическое замыкание
счётного поля: мы расширяем поле, добавляя по очереди
корни различных многочленов, а потом берём объедине-
ние этих полей.)

Заметим, что любая ˝2-формула устойчива относи-
тельно объединения цепей: если она истинна во всех Mi,
то она истинна и в их объединении. В самом деле, пусть
формула ∀x∃y '(x; y) с бескванторной частью '(x; y) ис-
тинна во всех Mi. Тогда она истинна и в их объедине-
нии. В самом деле, любое x из объединения принадле-
жит какому-то Mi, и в том же самом Mi можно найти
подходящее y. (Если переменных несколько, рассуждение
аналогично.)

Поэтому и любая теория, имеющая ˝2-аксиомати-
зацию, устойчива относительно объединения. Обратное
утверждение также верно:
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Теорема 75 (Чэна {Лося {Сушко). Теория является ˝2-
аксиоматизируемой тогда и только тогда, когда она
устойчива относительно объединения возрастающих це-
пей (объединение любой цепи её моделей также является
её моделью).

C Доказательство этой теоремы использует понятие
элементарного расширения. Напомним, что M2 называ-
ется элементарным расширением M1, если M1 ⊂ M2 и в
M2 истинны те же формулы с константами из M1, что и
в M1. (Обозначение: M1 ≺M2.)

153. Покажите, что если M1 ≺ M2 ≺ M3, то M3 есть эле-
ментарное расширение M1.

Лемма Тарского. Объединение цепи элементарных рас-
ширений M1 ≺ M2 ≺ M3 ≺ : : : является элементарным
расширением каждой из интерпретаций цепи.

Доказательство леммы. Пусть параметрам форму-
лы ' приданы значения в каком-либо из Mi. Нам надо
доказать, что полученная формула одновременно истин-
на или ложна в Mi и в объединении цепи, которое мы
обозначим через M . (Условие леммы гарантирует, что
формула ' с указанными значениями параметров одно-
временно истинна или ложна во всех интерпретациях це-
пи, начиная с Mi.)

Это утверждение доказывается индукцией по постро-
ению формулы '. Для атомарных формул оно очевидно;
для логических операций индукция также проходит ав-
томатически. Единственный содержательный случай |
это кванторы. Пусть формула ' начинается с кванто-
ра ∃�. Если подходящее значение � найдётся уже вMi, то
оно годится и дляM (пользуемся предположением индук-
ции). В обратную сторону: если подходящее � найдётся
вM , то оно принадлежитMj при достаточно большом j,
поэтому формула истинна в Mj (предположение индук-
ции). Остаётся вспомнить, что Mj элементарно эквива-
лентно Mi.

Как всегда, квантор всеобщности можно выразить с
помощью квантора сушествования (или провести двой-
ственное рассуждение). Лемма Тарского доказана.
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Теперь докажем теорему Чэна {Лося {Сушко. Пред-
положим, что теория T устойчива относительно объеди-
нения цепей. Обозначим через T ′ множество всех ˝2-тео-
рем T . Нам надо доказать, что любая модель T ′ является
моделью T .

Для этого, начав с любой модели M ′ теории T ′, мы
построим цепь интерпретаций

M ′ =M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂M3 ⊂ : : : ;

в которой чередуются модели теории T ′ (интерпретации
M0;M2;M4; : : : ), которые являются элементарными рас-
ширениями друг друга, и модели теории T (интерпрета-
цииM1;M3;M5; : : : ; они, впрочем, также будут моделями
теории T ′).

Объединение всех Mi будет моделью теории T , так
как эта теория устойчива относительно расширений. С
другой стороны, по лемме Тарского это объединение эле-
ментарно эквивалентно интерпретациям M0;M2;M4; : : :
Поэтому все они, включая исходную модель M ′ = M0,
будут моделями теории T , что и требовалось доказать.

Осталось построить требуемую цепь. Интерпретация
M0 = M ′ уже есть. Будем строить цепь по шагам, про-
должая её на каждом шаге на два звена вперёд. Возмож-
ность этого обеспечивает такая лемма:

Лемма о расширении. Если все ˝2-следствия теории T
истинны в интерпретации A, то можно построить её рас-
ширения A ⊂ B ⊂ C так, чтобы B было моделью тео-
рии T , а C было элементарным расширением A.

Прежде чем доказывать лемму о расширении, пока-
жем (хотя это нам и не понадобится), что сформулиро-
ванное условие необходимо. Пусть A ⊂ B ⊂ C, причём
C | элементарное расширение A. Тогда любое ˝2-утвер-
ждение, истинное в B, истинно и в A. В самом деле,
пусть утверждение ∀x∃y'(x; y) с бескванторной форму-
лой ' истинно в B. Проверим его истинность в A. Если
оно ложно при x = a, то ∃y '(a; y) ложно и в A, и в C
(элементарность расширения) и потому не может быть
истинным в B (поскольку всякое y из B лежит и в C).
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Доказательство леммы о расширении. Что требуется
от данного расширения B интерпретации A, чтобы мож-
но было построить C с требуемыми свойствами? Свой-
ства эти состоят в том, что C должно быть моделью те-
ории ThA(A) и расширением интерпретации B. Как раз
про это говорит теорема 71, надо лишь в качестве � в
этой теореме взять нашу сигнатуру � с добавленными
константами для A (мы обозначали её �A), а в качестве
теории T из теоремы 71 взять ThA(A), то есть множест-
во всех истинных в A формул с константами из A.

Применяя указанный в теореме 71 критерий, можно
сформулировать утверждение, которое нам осталось до-
казать, так: найдётся модель B теории T , которая явля-
ется расширением A и в которой истинны все ˝1-фор-
мулы сигнатуры �A, выводимые из ThA(A). Вспоминая
метод диаграмм, можно сказать, что нас интересует со-
вместность теории T с D(A) и со всеми ˝1-следствиями
теории ThA(A) в сигнатуре �A. В данном случае D(A)
можно и не упоминать явно, так как оно содержится в
ThA(A).

Итак, осталось доказать, что теория T совместна со
всеми ˝1-формулами с константами из A, истинными
в A. Если это не так, из T выводится отрицание какой-то
из этих формул, то есть некоторая ˚1-формула

∃�1 : : : ∃�m ¬'(a1; : : : ; an; �1; : : : ; �m);

ложная в A. Константы a1; : : : ; an не входят в теорию T ,
поэтому из T выводится и формула

∀�1 : : : ∀�n∃�1 : : : ∃�m ¬'(�1; : : : ; �n; �1; : : : ; �m);

которая будет выводимой из T формулой класса ˝2, лож-
ной в A, а таких формул не бывает по условию.

Лемма о расширении (а с ней и теорема Чэна {Ло-
ся {Сушко) доказана. B

154. Докажите, что если формула устойчива относитель-
но объединения возрастающих цепей, то она выводимо экви-
валентна некоторой ˝2-формуле той же сигнатуры.
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155. Покажите, что две интерпретации одной сигнатуры
элементарно эквивалентны тогда и только тогда, когда они
имеют изоморфные элементарные расширения.

5.6. Ультрафильтры и компактность

В этом разделе мы дадим прямое доказательство те-
оремы о компактности (теорема 50, с. 187).

Пусть S | непустое множество, а F | непустое се-
мейство подмножеств множества S. Семейство F назы-
вается фильтром на S, если выполнены следующие три
свойства (для наглядности множества из F мы называем
далее большими):

• ∅ 6∈ F (пустое множество не является большим);

• A ∈ F; B ∈ F ⇒ A∩B ∈ F (пересечение двух боль-
ших множеств | снова большое множество); отсю-
да следует, что пересечение конечного числа боль-
ших множеств | большое множество и что любые
два больших множества пересекаются;

• A ∈ F; A ⊂ B ⇒ B ∈ F (любое надмножество боль-
шого множества является большим); отсюда следу-
ет, что всё множество S является большим.

Дополнения к большим множествам естественно на-
звать малыми. (Отметим, что множество может не быть
ни большим, ни малым; это отличает фильтры от уль-
трафильтров, которые мы вскоре определим.)

Тривиальным примером фильтра является семейство,
состоящее из единственного множества S. Другой при-
мер | семейство всех подмножеств S, содержащих неко-
торый выделенный элемент s ∈ S. Такой фильтр назы-
вается главным. Третий пример: пусть S бесконечно, то-
гда фильтром будет множество всех коконечных подмно-
жеств S, то есть подмножеств, дополнение которых ко-
нечно. (Другими словами, малыми будут конечные мно-
жества.) Последний пример | из анализа: фильтром на R
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является семейство всех окрестностей некоторой фикси-
рованной точки a, то есть всех множеств, для которых a
является внутренней точкой.

156. Переформулируйте определение фильтра в терминах
малых множеств.

Заметим, что одно и то же множество не может быть
одновременно и большим, и малым, поскольку любые два
больших множества пересекаются (по большому, и по-
тому непустому, множеству). Но, как мы уже говорили,
множество может не быть ни большим, ни малым. Если
таких «промежуточных» множеств нет, фильтр называ-
ют ультрафильтром.

Иными словами, ультрафильтром называется фильтр
на S с таким свойством: A ∈ F или S \A ∈ F для любого
множества A ⊂ S.

Очевидно, любой главный фильтр является ультра-
фильтром. Фильтры остальных наших примеров не были
ультрафильтрами.

157. Докажите, что на конечном множестве любой ультра-
фильтр является главным.

158. Докажите, что любой неглавный ультрафильтр содер-
жит все коконечные множества.

159. Докажите, что если ультрафильтр не является глав-
ным, то вместе с каждым множеством A он содержит и все
множества B, для которых симметрическая разность A4 B
конечна.

Определение ультрафильтра можно переформулиро-
вать следующим образом: ультрафильтры | это филь-
тры, не имеющие собственных расширений (максималь-
ные по включению). Докажем это. Если фильтр F не
максимален, то найдётся больший фильтр F ′. Тогда мно-
жество A ∈ F ′ \ F и его дополнение до S не принад-
лежит F (иначе и A, и его дополнение принадлежали
бы фильтру F ′). Следовательно, F не является ультра-
фильтром.

Обратно, пусть фильтр F не является ультрафиль-
тром, и ни множество A, ни его дополнение S \A не при-
надлежат F . Добавим к F все множества вида A∩B (для
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всех B ∈ F ) и все их надмножества. Получится фильтр.
В самом деле, пустое множество ему не принадлежит,
так как иначе бы A не пересекалось с некоторым множе-
ством из F и S \ A содержало бы некоторое множество
из F потому лежало бы в F . Остальные свойства филь-
тра очевидны; новый фильтр (в отличие от исходного)
содержит A и потому расширяет F .

Теорема 76. Всякий фильтр F на множестве S можно
расширить до ультрафильтра F ′ ⊃ F .

C Доказательство этой теоремы неконструктивно:
мы не предъявляем такого фильтра, а устанавливаем его
существование с помощью леммы Цорна (см. [6]). Нуж-
но только заметить, что объединение любой цепи филь-
тров является фильтром (что непосредственно следует из
определения).

Другими словами, пока фильтр не станет ультрафиль-
тром, мы берём «промежуточное» множество и расширя-
ем фильтр, объявляя его большим, повторяя этот процесс
по трансфинитной индукции. B

160. Докажите, что на любом бесконечном множестве есть
неглавный ультрафильтр. (Указание: расширим фильтр коко-
нечных множеств до ультрафильтра.)

Можно представлять себе элементы множества S как
голосующих (которые никогда не воздерживаются от го-
лосования). При этом фильтр на S определяет регламент:
решение принимается, если множество проголосовавших
«за» является большим. Аксиомы фильтра тогда звучат
так: решение, против которого все, принято быть не мо-
жет; если каждое из двух решений принимается, то они
принимаются и в совокупности; наконец, принятое реше-
ние не может быть отвергнуто, если некоторые из голо-
совавших против него передумали.

Свойство ультрафильтра также имеет ясный смысл:
по любому вопросу можно принять решение (одно из
двух противоположных мнений набирает большинство).
Главные ультрафильтры соответствуют диктатуре (су-
щественно мнение лишь одного голосующего); задача 157
показывает, что для конечного числа голосующих любые
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другие способы не позволяют принять решения по неко-
торым вопросам.

Ультрафильтры можно использовать для построения
любопытных примеров. Вот один из них. Рассмотрим
игру двух участников, в которой они по очереди объ-
являют некоторые натуральные числа «своими». На пер-
вом шаге начинающий игру объявляет своими числа от
нуля до некоторого числа n1, на втором шаге его про-
тивник присваивает числа от n1 (не включая его) до не-
которого большего числа n2 (включая его), затем пер-
вый игрок присваивает числа от n2 до n3 и так далее.
Партия продолжается неограниченно и делит натураль-
ный ряд между первым и вторым (на два взаимно допол-
нительных множества). Выигрывает тот, чьё множество
большое (принадлежит некоторому фильтру).

Если этот фильтр является ультрафильтром, то в
этой игре не может быть ничьей. Если ультрафильтр
главный, то игра тривиальна | побеждает тот, кто за-
хватит решающее число, и потому первый может гаран-
тировать выигрыш на первом же ходу.

Теорема 77. Если ультрафильтр неглавный, то ни один
из игроков не имеет выигрышной стратегии. (Страте-
гия | это функция, предписывающая следующий ход в
зависимости от истории игры. Стратегия считается вы-
игрышной, если её использование гарантирует выигрыш
при любой игре противника.)

C Прежде всего отметим, что оба игрока не могут од-
новременно иметь выигрышные стратегии. (Что будет,
если они оба ими воспользуются?) Покажем теперь, что
если выигрышную стратегию имеет один, то её имеет и
второй. Совсем просто понять, что если у ходящего вто-
рым есть выигрышная стратегия, то и первый может ей
воспользоваться (он должен представить себя вторым,
считая, что первый на первом ходу ничего не взял).

Не столь ясно, что выигрышная стратегия первого
может быть использована вторым, но и это верно | по-
скольку конечные множества не влияют на принадлеж-
ность ультрафильтру (задача 159), второй может забыть
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про ход, с которого началась игра, и вообразить себя пер-
вым. (Это сделает его первый ход бессмысленным, если
этот ход окажется меньше хода противника. В этом слу-
чае можно сделать сразу второй ход первого игрока, и
далее следовать стратегии.) B

161. Проведите это рассуждение подробно.

Сейчас мы докажем теорему компактности с помо-
щью ультрафильтров. Для этого нам понадобится поня-
тие произведения интерпретаций.

ПустьMs | семейство интерпретаций некоторой (од-
ной и той же) сигнатуры �, индексированное множе-
ством S (для каждого s ∈ S имеется своя интерпрета-
ция Ms). Определим произведение интерпретаций∏

s∈S

Ms:

Элементами носителя будут отображения, сопоставляю-
щие c каждым индексом s ∈ S некоторый элемент интер-
претацииMs. Иными словами, носитель строимой интер-
претации будет декартовым произведением всех Ms.

Функциональные символы интерпретировать легко:
они применяются отдельно в каждой компоненте. Именно
так определяется произведение групп или колец в алге-
бре. Остаётся определить предикатные символы. В алге-
бре два элемента в произведении колец или групп счита-
ются равными, если все их компоненты равны. По ана-
логии будем считать, что два элемента s 7→ as и s 7→ bs
делают истинным двуместный предикат P , если P (as; bs)
истинно в интерпретации Ms для всех s. (Мы взяли дву-
местный символ для примера, то же самое можно сделать
и для символов любой валентности.)

Для произведения двух упорядоченных множеств (ин-
дексное множество S равно {1; 2}, сигнатура есть (=;6))
возникает покомпонентный порядок на парах: 〈a1; a2〉 6
6 〈b1; b2〉, если a1 6 a2 и b1 6 b2. Заметим, что такой
порядок на произведении двух линейно упорядоченных
множеств уже не будет линейным (если сомножители со-
стоят более чем из одного элемента).
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Нам это не нравится: мы хотим, чтобы произведе-
ние интерпретаций обладало бы всеми свойствами, ко-
торыми обладают сомножители. Введём понятие филь-
трованного произведения (по модулю данного фильтра).
Пусть на множестве индексов S задан фильтр F . Изме-
ним определение истинности предикатов и будем счи-
тать, что элементы s 7→ as; s 7→ bs; : : : делают истин-
ным предикат P , если P (as; bs; : : : ) истинно «для боль-
шинства s», то есть если множество {s | P (as; bs; : : : )}
принадлежит фильтру F . В остальном (носитель, функ-
циональные символы) определение остаётся прежним.

Что будет равенством в фильтрованном произведении
нормальных интерпретаций? Два элемента произведения
(то есть функции на множестве индексов) равны, если
они «совпадают почти всюду», то есть множество индек-
сов, где они совпадают, принадлежит фильтру. При этом
полученная интерпретация не будет нормальной. Чтобы
перейти к нормальной, нужно рассмотреть классы рав-
ных элементов | как это делается, скажем, для про-
странства L2 интегрируемых с квадратом функций, где
элементами являются не сами функции, а их классы с
точностью до совпадения почти всюду.

162. Что можно сказать про фильтрованное произведение
по главному фильтру?

Вернёмся к нашему примеру: произведению линейно
упорядоченных множеств. Будет ли оно линейно упо-
рядоченным? Это зависит от фильтра. Например, если
фильтр состоит только из множества S, то фильтрован-
ное произведение совпадает с определённым ранее, и ли-
нейного порядка не получится. Но если фильтр является
ультрафильтром, то будет. В самом деле, рассмотрим два
элемента s 7→ as и s 7→ bs в произведении и два множества
{s | as 6 bs} и {s | as > bs}. В объединении они покры-
вают всё S, и потому (если у нас ультрафильтр) одно
из них должно быть большим (если оно не большое, так
малое, его дополнение большое и содержится во втором
множестве).

163. Докажите, что в фильтрованном произведении нор-
мальных интерпретаций функции и предикаты корректны от-
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носительно равенства (то есть совпадения почти всюду): при
замене аргументов на равные значение функции совпадает с
прежним почти всюду, а значение предиката не меняется.

Это утверждение можно сформулировать так: акси-
омы равенства истинны в фильтрованном произведении
нормальных интерпретаций. Для ультрафильтров верно
и более общее свойство: любая формула, истинная во всех
интерпретациях, истинна в фильтрованном произведе-
нии по модулю ультрафильтра. Поэтому именно такие
ультрапроизведения (фильтрованные по модулю ультра-
фильтра) представляют основной интерес для логики.

Мы сейчас докажем это свойство по индукции. Как
обычно, надо предварительно распространить его на
формулы с параметрами.

Теорема 78 (Лося об ультрапроизведениях). Пусть па-
раметрами формулы ' являются переменные a; b; : : : Она
будет истинной в ультрапроизведении

∏
s∈SMs при зна-

чениях параметров �; �; : : : тогда и только тогда, ко-
гда множество тех s, при которых ' истинна в Ms при
значениях параметров �s; �s; : : : , принадлежит ультра-
фильтру.

Наглядно утверждение теоремы можно сформулиро-
вать так: голосование можно проводить не только по ато-
марным вопросам, а для любых формул. Для замкнутых
формул про параметры можно ничего не говорить, и мы
получаем, что формула истинна в ультрапроизведении,
если и только если она истинна в большинстве (с точ-
ки зрения ультрафильтра) сомножителей. В частности,
если формула истинна во всех сомножителях, то она ис-
тинна и в ультрапроизведении. Это важное утверждение
заслуживает особого упоминания:

Следствие. Ультрапроизведение семейства моделей не-
которой теории является моделью той же теории.

C Докажем теорему Лося индукцией по построению
формулы. Для атомарных формул оно непосредственно
следует из определения истинности предикатов.

Пусть формула ' является конъюнкцией двух других
формул  ∧�, для которых утверждение уже верно. Тогда
множество тех индексов, для которых ' истинно, явля-
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ется пересечение множеств тех индексов, где истинны  
и �. Тем самым нам нужно такое свойство ультрафиль-
тра: пересечение двух множеств является большим тогда
и только тогда, когда оба они большие. Оно непосред-
ственно следует из определения фильтра (здесь неваж-
но, что это ультрафильтр), поскольку пересечение содер-
жится в обоих множествах.

Для объединения соответствующее свойство звучит
так: объединение S ∪ T двух множеств большое тогда и
только тогда, когда хотя бы одно из множеств S и T
большое. В одну сторону (если одно из множеств боль-
шое, то и объединение таково) это вытекает из определе-
ния фильтра. В обратную сторону надо воспользоваться
свойствами ультрафильтра: если S ∪ T большое, а оба
множества S и T | нет, то они малые, их дополнения
большие, пересечение дополнений большое, и не пересе-
кается с S ∪ T , что невозможно.

Пусть формула ' имеет вид ¬ . Тогда имеет ме-
сто такая цепочка: (' истинна в ультрапроизведении)⇔
⇔ ( ложна в нём) ⇔ (множество индексов тех со-
множителей, где  истинна, не является большим) ⇔
⇔ (это множество является малым) ⇔ (его дополне-
ние большое) ⇔ (множество номеров тех сомножителей,
где  ложна (то есть ' истинна), большое).

Импликация сводится к уже рассмотренным случаям
( → � эквивалентна ¬ ∨ �); можно также сразу заме-
нить формулу на эквивалентную без импликации.

Наиболее интересен случай кванторов. Можно огра-
ничиться квантором существования (квантор всеобщно-
сти сводится к нему и к отрицаниям). Он разбирает-
ся так (мы используем не вполне корректные обозна-
чения | надеемся, они не вызовут путаницы). Пусть
формула ∃x'(x; y; z; : : : ) истинна в ультрапроизведении.
Это значит, что существует функция x : s 7→ xs, для ко-
торой '(x; y; z; : : : ) истинно в ультрапроизведении. По
предположению индукции это означает, что для боль-
шинства s формула '(xs; ys; zs; : : : ) истинна в Ms. Но то-
гда для этих индексов s и формула ∃x'(x; y; z; : : : ) истин-
на в Ms, что и требовалось. Обратное рассуждение ана-
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логично: если для большинства s найдётся соответству-
ющее значение xs, то эти xs можно собрать в функцию
(доопределив её как угодно на малом множестве осталь-
ных s), и эта функция будет искомым значением x в уль-
трапроизведении.

Теорема Лося доказана. B
Мы уже говорили, что произведение нормальных ин-

терпретаций может не быть нормальным. Но теорема
Лося гарантирует, что в ультрапроизведении нормаль-
ных интерпретаций выполнены аксиомы равенства (по-
скольку они выполнены в каждом сомножителе), и по-
тому равенство является отношением эквивалентности,
и классы эквивалентности уже дают нормальную интер-
претацию (с теми же истинными формулами), как мы
видели в разделе 5.1.

Теорема Лося позволяет дать прямое доказательство
теоремы компактности (теорема 50, с. 187). Она утвер-
ждает, что если всякое конечное подмножество данного
множества замкнутых формул T совместно (имеет мо-
дель), то и всё множество T совместно.

Модель для всего множества T строится как ультра-
произведение. Индексами будут конечные подмножества
множества T . Для каждого из них сомножителем бу-
дет существующая по условию модель. Теперь надо пра-
вильно подобрать фильтр на семействе конечных под-
множеств множества T . Нам нужно, чтобы для каждо-
го t ∈ T семейство всех конечных подмножеств, содержа-
щих t, было бы большим. (В этом случае теорема Лося га-
рантирует, что t будет истинно в ультрапроизведении.)

Как построить такой фильтр? Для каждого конеч-
ного T ′ ⊂ T рассмотрим семейство S(T ′) всех конеч-
ных подмножеств, содержащих T ′. Очевидно, пересече-
ние таких семейств снова будет семейством такого ви-
да (S(T ′) ∩ S(T ′′) = S(T ′ ∪ T ′′)), так что после доба-
вления всех надмножеств всех таких множеств получит-
ся фильтр. Остаётся расширить этот фильтр до ультра-
фильтра по теореме 76. Теорема компактности доказана.

Поучительно проследить до конца, что даёт такого
рода построение для какого-нибудь конкретного приме-
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ра. Вспомним построение нестандартного натурального
ряда на с. 235. Оно использовало теорему компактности.
Сочетая его с приведённым только что доказательством
теоремы компактности (и кое-что упростив), получаем
такую конструкцию.

Рассмотрим натуральные числа как интерпретацию
сигнатуры (=;+;×). Рассмотрим ультрапроизведение ∗N
счётного числа таких интерпретаций по модулю како-
го-либо неглавного ультрафильтра. Теорема Лося гово-
рит, что в этой интерпретации будут истинны те же фор-
мулы, что в натуральном ряду, то есть что ∗N элементар-
но эквивалентна стандартной интерпретации N.

Покажем, что N не изоморфна ∗N. В самом деле, при
таком изоморфизме нуль обязан переходить в элемент
(0; 0; 0; : : : ) (точнее, в класс этого элемента относительно
равенства), поскольку такой класс обладает свойствами
нуля, однозначно его определяющими (в N, а потому и
в ∗N). По аналогичным причинам единица переходит в
класс (1; 1; 1; : : : ) и вообще число k соответствует классу
(k; k; k; : : : ). А класс (0; 1; 2; 3; 4; : : : ) отличается от лю-
бого класса (k; k; k; : : : ) (они совпадают в единственном
сомножителе, а одноэлементное множество является ма-
лым, так как ультрафильтр неглавный). Таким образом,
построенная нами модель ∗N не является стандартной.

Аналогичное рассуждение позволяет построить и не-
стандартные модели действительных чисел (о которых
мы будем говорить в следующем разделе).

5.7. Нестандартный анализ
Один из создателей теории моделей, А. Робинсон, за-

метил, что с её помощью можно придать точный смысл
понятиям «бесконечно малых» и «бесконечно больших» ве-
личин, с которыми оперировали ещё Ньютон и Лейбниц и
которые затем были изгнаны и заменены рассуждениями
с эпсилонами и дельтами.

Это направление получило название нестандартно-
го анализа. Целей тут две: во-первых, упростить дока-
зательства известных теорем, во-вторых, использовать
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методы нестандартного анализа для получения новых ре-
зультатов. Насколько эти цели достигнуты за тридцать
с лишним лет, прошедших с возникновения нестандарт-
ного анализа?

Простота доказательств | дело вкуса. Конечно, вся-
кий преподаватель курса математического анализа меч-
тает избавиться от утомительных рассуждений с выбо-
ром достаточно малых эпсилонов. Но если вместо этого
нужно постоянно переходить от модели к её элементар-
ному расширению и обратно, лекарство может оказать-
ся страшнее болезни. Во всяком случае, «нестандартные»
учебники математического анализа для нематематиков
(один из них написан Кейслером [34]) большого распро-
странения не получили.

Новые результаты действительно были получены; от-
метим, что многие из них (хотя и не все) впоследствии
были передоказаны «стандартными» методами, так что
и здесь революции не произошло.

Так или иначе, нестандартный анализ | интересное
приложение теории моделей, и мы разберём несколько
простых примеров. Более подробно об этом можно про-
честь в книгах Дэвиса [11] и Успенского [27], а также в
последней главе книги Робинсона [22].

Идея нестандартного анализа проста. Среди действи-
тельных чисел, увы, нет бесконечно малых (которые бы-
ли бы меньше 1=n при всех n = 1; 2; 3; : : : ) | как го-
ворят, поле вещественных чисел удовлетворяет аксиоме
Архимеда. (Оригинальная формулировка этой аксиомы:
каковы бы ни были два отрезка, можно отложить мень-
ший из них столько раз, чтобы превзойти больший.) Но
можно рассмотреть элементарное расширение поля R, в
котором такие бесконечно малые элементы есть, и ис-
пользовать их для определения пределов, производных и
прочего в исходном поле.

Перейдём к формальным определениям. Мы будет
рассматривать вещественную прямую как модель очень
богатой сигнатуры. Для каждого отношения на R (c про-
извольным числом аргументов) введём свой предикат-
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ный символ. Получится 2c предикатных символов. Кро-
ме того, для каждой функции из Rn в R (при всех
n = 0; 1; 2; : : : ) введём свой функциональный символ. Это
даст ещё 2c символов.

Пусть ∗R | любая нормальная интерпретация этой
сигнатуры, элементарно эквивалентная R. Её можно счи-
тать полем, расширяющим поле R. В самом деле, среди
функциональных символов есть двуместные символы для
сложения и умножения. Они задают некоторые операции
в ∗R и относительно этих операций множество ∗R будет
полем, так как аксиомы поля можно записать в виде фор-
мул (эти формулы истинны в R, а потому и в ∗R). Анало-
гичное рассуждение с предикатом «меньше» показывает,
что ∗R является упорядоченным полем.

Это поле можно считать расширением поля R. В са-
мом деле, для каждого действительного числа x в сигна-
туре имеется константа. Значения таких констант обра-
зуют подполе в ∗R, изоморфное R. В самом деле, утвер-
ждения вида a 6= b, a+ b = c и ab = c являются формула-
ми, и переносятся из R в ∗R. Аналогичным образом это
вложение сохраняет порядок.

Если поле ∗R исчерпывается значениями констант
из R, то ничего интересного не получается. Поэтому мы
будем предполагать, что это не так. Возможность по-
строить ∗R, не совпадающее с R, следует (например) из
теоремы Лёвенгейма {Сколема о повышении мощности.
Другой способ: добавим в сигнатуру новую константу c
и рассмотрим теорию

Th(R) + {c > —a | a ∈ R};

где Th(R) | множество всех истинных в R формул нашей
сигнатуры, а —a | константа для числа a. Совместность
этой теории следует из теоремы компактности. Любая её
модель годится в качестве ∗R, поскольку значение кон-
станты c больше всех элементов из R.

164. Проведите это рассуждение подробно.

В дальнейшем мы предполагаем, что выбрана и за-
фиксирована некоторая интерпретация ∗R, являющаяся
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элементарным расширением R и не совпадающая с R. Её
элементы мы называем гипердействительными числами.
Среди них есть и действительные числа, которые мы
будем называть также стандартными элементами ∗R.
Остальные элементы ∗R будут нестандартными гипер-
действительными числами. (По нашему предположению
таковые существуют.)

Утверждение об элементарной эквивалентности ∗R
и R называют принципом переноса: он позволяет пере-
нести истинность формулы из R в ∗R (или наоборот).

Возможность переноса не ограничивается алгебраи-
ческими свойствами. Например, в нашей сигнатуре есть
функция sin. В интерпретации ∗R ей соответствует функ-
ция, которую можно было бы назвать «гипердействитель-
ным синусом». Эта функция продолжает обычный си-
нус (для стандартных аргументов), поскольку утвержде-
ния вида sin a = b для конкретных стандартных a и b
можно перенести в ∗R. Более того, она обладает обыч-
ными свойствами синуса: скажем, гипердействительный
синус любого гипердействительного числа не превосхо-
дит единицы (в смысле порядка на ∗R), поскольку форму-
ла ∀x sinx 6 1 выдерживает перенос. Аналогично можно
поступать и с предикатами: например, предикат «быть
натуральным числом» задаёт в ∗R некоторое подмноже-
ство, элементы которого естественно назвать гиперна-
туральными числами. Гипернатуральные числа делятся
на стандартные (соответствующие обычным натураль-
ным числам в R) и нестандартные. (Мы увидим, что
нестандартные числа обязательно найдутся.) Множест-
во гипернатуральных чисел обозначается ∗N.

Аналогично определяется множество ∗Z гиперцелых
чисел и вообще множество ∗M для любого множества M
действительных чисел. (МножествуM соответствует од-
номестный предикатный символ; ∗M | интерпретация
этого символа в ∗R.) Множество ∗M называют нестан-
дартным расширениемM . В нём содержатся те же стан-
дартные числа, что и в M (формулы вида a ∈ M для
стандартных чисел a переносятся), и, возможно, некото-
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рые нестандартные числа.
Принцип переноса гарантирует, что для конечногоM

нестандартных элементов в ∗M не появится. В самом де-
ле, пусть, скажем, вM ровно три элемента a, b и c. Тогда
формула

∀x (M(x)↔ ((x = a) ∨ (x = b) ∨ (x = c)));

в которой M(x) | предикат, соответствующий множе-
ствуM , истинна в R. По принципу переноса она истинна
и в ∗R, так что и ∗M состоит из трёх элементов, являю-
щихся значениями констант a, b и c (отождествлённых со
стандартными действительными числами).

Впоследствии мы увидим, что бесконечное множест-
во M обязательно приобретёт новые нестандартные эле-
менты при переходе к ∗R.

Несколько простых следствий принципа переноса:

• M ⊂ N ⇔ ∗M ⊂ ∗N (применяем принцип переноса
к формуле ∀x (M(x)→ N(x)));

• ∗(M ∪N) = ∗M ∪ ∗N , (применяем принцип переноса
к формуле ∀x((M(x) ∨ N(x)) ↔ K(x)), где K |
объединение M и N);

• аналогичные утверждения верны и для пересечения
и разности множеств.

165. Покажите, что для счётного объединения аналогич-
ное утверждение может не быть верным и ∗(M0∪M1∪M2∪: : : )
может отличаться от (∗M0 ∪ ∗M1 ∪ ∗M2 ∪ : : : ).

Нестандартные аналоги имеют не только множества,
но и функции. Мы уже говорили о нестандартном анало-
ге синуса. Точно так же можно определить нестандарт-
ный аналог любой всюду определённой функции (любого
числа аргументов). Для не всюду определённых функций
(например, для функции квадратного корня) надо рас-
смотреть её график как предикат (для корня это будет
предикат двух аргументов) и взять его нестандартный
аналог. Этот нестандартный аналог будет графиком ча-
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стичной функции (ибо свойство «быть графиком частич-
ной функции» записывается формулой). Соответствую-
щая функция и будет нестандартным аналогом исходной.

166. Покажите, что (построенный по этой схеме) нестан-
дартный квадратный корень имеет областью определения
множество неотрицательных гипердействительных чисел и
что (

√
x)2 = x для любого неотрицательного гипердействи-

тельного числа x.

167. Покажите, что для всюду определённой функции два
способа её продолжения (как функции и через график) дают
одну и ту же функцию.

168. Покажите, что если множество A является областью
определения частичной функции ', то его нестандартный
аналог ∗A совпадает с областью определения функции ∗'.

Мы будем часто опускать звёздочки в записях ви-
да ∗f(x), пользуясь таким соглашением: если речь идёт
о значении функции на гипердействительном числе, то
подразумевается нестандартный аналог этой функции.
(Путаницы не будет, так как на стандартных числах зна-
чения функции и её гипердействительного аналога совпа-
дают.)

169. Абсолютную величину гипердействительного числа x
можно определить как x при x > 0 и как (−x) при x 6 0.
С другой стороны, можно рассмотреть нестандартный ана-
лог функции x 7→ |x|. Покажите, что получится одно и то же.

170. Покажите, что поле гипердействительных чисел явля-
ется вещественно замкнутым (согласно определению на с. 222)

Любое гипердействительное число x можно предста-
вить в виде суммы гиперцелого числа n и некоторого ги-
пердействительного числа �, для которого 0 6 � < 1.
Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть не-
стандартные аналоги функций целой и дробной части.
Принцип переноса гарантирует, что они сохранят свои
свойства. В частности, в сумме они дают исходное чи-
сло, а дробная часть всегда не меньше нуля и меньше
единицы.

Целью расширения было получить возможность рас-
сматривать бесконечно большие и бесконечно малые чи-
сла. Дадим соответствующие определения.
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Гипердействительное число �, большее всех стандарт-
ных чисел, называется положительным бесконечно боль-
шим. Аналогично определяются отрицательные беско-
нечно большие числа.

171. Докажите, что число � является отрицательным бес-
конечно большим тогда и только тогда, когда −� является по-
ложительным бесконечно большим. Докажите, что |�| являет-
ся положительным бесконечно большим тогда и только тогда,
когда � является либо положительным, либо отрицательным
бесконечно большим.

Гипердействительные числа, не являющиеся бесконеч-
но большими, называют конечными. Другими словами,
гипердействительное число x называется конечным, ес-
ли оно лежит в промежутке a 6 x 6 b со стандартными
концами a и b.

Наконец, гипердействительное число называется бес-
конечно малым, если его абсолютная величина меньше
любого стандартного положительного числа. (Согласно
этому определению нуль тоже является бесконечно ма-
лым числом.) Легко проверить, что ненулевое число e
является бесконечно малым тогда и только тогда, ко-
гда 1=e бесконечно велико. В самом деле, пусть, напри-
мер, e > 0 бесконечно мало. Тогда 1=e больше любого
стандартного числа c > 0, так как e < 1=c. Остальные
случаи разбираются аналогично.

Сумма и произведение двух конечных чисел конечны.
Если � по модулю меньше стандартного числа a, а � |
стандартного числа b, то �+ � по модулю меньше стан-
дартного числа a + b, а �� по модулю меньше ab. (Не-
равенства в гипердействительных числах можно склады-
вать и умножать, так как обычные свойства неравенств
записываются формулами и допускают перенос.)

В обычном курсе математического анализа аналогом
этого рассуждения является утверждение о том, что сум-
ма и произведение ограниченных последовательностей
ограничены. Другое стандартное утверждение из курса
анализа | о произведении ограниченных и бесконечно
малых (сходящихся к нулю) последовательностей | так-
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же имеет естественный аналог: произведение конечного
и бесконечно малого гипердействительных чисел являет-
ся бесконечно малым гипердействительным числом. До-
казательство также вполне традиционно: если � не пре-
восходит стандартного числа a, а |�| меньше любого
стандартного положительного числа, то �� меньше лю-
бого стандартного положительного e, так как |�| < e=a.

Два гипердействительных числа �; � называются бес-
конечно близкими, если их разность бесконечно мала.
Обозначение: � ≈ �.

172. Докажите, что если � ≈ �, то �+ ≈ �+ для любого
гипердействительного , а � ≈ � для любого конечного
гипердействительного . Покажите, что условие конечности
существенно.

173. Покажите, что два конечных гипердействительных
числа бесконечно близки тогда и только тогда, когда между
ними нельзя вставить двух разных стандартных чисел.

Легко проверить, что отношение бесконечной бли-
зости является отношением эквивалентности на множе-
стве гипердействительных чисел. Классы эквивалентно-
сти этого отношения иногда называют монадами (тер-
мин, использовавшийся ещё Лейбницем).

Теорема 79. Всякое конечное гипердействительное
число бесконечно близко к некоторому стандартному
числу.

(Заметим, что обратное утверждение очевидно: вся-
кое гипердействительное число, бесконечно близкое к не-
которому стандартному a, конечно, поскольку содержит-
ся между стандартными числами a− 1 и a+ 1.)

C Пусть � | конечное гипердействительное число.
Рассмотрим множество множество L всех стандартных
действительных чисел, меньших или равных �, а также
множество R всех стандартных действительных чисел,
больших или равных �. Конечность числа � гарантирует,
что оба этих множества непусты (если бы, скажем, R бы-
ло пусто, то � было бы положительным бесконечно боль-
шим). Заметим, что L и R не пересекаются (если толь-
ко � само не является стандартным, и тогда доказывать
нечего) и в объединении дают всё R.
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По аксиоме полноты существует действительное чи-
сло a, для которого L 6 a 6 R. Покажем, что � − a
бесконечно мало. Проверим, например, что для любого
стандартного e > 0 выполнено неравенство �− a < e, то
есть � < a+ e. Это понятно: если a+ e 6 �, то a+ e ∈ L,
что противоречит свойству L 6 a. По аналогичным при-
чинам �− a > −e. B

Стандартное число a, бесконечно близкое к конечно-
му гипердействительному �, называется стандартной
частью числа �. Стандартная часть определена одно-
значно, так как два разных стандартных числа не могут
быть бесконечно близки к одному и тому же гипердей-
ствительному числу (тогда бы они были близки друг к
другу, что невозможно). Поэтому можно ввести обозна-
чение st� для стандартной части конечного числа �.

174. Докажите, что если � и � конечны, причём � 6 �, то
и st� 6 st�.

Теорема 80. Среди гипердействительных чисел есть
ненулевые бесконечно малые, а также бесконечно боль-
шие числа.

C Напомним, что по нашему предположению ∗R не
совпадает с R, то есть существует некоторое нестан-
дартное гипердействительное число �. Если � бесконеч-
но, то 1=� | искомое ненулевое бесконечно малое число.
Если � конечно, то �− st(�) | искомое ненулевое беско-
нечно малое число (а обратное к нему будет бесконечно
большим). B

Заметим, что при построении гипердействительных
чисел с помощью формул c > a (для новой константы c
и всех стандартных a) и теоремы компактности суще-
ствование бесконечно больших элементов очевидно: та-
ковым будет значение этой самой константы c.

Теперь обратимся к натуральным и целым числам.
Теорема 81. Существуют нестандартные гипернату-

ральные числа, при этом все они бесконечно велики.
(Таким образом, для гипернатуральных чисел конеч-

ность и стандартность равносильны.)
C Всякое положительное действительное число есть

сумма натурального и числа из [0; 1). Принцип перено-
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са гарантирует, что всякое положительное гипердействи-
тельное число � есть сумма гипернатурального � и ги-
пердействительного � , для которого 0 6 � < 1. Возь-
мём � бесконечно большим, тогда и � будет бесконечно
большим. Первое утверждение доказано.

Пусть теперь � | конечное гипернатуральное число.
По определению конечности оно меньше некоторого стан-
дартного числа a, скажем, числа 5. Но в стандартной мо-
дели верна формула

∀x (((x ∈ N) ∧ (x < 5))→
→ ((x = 0) ∨ (x = 1) ∨ (x = 2) ∨ (x = 3) ∨ (x = 4))):

По принципу переноса она верна и в ∗R, поэтому число �
совпадает с одним из стандартных чисел 0; 1; 2; 3; 4. B

175. Покажите, что для всякого гипердействительного чи-
сла существует большее его гипернатуральное.

176. Рассмотрим гипернатуральные числа как упорядо-
ченное множество. Покажите, что оно изоморфно N + Z× F ,
где F | плотное линейно упорядоченное множество без пер-
вого и последнего элементов. (Порядок на Z×F : сравниваются
сначала вторые элементы, а при равенстве | первые.)

Гипернатуральные числа позволяют говорить о бес-
конечно далёких членах (стандартных) последовательно-
стей действительных чисел. Пусть a0; a1; : : : | такая по-
следовательность. Рассмотрим её график, то есть мно-
жество пар 〈0; a0〉; 〈1; a1〉; : : : , как двуместный предикат.
Утверждение о том, что этот предикат задаёт график
функции, определённой на натуральных числах, можно
записать в виде формулы. Принцип переноса гаранти-
рует, что гипердействительный аналог этого предика-
та будет функцией, определённой на гипернатуральных
числах и принимающей гипердействительные значения.
Значение этой функции на гипернатуральном числе n
можно обозначать an, не опасаясь путаницы (при стан-
дартных n мы получаем одно и то же).

Таким образом, любая последовательность приобре-
тает | помимо своего желания | бесконечный «хвост».
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177. Покажите, что если две последовательности отлича-
ются лишь в конечном числе членов, то их бесконечные хво-
сты одинаковы.

Сейчас мы используем продолжение последовательно-
стей для доказательства такого факта:

Теорема 82. Нестандартный аналог ∗A множества A
действительных чисел совпадает с A тогда и только то-
гда, когда множество A конечно.

C Если A конечно, и, скажем, состоит из трёх элемен-
тов p; q; r, то можно записать формулу

∀x ((x ∈ A)↔ ((x = p) ∨ (x = q) ∨ (x = r)):

По принципу переноса эта формула остаётся истинной
в ∗R, так что ∗A состоит из тех же трёх элементов.

Пусть теперь A бесконечно. Покажем, что ∗A содер-
жит элементы, не входящие в A. Пусть a0; a1; : : : | по-
следовательность различных элементов множестваA. На-
пишем формулу, которая утверждает, что все элементы
этой последовательности различны и принадлежат A. По
принципу переноса все бесконечные члены этой последо-
вательности (точнее, её гипердействительного аналога)
также различны, принадлежат ∗A и отличаются от всех
конечных членов последовательности. Они и будут иско-
мыми нестандартными элементами ∗A. В самом деле, бес-
конечный член a� при бесконечном гипернатуральном �
не может совпасть с конечными членами, а также не мо-
жет совпасть со стандартным элементом a ∈ A, не вхо-
дящим в исходную последовательность (ибо утверждение
«an 6= a при всех n» записывается формулой). B

Галактикой гипердействительного числа � называ-
ют множество всех гипердействительных �, для которых
разность �− � конечна.

178. Покажите, что множество гипердействительных чи-
сел разбивается на галактики. Определите на галактиках
естественное отношение линейного порядка и покажите, что
этот порядок плотный и не имеет наибольшего и наименьшего
элементов.

179. Каждое действительное число a, не являющееся дво-
ично-рациональным, можно единственным образом записать
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в виде бесконечной двоичной дроби : : : ; a0a1 : : : ; другими сло-
вами, ему соответствует последовательность нулей и единиц
(нас будет интересовать лишь дробная часть после запятой).
Фиксируем бесконечное гипернатуральное � и рассмотрим те
числа a, у которых a� = 0. Покажите, что множество таких
чисел переходит в своё дополнение при симметрии относи-
тельно любой двоично-рациональной точки (другими слова-
ми, a ∈M ⇔ r − a =∈M для двоично-рациональных r) и пото-
му не может быть измеримым по Лебегу.

180. Докажите, что гиперрациональными числами явля-
ются отношения гиперцелых чисел и только они. Докажите,
что каждое гипердействительное число бесконечно близко к
некоторому гиперрациональному числу.

Покажем теперь, как можно ввести основные понятия
математического анализа, используя бесконечно малые и
бесконечно большие числа.

Теорема 83. Пусть M ⊂ R. Множество M ограниче-
но (в обычном смысле) тогда и только тогда, когда все
элементы его гипердействительного аналога конечны.

Таким образом, в курсе нестандартного анализа мож-
но определять ограниченные множества как множества,
не содержащие бесконечных элементов.

C Если все элементыM меньше некоторого стандарт-
ного a по модулю, то и все элементы ∗M меньше того же a
(принцип переноса), поэтому в одну сторону утвержде-
ние очевидно.

Пусть теперь M не ограничено (скажем, сверху). То-
гда в R верно такое утверждение: для всякого c найдёт-
ся элемент множества M , больший c. Применим принцип
переноса и возьмём бесконечно большое c. Получим, что
в ∗M есть бесконечно большой элемент. B

181. Покажите, что если все элементы множества ∗M мень-
ше некоторого гипердействительного c, то M ограничено.

182. Говорят, что множество S гипердействительных чи-
сел является внутренним, если оно есть гипердействительный
аналог некоторого множества A действительных чисел. Пока-
жите, что множество конечных гипердействительных чисел
не является внутренним.

183. Докажите, что множество S ⊂ ∗R выразимо (в рас-
сматриваемой нами сигнатуре, содержащей символы для всех
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функций и предикатов на множестве R) тогда и только тогда,
когда оно является внутренним.

Нестандартный анализ позволяет дать естественные
определения предельной точки и предела.

Теорема 84. Число a является предельной точкой по-
следовательности действительных чисел a0; a1; : : : тогда
и только тогда, когда найдётся бесконечно далёкий член
последовательности, бесконечно близкий к a.

(Бесконечно далёким членом последовательности мы
называем значение a� при бесконечном гипернатураль-
ном �.)

C Если a является предельной точкой, то для всякого
положительного " и всякого натурального N найдётся
натуральное n > N , для которого |an − a| < ". Приме-
ним принцип переноса, положив " бесконечно малым и N
бесконечно большим. Получим искомый бесконечно близ-
кий к a член с бесконечно большим гипернатуральным
номером.

Напротив, если для некоторого натурального N и для
некоторого " > 0 все члены последовательности, начиная
с N -го, отстоят от a более чем на ", то по принципу пе-
реноса все бесконечно далёкие члены последовательности
также отстоят от a более чем на ". B

184. Покажите, что число a принадлежит замыканию мно-
жества M ⊂ R тогда и только тогда, когда некоторый эле-
мент множества ∗M бесконечно близок к a.

185. Как определить в терминах нестандартного анализа
понятие предельной точки множества (в любой окрестности
которой бесконечно много членов множества)?

Теперь видно, что нестандартный анализ позволяет
в два счёта доказать теорему о том, что всякая огра-
ниченная последовательность имеет предельную точку:
в самом деле, любой бесконечно далёкий член этой после-
довательности конечен, и его стандартная часть будет
предельной точкой!

Теорема 85. Последовательность a0; a1; : : : действи-
тельных чисел сходится к числу a тогда и только то-
гда, когда все её бесконечно далёкие члены бесконечно



[п. 7] Нестандартный анализ 267

близки к a.
C Пусть a является пределом. Тогда для всякого " най-

дётся N , начиная с которого все члены последовательно-
сти отстоят от a менее чем на ". В частности, все беско-
нечно далёкие члены таковы и их расстояние до a меньше
любого стандартного ".

Напротив, пусть a не является пределом и для всяко-
го N найдётся член an с номером n > N , отстоящий от a
более чем на " > 0 (пока что все параметры стандартны).
Применим принцип переноса, взяв N бесконечно боль-
шим, и найдём бесконечно далёкий член последователь-
ности, отстоящий от a более чем на стандартное " > 0. B

Приведём теперь нестандартные критерии стандарт-
ных топологических понятий.

Теорема 86.МножествоM ⊂ R открыто тогда и толь-
ко тогда, когда вместо со всякой точкой m ∈ M оно со-
держит и всю её монаду, то есть все гипердействитель-
ные точки, бесконечно близкие к m.

(Cтрого говоря, следовало бы сказать «его нестан-
дартный аналог ∗M» вместо «оно»; напомним также, что
M и ∗M содержат одни и те же стандартные числа.)

C Если M открыто и содержит вместе с точкой m ∈
∈ M её "-окрестность, то монада точки m по принципу
переноса содержится в M .

Если же некоторая точкаm ∈M не является внутрен-
ней и для всякого действительного " > 0 найдётся точка
вне M на расстоянии меньше ", применим принцип пере-
носа и возьмём бесконечно малое ". Мы получим число,
бесконечно близкое к m и не лежащее в ∗M . B

Переходя к дополнениям, получаем, что множество
M ⊂ R замкнуто тогда и только тогда, когда любая стан-
дартная точка, бесконечно близкая к некоторой точке
из ∗M , принадлежит M .

На прямой компактными являются замкнутые огра-
ниченные множества. Соединим нестандартные крите-
рии замкнутости и ограниченности:

Теорема 87. Множество M ⊂ R компактно тогда и
только тогда, когда любой элемент множества ∗M бес-
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конечно близок к некоторому (стандартному) элементу
множества M .

C В самом деле, ограниченность означает, что лю-
бой элемент множества M конечен, то есть бесконечно
близок к стандартному числу, а замкнутость позволяет
заключить, что это число принадлежит M . B

186. Используя полученные только что критерии, покажи-
те, что любой отрезок [a; b] действительной прямой компак-
тен, а любой интервал (a; b) открыт.

187. Покажите, используя нестандартный критерий от-
крытости, что объединение любого числа открытых мно-
жеств открыто. (Напоминание: гипердействительный аналог
объединения может не совпадать с объединением гипердей-
ствительных аналогов!)

188. Покажите, что пересечение двух (или любого конеч-
ного числа) открытых множеств открыто. (Где используется
конечность?)

189. Докажите, что последовательность фундаментальна
тогда и только тогда, когда любые два её бесконечных члена
бесконечно близки (предварительно уточнив формулировку
этого утверждения).

190. Докажите, что всякая фундаментальная последова-
тельность сходится, используя приведённый критерий фун-
даментальности. (Указание. Ограниченность приходится до-
казывать, исходя из стандартных определений.)

191. Докажите, что если последовательность ограничена
и имеет единственную предельную точку, то она сходится (к
этой точке).

192. Докажите, что ограниченная возрастающая последо-
вательность имеет предел.

Перейдём к функциям действительного переменного
и дадим нестандартное определение предела (аналогич-
ное приведённому выше для последовательностей).

Теорема 88. Число b ∈ R есть предел функции f : R →
→ R в точке a ∈ R тогда и только тогда, когда f(x) ≈ b
для всех x, бесконечно близких к a, но отличных от a.

C Пусть функция f имеет предел b согласно "-�-опре-
делению и для всякого " > 0 найдётся � > 0 с нужными
свойствами. Бесконечно близкое к a число x попадает в
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�-окрестность точки a при любом стандартном � > 0,
поэтому f(x) попадает в "-окрестность точки b.

Напротив, если при некотором " > 0 для любого � > 0
найдётся точка x, для которой |x− a| < �, но |f(x)− b| >
> ", то можно применить принцип переноса (для данного
стандартного ") и взять бесконечно малое �. B

Непосредственным следствием является нестандарт-
ный критерий непрерывности: функция f : R → R непре-
рывна в (стандартной) точке a тогда и только тогда,
когда f(x) ≈ f(a) для всех x, бесконечно близких к a.

Для функции, определённой на некотором множестве
M ⊂ R, критерий непрерывности в точке m ∈ M вы-
глядит так: f(m) ≈ f(m′) для всякой точки m′ ∈ ∗M ,
бесконечно близкой к m.

193. Проверьте это.

Поучительно понять, чем это свойство отличается от
равномерной непрерывности.

Теорема 89.Функция f : R → R равномерно непрерыв-
на на множестве M ⊂ R тогда и только тогда, когда для
всех x; y ∈ ∗M выполнено x ≈ y ⇒ f(x) ≈ f(y).

C Пусть выполнено обычное "-�-определение непре-
рывности. Бесконечно близкие точки x; y отличаются ме-
нее чем на (стандартное) �, а потому их образы отлича-
ются менее чем на ". Это верно для любого стандартно-
го ", поэтому f(x) ≈ f(y).

Обратно, если функция не является равномерно не-
прерывной, то для некоторого " и для любого � найдутся
точки, отстоящие менее чем на �, образы которых от-
стоят более чем на ". Остаётся применить при данном "
принцип переноса и взять бесконечно малое �. B

Чем это отличается от непрерывности во всех точках
множестваM? Непрерывность во всех точкахM означа-
ет, что для любого стандартного m ∈M и любого беско-
нечно близкого к нему m′ ∈ ∗M мы имеем f(m) ≈ f(m′).
Отсюда следует, что для любых m′;m′′ ∈ ∗M , бесконечно
близких к некоторому стандартному m ∈ M , выполне-
но f(m′) ≈ f(m′′). Но в множестве ∗M могут быть бес-
конечно близкие элементы, стандартная часть которых
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не лежит в M (или вообще не имеющие стандартной ча-
сти, то есть бесконечные). Легко понять, что для ком-
пактного M такого быть не может (стандартная часть
любого элемента m′ ∈ ∗M принадлежит M согласно те-
ореме 87). Тем самым мы получили (почти что триви-
альное) нестандартное доказательство классической те-
оремы: непрерывная на компакте функция равномерно
непрерывна.

Вот ещё несколько «нестандартных» доказательств
стандартных (во всех смыслах этого слова) теорем из
курса математического анализа.

Теорема 90. Непрерывная на отрезке функция, при-
нимающая значения разных знаков на концах отрезка,
имеет нуль на этом отрезке.

C Разделим отрезок на n равных частей. Среди них
найдётся часть, на которой функция меняет знак. По
принципу переноса и при делении отрезка на бесконечное
гипернатуральное число частей найдётся часть, на кото-
рой функция меняет знак. Но концы этой части бесконеч-
но близки к некоторой стандартной точке отрезка. Эта
точка будет нулём функции (если в ней функция, ска-
жем, положительна, то по непрерывности в бесконечно
близких к ней концах отрезка изменения знака функция
будет положительной). B

Теорема 91. Непрерывная во всех точках компакта
функция ограничена на нём.

C Пусть функция f непрерывна на компакте M .
Следуя нестандартному критерию ограниченности, мы
должны показать, что значения функции ∗f во всех точ-
ках ∗M конечны. Но всякая точка x ∈ ∗M бесконечно
близка к некоторой стандартной точке y ∈M (компакт-
ность), а потому ∗f(x) ≈ ∗f(y) (непрерывность), поэто-
му ∗f(x) конечно. B

Обратите внимание, что мы пользовались аксиомой
полноты (для множества R) только один раз, при дока-
зательстве теоремы 79. Это и не удивительно, поскольку
из утверждения этой теоремы следует аксиома полноты.

194. Убедитесь в этом, следуя такой схеме. Пусть A |
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произвольное ограниченное множество действительных чи-
сел. Покажите (стандартными рассуждениями), что для лю-
бого " найдётся число c, являющееся верхней гранью, для ко-
торого c − " не будет верхней гранью. Примените принцип
переноса, взяв бесконечно малое " и рассмотрев стандартную
часть соответствующего числа c.

195. Докажите, что производная стандартной функции
f : R → R в стандартной точке a равна стандартному числу b
тогда и только тогда, когда (f(a+ h)− f(a))=h ≈ b для всех
бесконечно малых h 6= 0.

196. Покажите, что (xn)′ = nxn−1 согласно нестандартно-
му определению производной (предыдущая задача).

197. Как использовать нестандартный анализ для опреде-
ления понятия интеграла?

В наших примерах все рассмотрения были ограниче-
ны множеством гипердействительных чисел. Это огра-
ничение кажется существенным | не вполне ясно, ка-
ким образом можно применить те же методы к произ-
вольному топологическому пространству (в котором нет
бесконечно больших чисел). Тем не менее это возможно,
и об этом можно прочесть в книгах Дэвиса [11] или Ус-
пенского [27].
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гипердействительного
числа 262

Стандартное
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Стратегия 248
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глубина 34, 43
размер 28, 43

Схема формулы 188
Схемы аксиом исчисления

высказываний 47
Сходящаяся

последовательность 266
Счётная модель 186

Тавтология 13, 47
Теорема

Брауэра о неподвижной
точке 70

Гёделя 85
Гёделя о неполноте 234
Гёделя о неполноте

(вторая) 69
Гильберта о нулях 141,

142
Гливенко 85
исчисления

высказываний 48
компактности 235, 256
компактности для ИВ 61
компактности для

нормальных
моделей 205

компактности, прямое
доказательство 245, 253

Левенгейма { Сколема о
повышении
мощности 207, 256

Левенгейма { Сколема об
элементарной
подмодели 116, 150, 186
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ультрапроизведениях 251

Лося { Тарского 240
Морли 214, 216
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формул 196
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исчисления
предикатов 187

о корректности и полноте
исчисления
секвенций 66

о корректности ИВ 48
о корректности ИВ,

вторая форма 57
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интуиционистского ИВ
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Крипке 78

о корректности
исчисления
предикатов 175

о корректности
исчисления предикатов,
переформулировка 175,
178

о переименовании
связанных
переменных 189

о полиномах
Жегалкина 22

о полноте для нормальных
моделей 204

о полноте ИВ 47, 49
о полноте ИВ, вторая

форма 58
о полноте

интуиционистского ИВ
относительно шкал
Крипке 79

о полноте исчисления
предикатов, сильная
форма 180
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алгебраически
замкнутых полей
характеристики
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нуль 140
о предварённой

нормальной форме 195
о разбиении квадрата 117
о сколемовской

нормальной форме 201
об однозначности

разбора 16
Ролля 133, 225
Тарского 234
Тарского { Зайденберга 123,

126, 139
теории 173, 212
Тихонова 62
Чёрча 158, 202, 232
Чэна { Лося { Сушко 242
Эрбрана 196

Теория 173, 178, 212
˝1-аксиоматизируемая 239
˚1-аксиоматизируемая 240
Th(Q;=; <;+; 0; 1) 219
Th(Z;=; <; S; 0) 218
Th(Z;=; S; 0) 217
абелевых групп 226
алгебраически замкнутых

полей
характеристики 0 222

вещественно замкнутых
полей 223

групп 226
категоричная 222
категоричная в счётной

мощности 213
конечно

аксиоматизируемая 213
линейно упорядоченных

множеств 226
модель 178, 212
непротиворечивая 178
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упорядоченных
множеств без первого и
последнего
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полная 179, 213

полугрупп 229
противоречивая 178
равенства 226
разрешимая 125, 213
с равенством 206, 212
совместная 178, 212
теорема 212
Цермело { Френкеля 92
экзистенциально

полная 181
Терм 89

значение 94
Транзитивность 203
Трёхзначная логика 75

Увеличение мощности 205
Ультрапроизведение 251
Ультрафильтр 246
Умножение чисел,

сложность 36
Упорядоченное поле 223
Устойчивая функция 105
Устойчивость
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подструктурам 240
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Устойчивый предикат 105
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Фильтрованное
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замыкание 157
значение 94
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общезначимая 156
параметр 93
первого порядка 90
предварённая 192
представляющая

секвенцию 67
пропозициональная 12
прототип 196
спектр 210
схема 188

Формула Тейлора 224
Формулы

подобные 189
эквивалентные 13, 157

Функциональный символ 89
Функция
k-местная 88
булева 12
голосования 39
интеграл 271
линейная 24
монотонная 24
мультилинейная 23
непрерывная 269
непрерывная на

компакте 270
предел 268
производная 271
равномерно

непрерывная 269
самодвойственная 24
сколемовская 198, 201
сохраняющая 0/1 24
сравнения 31
устойчивая 105
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Характеристика поля 139,
222

Центрированная система
множеств 61

Цепь элементарных
расширений 242

Частичный порядок,
продолжение до
линейного 206

Число
гипердействительное 257

Шкала Крипке 76

Эквивалентные формулы 13,
157

Экзистенциально замкнутое
множество 151

Экзистенциально полная
теория 181

Элементарная теория
интерпретации 213

Элементарная
эквивалентность 116,
136, 256

Элементарная
эквивалентность R и Q
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Элементарная
эквивалентность Z и
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Элементарное
расширение 140, 207

Элиминация кванторов 108,
138, 216, 234

в (Q;=; <) 113
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в (Z;=; <; S) 112
в арифметике

Пресбургера 120
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Языки
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