ëìáóóéþåóëéå é ëœáîôïœùå œùþéóìåîéñ

á. ëÉÔÁÅŒ, á. ûÅÎØ, í. œÑÌÙÊ

íãîíï þÅòÏ íÏÓËŒÁ 1999 ââë 22.12

22.134 ë53 á. ëÉÔÁÅŒ, á. ûÅÎØ, í. œÑÌÙÊ ë53 ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ É ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. | í.: íãîíï, þÅòÏ, 1999. | 192 Ó.

ISBN 5-900916-35-9

üÔÁ ËÎÉÇÁ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÁ Ó ÎÏŒÏÊ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÚŒÉŒÁÀÝÅÊÓÑ É ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ | ÔÅÏ- ÒÉÅÊ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. œÎÁÞÁÌÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ËÒÁÔËÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. úÁÔÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÁÇÁ- ÀÔÓÑ ÏÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ŒËÌÀÞÁÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÓÎÏŒ- ÎÙÈ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ŒÒÅÍÅÎÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÏŒ.

äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ (ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÇÏÄÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ), ÁÓÐÉÒÁÎÔÏŒ, ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏŒ: ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ËÏŒ É ÆÉÚÉËÏŒ.

ââë 22.12 22.134

�^{éÚÄÁÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÏ ÐÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏŒÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ}

òææé (ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÉÊ ÐÒÏÅËÔ Ć99{01{14054)

ISBN 5-900916-35-9

© á. ëÉÔÁÅŒ, á. ûÅÎØ, í. œÑÌÙÊ, 1999 © íãîíï, 1999

òÅÄÁËÔÏÒ œ. œ. ñÝÅÎËÏ ôÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ í. î. œÑÌÙÊ

ìÉÃÅÎÚÉÑ ìò Ć071150 ÏÔ 11.04.95 Ç. ðÏÄÐÉÓÁÎÏ Œ ÐÅÞÁÔØ 16.09.99 Ç.

æÏÒÍÁÔ 60 × 90/16. âÕÍÁÇÁ ÏÆÓÅÔÎÁÑ Ć1. ðÅÞÁÔØ ÏÆÓÅÔÎÁÑ. ðÅÞ. Ì. 12,0. ôÉÒÁÖ 1500.

éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. 121002, íÏÓËŒÁ, âÏÌØÛÏÊ œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., Ä. 11.

éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ ĂþÅòÏĄ. òÅÄÁËÃÉÏÎÎÏ-ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÉÊ ÏÔÄÅÌ: 121002, íÏÓËŒÁ, â. œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., Ä. 11, ËÏÍÎ. 208. ôÅÌ. 241 33 90, 241 18 69. ïÔÄÅÌ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ. 118899, íÏÓËŒÁ, ÕÌ. áËÁÄ. èÏÈÌÏŒÁ, Ä. 11. ôÅÌ. 939 47 09, 939 34 93.

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ 4 ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ 5 œŒÅÄÅÎÉÅ 8 þÁÓÔØ I. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ 16 1. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2. ëÌÁÓÓ NP: ÓŒÏÄÉÍÏÓÔØ É ÐÏÌÎÏÔÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 3. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É ËÌÁÓÓ BPP. ðÒÏŒÅÒËÁ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉ- ÓÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 4. éÅÒÁÒÈÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 þÁÓÔØ II. ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ 48 5. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 6. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ É ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ . . 54 7. âÁÚÉÓÙ ÄÌÑ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÓÈÅÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 8. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÉÍÅÒÙ. . . . . . . . . . . . . . . 66 9. ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 10. æÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ . . . . 79 11. éÚÍÅÒÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 12. âÙÓÔÒÙÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 13. ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÎÁÌÏÇ NP: ËÌÁÓÓ BQNP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 14. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ É ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ËÏÄÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 þÁÓÔØ III. òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 140 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ 186 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 189

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂËŒÁÎÔÏŒÙÅ ËÏÍ- ÐØÀÔÅÒÙĄ, ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÏ ŒÏÚÒÏÓ. éÄÅÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ËŒÁÎ- ÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÐÒÉ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ŒÓč ÂÏÌÅÅ ÐÒÉ- ŒÌÅËÁÔÅÌØÎÏÊ, ÎÁÞÁÔÙ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

ïÄÎÁËÏ ÐÅÒÓÐÅËÔÉŒÙ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅ- ÒÏŒ ÐÏËÁ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÑÓÎÙ. óËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ, ÜÔÏ ÄÅÌÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÅÓÑ- ÔÉÌÅÔÉÊ. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÏÓÑÔ ÐÏËÁ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.

üÔÁ ËÎÉÇÁ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÁ Ó ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ŒÎÁÞÁÌÅ ÄÁčÔÓÑ ËÒÁÔËÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÊ. úÁÔÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÊ, ŒËÌÀÞÁÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ŒÒÅÍÅÎÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ.

ïÓÎÏŒÕ ËÎÉÇÉ ÓÏÓÔÁŒÉÌÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÕÒÓÁ ĂëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ É ËŒÁÎÔÏ- ŒÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅĄ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ á. ûÅÎÅÍ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ) É á. ëÉÔÁÅŒÙÍ (ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ) Œ œÙÓÛÅÍ ËÏÌÌÅÄÖÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÁ Œ ŒÅÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 1998 Ç. ðÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ËÎÉÇÉ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÕÒÓÁ Physics 229 { Advanced Mathematical Methods of Physics (Quantum computation), ËÏÔÏÒÙÊ ŒÅÌÉ äÖ. ðÒÅÓËÉÌÌ (John Preskill) É á. ëÉÔÁÅŒ (ÐÒÉ ÕÞÁÓÔÉÉ á. ìÁÎÄÁÌÁ (Andrew Landahl)) Œ ëÁÌÉÆÏÒÎÉÊÓËÏÍ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎ- ÓÔÉÔÕÔÅ Œ 1998{1999 ÕÞ. Ç.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÞÔÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ ÚÎÁÎÉÑ ÎÅŒÅÌÉËÉ. œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Œ ÏÂSSÅÍÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÉ- ÔÅÔÓËÏÇÏ ËÕÒÓÁ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏ- ÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Ï ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÉÍÅÔØ ÎÁŒÙËÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

∨ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ (ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ éìé) ∧ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ (ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ é) ¬ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ⊕ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 (Á ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ) =⇒ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ) ⇐⇒ ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ A^∗ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A ÐÕÓÔÏÊ ÓÉÍŒÏÌ (ÐÒÏÂÅÌ) Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ‹(·; ·; ·) ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ L_1 ∝ L_2 ÓŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÐÏ ëÁÒÐÕ (L_1 ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë L_2) (Ó. 30) f(n) = O(g(n)) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C, ÞÔÏ f(n) ⩽ Cg(n) f(n) = ˙(g(n)) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C, ÞÔÏ f(n) ⩾ Cg(n) f(n) = poly(n) ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ f(n) = O(n^{O(1)}) F_q ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Z=nZ ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n Z_n ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÌØÃÁ Z=nZ (Z=nZ)^∗ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Z=nZ E^∗ (= Hom(E; U(1))) | ÇÒÕÐÐÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ E Sp_2(n) ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n (Ó. 131) ESp_2(n) ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n (Ó. 130) C ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z^∗ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ

U(M) ÇÒÕÐÐÁ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M

SU(M) ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M SO(M) ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M C (a; b; : : : ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ a; b; : : :

M^∗ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M M^⊗n n-Ñ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ L(M) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ M

L(N ; M) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ N Œ M B ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÂÉÔ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {0; 1})

B ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÂÉÔ (q-ÂÉÔ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^2 | Ó. 48)

⟨| ÂÒÁ-ŒÅËÔÏÒ (Ó. 51) |⟩ ËÅÔ-ŒÅËÔÏÒ (Ó. 50) ⟨|”⟩ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A^† ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

he ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ÂÉÔÁ (Controlled NOT)

(Ó. 55) f_⊕ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f (Ó. 54) I_L ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L ^G ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ G (Ó. 54) ~(U) ÏÐÅÒÁÔÏÒ U Ó ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÕÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ (Ó. 58) ˝_M ÐÒÏÅËÔÏÒ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ) ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ff(¸_1; ˛_1; : : :; ¸_n; ˛_n) ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ B^{⊗n} (Ó. 128) A · B ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ → AȷB (Ó. 123) U[A] ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÒÅÇÉÓÔÒ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ q-ÂÉÔÏŒ) A (Ó. 52) Tr_F A ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ F (Ó. 77) ‖ · ‖ ÎÏÒÍÁ ŒÅËÔÏÒÁ (Ó. 62) ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (Ó. 62) ‖ · ‖_{tr} ÓÌÅÄÏŒÁÑ ÎÏÒÍÁ (Ó. 121) ‖ · ‖_♦ ÎÏÒÍÁ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (Ó. 123) | · | ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÌÉ ÍÏÄÕÌØ ÞÉÓÌÁ

‹_{jk} ÓÉÍŒÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ ffl_S(·) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S (x; y) ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ x É y a ≡ b (mod q) ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q a mod q ÏÓÔÁÔÏË ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q a b ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a=b Œ ŒÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ Pr[A] ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A

P(·|·) ÕÓÌÏŒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÔÅËÓÔÁÈ)

P(ȷ; M) ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (Ó. 76)

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ:

H = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) ; K = ( 1 0 0 i ) ; ÍÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ: ffx = ( 0 1 1 0 ) ; ff^y = ( 0 −i i 0 ) ; ff^z = ( 1 0 0 −1 )

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ:

P (Ó. 20) MA (Ó. 104) BQNP (Ó. 104) P=poly (Ó. 23) ˝k (Ó. 42) PP (Ó. 72) BPP (Ó. 36) ˚k (Ó. 42) PSPACE (Ó. 20) NP (Ó. 28) BQP (Ó. 72)

œŒÅÄÅÎÉÅ

œÓÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ ÔÁË É ÎÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ĂÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÛÉÎÙĄ þÁÒÌØÚÁ âÜÂÂÉÄÖÁ^{1)} É ËÏÎÞÁÑ Cray’ÅÍ, ÏÓÎÏŒÁÎÙ ÎÁ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁÈ. ó ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÉÔÏŒ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 ÉÌÉ 1), Á ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÎÅ- ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÏŒÙÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÓÔÁÒÙÈ, ÎÏ ÐÒÏÇÒÅÓÓ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ. ôÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÔÒÁÎÚÉÓÔÏÒÁ ÉÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 10^{−8} ÓÍ (ÄÉÁÍÅÔÒ ÁÔÏÍÁ ŒÏÄÏÒÏÄÁ), Á ÒÁÂÏÞÁÑ ÞÁÓÔÏÔÁ | ÂÏÌØ- ÛÅ 10^{15} çÃ (ÞÁÓÔÏÔÁ ÁÔÏÍÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ). ôÁË ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÓÕÐÅÒËÏÍÐØÀ- ÔÅÒÙ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÎÅ ÓÍÏÇÕÔ ÒÅÛÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÉ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÞÅŒÉÄÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ | ÜÔÏ ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ x ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 2 ÄÏ √ x. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ x ÉÍÅÅÔ n ÚÎÁËÏŒ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, ÔÏ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ ∼ √ x ∼ 2^{n=2} ŒÁ- ÒÉÁÎÔÏŒ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÉÔÒÏÕÍÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÚÁ exp(Ón^1=^3) ÛÁÇÏŒ (c = const). äÁÖÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÚÎÁËÏŒ, ÎÅ ÈŒÁÔÉÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÖÉÚÎÉ œÓÅÌÅÎÎÏÊ. (œÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÔØ É ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÎÏ ÏÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ.)

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓËÏÒÉÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÚÁÄÁÞ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÙÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÐÒÉ- ÒÏÄÏÊ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ: Œ ÐÒÉ- ÒÏÄÅ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÃÅÓÓÏŒ, ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÐÏÈÏÖÉÈ ÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ó ÎÕÌÑÍÉ É ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ. íÏÖÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÉ ÐÒÏÃÅÓÓÙ

1)âÜÂÂÉÄÖ ÎÁÞÁÌ ÒÁÂÏÔÕ ÎÁÄ ÐÒÏÅËÔÏÍ ĂÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÛÉÎÙĄ Œ 1833 ÇÏÄÕ. ðÒÅÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÕÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁŒÛÉÈ Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ. âÜÂÂÉÄÖ ÐÏÓŒÑÔÉÌ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ŒÓÀ ÖÉÚÎØ, ÎÏ ÅÍÕ ÔÁË É ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÓŒÏÀ ÍÅÞÔÕ. (âÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÁÑ, ÎÏ ÎÅÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ĂÒÁÚÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁĄ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ,ÎÏ ÐÒÏ- ÅËÔ ÂÙÌ ŒÐÏÌÎÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÅÎ | Œ 1991 ÇÏÄÕ ÍÁÛÉÎÁ ÂÙÌÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÁ ÐÏ ÞÅÒÔÅÖÁÍ âÜÂÂÉÄÖÁ.)

ÄÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÏŒÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÒ- ÆÅÒÅÎÃÉÑ ÓŒÅÔÁ ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ïÄÎÁËÏ Œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ŒÙÉÇÒÙÛ Œ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÙÍ, Ô. Å. ÓÌÁÂÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ. ðÒÉÞÉÎÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ íÁËÓŒÅÌÌÁ) ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÂÙÞÎÏÍ ÃÉÆÒÏŒÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ. þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ? œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÏÎÎÏÊ ËÁÒÔÉÎÙ ÍÏÖÅÔ ÚÁÎÑÔØ Œ ÍÉÌÌÉÏÎÙ ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÞÅÍ ÒÅÁÌØÎÙÊ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓŒÅÔÁ ŒÅÌÉËÁ, Á ÄÌÉÎÁ ŒÏÌÎÙ ÍÁÌÁ. ïÄÎÁËÏ Ó ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÏÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÒÁÓÔčÔ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÙÓÔÒÏ | ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ, ÉÌÉ, ËÁË ÐÒÉÎÑÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. (ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏ ŒÅÌÉÞÉÎÅ V t, ÇÄÅ V | ÏÂSSčÍ, Á t | ŒÒÅÍÑ.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓ- ÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÚÉËÁ ÓÌÉÛËÏÍ ĂÐÒÏÓÔÁĄ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ ÕÓÔÒÏÅÎÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÇÏÒÁÚÄÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ n ÓÐÉÎÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÓÐÉÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄŒÕÍÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ (0 = ĂÓÐÉÎ ŒŒÅÒÈĄ É 1 = ĂÓÐÉÎ ŒÎÉÚĄ), Á ŒÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ 2n ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ |x_1; : : :; xn⟩ (ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : :; xn ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÉÌÉ 1). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐÁÍ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ŒÉÄÁ ∑ x1;:::;xn cx1;:::;xn |x1; : : :; xn⟩, ÇÄÅ

c_{x1;:::;xn} | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÁÍÐÌÉÔÕÄÁÍÉ. úÎÁË ÓÕÍ- ÍÙ ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ. óÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏŒÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ | ŒÅËÔÏÒÏÍ Œ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ëŒÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ, |Óx_1;:::;x_n |^2, ÒÁŒÅÎ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ |x_1; : : :; xn⟩ ÐÒÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xj. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÒÁÚÒÕÛÁÅÔ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ.) óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ∑ x1;:::;xn |Óx1;:::;xn |

2 = 1. éÔÁË, ÏÂÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (Ô. Å. ÓÕ- ÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ) | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Œ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ŒÒÅ- ÍÅÎÉ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ 2n × 2n. åÓÌÉ ÐÒÏÍÅ- ÖÕÔÏË ŒÒÅÍÅÎÉ ÏÞÅÎØ ÍÁÌ (≪ ~=J, ÇÄÅ J | ÜÎÅÒÇÉÑ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÑ), ÔÏ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ; ËÁÖÄÙÊ ÉÚ Åč ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ÚÎÁÑ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÐÉÎÁÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÕÚÎÁÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÏÍÅÖÕ- ÔÏË ŒÒÅÍÅÎÉ, ÔÏ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅ- ÂÕÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÄÁÎÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ É, ÓËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ, ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ

ÓÌÏÖÎÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÉÎÁÞÅ: ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ĂÒÅÛÁ- ÅÔĄ ÓÌÏÖÎÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ | ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ.

íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ? ëÁËÏŒÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, Œ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÞÔÏ É ÍÏÄÅÌÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ^{2)}? üÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ŒÐÅÒŒÙÅ ÂÙÌÉ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÙ Œ ËÎÉÇÅ à. é. íÁÎÉÎÁ ĂœÙÞÉ- ÓÌÉÍÏÅ É ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅĄ (1980 Ç.). ïÎÉ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ ÔÁËÖÅ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ ò. æÅÊÎÍÁÎÁ É ÄÒÕÇÉÈ ÁŒÔÏÒÏŒ. œ 1985 ÇÏÄÕ ä. äÏÊÞ [27] ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ | ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ, Á Œ 1989 ÇÏÄÕ | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ | ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÓÈÅÍÙ [28, 47].

þÔÏ ÔÁËÏÅ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÈÅÍÁ? ðÕÓÔØ Œ ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ N ÓÐÉÎÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ÑÝÉÞËÅ É ÉÄÅ- ÁÌØÎÏ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎ ÏÔ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÇÏ ÍÉÒÁ. œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ, ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÐÉÎÁ É ÐÏÄÅÊ- ÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÁ ÎÉÈ ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ 4 × 4. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ. ëÁÖÄÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÎÏÍÅÒÏŒ ÓÐÉÎÏŒ É ÛÅÓÔÎÁÄÃÁÔØÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ- ÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ. üÔÏ ÓŒÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ.

þÔÏÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ^{3)} F : B^n → B^m , ÎÕÖÎÏ ÕÍÅÔØ ŒŒÏÄÉÔØ ŒÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ, ÐÒÏÄÅÌÙŒÁÔØ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÓÞÉÔÙŒÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. œŒÅÓÔÉ Œ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (x_1; : : :; xn) ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ | ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÉÇÏÔÏŒÉÔØ ÎÁ- ÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |x_1; : : :; xn; 0; : : :; 0⟩. (ïÂSSčÍ ŒÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ n ÏÂÙÞ- ÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ĂÑÞÅÅË ÐÁÍÑÔÉĄ, Ô. Å. ÓÐÉÎÏŒ, N. ïÓÔÁŒÛÉ- ÅÓÑ ÑÞÅÊËÉ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÕÌÑÍÉ.) ë ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÒÅÛÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ŒÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. œ ÉÔÏÇÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | (x_1; : : :; x_n)⟩ = ∑ y1;:::;yN

c_{y1;:::;yN} (x_1; : : :; x_n) |y_1; : : :; y_N ⟩;

2)îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ. âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏÍÏÄÅÌÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Ô. Å. ÚÁÄÁÞÁ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÚÁ L ÛÁÇÏŒ Œ ÏÄÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁ cL^k ÛÁÇÏŒ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÇÄÅ c É k | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

3)ìÀÂÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ, ÔÏ (x_1, . . . , xn) = x (Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ), Á F (x) | ÓÐÉÓÏË ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ËÏÄÉÒÏŒËÅ).

ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ (x_1; : : :; xn). ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ Œ ÐÅÒŒÙÈ m ÂÉÔÁÈ ÓÔÒÏ- ËÉ (y_1; : : :; yN ), Ô. Å. ÍÙ ÉÝÅÍ ÔÁËÉÅ (y_1; : : :; ym), ÞÔÏ (y_1; : : :; ym) = = F (x_1; : : :; xn). äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔŒÅÔÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ ŒÓÅÈ ÓÐÉÎÏŒ. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (y_1; : : :; yN ), ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ Åč ÒÁŒÎÁ |cy_1;:::;y_N (x_1; : : :; xn)|^2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÍÏ- ÖÅÔ, Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÄÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÏÔŒÅÔ. ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÈÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÏÊĄ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F , ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÔ- ŒÅÔ (y_1; : : :; ym) = F (x_1; : : :; xn) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ. ðÏŒÔÏÒÉŒ ŒÓč ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ É ŒÙ- ÂÒÁŒ ÔÏÔ ÏÔŒÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÞÁÝÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÎÉÚÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÄÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ.

íÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÌÉ (ÏÐÕÓËÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ) ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÄŒÁ ŒÏÐÒÏÓÁ.

1. äÌÑ ËÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ?

2. ëÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ? (üÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÐÉÎÏŒ.)

ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ ÓÅÊÞÁÓ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÁ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÓÉ- ÓÔÅÍÕ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÉÔ (ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ) ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÏÌÅËÕÌ É ËÒÉÓÔÁÌ- ÌÏŒ, ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÍÉËÒÏÓËÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅ- ÒÏÍ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÓÑÔËÏŒ ÁÎÇÓÔÒÅÍ. (óÅÊÞÁÓ ÔÁËÉÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ ÎÁÈÏ- ÄÑÔÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÅÌÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÎÏ Œ ÂÕÄÕÝÅÍ ÏÎÉ, ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÂÕÄÕÔ ÐÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁÈ.) œÔÏÒÏÊ ÐÒÉ- ÍÅÒ | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ. œ 1994 ÇÏÄÕ ð. ûÏÒ (P. Shor) ÐÒÉÄÕÍÁÌ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ^{4)}, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÏ ÉÚ n ÚÎÁËÏŒ ÚÁ n^3(log n)k ÛÁÇÏŒ (k = const). üÔÏÔ ËÒÁÓÉŒÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓËÏÒÅÅ ŒÒÅÄÎÏÅ, ÞÅÍ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÒÉ- ÍÅÎÅÎÉÅ: ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÂÉÒÁÔØ ËÌÀÞÉ Ë ÛÉ- ÆÒÁÍ, ÐÏÄÄÅÌÙŒÁÔØ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ÐÏÄÐÉÓÉ É Ô. Ä. (œÐÒÏÞÅÍ, ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÕÔÉ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÓÔÏÌØ ŒÅÌÉËÉ, ÞÔÏ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ

4)åÓÌÉ ÎÅ ŒÄÁŒÁÔØÓÑ Œ ÔÏÎËÏÓÔÉ, ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÈÅÍÁ. ïÔÌÉÞÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (n = const), Á ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ÓÒÁÚÕ.

ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ 10 ÌÅÔ ÐÏÌØÚÏŒÁÔÅÌÉ ÛÉÆÒÏŒ ÍÏÇÕÔ ÓÐÁÔØ ÓÐÏËÏÊÎÏ.) ôÒÅ- ÔÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÜÔÏ ÐÏÉÓË ÎÕÖÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ Œ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÂÁÚÅ ÄÁÎ- ÎÙÈ. úÄÅÓØ ŒÙÉÇÒÙÛ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÚÎÁÞÉÔÅÌÅÎ: ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÉÚ N ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÁ √ N ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ ŒÍÅ- ÓÔÏ N ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ. îÁ ÜÔÏÍ ÓÐÉÓÏË ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ | ÎÅ ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÙ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏËÁ ÎÅ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏ ÐÏÑŒÑÔÓÑ ÎÏŒÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉÅ ÉÄÅÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÚŒÏÌÑÔ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÎÏŒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

æÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ | ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÉÎ- ÔÅÒÅÓÎÁÑ, ÎÏ ÓÌÏÖÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. åÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÌÉÓØ ÓÏÍÎÅÎÉÑ Œ Åč ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÌÉÛØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÐÉÎÏŒ ÉÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÝÉÔÉÔØ ÏÔ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÙ. œÓč ÜÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ Ë ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÑÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÎÁ- ËÁÐÌÉŒÁÔØÓÑ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. þÅÒÅÚ L ∼ ‹^{−1} ÛÁÇÏŒ (ÇÄÅ ‹ | ÔÏÞÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÓÔÁÎÅÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÅÄÉÎÉÃÙ. ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ËÏÄÙ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÅ ÏÛÉÂËÉ. œ 1996 ÇÏÄÕ ð. ûÏÒ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÈÅÍÕ ËÏÒÒÅËÃÉÉ ÏÛÉÂÏË Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (fault-tolerant quantum computation), ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ŒÓËÏÒÅ ÕÓÏŒÅÒÛÅÎ- ÓÔŒÏŒÁÎÁ. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÇÏŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ‹_0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÐÒÉ ‹ < ‹_0 ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ‹ > ‹_0 ÏÛÉÂËÉ ÎÁËÁÐÌÉŒÁÀÔÓÑ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÉÈ ÕÄÁčÔÓÑ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ. ðÏ ÒÁÚÎÙÍ ÏÃÅÎËÁÍ, ‹_0 ÌÅÖÉÔ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÏÔ 10^{−2} ÄÏ 10^{−6} (ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÊ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÓÈÅÍÙ ËÏÒÒÅËÃÉÉ ÏÛÉÂÏË).

éÔÁË, ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÊ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍ- ÐØÀÔÅÒÁ ÎÅÔ. ïÄÎÁËÏ ÚÁÄÁÞÁ ÓÔÏÌØ ÔÒÕÄÎÁ, ÞÔÏ Åč ÍÏÖÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ Ó ÚÁ- ÄÁÞÅÊ ÏÂ ÕÐÒÁŒÌÑÅÍÏÍ ÔÅÒÍÏÑÄÅÒÎÏÍ ÓÉÎÔÅÚÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÐÏÞÔÉ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ. 1. üÌÅÍÅÎÔÙ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ | ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÂÉÔÙ (ÓÐÉÎÙ ÉÌÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÐÏÄÏÂÎÏÅ) | ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ É ÏÔ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÙ.

2. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÍÅÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÚÂÉÒÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÏÚÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ ÐÁ- ÒÕ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÂÉÔÏŒ. (œÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÉÐÏŒ ŒÏÚ- ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÁÒÕ, ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ.)

3. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎ Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ‹ < ‹_0 (ÓÍ. ŒÙÛÅ).

4. òÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ.

ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÞÔÏÂÙ ÌÀ- ÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ŒÙÒÁÖÁÌÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ. œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÈÏÄÏŒ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÒÅÁ- ÌÉÚÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ.

1. ïÔÄÅÌØÎÙÅ ÁÔÏÍÙ ÉÌÉ ÉÏÎÙ. üÔÏ ÐÅÒŒÁÑ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÒÁ- ÂÏÔÁÎÎÁÑ ÉÄÅÑ, ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ŒÁÒÉÁÎÔÁÈ. äÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÂÉÔÁ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÁË ÏÂÙÞÎÙÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ÕÒÏŒÎÉ, ÔÁË É ÕÒÏŒÎÉ ÔÏÎËÏÊ É ÓŒÅÒÈÔÏÎËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. éÍÅÅÔÓÑ ÜËÓ- ÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÁÑ ÕÄÅÒÖÉŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÉÏÎ ÉÌÉ ÁÔÏÍ Œ ÌÏŒÕÛËÅ ÉÚ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ÉÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅËÔÒÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ (ÐÏÒÑÄËÁ 1 ÞÁÓÁ). éÏÎ ÍÏÖÎÏ ĂÏÈÌÁÄÉÔØĄ (Ô. Å. ÐÏÇÁÓÉÔØ ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÌÁÚÅÒÎÏÇÏ ÌÕÞÁ. ðÏÄÂÉÒÁÑ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÞÁÓÔÏÔÕ ÌÁÚÅÒÎÙÈ ÉÍÐÕÌØ- ÓÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÇÏÔÏŒÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ É ŒÏÚ- ÂÕÖÄčÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÐÒÁŒÌÑÔØ ÏÔÄÅÌØÎÙÍ ÉÏÎÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÅÇËÏ. œ ÌÏŒÕÛËÕ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÄŒÁ ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÏÎÏŒ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÉËÒÏÎ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ É ÕÐÒÁŒÌÑÔØ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÎÉÈ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÏÎÁÍÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÕÄÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÊ ÃÅÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØ ËÏÌÌÅËÔÉŒÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÄÙ ÉÏÎÏŒ (ÏÂÙÞÎÙÅ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÇÁÇÅÒÃ). äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ (ÄÌÑ ÎÅÊ- ÔÒÁÌØÎÙÈ ÁÔÏÍÏŒ): ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÁÔÏÍÙ Œ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÜÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÙÅ ÒÅÚÏÎÁÔÏÒÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (ÐÏËÁ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÜÔÏ ÒÅÁÌÉ- ÚÏŒÁÔØ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ). îÁËÏÎÅÃ, ÔÒÅÔÉÊ ÓÐÏÓÏÂ: ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÌÁÚÅÒÎÙÈ ÌÕÞÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ (ĂÏÐÔÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÛčÔËÕĄ), ÕÄÅÒÖÉŒÁÀÝÉÊ ÎÅŒÏÚÂÕÖÄčÎÎÙÅ ÁÔÏÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ŒÏÚÂÕÖÄčÎÎÙÅ ÁÔÏÍÙ ÍÏÇÕÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏÚÂÕÖÄÁÑ ÎÁ ËÏÒÏÔËÏÅ ŒÒÅÍÑ ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÔÏÍÏŒ, ÍÙ ÚÁ- ÓÔÁŒÌÑÅÍ ÅÇÏ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ Ó ÓÏÓÅÄÑÍÉ. üÔÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÜËÓÐÅÒÉ- ÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÆÉÚÉËÉ ÓÅÊÞÁÓ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÚŒÉŒÁÅÔÓÑ É, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÉÅ ÐÅÒÓÐÅËÔÉŒÙ.

2. ñÄÅÒÎÙÊ ÍÁÇÎÉÔÎÙÊ ÒÅÚÏÎÁÎÓ. œ ÍÏÌÅËÕÌÅ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ- ÍÉ ÑÄÅÒÎÙÍÉ ÓÐÉÎÁÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÐÕÌØÓÏŒ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. üÔÏ ÂÙÌÏ ÐÒÏŒÅÒÅÎÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÐÒÉ ËÏÍÎÁÔÎÏÊ ÔÅÍÐÅ- ÒÁÔÕÒÅ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÐÒÉÇÏÔÏŒÌÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ < 10^{−3}K. ðÏÍÉÍÏ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ Ó ÏÈÌÁÖÄÅÎÉÅÍ, ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÎÅÖÅÌÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÑ ÍÏÌÅËÕÌ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÉÚÂÉÒÁÔÅÌØÎÏ ŒÏÚÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÓÐÉÎ, ÅÓÌÉ Œ ÍÏÌÅËÕÌÅ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÐÉÎÏŒ.

3. óÉÓÔÅÍÙ ÓŒÅÒÈÐÒÏŒÏÄÑÝÉÈ ÇÒÁÎÕÌ. ðÒÉ ÓŒÅÒÈÎÉÚËÉÈ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁÈ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÓŒÏÂÏÄÙ ÍÉËÒÏÓËÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÓŒÅÒÈÐÒÏŒÏÄÑÝÅÊ ÇÒÁÎÕÌÙ (ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏÔÅÎ ÁÎÇÓÔÒÅÍ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ Åč ÚÁÒÑÄ. ïÎ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ, ËÒÁÔÎÕÀ ÄŒÕÍ ÚÁÒÑÄÁÍ ÜÌÅËÔÒÏ- ÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅËÔÒÏÎÙ Œ ÓŒÅÒÈÐÒÏŒÏÄÎÉËÅ ÓŒÑÚÁÎÙ Œ ÐÁÒÙ). íÅÎÑÑ ŒÎÅÛÎÉÊ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÄŒÁ ÚÁÒÑÄÏŒÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÐÏÞÔÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÜÎÅÒ- ÇÉÀ. üÔÉ ÄŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÂÉÔÁ. çÒÁÎÕÌÙ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÏ- ÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÄÖÏÚÅÆÓÏÎÏŒÓËÉÈ ËÏÎÔÁËÔÏŒ É ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÊ čÍ- ËÏÓÔÉ. üÔÉÍ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÐÒÁŒÌÑÔØ. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÕÐÒÁŒÌÑÔØ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÕÌÏÊ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ Ó ŒÙÓÏËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. ðÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÐÅÒÓÐÅËÔÉŒÅÎ, ÎÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÎÏŒÏÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ. 4. áÎÉÏÎÙ. áÎÉÏÎÙ | ÜÔÏ ÏÓÏÂÙÅ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ËŒÁÎÔÏ- ŒÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ Œ ÍÁÇ- ÎÉÔÎÏÍ ÐÏÌÅ. ïÄÉÎ ÉÚ ÁŒÔÏÒÏŒ (á. ë.) ÓÞÉÔÁÅÔ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÖÅ ÅÇÏ É ÐÒÉÄÕÍÁÌ [32]), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÐÒÉ ÓÏÚÄÁÎÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹ < ‹_0 ∼ 10^{−2} ÷ 10^{−6}. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÏÌÉ- ÒÏŒÁÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÅÝč ÂÏÌØÛÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ ŒÙÓÏËÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁ- ÔÉÞÅÓËÉ, Ô. Å. ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ÕÒÏŒÎÅ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÁÎÉÏÎÎÙÍÉ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑÍÉ.

œÓÅ ÞÁÓÔÉÃÙ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÂÏÚÏÎÁÍÉ, ÌÉÂÏ ÆÅÒÍÉÏÎÁÍÉ. œÏÌÎÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÏÚÏÎÏŒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÅ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÉÃ, Á ŒÏÌÎÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÆÅÒÍÉÏÎÏŒ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ −1. œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ ŒÏÚŒÒÁÝÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÉÃ ÎÁ ÐÒÅÖÎÅÅ ÍÅÓÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. œ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏ- ÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÐÏÊÄčÔ ÎÅ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃÁÈ ÔÉÐÁ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ, Á Ï ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑÈ, ÉÌÉ ÄÅÆÅË- ÔÁÈ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ. ôÁËÉÅ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ĂÎÁÓÔÏÑÝÉÅĄ (Ô. Å. ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ) ÞÁÓÔÉÃÙ, ÎÏ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅÏÂÙÞÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. œÏÚÂÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÒÏÂÎÙÊ ÜÌÅËÔÒÉ- ÞÅÓËÉÊ ÚÁÒÑÄ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 1=3 ÏÔ ÚÁÒÑÄÁ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ). ðÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏ- ÇÏ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ŒÏËÒÕÇ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÉÈ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ÔÉÐÁ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÊ É ÏÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÕÔÉ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ. œ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÏÌÎÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ (e^2ıi=^3

ÄÌÑ ÁÎÉÏÎÏŒ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ Œ ÍÁÇÎÉÔÎÏÍ ÐÏÌÅ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ 1=3). œÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ ÁÎÉÏÎÁÍÉ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÁÎÉÏÎÏŒ ÏÐÉÓÁÎ (ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ) Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 14.11.

âÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÎÅÁÂÅÌÅŒÙ ÁÎÉÏÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉÓØ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ. (ôÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÁÂÅÌÅŒÙÈ ÁÎÉÏÎÏŒ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ Œ ÍÁÇÎÉÔÎÏÍ ÐÏÌÅ ÐÒÉ ÆÁË- ÔÏÒÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ 5=2.) ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÁÂÅÌÅŒÙÈ ÁÎÉÏÎÏŒ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÐÒÉÞÅÍ ËÒÁÔ- ÎÏÓÔØ ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÁÎÉÏÎÏŒ. äÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÏÄÎÏ, Á ÍÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏ- ÇÕÔ ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ. îÁ ÔÁËÕÀ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅÌØÚÑ ÎÉËÁË ŒÏÚÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ, ÎÅ ÐÅÒÅÍÅÝÁÑ ÁÎÉÏÎÙ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÉÄÅÁÌØÎÏ ÚÁÝÉÝÅÎÁ ÏÔ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÊ. åÓÌÉ ÏÂŒÅÓÔÉ ÏÄÉÎ ÁÎÉÏÎ ŒÏËÒÕÇ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏÄŒÅÒÇÎÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÍÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏ- ÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ. üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔÏÞÎÙÍ. (ïÛÉÂËÁ ÍÏÖÅÔ ŒÏÚÎÉËÎÕÔØ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÁÎÉÏÎ ĂŒÙÒŒÅÔÓÑ Õ ÎÁÓ ÉÚ ÒÕËĄ ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÔÕÎÎÅÌÉÒÏŒÁÎÉÑ).

îÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ, ÐÒÏÅËÔ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÁÎÉÏÎÏŒ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÎÁÉ- ÍÅÎÅÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÁÂÅÌÅŒÙ ÁÎÉÏÎÙ ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ ÄÌÑ ËŒÁÎ- ÔÏŒÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, Á ÎÅÁÂÅÌÅŒÙ ÅÝč ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÎÁÊÔÉ Œ ÜËÓÐÅÒÉ- ÍÅÎÔÅ. äÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ÎÕÖÎÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏŒÁÔØ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÞÁÓÔÉÃ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÏÌÅÊ ÍÉËÒÏÎÁ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. üÔÏ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÓÌÏÖÎÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ïÄÎÁËÏ, Ó ÕÞčÔÏÍ ŒÙÓÏËÉÈ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ Ë ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÏÄÈÏÄÏŒ ÎÉÞÕÔØ ÎÅ ÌÅÇÞÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÄÅÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÐÏÄ- ÈÏÄÁ Ó ÁÎÉÏÎÁÍÉ, ÍÏÖÅÔ ŒÏÐÌÏÔÉÔØÓÑ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÝÉÝčÎÎÁÑ ÏÔ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÊ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÓŒÏÂÏÄÙ ÍÏÖÅÔ ŒÏÚÎÉËÎÕÔØ ÎÁ ËÏÎÃÅ ĂËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÐÒÏŒÏÌÏËÉĄ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÁ Ó ÎÅÞčÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÉÈÓÑ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÍÏÄ, ÎÁÈÏÄÑÝÅ- ÇÏÓÑ Œ ËÏÎÔÁËÔÅ Ó ÔÒčÈÍÅÒÎÙÍ ÓŒÅÒÈÐÏŒÏÄÎÉËÏÍ).

éÔÁË, ÉÄÅÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÚÁÍÁÎÞÉŒÏ, ÓËÏÌØ ÎÅÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÏ. îÁŒÅÒÎÏÅ, ÔÁË ÖÅ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÌÓÑ ÐÒÏÅËÔ ÏÂÙÞÎÏ- ÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ŒÏ ŒÒÅÍÅÎÁ þÁÒÌØÚÁ âÜÂÂÉÄÖÁ, ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÏ ÌÉÛØ ÓÔÏ ÌÅÔ ÓÐÕÓÔÑ. âÕÄÅÍ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅ ŒÒÅÍÑ ÎÁÕÞÎÏ-ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓ ÉÄÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÐÒÉÄčÔ- ÓÑ ÖÄÁÔØ ÔÁË ÄÏÌÇÏ. œÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÄÎÏÊ ÓŒÅÖÅÊ ÉÄÅÉ ÐÌÀÓ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÎÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕ ÎÏŒÏÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ: : :

þÁÓÔØ I

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

1. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ?

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ | ÜÔÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÓÏŒÏËÕÐ- ÎÏÓÔØ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÐÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÒÉÞčÍ ŒÓÅ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙ, Ô. Å. ÐÒÉ ÉÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ĂÎÁÍ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÉÑÍ, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÂÙÌÉ ÒÏÂÏÔÁÍÉ: ÏÔ ÎÁÓ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÉ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ, ÎÉ ÉÓËÕÓÓÔŒÁ, ÎÉ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉĄ [5, Ó. 270]. æÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

1.1. íÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. íÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ (ÓÏËÒÁÝčÎÎÏ íô) ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÎÁÂÏÒÁ (S; ; A; Q; q_0; ‹), ÇÄÅ S, A, Q | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÒÉÞčÍ A ⊂ S; | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ S\A; q_0 | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Q, Á ‹ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ^{5)}, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ) ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ Q × S Œ Q × S × {−1; 0; 1}.

óÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÞÁÓÔÉ íô ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË:

S | ÁÌÆÁŒÉÔ,

| ÐÕÓÔÏÊ ÓÉÍŒÏÌ (ÉÌÉ ÐÒÏÂÅÌ), A | ŒÎÅÛÎÉÊ ÁÌÆÁŒÉÔ, Q | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ,

q_0 | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ‹ | ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ.

óÏÓÔÏÑÎÉÅ íô ÚÁÄÁčÔÓÑ ÔÒÏÊËÏÊ (ff; p; q), ÇÄÅ ff | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ- ŒÏ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ S, Ô. Å. ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ s_0; : : :; sn; : : : ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ S; p | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ; q ∈ Q. óÉÍŒÏÌÙ ÓÌÏŒÁ ff ÂÕÄÅÍ, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÉÎÑÔÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÌÅÎÔÅ, ÒÁÚÂÉ- ÔÏÊ ÎÁ ÑÞÅÊËÉ, ÐÏ ÑÞÅÊËÅ ÎÁ ÓÉÍŒÏÌ. îÁ ÌÅÎÔÅ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÏÌÏŒËÁ,

5)ðÏÄ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ X.

ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁÄ ÑÞÅÊËÏÊ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ p. îÁÇÌÑÄÎÏ ÜÔÏ ÉÚÏÂÒÁ- ÖÁÅÔÓÑ ÔÁË:

ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÇÏÌÏŒËÉ ▽ ñÞÅÊËÉ s_0 s_1 : : : sp : : : îÏÍÅÒÁ ÑÞÅÅË 0 1 p ðÏÍÉÍÏ ÌÅÎÔÙ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ, ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ q ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q.

óÏÓÔÏÑÎÉÑ íô ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. úÁ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÕÐÒÁŒÌÑ- ÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ (ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ íô ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ (ff; p; q)):

Á) ÞÉÔÁÅÔ ÓÉÍŒÏÌ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÏÄ ÇÏÌÏŒËÏÊ (Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ sp); Â) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ: ‹(q; sp) = (q^′; s; ´p) (ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÎÁ ÐÁÒÅ (q; sp) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ);

Œ) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔ ÎÁ ÌÅÎÔÕ Œ ÑÞÅÊËÕ p ÓÉÍŒÏÌ s, ÓÄŒÉÇÁÅÔ ÇÏÌÏŒËÕ ÎÁ ´p É ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q^′ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÏŒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁ- ÛÉÎÙ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÔÒÏÊËÏÊ ((s_0; : : :; sp_{−1}; s; sp_{+1}; : : :); p + ´p; q^′));

Ç) ÅÓÌÉ p + ´p < 0, ÔÏ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÍÁÛÉÎÕ.

ðÏÖÁÌÕÊ, ŒÓÑËÉÊ ÓÏÇÌÁÓÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÔ ÎÉ ÐÏÎÉ- ÍÁÎÉÑ, ÎÉ ÉÓËÕÓÓÔŒÁ, ÎÉ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

òÁÂÏÔÁ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÂÕÄÅÔ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (¸ : : : ; 0; q_0), ÇÄÅ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ¸, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ŒÎÅÛ- ÎÅÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A^∗), ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÕÓÔÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ. óÌÏŒÏ ¸ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÈÏÄÏÍ íô. œ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÓÌÏŒÏ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÎÁ ÌÅÎÔÅ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ff : : :, ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ÓÌÏŒÁ ff | ÎÅ ÐÕÓÔÏÊ, Á ÚÁ ÎÉÍ ÉÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÐÕÓÔÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÏŒÏ ff ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÌÅÎÔÙ.

œÙÐÏÌÎÑÑ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ, ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (ff_0; 0; q_0); (ff_1; p_1; q_1); (ff_2; p_2; q_2); : : :

åÓÌÉ íô ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÎÔÙ Œ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏÍ ÐÅÒÅÄ ÏÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ íô.

1.2. œÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ. ëÁÖÄÁÑ ÍÁ- ÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ í ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’í ÉÚ A^∗ Œ A^∗, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ŒÈÏÄ ¸ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ íô ÎÁ ŒÈÏÄÅ ¸ ÐÒÉ ÕÓÌÏ- ŒÉÉ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏÍ ŒÏ ŒÎÅÛÎÅÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ. äÌÑ

ŒÈÏÄÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÛÉÎÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÉÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÓÉÍŒÏÌÙ ÉÚ S \A, ÆÕÎËÃÉÑ ’í ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ íô ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÆÕÎËÃÉÀ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÚ A^∗ Œ A^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ í, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ’í = f. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ f ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ í.

îÅ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ. üÔÏ ÑÓÎÏ ÉÚ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ (ËÏÎÔÉÎÕÕÍ) É ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÁÛÉÎ ôØÀÒÉÎÇÁ (ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). âÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÍ. Œ ÚÁÄÁÞÁÈ 1.3{1.5.

ðÏÄ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÙ- ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÓÔÉÎÅÎ) ÉÌÉ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (ÐÒÅÄÉËÁÔ ÌÏÖÅÎ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÉÚ A^∗. ïÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÌÅÇËÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ Ó ÑÚÙËÁÍÉ (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÌÏŒ Œ A^∗) | ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÉÓÔÉÎÅÎ. ëÁÖÄÏ- ÍÕ ÐÒÅÄÉËÁÔÕ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒ- ÎÁ 1 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÌÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÓÔÉÎÅÎ, É ÒÁŒÎÁ 0 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÌÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÌÏÖÅÎ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÓÁÍ ÐÒÅÄÉËÁÔ. ðÒÅÄÉËÁÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ. ï ÍÁÛÉ- ÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ, ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ (ĂÄÁĄ ÉÌÉ ĂÎÅÔĄ) ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ ĂÉÓÔÉÎÎÏ ÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ¸?Ą

ðÏÎÑÔÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÂÕÄÕÔ ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ (ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ) ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ, Á n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÕÓÔØ M | ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó ŒÎÅÛÎÉÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ A ∪ {#}. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’M;n ÉÚ (A^∗)n Œ A^∗ ÔÁË: ’M;n(¸_1; : : :; ¸n) = y, ÅÓ- ÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎÙ M ÎÁ ŒÈÏÄÅ ¸_1#¸_2# : : :#¸n# ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏŒÏÍ y. åÓÌÉ ÍÁÛÉÎÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÉÌÉ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅ ÔÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÍŒÏÌÙ ÎÅ ÉÚ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A É Ô. Ð.), ÔÏ ’_{M;n}(¸_1; : : :; ¸_n) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÚ (A^∗)n Œ A^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ í, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ’_{í;n} = f.

ðÒÅÄÉËÁÔ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÚÒÅÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ.

îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÒÅÓÕÒÓÙ, ÔÒÅÂÕÀÝÉÅÓÑ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. äŒÁ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÒÅÓÕÒÓÁ | ŒÒÅÍÑ É ÐÁÍÑÔØ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ M ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ŒÒÅÍÑ Tí (n), ÅÓÌÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ (ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÈÏÄÁÍ ÄÌÉÎÙ n) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÔÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÒÁÂÏÔÁÅÔ í ÄÏ ÏÓÔÁ- ÎÏŒËÉ, ÒÁŒÎÏ Tí (n). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ M ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ Sí (n), ÅÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌčÎÎÏÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÌÅÎÔÙ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÇÏ- ÌÏŒËÉ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n ÒÁŒÎÏ Sí (n).

1.3. œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ ôØÀÒÉÎÇÁ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ íô ÚÁÄÁčÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÚÉÓÏÍ þčÒÞÁ:

ĂÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎ ÍÁÛÉÎÏÊ ôØÀÒÉÎÇÁĄ.

îÅ ŒÄÁŒÁÑÓØ Œ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÅÚÉÓÁ þčÒÞÁ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅÔ ÓÅÒØčÚÎÙÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ ÐÏÄŒÅÒÇÁÔØ ÅÇÏ ÓÏÍÎÅÎÉÀ. œÓÅ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÅ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁÍÉ ôØÀÒÉÎ- ÇÁ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉ Œ ËÎÉÇÁÈ [1, 5, 6, 10, 13, 16, 17]. íÙ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ËÒÁÔËÉÍÉ ÎÅÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑÍÉ ÐÒÉčÍÏŒ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ ôØÀ- ÒÉÎÇÁ.

œÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÏÂÓÕÖÄÅ- ÎÉÉ | ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÞÅÌÏŒÅËÁ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ, ËÁÒÁÎÄÁÛÏÍ É ÌÁÓÔÉËÏÍ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ŒÒÕÞÉÌÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÔÏÌÝÉÎÙ ÔÅÔÒÁÄØ. óÔÒÁÎÉÃÙ ÔÅÔÒÁÄÉ ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ (ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÓÔÒÁÎÉÃÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÆÁŒÉÔ íô ÐÒÉ ÓÔÒÏ- ÇÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ). îÁ ÐÅÒŒÙÈ ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ ÔÅÔÒÁÄÉ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ŒÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ | ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌÕ (ÉÚ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ) ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÕ. þÅÌÏŒÅË ÍÏÖÅÔ ÌÉÓÔÁÔØ ÔÅÔÒÁÄØ, ÓÔÉÒÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÙ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÎÏŒÙÅ. úÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÅÇÏ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁËÒÙŒÁÅÔ ÔÅÔÒÁÄØ (ÓÄŒÉÇ ÇÏÌÏŒËÉ ŒÌÅŒÏ Œ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ 0) É ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓŒÏÅÊ ÒÁÂÏÔÙ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉŒ ÓÅÂÑ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÌÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ, ÚÁ- ÐÏÍÉÎÁÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ŒÙÐÏÌÎÑÔØ ÌÀÂÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÓÔÒÁÎÉÃ; ÍÏÖÎÏ ÓÔÁŒÉÔØ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÍÅÔËÉ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ); ÍÏÖÎÏ ÌÉÓÔÁÔØ ÔÅÔÒÁÄØ, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÎÕÖÎÁÑ ÐÏÍÅÔËÁ; ÍÏÖÎÏ ËÏÐÉÒÏŒÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÙ ÎÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÓÔÒÁÎÉÃÙ ÔÅÔÒÁÄÉ. óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÍÅÓÔÁ ÎÁ ÓÔÒÁ- ÎÉÃÁÈ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ (ËÁË É ŒÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÏÎÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌÕ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÕ), ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÖÅÔ ÐÏÒÁÂÏÔÁÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÞÅÌÏŒÅË (ÜÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂŒÙÚÏŒ ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍÙĄ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ŒÓÐÏÍÏÇÁ- ÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÄÄÅÒÖÉŒÁÔØ ÓÞčÔÞÉËÉ (ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÅ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÞčÔÞÉËÉ, ÍÏÖÎÏ ÁÄÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ Ë ÑÞÅÊËÁÍ ÐÁÍÑÔÉ ÐÏ ÉÈ ÎÏÍÅÒÕ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÏÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ. œ ÎÁ- ÛÅÊ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ U, ËÏÔÏÒÁÑ, ÐÏÌÕÞÁÑ ÎÁ ŒÈÏÄ ÐÁÒÕ ([í]; x), ÄÁčÔ ŒÙÈÏÄ ’M (x). úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ [í] ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ í. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÔÒÁÄØ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÔÒÁÎÉÃ, ÇÄÅ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏ ÒÁÂÏÔÅ. ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÔØ ÜÔÉ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÏÍÅÔÉÍ ÔÅËÕÝÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ; ÐÒÏÌÉÓÔÁÅÍ ÔÅÔÒÁÄØ ÄÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ; ÎÁÊÄčÍ ÎÕÖÎÕÀ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÀ; ŒÅÒÎčÍÓÑ ÎÁÚÁÄ É ŒÙÐÏÌÎÉÍ Åč.

1.4. óÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ. îÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌØÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÑ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÐÏ ÓÉÌÁÍ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ŒÓÅ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎ- ÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. ðÒÅÐÑÔÓÔŒÉÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÌÀÞÁÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÅÓÕÒÓÙ ÓÌÉÛËÏÍ ŒÅÌÉËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅ- ÓÕÅÔ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

æÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÏÓÔÏ. ðÒÉÎÑÔÙÊ ÓÅÊÞÁÓ ÓÐÏÓÏÂ ÓÏ- ÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÔÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÌÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÐÏ- ÔÒÅÂÌÑÅÍÙÅ ÒÅÓÕÒÓÙ. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÍÕ ÉÌÉ ÉÎÏÍÕ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÓÌÕÖÉÔ ÕÄÏÂÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ Åč ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÎÏÊ Ó ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ.

îÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÑ ÎÁ ÒÏÓÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ É/ÉÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÐÁÍÑÔÉ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. á ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÙÍÉ É ÎÅÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. æÕÎËÃÉÑ f(n) | ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ d ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(n) ⩽ nd. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(n) = poly(n).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÒÅÄÉËÁÔ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B^∗ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓ- ÓÕ P (É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ í, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ T_í (n) = poly(n).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. ðÒÅÄÉËÁÔ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B^∗ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ PSPACE, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ í, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Sí (n) = poly(n).

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÙÅ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, É ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ. äÌÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ P É PSPACE, ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÕÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.

1.5. óÈÅÍÙ. óÈÅÍÁ (ÂÕÌÅŒÁ) | ÜÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f : B^n → B^m . ðÏÍÉÍÏ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : :; x_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f, ÓÈÅÍÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÐÏ- ÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y_1; : : :; ys É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ (ÂÁÚÉÓ) ÂÕÌÅŒÙÈ (Ô. Å. ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 ÉÌÉ 1) ÆÕÎËÃÉÊ F. óÈÅÍÁ S Œ ÂÁÚÉÓÅ F ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÊ Y_1; : : :; Ys. ëÁÖÄÏÅ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÅ Yi ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ yi := fj(uk_1 ; : : :; uk_r ), ÇÄÅ fj(·) ∈ F, Á ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÁÑ uk_p (1 ⩽ p ⩽ r) | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xt (1 ⩽ t ⩽ n), ÌÉÂÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ yl Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ (1 ⩽ l < i). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÊ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÓÈÅÍÕ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ys_−m_{+1}; : : :; ys.

óÈÅÍÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_1; : : :; xn ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ f(x_1; : : :; xn).

óÈÅÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÁÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÊ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. (ïÂÙÞ- ÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ÚÁÄÁÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÊ: ĂŒÎÕÔÒÉĄ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÉÈ ÞÁÓÔÉ ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.)

óÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÈÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 (ŒÈÏÄÙ) ÐÏÍÅ- ÞÅÎÙ ÉÓÈÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ) ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÈÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Åč ÐÏÍÅÔËÉ); Òč- ÂÒÁ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÕËÁÚÙŒÁÀÝÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ; ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 (ŒÙÈÏÄÙ) ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉ- ÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÓÈÅÍÙ. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎ- ÄÕËÔÉŒÎÏ: ËÁË ÔÏÌØËÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ y_1; : : :; yk_v , ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÄÕÔ ÒčÂÒÁ Œ ÄÁÎÎÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ v, ŒÅÒÛÉÎÁ v ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ yv = fv(y_1; : : :; yk_v ), ÇÄÅ fv | ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÍÅÞÅÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÇÒÁÆÕ ÓÈÅÍÙ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÁ ÐÕÔÉ Ë ŒÙÈÏÄÎÙÍ ŒÅÒÛÉÎÁÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÉËÁË ÎÅ ŒÌÉÑÀÔ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

âÁÚÉÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÅÓÔØ ÓÈÅÍÁ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ f. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÏÖ- ÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : Bn → B m (ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ m ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ).

âÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÒÉŒÅÄčÍ ÔÁÂÌÉÃÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÔÒčÈ ÆÕÎËÃÉÊ

NOT(x) = ¬x; OR(x_1; x_2) = x_1 ∨ x_2; AND(x_1; x_2) = x_1 ∧ x_2 (ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ, ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ), ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÍÅÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÓÈÅ- ÍÙ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÅÓÌÉ ÑŒÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ ÉÎÏÅ. x NOT x_1 x_2 OR x_1 x_2 AND 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 ëÏÎSSÀÎËÃÉÑ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÕÌÅŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ 1 ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ 1, Á ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ 0 ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ 0. œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÎÉ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÈÅÍÁÍÉ (É ÄÁÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ) ÒÁÚÍÅÒÁ n − 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. âÁÚÉÓ {NOT; OR; AND} | ÐÏÌÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÉÔÅÒÁÌÏÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÌÉ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. ëÏÎSSÀÎËÃÉÅÊ ÌÉÔÅÒÁÌÏŒ (ÜÔÏ ÓÈÅÍÁ É ÄÁÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ) ÌÅÇËÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ fflu(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ: ÐÒÉ x = u. åÓÌÉ ui = 1, ŒËÌÀÞÁÅÍ Œ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ xi, ÅÓÌÉ ui = 0, ÔÏ ŒËÌÀÞÁÅÍ Œ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ¬xi. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ f(x) = ⋁ u:f(u)=1

ffl_u(x): (1.1)

œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (äîæ), Ô. Å. ËÁË ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÊ ÌÉÔÅÒÁÌÏŒ.^{6)} ëÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. □

òÁÚÍÅÒÏÍ ÓÈÅÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÊ Œ ÓÈÅÍÅ. íÉ- ÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ Œ ÂÁÚÉÓÅ F, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÂÁÚÉÓÅ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ c_F (f).

6)äÁÌÅÅ ÎÁÍ ÅÝč ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ É ËÏÎSSÀÎËÔÉŒÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (ëîæ) | ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ ÌÉÔÅÒÁÌÏŒ.

ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÏÌÎÏÍÕ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÍÅÎÑÅÔ ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ O(1). ôÁË ÞÔÏ Œ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÃÅÎËÁÈ ŒÙÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÅŒÁÖÅÎ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ c(f) ÄÌÑ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ f Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

ëÁÖÄÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ fn : B n → B ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: f_n(x_1; x_2; : : :; x_n) = f(x_1x_2 : : :x_n);

ÇÄÅ ÓÐÒÁŒÁ ÓÔÏÉÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ f.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÒÅÄÉËÁÔ f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ P=poly, ÅÓÌÉ c(f_n) = poly(n):

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. P ⊂ P=poly.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ íô ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, ÔÏ É ÐÁÍÑÔØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÅÓØ ÐÒÏÃÅÓÓ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ŒÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏŒÅ x ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÅÊ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ T × S, ÇÄÅ T = poly(n), S = poly(n).

t = 0 `_{0;1} t = 1 : : :

t = j `^′_Ì `^′ `^′_Ð t = j + 1` : : :

t = T : : :

S ËÌÅÔÏË

óÔÒÏËÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ j ÔÁÂÌÉÃÙ ÚÁÄÁčÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ íô ÐÏÓÌÅ j ÔÁËÔÏŒ ÒÁÂÏÔÙ. óÉÍŒÏÌÙ `j;k, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÁÌÆÁŒÉ- ÔÕ S × {? ∪ Q}. óÉÍŒÏÌ `j;k ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÁÒÕ (ÓÉÍŒÏÌ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ k-Ê ÑÞÅÊËÅ ÐÏÓÌÅ j ÔÁËÔÏŒ ÒÁÂÏÔÙ; ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊ- ÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅ j ÔÁËÔÏŒ ÒÁÂÏÔÙ, ÅÓÌÉ ÇÏÌÏŒËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁÄ k-Ê ÑÞÅÊËÏÊ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÁÒÙ | ?). äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÈÏÄÅ ÚÁ T^′ < T ÔÁËÔÏŒ, ÔÏ ÓÔÒÏËÉ c ÎÏÍÅÒÁÍÉ, Â«ÏÌØÛÉÍÉ T^′, ÐÏŒÔÏÒÑÀÔ ÓÔÒÏËÕ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ T^′.

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉ- ÎÙ n, ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ

ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ n) ÞÉÓÌÏÍ ÂÕÌÅŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÍÅÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ, Ô. Å. ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ` Œ ÓÔÒÏËÅ ÎÉÖÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ËÌÅÔÏË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÄ ÄÁÎÎÏÊ (`^′), ÌÅŒÅÅ ÄÁÎÎÏÊ (`^′Ì) É ÐÒÁŒÅÅ ÄÁÎÎÏÊ (`^′Ð). ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÁÑ, ËÏÄÉÒÕÀÝÁÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÌÅÔËÉ `, ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÄÉÒÕÀÝÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ËÌÅÔÏË `^′Ì, `^′, `^′Ð. œÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ ÓÈÅÍÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ïÂSSÅÄÉÎÑÑ ÜÔÉ ÓÈÅÍÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÄÉÒÕÀÝÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ËÌÅÔÏË ÔÁÂÌÉÃÙ; ÒÁÚÍÅÒ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÂÕÄÅÔ O(ST ) = O(nO^{(1)}).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÄÉÒÕÀÝÉÅ ÞÁÓÔØ ËÌÅÔÏË ÎÕ- ÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ŒÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ, Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÄÉÒÕÀ- ÝÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ. þÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÉÍŒÏÌ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÌÅÎÔÙ Œ ËÏÎÃÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ËÌÅÔÏË ÔÁÂÌÉÃÙ ËÏÄÉÒÕÀÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÄÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁŒÎÁ 1 ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Œ ÑÞÅÊËÅ ÚÁÐÉÓÁÎÁ 1. ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ËÏÄÁ `T;_0 É ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.1. ëÌÁÓÓ P=poly ÛÉÒÅ ËÌÁÓÓÁ P. ìÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ’(n) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ B ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ f’ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ f’(x) = ’(|x|), ÇÄÅ |x| ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ- ŒÁ x. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÎÁ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ 0 ÉÌÉ 1 (Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ n). óÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ P=poly, ÈÏÔÑ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ É ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ.

óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 1) f ∈ P=poly;

2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ íô, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ n ÚÁ ŒÒÅÍÑ poly(n) ÓÔÒÏÉÔ ÓÈÅ- ÍÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ fn.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. =⇒ äÁÎÎÏÅ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 ÏÐÉÓÁ- ÎÉÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ Œ íô, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏÉÔ ÓÈÅÍÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ fn ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÐÏ n ŒÒÅÍÑ (ÓÈÅÍÁ fn ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ: ËÁ- ÖÄÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ).

⇐= óÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ. œÙÞÉÓÌÑÅÍ ÒÁÚÍÅÒ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. úÁÔÅÍ ÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÕ ÓÈÅÍÕ S_|x_| ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f_|x_|, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕËÁÚÁÎ- ÎÕÀ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ 2) ÍÁÛÉÎÕ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ S_|x_|(x) ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ,

ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÓÈÅÍÙ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ŒÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÙÞÉ- ÓÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÁ ŒÒÅÍÑ. □

úÁÄÁÞÉ

1.1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔ ŒÈÏÄÎÏÅ ÄŒÏ- ÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

1.2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÊÔÅ, ÞÔÏ ÚÁ- ÐÉÓÉ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÁ Ă+Ą.

1.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ É ŒÈÏÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ŒÈÏÄÅ.

1.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÐÉÓÙŒÁÅÔ ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ŒÓÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ, ÂÕÄÕÞÉ ÚÁÐÕÝÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÐÕÓÔÏÊ ÌÅÎÔÅ.

1.5. ðÕÓÔØ T (n) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÊÔÉ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ É n ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ÁÌÆÁŒÉÔÁ, ÅÓÌÉ Åč ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÎÁ ÐÕÓÔÏÊ ÌÅÎÔÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ T (n) ÒÁÓÔčÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ b(n), ÔÏ ÅÓÔØ lim[T (n)=b(n)] = +∞.

îÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ Õ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÍÁÛÉÎ ôØÀ- ÒÉÎÇÁ ËÒÁÊÎÅ ÂÅÄÅÎ. éÍÅÀÔÓÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ, ÔÁ- ËÁÑ íô ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ÌÅÎÔ, ËÁÖÄÁÑ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÇÏÌÏŒËÏÊ, ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÍÕ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÕ ÄÏÓÔÕÐÎÙ ÓÉÍŒÏÌÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Œ ÑÞÅÊËÁÈ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÇÏÌÏŒËÉ ÌÅÎÔ. œÙÄÅÌÅÎÙ ÄŒÅ ÌÅÎÔÙ: ŒÈÏÄÎÁÑ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÉÔÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÙ, É ŒÙÈÏÄÎÁÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÉÓÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÙ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÌÅÎÔÙ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÂÏÞÉÍÉ. íÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÌÅÎÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅč k ÒÁÂÏÞÉÈ ÌÅÎÔ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÚÁ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÉÚÍÅÎÅ- ÎÉÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ, ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Œ ÑÞÅÊ- ËÁÈ ÐÏÄ ÇÏÌÏŒËÁÍÉ É ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÇÏÌÏŒÏË ÎÁ ÌÅÎÔÁÈ (ËÁÖÄÁÑ ÇÏÌÏŒËÁ ÓÄŒÉÇÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÏÄÎÕ ÐÏÚÉÃÉÀ). üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ É ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Œ ÑÞÅÊËÁÈ ÐÏÄ ÇÏÌÏŒËÁÍÉ. åÓÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ.

œ ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÂÏÔÙ ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ŒÓÅ ÌÅÎÔÙ ÐÕ- ÓÔÙ, ËÒÏÍÅ ŒÈÏÄÎÏÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÐÉÓÁÎ ŒÈÏÄ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁ- ÛÉÎÙ | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÙ Œ ËÏÎÃÅ ÒÁÂÏÔÙ.

åÓÌÉ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ÎÉÞÅ- ÇÏ ÎÅ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÍÁÛÉÎÁÍÉ Ó ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ.

1.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÕÈÌÅÎÔÏÞÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÕÀ ÚÁ ŒÒÅÍÑ T (n) ⩾ n ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n, ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ ÚÁ ŒÒÅÍÑ O(T^2(n)).

1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒčÈÌÅÎÔÏÞÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÕÀ ÚÁ ŒÒÅÍÑ T (n) ⩾ n ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n, ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ ÄŒÕÈ- ÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÚÁ ŒÒÅÍÑ O(T (n) log T (n)).

1.8. ðÕÓÔØ M | ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÐÉÒÕÅÔ ŒÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ (ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÑ ÅÇÏ ËÏÐÉÀ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ÓÌÏ- ŒÁ). ðÕÓÔØ T (n) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ Åč ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T (n) ⩾ "n^2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. þÔÏ ÍÏÖ- ÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ T^′(n), ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ Åč ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n?

1.9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÑÚÙË ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ŒÓÅÇÏ 100 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÒÁÚÒÅÛčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ | ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ É ŒÙ- ÞÉÔÁÎÉÅ 1, ÒÁÚÒÅÛčÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ | ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÎÕÌÀ. òÁÚ- ÒÅÛÅÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ if-then-else É while, ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉÑ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÎÁ ÔÁËÏÍ ÑÚÙËÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÌÀÂÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

1.10. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÂÁ- ÚÉÓ ÐÏÌÎÙÍ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÄÁÎÙ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

1.11. ðÕÓÔØ cn ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ c(f) ÐÏ ŒÓÅÍ ÂÕÌÅŒÙÍ ÆÕÎ- ËÃÉÑÍ f ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1;99n < cn < 2;01n ÐÒÉ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.

1.12. çÌÕÂÉÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁ ÐÕÔÉ ÏÔ ŒÈÏÄÏŒ Ë ŒÙÈÏÄÕ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÔØ ÓÈÅÍÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3 ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ NOT É ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ AND É OR Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÈÏÄÏŒ.

1.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n), ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ f : B n → Bm , ŒÙÂÒÏÓÉÔØ ŒÓÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÐÏ n + m ÒÁÚÍÅÒ.

1.14. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÔ ÄŒÁ n-ÂÉÔÏŒÙÈ ÞÉÓÌÁ É ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ O(n), Á ÇÌÕÂÉÎÕ O(log n).

1.15. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÈÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄŒÕÈ n-ÂÉÔÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n).

Â) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÇÌÕÂÉÎÁ ÓÈÅÍÙ ÂÙÌÁ O(log n).

1.16. æÕÎËÃÉÑ MAJ: B n → B ÒÁŒÎÁ 1 ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ, Œ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ, É 0 | ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÈÅÍÕ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ n, ÇÌÕÂÉÎÁ | O(log n log log n).

1.17. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅÒÁ poly(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log^2 n), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ, ÓŒÑÚÁÎÙ ÌÉ ÐÕÔčÍ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÇÒÁÆÅ. çÒÁÆ ÎÁ m ŒÅÒÛÉ- ÎÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ m, ÚÁÄÁčÔÓÑ n = m(m − 1)=2 ÂÕÌÅŒÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ xij, ÇÄÅ i < j, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÅÓÔØ ÌÉ Œ ÇÒÁÆÅ ÒÅÂÒÏ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ ŒÅÒÛÉÎÙ i É j.

1.18. ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ ÇÌÕÂÉÎÙ 3 ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ NOT É ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ AND É OR Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÈÏÄÏŒ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ n ÂÉÔÏŒ ÐÏ ÍÏ- ÄÕÌÀ 2 (ÆÕÎËÃÉÑ PARITY). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ cn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c > 1.

1.19. ðÕÓÔØ f_1; f_2; : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ 1; 2; : : : ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØ- ÎÙ: a) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÆÏÒ- ÍÕÌ, ÒÁÚÍÅÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ n;

Â) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÈÅÍ ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n) ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ NOT, AND É OR (Ó ÄŒÕÍÑ ŒÈÏÄÁÍÉ).

1.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P=poly, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P.

2. ëÌÁÓÓ NP: ÓŒÏÄÉÍÏÓÔØ É ÐÏÌÎÏÔÁ 2.1. NP | ËÌÁÓÓ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÍÁÛÉÎÁÍÉ ôØÀÒÉÎÇÁ. ôÅÒÍÉÎ ĂÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊĄ ÎÅÕÄÁÞÎÙÊ, ÎÏ ÏÎ ÕÖÅ ÓÔÁÌ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ.

ëÌÁÓÓ NP ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ. çÏŒÏÒÑÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ĂÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÒÁÆÁ "ÉÍÅÔØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÃÉËÌ^{7)}\ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NPĄ.

íÙ ÄÁÄÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ðÅÒŒÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. õÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ÎÅÄÅÔÅÒ- ÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ (îíô) ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É ÏÂÙÞÎÏÊ (ÄÅÔÅÒÍÉÎÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ), ÚÁ ÏÄÎÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ. õ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ îíô

7)çÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÃÉËÌ | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ Œ ÇÒÁÆÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. çÒÁÆ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÃÉËÌ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙÍ.

ÅÓÔØ ÏÓÏÂÙÅ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. îÁÈÏÄÑÓØ Œ ÔÁËÏÍ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÉ, îíô ÍÏÖÅÔ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ Õ îíô ŒÍÅÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÅÓÔØ ÔÁÂÌÉÃÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ (ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ, ÔÅËÕÝÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ÎÁ ÌÅÎÔÅ) ŒÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÄÅÊÓÔŒÉÊ (ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑ- ÎÉÑ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ, ÚÁÐÉÓØ ÓÉÍŒÏÌÁ ÎÁ ÌÅÎÔÕ, ÓÄŒÉÇ ÇÏÌÏŒËÉ) ÕËÁÚÁÎ ÎÁÂÏÒ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ. ïÂÙÞÎÙÅ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ, ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÑ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÄÅÊÓÔŒÉÊ.

ðÕÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ îíô ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÙÂÏÒÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÔÅ ÒÁÂÏÔÙ. îÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÕÔÅÊ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ îíô, ÒÁÂÏÔÁÀÝÅÊ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ŒÈÏÄ- ÎÏÍ ÓÌÏŒÅ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÒÅÄÉËÁÔ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ NP, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ îíô M É ÐÏÌÉÎÏÍ p(n) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ L(x) = 1 =⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÄÁÀÝÉÊ ÏÔŒÅÔ ĂÄÁĄ ÚÁ ŒÒÅÍÑ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ p(|x|);

L(x) = 0 =⇒ (1 ŒÁÒÉÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ÎÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÐÕÔÉ; (2 ŒÁÒÉÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÐÕÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔŒÅÔÁ ĂÄÁĄ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. þÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÔŒÅÔÏŒ ĂÄÁĄ ÎÁ ÄÌÉÎÎÙÈ ÐÕÔÑÈ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ îíô, ÉÍÉÔÉÒÕÀÝÕÀ ÉÓÈÏÄÎÕÀ îíô É ÐÏÄ- ÓÞÉÔÙŒÁÀÝÕÀ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÉÓÈÏÄÎÏÊ îíô ÛÁÇÏŒ. ëÏÇÄÁ ÞÉ- ÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ p(|x|), ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÄÏÐÕÝÅÎÁ ÏÄÎÁ ÔÏÎËÁÑ ÏÛÉÂËÁ. œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓËÁÚÁÎÏ Ï ÐÏÌÉÎÏÍÅ p(n), ËÒÏÍÅ ÆÁË- ÔÁ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ. åÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÙ, ÍÏ- ÇÕÔ ŒÏÚÎÉËÎÕÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÙ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ (ÎÕÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁ). þÔÏÂÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÚÂÅÇÁÔØ ÜÔÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P ⊆ NP. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÉÍ? äÏŒÏÌØÎÏ ÉÎÔÅÎÓÉŒÎÙÅ, ÈÏÔÑ É ÂÅÚÕÓÐÅÛÎÙÅ, ÐÏÐÙÔËÉ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÕÖÅ ÐÏÞÔÉ 30 ÌÅÔ. îÅÄÁŒÎÏ ó. óÍÅÊÌ ŒËÌÀÞÉÌ ÐÒÏÂÌÅÍÕ P^?= NP Œ ÞÉÓÌÏ ÔÒčÈ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ (ÄŒÅ ÄÒÕÇÉÅ | ÇÉÐÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ É ÇÉÐÏÔÅÚÁ ðÕÁÎËÁÒÅ).

œÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ. ïÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁ- ÃÉÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 1.2 É 1.3. ðÏÄ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ŒÈÏÄÁ ÄÌÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ R(x; y) ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÁËÖÅ ÉÌÉ |x| + |y|, ÉÌÉ max(|x|; |y|) | ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÒÅÄÉËÁÔ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ NP, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍ Œ ÆÏÒÍÅ L(x) = ∃ y ( (|y| < q(|x|)) ∧ R(x; y) ) , ÇÄÅ q(·) | ÐÏÌÉÎÏÍ, Á R(·; ·) ∈ P.

ðÒÉÍÅÒ 2.1. ðÕÓÔØ R(x; y) = Ăy ÅÓÔØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÃÉËÌ Œ ÇÒÁÆÅ xĄ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÎÕÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: Ăx ÅÓÔØ ÄŒÏÉÞÎÙÊ ËÏÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁ- ÆÁ, Á y | ËÏÄ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÃÉËÌÁ Œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ (ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÁËÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÄ ÃÉËÌÁ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ ËÏÄÁ ÇÒÁÆÁ), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ: : :Ą. œÏÚØÍčÍ q(n) = n. ôÏÇÄÁ L(x) ÂÕÄÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÇÒÁÆÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÃÉËÌ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.1 É 2.2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÒ. 2.1 =⇒ ÏÐÒ. 2.2. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ îíô M É ÐÏ- ÌÉÎÏÍ p(n) ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÉËÁÔ R(x; y) = = Ăy ÅÓÔØ ÐÒÏÔÏËÏÌ ÒÁÂÏÔÙ M ÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÍ ÐÕÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏ ŒÈÏ- ÄÏÍ x ÄÁÀÝÅÇÏ ÏÔŒÅÔ "ÄÁ\ ÚÁ ŒÒÅÍÑ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ p(|x|)Ą. äÌÉÎÁ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÔÏËÏÌÁ ÐÒÉ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÒÅ- ÍÅÎÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÔÏËÏÌÁ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 ÔÁÂÌÉÃÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ q(n) ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ p(n) (p^2(n)), ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

þÔÏÂÙ ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ R(·; ·) ∈ P. üÔÏ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÒÏÔÏËÏÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ îíô, ÒÁÂÏÔÁÀÝÅÊ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ. üÔÏ ÚÁÊÍčÔ ÎÁÓ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ (ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÚÁÞÅÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÏÄÎÕ ÑÞÅÊËÕ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÄÏÌÇÏ).

ïÐÒ. 2.2 =⇒ ÏÐÒ. 2.1. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ R; q ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.2. ðÏÓÔÒÏ- ÉÍ M ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.1. ïÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Œ ÄŒÁ ÜÔÁÐÁ.

œÎÁÞÁÌÅ M ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏ ÐÉÛÅÔ y (ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ 2.2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ L(x) = 1). çÏŒÏÒÑÔ ÅÝč, ÞÔÏ M ĂÏÔÇÁÄÙŒÁÅÔĄ (\guesses") y. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ M ÎÁÈÏÄÉÔ ÐÒÁŒÙÊ ËÏÎÅÃ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÓÄŒÉÇÁÅÔÓÑ ÅÝč ÎÁ ÏÄÎÕ ÑÞÅÊËÕ ŒÐÒÁŒÏ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔ Œ ÎÅč #, ÅÝč ÒÁÚ ÓÄŒÉÇÁÅÔÓÑ ŒÐÒÁŒÏ É ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÁËÏÅ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ ÐÉ- ÛÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÎÁ ÌÅÎÔÕ, ÓÄŒÉÇÁÅÔÓÑ ŒÐÒÁŒÏ É ŒÙÂÉÒÁÅÔ ÍÅÖÄÕ

ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Œ (ÕÖÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÅ) ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÜÔÁÐÁ.

ðÏÓÌÅ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÜÔÁÐÁ ÎÁ ÌÅÎÔÅ, ÐÏÍÉÍÏ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ- ŒÁ x, ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÅÝč É ÓÌÏŒÏ y. ôÅÐÅÒØ M ÏÓÔÁÌÏÓØ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ R(x; y) ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ 2.2. □

åÝč ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÁÒÉÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ 2.2, ÎÏ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÅÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÂÝÁÔØ É ÐÏÌÕÞÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. éÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÐÅÒÓÏÎÁÖÁ: ËÏÒÏÌØ Arthur (áÒÔÕÒ), ÕÍÓÔŒÅÎÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, É ŒÏÌ- ÛÅÂÎÉË Merlin (íÅÒÌÉÎ), ËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏ ŒÓÅÍÏÇÕÝ É ÚÎÁÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ ÎÁ ŒÓÅ ŒÏÐÒÏÓÙ. ëÏÒÏÌØ A ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ L(x) (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ĂÅÓÔØ ÌÉ Õ ÇÒÁÆÁ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÃÉËÌĄ), Á ŒÏÌ- ÛÅÂÎÉË M ÈÏÞÅÔ, ÞÔÏÂÙ ËÏÒÏÌØ ÐÒÉÚÎÁÌ ÎÁÌÉÞÉÅ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (ÎÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÇÒÁÆ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÚŒÁÎÉÀ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ É ÄÁÌ M ŒÚÑÔËÕ). A ÎÅ ÄÏŒÅÒÑÅÔ ÓŒÏÅÍÕ ŒÏÌÛÅÂÎÉËÕ, ÚÎÁÑ ÅÇÏ ËÏÒÙÓÔÏÌÀÂÉÅ, É ÈÏÞÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ M ÏÔŒÅÔ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. A É M ÏÂÁ ÓÍÏÔÒÑÔ ÎÁ ÓÌÏŒÏ x, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ M ÓÏÏÂÝÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ (ÓÌÏŒÏ y), ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÕÂÅÄÉÔØ A, ÞÔÏ L(x) = 1. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ, A ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ M ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÓŒÏÊÓÔŒÏ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ NP, ÅÓÌÉ Õ áÒÔÕÒÁ ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÏŒÏÄÏŒ íÅÒÌÉÎÁ, ÐÒÉÞčÍ: L(x) = 1 =⇒ Õ M ÅÓÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÕÂÅÄÉÔØ A Œ ÜÔÏÍ; L(x) = 0 =⇒ ËÁË ÂÙ M ÎÉ ÉÚÏÝÒÑÌÓÑ, A ÎÅ ÐÏŒÅÒÉÔ, ÞÔÏ L(x) = 1.

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.2 ÎÅ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ-ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÒÏ- ÌÑ A, ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ŒÏÌÛÅÂÎÉËÁ M ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ. œ ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÞÉÓÔÏ ŒÎÅÛÎÉÅ.

2.2. óŒÏÄÉÍÏÓÔØ É NP-ÐÏÌÎÏÔÁ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁ- ÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. óŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏ ëÁÒÐÕ. ðÒÅÄÉËÁÔ L_1 ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÅÄÉËÁÔÕ L_2 (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ L_1 ∝ L_2), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ P, ÞÔÏ ∀ x L_1(x) = L_2(f(x)).

óŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏ ëÁÒÐÕ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓŒÏÄÉÍÏ- ÓÔØÀ, Á ÞÁÓÔÏ | ÐÒÏÓÔÏ ÓŒÏÄÉÍÏÓÔØÀ.

ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ L_1 ∝ L_2. ôÏÇÄÁ Á) L_2 ∈ P ⇒ L_1 ∈ P; Â) L_1 ∉ P ⇒ L_2 ∉ P; Œ) L_2 ∈ NP ⇒ L_1 ∈ NP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔ Á) ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅŒÉÄÅÎ | ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ L_1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏ ŒÈÏÄÕ x ÆÕÎË- ÃÉÀ f, Á Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ Åč ÒÁÂÏÔÙ | ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ L_2.

ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ Á).

ðÕÎËÔ Œ) ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÑÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: íÅÒÌÉÎ ÓÏÏÂÝÁÅÔ áÒÔÕÒÕ f(x) (ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ h ÏÔ ÄÌÉÎÙ x, ÐÏÓËÏÌØËÕ f ∈ P) É ÓÌÏŒÏ y, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÂÅÖÄÁÅÔ áÒÔÕÒÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ L_2(f(x)) = 1. áÒÔÕÒ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÂÝÅÎÏ f(x). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ

L_1(x) ⇔ L_2(f(x)) ⇔ ∃ y ( (|y| < q(|f(x)|)) ∧ R(f(x); y) ) ⇔ ⇔ ∃ y ( (|y| < r(|x|)) ∧ R(f(x); y) ) : ðÏÌÉÎÏÍ r(|x|) Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ | ÜÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ q É h. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÒÅÄÉËÁÔ L ∈ NP ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ NP-ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÚ NP Ë ÎÅÍÕ ÓŒÏÄÉÔÓÑ.

åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ NP-ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÁ ŒÒÅÍÑ T (n), ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÚ NP ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÁ ŒÒÅÍÑ T (n^c) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c. ôÁËÁÑ ÐÏÔÅÒÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÞÉ- ÔÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÎÁÕËÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ.

NP-ÐÏÌÎÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÐÒÉŒÅÄčÍ ÐÒÉÍÅÒÙ. œÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ. úÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ SAT (x) ⇐⇒ x ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó ÂÕÌÅŒÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É ÓÉÍŒÏÌÁ- ÍÉ (¬; ∨; ∧), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2 (ëÕË, ìÅŒÉÎ). 1) SAT ∈ NP; 2) SAT | NP-ÐÏÌÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ SAT ∈ P, ÔÏ P = NP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2). 1) íÅÒÌÉÎÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÏÏÂÝÉÔØ áÒÔÕÒÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ. áÒÔÕÒ ÓÐÒÁŒÉÔÓÑ Ó ÐÒÏŒÅÒËÏÊ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ŒÙÓËÁ- ÚÙŒÁÎÉÑ.

2) ðÕÓÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÚ NP, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë SAT , ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ L(x) = ∃ y ( (|y| < q(|x|)) ∧ R(x; y) ) .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2) ÄÌÑ íô, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ R(x; y) (ŒÈÏÄÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁ x#y). âÕÄÅÍ ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÅ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÞÔÏ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 (ËÏ- ÄÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ËÌÅÔÏË ÔÁÂÌÉÃÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ). þÔÏÂÙ ÔÁÂÌÉÃÁ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÌÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÄčÎÎÏÍÕ ÕÓÐÅÛÎÏÍÕ (Ó ÏÔŒÅÔÏÍ ĂÄÁĄ) ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ, ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁ- ÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ ËÌÅÔÏË ŒÉÄÁ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ĂÄÁĄ. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÉÈ ÌÉÂÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÞÅÔŒčÒËÅ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÓÁÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ’x ËÁË ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÓÔÁŒÌÅÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÄÉÒÕ- ÀÝÉÈ ŒÈÏÄ x#y, ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ÄÏ ÄÌÉÎÙ |x| + 1 + q(|x|). úÎÁÞÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ x É #, | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁŒÉÓÉÔ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÔ y É ËÏÄÁÍ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÑÞÅ- ÅË ÔÁÂÌÉÃÙ. ôÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’x ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ y É ÅÝč ÏÔ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ z.

éÔÁË, ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ÓÌÏŒÕ x ÆÏÒÍÕÌÕ ’x(y; z), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÀ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ R(x; y), ÔÏ ÎÁÊ- ÄčÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ z(x; y), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ’x(y; z(x; y)) ÉÓÔÉÎÎÁ (ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÒÁÂÏÔÕ íô ÎÁ ŒÈÏÄÅ x#y). á ÅÓÌÉ R(x; y) ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ’x(y; z) ŒÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÓÕÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ŒÈÏÄÅ (x; y) ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ ĂÄÁĄ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ L(x) = 1 ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÎÏÇÄÁ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ y) ÉÓÔÉÎÎÁ, ÐÒÉ L(x) = 0 | ŒÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ. □

äÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ NP-ÐÏÌÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ SAT ∝ L É L ∈ NP, ÔÏ L | NP-ÐÏÌÎÁÑ. é ŒÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ L_1 | NP-ÐÏÌÎÁÑ, L_1 ∝ L_2 É L_2 ∈ NP, ÔÏ L_2 | NP-ÐÏÌÎÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÓŒÏÄÉÍÏ- ÓÔÉ: ÅÓÌÉ L_1 ∝ L_2, L_2 ∝ L_3, ÔÏ L_1 ∝ L_3. ïÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ. □

3-ëîæ. úÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ 3-SAT (x) ⇐⇒ x ÅÓÔØ 3-ëîæ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. 3-ëîæ | ÜÔÏ ËÏÎSSÀÎË- ÃÉÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉ ÌÉÔÅÒÁÌÁ.

3-SAT ÔÁËÖÅ NP-ÐÏÌÎÁ. üÔÏ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÊ SAT .

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. SAT ∝ 3-SAT .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÅ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÔÁËÕÀ 3-ëîæ, ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÙÞÉ- ÓÌÑÅÍÁÑ ÓÈÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ 0. œ ÜÔÕ ëîæ ÂÕÄÕÔ ŒÈÏÄÉÔØ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÈÅÍÙ (x_1; : : :; xn É y_1; : : :; ys | ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÅ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÞÔÏ É Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÈÅÍÙ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÎÁ- ÞÁÌÅ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ K^{′′} ÕÓÌÏŒÉÊ, ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ŒÓÐÏÍÏÇÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ yj ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ Yj. åÓÔØ ÔÒÉ ÔÉÐÁ ÔÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ (ÏÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔÕÀÔ ÔÒčÍ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ), É ËÁÖÄÙÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ 3-ëîæ: ( y ⇔ (x_1 ∨ x_2) ) = (x_1 ∨ x_2 ∨ ¬y) ∧ (¬x_1 ∨ x_2 ∨ y) ∧ (x_1 ∨ ¬x_2 ∨ y) ∧ ∧ (¬x_1 ∨ ¬x_2 ∨ y); ( y ⇔ (x_1 ∧ x_2) ) = (x_1 ∨ x_2 ∨ ¬y) ∧ (¬x_1 ∨ x_2 ∨ ¬y) ∧ (x_1 ∨ ¬x_2 ∨ ¬y) ∧ ∧ (¬x_1 ∨ ¬x_2 ∨ y); ( y ⇔ ¬x ) = (x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬y):

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ 3-ëîæ Œ K^{′′}, ÐÏÌÕÞÉÍ 3-ëîæ K^′. éÓËÏÍÁÑ 3-ëîæ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ K = K^′ ∧ ys. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ K ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÀ: ŒÓÅ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ É Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕ- ÞÉÌÁÓØ 1 (ys = 1). úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi ÓÈÅÍÁ ŒÙÄÁčÔ 1, ÔÏ K ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. □

åÝč ÏÄÉÎ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓŒÅÄ«ÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ ãìð (ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ). äÁ- ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. åÓÔØ ÌÉ Õ ÎÅč ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ? (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ ÌÉ ÓÉÓ- ÔÅÍÁ?)

œ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ŒÈÏÄÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ É ŒÅËÔÏÒ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. ôÏ, ÞÔÏ ãìð ∈ NP, ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÓËÁÚËÉ íÅÒÌÉÎ ÍÏÖÅÔ ÓÏÏÂÝÉÔØ áÒÔÕÒÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÁ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÒÁÚÍÅÒ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÉ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÍ. [14, Ô. 2, §17.1].

óŒÅÄčÍ ÔÅÐÅÒØ 3-ëîæ Ë ãìð. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ 3-ëîæ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ. ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÏÚØÍčÍ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÂÕÌÅŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. âÕÌÅŒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ pi. ïÔÒÉÃÁÎÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¬xi ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ 1−pi. ëÁÖÄÏÊ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ Xj ∨ Xk ∨ Xm (X_∗ | ÌÉÔÅÒÁÌÙ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ

ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Pj + Pk + Pm ⩾ 1, Œ ËÏÔÏÒÏÍ Pj, Pk, Pm | ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÌÉÔÅÒÁÌÁÍ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ.

éÓËÏÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 0 ⩽ pi ⩽ 1, Á ÔÁË- ÖÅ ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑÍ ÉÚ ëîæ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ 3-ëîæ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4. åÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÚÁ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ. ðÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ (èÁÞÉÑÎÁ, ëÁÒÍÁÒËÁÒÁ) ÔÁËÖÅ ÓÍ. Œ [14, Ô. 1, §13, §15.1].

ïÂÛÉÒÎÙÊ ÓÐÉÓÏË NP-ÐÏÌÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÎÉÇÅ çÜÒÉ É äÖÏÎÓÏÎÁ [3]. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÉÈ NP-ÐÏÌÎÏÔÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓŒÅÄ«ÅÎÉÊ. ðÒÉŒÅÄčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ NP-ÐÏÌÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

3-ÒÁÓËÒÁÓËÁ. äÁÎ ÇÒÁÆ. óÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÔÒÉ ÃŒÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÎÃÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÂÙÌÉ ÐÏËÒÁ- ÛÅÎÙ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÃŒÅÔÁ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ 2-ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ.)

ëÌÉËÁ. äÁÎÙ ÇÒÁÆ É ÞÉÓÌÏ k. óÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÔØ ÌÉ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ.

úÁÄÁÞÉ

2.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÏŒÅÒËÉ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ 2-ëîæ (ËÏÎSS- ÀÎËÃÉÉ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÁ ÌÉÔÅÒÁÌÁ) ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ P.

2.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÜÊÌÅÒÏŒÏÍ ÐÕÔÉ Œ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÍ ÇÒÁÆÅ (ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÕÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒčÂÒÁÍ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P.

2.3. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ NP ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó P. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÙ- ÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÏ É ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÃÉËÌÁ É Ô. Ð.)

2.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ (ÅÓÔØ n ÍÁÌØÞÉËÏŒ É n ÄÅŒÏÞÅË, ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ËÁËÉÅ ÐÁÒÙ ÓÏÇÌÁÓÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁÎÃÅŒÁÔØ; ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÕÓÔÒÏÉÔØ ÔÁÎÅÃ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ n ÍÁÌØÞÉËÏŒ É n ÄÅŒÏÞÅË ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Œ ÐÁÒÙ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ P.

2.5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Á) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÓŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3-ëîæ Ë ÚÁÄÁÞÅ ëÌÉËÁ;

Â) ÔÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ, ÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÅ- ÛÅÎÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÌÏÓØ (ÅÓÌÉ 3-ëîæ F ÐÒÉ ÓŒÅÄÅÎÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ (ÇÒÁÆ H, ÒÁÚÍÅÒ k), ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ ÄÌÑ F ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ËÌÉË ÒÁÚÍÅÒÁ k Œ ÇÒÁÆÅ H).

2.6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Á) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÓŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3-ëîæ Ë ÚÁÄÁÞÅ 3-ÒÁÓËÒÁÓËÁ; Â) ÔÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ, ÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÙ- ÐÏÌÎÑÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ 3-ëîæ ÒÁŒÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÛÅ- ÓÔÉËÒÁÔÎÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ 3-ÒÁÓËÒÁÓÏË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÅÊ ÇÒÁÆÁ.

2.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ NP-ÐÏÌÎÏÊ: ÄÁÎ ÎÁ- ÂÏÒ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÔÉÐÏŒ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ 1 × 1, ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÂÕËŒÙ; ÄÁÎ ÓÐÉÓÏË ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÁÒ ÂÕËŒ É ÓÐÉÓÏË ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÂÕËŒ; ÓÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÚ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉËÏŒ ÎÁÂÏÒÁ ÂÏÌØÛÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n (ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÐÒÉ- ÍÙËÁÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ ÂÙÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÐÁÒÙ ÂÕËŒ, Á ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ | ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÂÕËŒÙ).

2.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ Ăx | ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÓÏÓÔÁŒÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁĄ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP.

2.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ Ăx | ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁĄ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP.

3. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É ËÌÁÓÓ BPP. ðÒÏŒÅÒËÁ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ œ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ íô (œíô), ËÁË É Œ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ, ÉÍÅ- ÀÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ (ÂÏÌØÛÅ ÏÄ- ÎÏÇÏ) ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ïÔÌÉÞÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ËÕÄÁ œíô ÄÅÌÁÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÃÅÓÓÁ (ĂÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÑ ÍÏÎÅÔÙĄ). îÕÖÎÏ ÏÇÏŒÏÒÉÔØ, ËÁËÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÄÏ- ÐÕÓËÁÀÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÍÏÎÅÔÕ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ŒÙÐÁÄÅÎÉÑ ÇÅÒ- ÂÁ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÁ ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ œíô, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÊ ÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÍÏÎÅÔÙ, ÂÕÄÕÔ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÈÏ- ÔÅÌÏÓØ ÂÙ; ÏÎÁ ÓÍÏÖÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÙ.

ïÂÙÞÎÏ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÙÐÁÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÍÏÎÅÔÙ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÞÉÓÌÏÍ 0 ÉÌÉ 1.

èÏÔÑ ÄÌÑ œíô ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ, ËÁËÏÊ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÔŒÅÔ ÏÎÁ ŒÙÄÁÓÔ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÒÅÄÉËÁÔ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ BPP, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ œíô M É ÐÏÌÉÎÏÍ p(n), ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ M ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÏÓÔÁ- ÎÏŒÉÔÓÑ ÚÁ ŒÒÅÍÑ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ p(|x|), ÐÒÉÞčÍ L(x) = 1 =⇒ M Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØÛÅÊ 2=3 ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ ĂÄÁĄ; L(x) = 0 =⇒ M Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØÛÅÊ 2=3 ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ ĂÎÅÔĄ.

åÓÌÉ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ 2=3 ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Â«ÏÌØÛÅÅ 1=2, ËÌÁÓÓ BPP ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. åÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏÂÉÔØÓÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë 1. œÏÚØÍčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÍÁÛÉÎ, ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÉÈ ŒÓÅ, Á ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÂÕ- ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ. åÓÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÏÔŒÅ- ÔÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÍÁÛÉÎÙ ÒÁŒÎÁ c > 1=2, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ ÐÏÓÌÅ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑ n ÍÁÛÉÎ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 − –n, ÇÄÅ – = 2 √ c(1 − c) < 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ îíô ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ (ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ Œ ÎÅč ŒÓÅÚÎÁÊËÕ íÅÒ- ÌÉÎÁ). á ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÇÕÔ ÍÙÓÌÉÔØÓÑ ËÁË ÒÅÁÌØÎÙÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ BPP ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÅÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ.

ëÌÁÓÓ BPP ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ NP.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÒÅÄÉËÁÔ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ BPP, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍ q(·) É ÐÒÅÄÉËÁÔ R(·; ·) ∈ P, ÞÔÏ L(x) = 1 =⇒ ÄÏÌÑ ÓÌÏŒ r ÄÌÉÎÙ q(|x|), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ R(x; r), ÂÏÌØÛÅ 2=3;

L(x) = 0 =⇒ ÄÏÌÑ ÓÌÏŒ r ÄÌÉÎÙ q(|x|), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ R(x; r), ÍÅÎØÛÅ 1=3.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.1 É 3.2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÒ. 3.1 =⇒ ÏÐÒ. 3.2. ðÏÌÁÇÁÅÍ q(n) = p(n) (ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÊ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÅÄÉËÁÔ R(x; r) = ĂÍÁÛÉÎÁ M ÎÁ ŒÈÏÄÅ x ÄÁčÔ ÏÔ- ŒÅÔ "ÄÁ\ ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ Œ r ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÐÏÄÂÒÁÓÙ- ŒÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙĄ. üÔÏÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÐÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 3.2.

ïÐÒ. 3.2 =⇒ ÏÐÒ. 3.1. óÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÏŒÏ r ÄÌÉÎÙ q(|x|) É ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÅÍ Œ ÐÒÅÄÉËÁÔ, ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ. ôÁËÁÑ œíô ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 3.1. □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÇÌÑÄ- ÎÏÅ ÔÏÌËÏŒÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (x; y) ÔÏÞ- ËÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {(x; y) : R(x; y) ∧ (|y| = q(|x|))}. äÌÑ x = x_0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ {(x; y) : R(x; y) ∧ ∧ (|y| = q(|x|)) ∧ (x = x_0)} ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÒÅÄÉ- ËÁÔ R(·; ·), ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 3.2, ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ ÓÔÒÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x_0 ÌÉÂÏ ÂÏÌØÛÅ 2=3, ÌÉÂÏ ÍÅÎØ- ÛÅ 1=3. üÔÏ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x ÎÁ ÄŒÅ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ: ÏÄÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ L, ÄÒÕÇÁÑ | ÌÏÖÎÏÓÔÉ.

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ BPP ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÒÏ- ÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ: ÄÁÎÏ ÞÉÓÌÏ n, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÐÒÏÓÔÏÅ ÌÉ ÏÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÚÁ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ; ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÓÅÊÞÁÓ ÏÐÉÓÁÎ.

3.1. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÎÉÇÅ [2]. íÙ ÌÉÛØ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÄŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ŒÁÖÎÙ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÏ- ŒÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ.

íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ. åÓÌÉ n | ÐÒÏÓÔÏÅ É n - a, ÔÏ an^{−1} ≡ 1 (mod n).

ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ n = uv | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ôÏÇÄÁ Z=nZ= Z=uZ× Z=vZ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n É ÐÁÒÁÍÉ ÏÓÔÁÔËÏŒ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ u É ÎÁ v. (é ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÕŒÁÖÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.)

éÚ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ an^{−1} ≢ 1 (mod n) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ n | ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ (ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÉÄÅÔÅÌÅÍ ÎÅÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ n). üÔÏ ÓŒÉÄÅÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÓŒÅÎÎÏÅ | ÑŒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ n ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ | É ÓÉÌØÎÏÅ: ÞÁÓÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÉ a = 2!

ïÄÎÁËÏ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ ÄÁÖÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ a ÍÏÖÅÔ ÏËÁ- ÚÁÔØÓÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓŒÉÄÅÔÅ- ÌÅÊ ÅÝč ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ: ÅÓÌÉ b^2 ≡ 1 (mod n), Á b ≢ ±1 (mod n), ÔÏ n | ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ; n É b − 1 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, Â«ÏÌØÛÉÊ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÓŒÉÄÅ- ÔÅÌÉ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÒÅÄËÏ ÐÏÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ) ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÕËÁÚÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ n (ÐÒÏÔÉŒ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÏÎÉ ÓŒÉÄÅÔÅÌØÓÔŒÕÀÔ) ÎÁ ÄŒÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ

(ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (x; y) ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ x É y ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, ÓÍ. ÎÉÖÅ).

3.2. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÉÈ ÚÁÐÉÓÉ (ÞÉÓÌÏ n ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ⌈log n⌉ = = O(log n) ÚÎÁËÁÍÉ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÈÅÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ n, m ÓÔÏÌÂÉ- ËÏÍ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ O(log n log m), ÒÁÓÔÕÝÉÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏ- ÄÁ. èÏÔÑ ËŒÁÄÒÁÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÁ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ n-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ É ÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n log n log log n), ÓÍ. [1, Ò. 7.5] ÉÌÉ [7, Ô. 2, Ò. 4.3.3].

œ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ (ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÏÓÔÁÔËÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÚÁÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q) ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ an ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q ÓÈÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÁ (a; n; q) (Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÄÁÖÅ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÅÊ a^{2k} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Œ ËŒÁÄÒÁÔ É ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÔÅ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ 1 Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ n.

îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ åŒËÌÉÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (x; y) = = (y; x mod y). åÓÌÉ ÄÅÌÉÔØ Â«ÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ, ÔÏ ÚÁ ËÁÖÄÙÅ ÄŒÁ ÛÁÇÁ ÄÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÉÚŒÌÅËÁ- ÅÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ËÏÒÅÎØ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÊÄÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ É ŒÏÚŒÅÄÑ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ Ë ÎÅÍÕ ÃÅ- ÌÏÅ ÞÉÓÌÏ Œ k-À ÓÔÅÐÅÎØ. îÁÊÔÉ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ^k √ x ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

a_{n+1} = 1_k ( (k − 1)an + x

ak^−1n ) ; ÅÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a_0. äÅÔÁÌÉ ÜÔÏÇÏ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ) ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÄÕÍÙŒÁÎÉÑ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÈÅÍÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÛÌÁ ÒÅÞØ ŒÙÛÅ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ íô ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ. ôÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓÓÕ P.

3.3. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ. œÈÏÄ: ÞÉÓÌÏ n. ûÁÇ 1. ðÒÏŒÅÒÑÅÍ ÞčÔÎÏÓÔØ n. åÓÌÉ n = 2, ÔÏ ÏÔŒÅÔ Ăn | ÐÒÏÓÔÏÅĄ, ÅÓÌÉ n | ÞčÔÎÏÅ É ÂÏÌØÛÅ 2, ÔÏ ÏÔŒÅÔ Ăn | ÓÏÓÔÁŒÎÏÅĄ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 2.

ûÁÇ 2. ðÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÉÚŒÌÅËÁÅÔÓÑ ÌÉ ÉÚ n ÎÁÃÅÌÏ ËÏÒÅÎØ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÉ k = 2; : : :; ⌊log_2 n⌋. åÓÌÉ ÉÚŒÌÅËÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÏÔŒÅÔ Ăn | ÓÏÓÔÁŒÎÏÅĄ, ÉÎÁÞÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 3.

ûÁÇ 3. úÁÐÉÓÙŒÁÅÍ n − 1 Œ ŒÉÄÅ 2^k · l, ÇÄÅ k > 0, Á l | ÎÅÞčÔÎÏÅ. ûÁÇ 4. œÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ a ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n. ûÁÇ 5. œÙÞÉÓÌÑÅÍ a^l; a^{2l}; : : : ; a^{n−1} ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ðÒÏŒÅÒËÁ 1. åÓÌÉ a^{n−1} ≢ 1 (mod n), ÔÏ ÏÔŒÅÔ Ăn | ÓÏÓÔÁŒÎÏÅĄ. ðÒÏŒÅÒËÁ 2. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÎÏ ÔÁËÏÅ j, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a^{2j l} ≢ ±1 (mod n), Á a^{2j+1}l ≡ 1 (mod n), ÔÏ ÏÔŒÅÔ Ăn | ÓÏÓÔÁŒÎÏÅĄ.

œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔŒÅÔ Ăn | ÐÒÏÓÔÏÅĄ.

3.4. áÎÁÌÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. åÓÌÉ n | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ŒÓÅÇÄÁ (Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1) ŒÙÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ Ăn | ÐÒÏÓÔÏÅĄ.

åÓÌÉ n | ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ, ÔÏ ÏÔŒÅÔ Ăn | ÓÏÓÔÁŒÎÏÅĄ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ⩾ 1=2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.1, ÎÕÖÎÏ ÄŒÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ôÏÇÄÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ 1=4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2). éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÕÓÔØ n = uv ≡ 1 (mod 2), ÇÄÅ (u; v) = 1 (ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ ÎÅÔ, ÔÏ ÎÁ ÛÁÇÅ 2 ÂÕÄÅÔ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ ÎÅÐÒÏÓÔÏÔÁ). åÓÌÉ (a; n) > 1, ÔÏ ÐÒÏŒÅÒËÁ 1 ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ a ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ, ÞÔÏ n | ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ. ôÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÔÅÈ a, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Ó n, ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÀÔ ÎÅÐÒÏÓÔÏÔÕ ÞÉÓÌÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÕÐÐÕ (Z=uZ)^∗ ÞÅÒÅÚ U, ÇÒÕÐÐÕ (Z=vZ)^∗ | ÞÅÒÅÚ V . éÚ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ (Z=nZ)^∗ ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÁ U × V (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ | ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÓÔÁÔËÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ u É ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ v).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U k = {xk : x ∈ U }, V k = {xk : x ∈ V }. üÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ U É V ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ k-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÅÓÔØ k-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÅÓÔØ k-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ). ôÁË ÞÔÏ |U |=|U k| | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → xk ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ U k.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ U^2l ⊆ U l (ÓÔÅÐÅÎÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÁÒÕ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔŒ U^l ⊇ U^{2l} ⊇ : : : ⊇ U^{n−1} ⊇ {1}; V^l ⊇ V^{2l} ⊇ : : : ⊇ V^{n−1} ⊇ {1}:

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÎÁÌÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ. 1. ðÕÓÔØ U n^{−1} ≠ {1} ÉÌÉ V n^{−1} ≠ {1}.

þÔÏÂÙ ÐÒÏÊÔÉ ÐÒÏŒÅÒËÕ 1 Œ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÌÅ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ (n−1)-À ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÁÒÕ ÏÓÔÁÔËÏŒ (1; 1). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÏÂÒÁ- ÚÏŒ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚ U n^{−1} ≠ {1} ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ, ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ (1; 1) ÎÅ ŒÙÛÅ 1=2.

2. ðÕÓÔØ U n^{−1} = V n^{−1} = {1}.

ðÏÓËÏÌØËÕ l | ÎÅÞčÔÎÏÅ, −1 ∈ U l ∩ V l, Ô. Å. ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ t = 2s, 0 ⩽ s < k, ÞÔÏ U^2t = V^2t = {1}, Á U t ≠ {1} ÉÌÉ V t ≠ {1}. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2 Œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÐÒÏŒÅÒËÁ 2 ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ, ÞÔÏ n | ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ a^2t ≡ 1 (mod n), ÔÁË ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, Ó ËÁËÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ a^t ÎÅ ÒÁŒÎÏ ±1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ.

Á) ïÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U t, V t ÒÁŒÎÏ {1}. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, U t = = {1}. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ at ≢ −1 (mod n) (ÏÓÔÁÔËÕ −1 ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ ÏÓÔÁÔËÏŒ (−1; −1) ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ u; v).

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ 1. ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2 ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÁÒÕ ÏÓÔÁÔËÏŒ (1; ¸), ¸ ≠ 1.

Â) ïÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U t; V t ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÕÓÔØ |U t| = c, |V t| = d. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ËÁË a^t ≡ 1 (mod n), ÔÁË É a^t ≡ −1 (mod n), ÎÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2=(cd) ⩽ 1=2. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. ûÁÇ 2 Œ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÉÚÂÙÔÏÞÅÎ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ mk ÐÒÏŒÅÒËÉ 1, 2 ÄÁÀÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ.

3.5. BPP É ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3. BPP ⊆ P=poly.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÉ- ÌÉÔØ ÏÃÅÎËÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Ó (1=3; 2=3) ÄÏ ("; 1−"). þÉÓÌÏ " ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ y_0, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÉÚ BPP ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó R(x; y_0).

óÕÔØ ÚÄÅÓØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅ ÏÐÙÔÏŒ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂËÉ ", ÎÏ ÎÅ ÍÅÎÑ- ÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ŒÈÏÄÁ |x|. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

"2^{|x|} < 1. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÍÅÖÄÕ " É |x| ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÏÛÉÂÏË ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ x.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÓÐÏÍÎÉÍ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÔÏÌËÏŒÁÎÉÅ BPP, ÄÁÎÎÏÅ ÐÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1. åÓÌÉ ÄÏÌÑ ÓÌÏŒ r, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÛÉÂËÁ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ", ÔÏ ÄÏÌÑ ÔÅÈ ÓÌÏŒ r, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏ- ÄÉÔ ÏÛÉÂËÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ x, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ "2^|x^| < 1. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ É ÔÁËÉÅ r, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÏÛÉÂÏË ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ x. □

üÔÏ ÔÉÐÉÞÎÏÅ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ. íÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂSSÅËÔÁ Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÍÅÎØÛÅ 1. îÏ ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

4. éÅÒÁÒÈÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÑÚÙËÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ ÎÁ Ó. 18. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÐÉÓØ x ∈ L ÏÚÎÁÞÁÅÔ L(x) = 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÑÚÙËÏŒ. ëÌÁÓÓ ÄÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÊ co-A ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ËÏ ŒÓÅÍ ÑÚÙËÁÍ ÉÚ A. æÏÒÍÁÌØÎÏ L ∈ A ⇐⇒ (B^∗ \ L) ∈ co-A:

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÏŒ P, BPP, PSPACE ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P = co-P, BPP = co-BPP, PSPACE = co-PSPACE.

4.1. éÇÒÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÉÇÒÁÀÔ ÍÁÛÉÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÇÒÕ, Œ ËÏÔÏ- ÒÕÀ ÉÇÒÁÀÔ ÄŒÁ ÉÇÒÏËÁ, ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÂÅÌÙÅ (â) É ÞčÒÎÙÅ (þ). éÇÒÏËÁÍ ÓÏÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ x, É ÏÎÉ ÄÅÌÁÀÔ ÈÏÄÙ ÐÏ ÏÞÅ- ÒÅÄÉ (w_1 | ÐÅÒŒÙÊ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ, b_1 | ÐÅÒŒÙÊ ÈÏÄ ÞčÒÎÙÈ É Ô. Ä.). ëÁ- ÖÄÙÊ ÈÏÄ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎ ÓÌÏŒÏÍ ÄÌÉÎÙ p(|x|), ÇÄÅ p(·) | ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. éÇÒÁ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÏ- ÇÏ, ÞÉÓÌÁ ÈÏÄÏŒ.^{8)} òÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ W (x; w_1; b_1; : : :) ∈ P, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÉÇÒÁÌÉ ÂÅ- ÌÙÅ (ÎÉÞØÉÈ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÏÖÎÏÓÔØ W ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÉÇÒÁÌÉ ÞčÒÎÙÅ). ðÒÅÄÉËÁÔ W ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ É ÈÏÄÏŒ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÉÇÒÏËÁÍÉ: w_1; : : : | ÂÅÌÙÍÉ, b_1; : : : | ÞčÒÎÙÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ P ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ, ÐÒÅÄÉËÁÔ B(·) = ¬W (·), ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÉÊ ŒÙ- ÉÇÒÙÛ ÞčÒÎÙÈ, ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P.

ïÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÎÉÞØÉÈ É ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÈÏÄÏŒ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÐÒÉ ÚÁ- ÄÁÎÎÏÍ x ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ŒÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÌÉÂÏ ÄÌÑ ÂÅÌÙÈ, ÌÉÂÏ

8)îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÉÇÒÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÓÌÏÖÎÅÅ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ŒÅÒÈ- ÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏŒ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏŒ ÄÏ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÉ, ÎÉËÁË ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÈÏÄÙ ÐÒÉ ÐÏÄŒÅÄÅÎÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÉÇÒÙ.

ÄÌÑ ÞčÒÎÙÈ. (æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÈÏÄÏŒ.) ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÊ ÉÇÒÅ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÄŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ L_w ={x : â ÉÍÅÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ}; L_b ={x : þ ÉÍÅÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ}:

íÎÏÇÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Lw (ÉÌÉ Lb), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ŒÉÄÁÍ ÉÇÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ.

P: ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Lw (ËÁË É Lb, ŒÐÒÏÞÅÍ) ÄÌÑ ÉÇÒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ ÈÏÄÏŒ.

NP: ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Lw ÄÌÑ ÉÇÒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÌÙÅ ÄÅÌÁÀÔ 1 ÈÏÄ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ {x : ∃ w_1 W (x; w_1)}:

co-NP: ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Lb ÄÌÑ ÉÇÒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÌÙÅ ÄÅÌÁÀÔ 1 ÈÏÄ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ {x : ∀ w_1 B(x; w_1)}:

˚_2: ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Lw ÄÌÑ ÉÇÒ ÉÚ 2 ÈÏÄÏŒ: 1 ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ, 1 ÈÏÄ ÞčÒÎÙÈ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ {x : ∃ w_1 ∀ b_1 W (x; w_1; b_1)}:

óÌÏŒÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ, ÞÔÏ, ËÁË ÂÙ ÎÉ ÓÙÇÒÁÌÉ ÞčÒÎÙÅ, ÂÅÌÙÅ ŒÙÉÇÒÙŒÁÀÔ.

˝_2: ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Lb ÄÌÑ ÉÇÒ ÉÚ 2 ÈÏÄÏŒ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ŒÉÄÁ {x : ∀ w_1 ∃ b_1 B(x; w_1; b_1)} : : :

˚k: ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Lw ÄÌÑ ÉÇÒ ÉÚ k ÈÏÄÏŒ (Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞčÔÎÏÓÔÉ k ÐÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÈÏÄÑÔ ÌÉÂÏ ÞčÒÎÙÅ, ÌÉÂÏ ÂÅÌÙÅ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ

{x : ∃ w_1 ∀ b_1 : : : Q_k y_k W (x; w_1; b_1; : : :)} (ÅÓÌÉ k ÞčÔÎÏÅ, ÔÏ Qk = ∀, yk = bk=_2, ÅÓÌÉ k ÎÅÞčÔÎÏÅ, ÔÏ

Qk = ∃, yk = w(k+1)=2).

˝k: ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Lb ÄÌÑ ÉÇÒ ÉÚ k ÈÏÄÏŒ (Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞčÔÎÏÓÔÉ k ÐÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÈÏÄÑÔ ÌÉÂÏ ÞčÒÎÙÅ, ÌÉÂÏ ÂÅÌÙÅ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ

{x : ∀ w_1 ∃ b_1 : : : Q_k y_k B(x; w_1; b_1; : : :)} (ÅÓÌÉ k ÞčÔÎÏÅ, ÔÏ Qk = ∃, yk = bk=_2, ÅÓÌÉ k ÎÅÞčÔÎÏÅ, ÔÏ

Qk = ∀, yk = w(k+1)=2).

: : :

ëÌÁÓÓÙ ˚k É ˝k ŒÚÁÉÍÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ: ˚k = co-˝k, ˝k = co-˚k.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1 (ìÁÕÔÅÍÁÎ [35]). BPP ⊂ ˚_2 ∩ ˝_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓ BPP ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ BPP ⊂ ˚_2.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ĂÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒĄ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÑ É ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ. íÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ- ÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á X | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G. óŒÏÊÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÂÏÌØ- ÛÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔ ÍÁÌÙÈ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÓÄŒÉÇÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ ∃ g_1; : : :; g_k : ⋃ i g_iX = G: (4.1)

þÔÏÂÙ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k, ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏ- ÇÄÁ (4.1) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, É ËÏÇÄÁ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

åÓÌÉ k|X| < |G|; (4.2) ÕÓÌÏŒÉÅ (4.1) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÌÏÖÎÏ.

õÓÌÏŒÉÅ (4.1) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÉÓÔÉÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ g_1; : : :; g_k ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ ⋃ i g_iX = G ÂÏÌØÛÅ 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Pr[G\ ( ⋃ i g_iX ) ≠ ?] < 1. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÓÄŒÉÇ X ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ) ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÒÁŒÎÁ ÐÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ 1 − |X|=|G|. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ k ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÄŒÉÇÏŒ ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÒÁŒÎÁ (1 − |X|=|G|)k (ÐÏËÒÙÔÉÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ- ËÒÙŒÁÅÔÓÑ |G| ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ Pr[G\ ( ⋃ i g_iX ) ≠ ?] ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |G| (1 − |X|=|G|)k (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ). éÔÁË, ÐÒÉ |G| ( 1 − |X||G| )k < 1 (4.3)

ÕÓÌÏŒÉÅ (4.1) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÑÚÙË L ∈ BPP. äÌÑ ÎÅÇÏ, ËÁË ÏÂSS- ÑÓÎÑÌÏÓØ ŒÙÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ R(x; y) É ÐÏÌÉÎÏÍ p(·) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ |X_x|=2^{p(|x|)}, ÇÄÅ X_x = {y : (|y| = = p(|x|)) ∧ R(x; y)}, ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ÓÌÏŒÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÑÚÙËÕ (ÄÌÑ ÎÉÈ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ 1 − "), É ÓÌÏŒÁ, ÑÚÙËÕ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ (ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÍÅÎØÛÅ "). ðÁÒÁÍÅÔÒ " ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÚÖÅ, ÓÅÊÞÁÓ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÍÁÌÁ, ËÁË ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ ÎÁ Ó. 36 ÐÏÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.1.

œŒÅÄčÍ ÉÓËÕÓÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÌÏŒ y ÄÌÉÎÙ p(|x|) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÂÙÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÏÚØÍčÍ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÄŒÁ). úÁÐÉÛÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ˚_2-ÕÓÌÏŒÉÅ

∃ g_1; : : :; g_k ∀ y ( (|y| = p(|x|)) ⇒ ⇒ ((y ∈ g_1Xx) ∨ (y ∈ g_2Xx) ∨ · · · ∨ (y ∈ gkXx)) ) : äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ: ÂÅÌÙÅ ÓŒÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ k ÓÌÏŒ (ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ), Á ÞčÒÎÙÅ | ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÐÏ ÉÈ ÍÎÅÎÉÀ, ÎÅ ÐÏËÒÙÔ ÓÄŒÉÇÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Xx ÎÁ ÓÌÏŒÁ gi, ÎÁÚŒÁÎÎÙÅ ÂÅÌÙÍÉ.

õÓÌÏŒÉÅ (4.2) Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ "k < 1, Á ÕÓÌÏŒÉÅ (4.3): 2p^{(|}x^{|)}"k < 1. üÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÏŒ. íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ k ÐÏÒÑÄËÁ p(|x|) É " ÐÏÒÑÄËÁ p^{−1}(|x|). □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. éÍÅÅÔÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ĂÐÏËÁÚÙŒÁÅÔĄ, ÞÔÏ ŒÒÅÍÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ BPP ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏ- ÍÕ, ÍÅÎØÛÅ 2n^ε ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ". éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ÐÓÅŒÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÁËÏÊ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÂÉÔÏŒ ÄÌÉÎÙ k ÓÔÒÏÉÔ ÎÁÂÏÒ ÄÌÉÎÙ k^′, ÇÄÅ k^′ ≫ k. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ËÏ- ÒÏÔËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏ, ÔÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÒÅÓÕÒÓÁÍÉ (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ) ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÉÈ ÏÔ ÐÏ- ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ. üÔÏ ÐÏÑÓÎÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÓÅŒÄÏÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÐÓÅŒÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ, ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ. éÈ ÚÁŒÅ- ÄÏÍÏ ÎÅÔ, ÅÓÌÉ P = NP. îÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ P = ˚_2 = BPP.

åÓÌÉ ÖÅ P ≠ NP É ÅÓÔØ ÐÓÅŒÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁ- ÈÏÄÉÔØ ÚÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ŒÒÅÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ BPP, ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ R(x; y) ÉÚ ÏÐÒ. 3.2 ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÓÅŒÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ y.

ïÓÔÁčÔÓÑ ĂÎÅÂÏÌØÛÏÊĄ ÄÅÆÅËÔ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ: ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÏÈÏ- ÄÉÔ ÐÒÉ P ≠ NP É ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÉ ÐÓÅŒÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏŒ. ôÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÁÌÏŒÅÒÏÑÔÎÏÊ.

4.2. ëÌÁÓÓ PSPACE. ëÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, Œ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÐÏÐÁÄÁ- ÀÔ ÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ ÎÁ íô, ÉÓÐÏÌØÚÕÀ- ÝÅÊ ÐÁÍÑÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. ëÌÁÓÓ PSPACE ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÇÒÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2. L ∈ PSPACE ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ- ŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÉÇÒÁ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÞÉÓÌÏÍ

ÈÏÄÏŒ É ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, ÞÔÏ L = {x | | â ÉÍÅ- ÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ⇐= ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÑÚÙË, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÉÇÒÏÊ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ PSPACE. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ p(|x|). ïÐÒÅÄÅ- ÌÉÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÎÁÂÏÒ ÍÁÛÉÎ ôØÀÒÉÎÇÁ Mk ÄÌÑ k = 0; : : :; p(|x|). ëÁ- ÖÄÁÑ Mk ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÞÁÌÕ ÉÇÒÙ x; w_1; b_1; : : : ÄÌÉÎÙ k ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ŒÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ Õ â. ðÏÓÌÅÄÎÅÊ Œ ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ ÍÁÛÉÎÅ M_{p(|x|)} ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ W (x; w_1; : : :). íÁÛÉÎÁ M_k ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ (k + 1)-ÇÏ ÈÏÄÁ É ËÏÎÓÕÌØÔÉÒÕÅÔÓÑ Ó Mk_{+1} ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÉÇÒÙ. åč ÏÃÅÎËÁ ÉÇÒÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ: ÅÓÌÉ ÔÅËÕÝÉÊ ÈÏÄ Õ â, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊ- ÔÉ ÏÄÉÎ ÈÏÄ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ Mk_{+1} ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ â. åÓÌÉ ÔÅËÕÝÉÊ ÈÏÄ Õ þ, ÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ŒÁÒÉÁÎÔÁÈ Mk_{+1} ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ â. íÁÛÉÎÁ M_0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ŒÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ â Œ ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ ÉÇÒÙ É ÄÌÑ Åč ÒÁÂÏÔÙ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÓÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÁÛÉÎ Mk. îÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÁÛÉÎ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÕÀ) ÐÁÍÑÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÅÓØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔ ÌÉÛØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ.

=⇒ ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÍÁÛÉÎÁ M, ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÁÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ Œ ÑÚÙË L ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ S ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÄÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ŒÒÅÍÑ 2O^(S^) (ŒÓč ÎÁÞÎÅÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÉÓÞÅÒÐÁÅÍ ŒÓÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁÛÅÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ, Á ÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ |A|S ·|Q|·S, ÇÄÅ Q; A | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ É ÁÌÆÁŒÉÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ íô). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎÙ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ 2q, ÇÄÅ q = O(p(|x|)).

þÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÐÒÏÝÅ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÉÇÒÕ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÚÁŒÅÒ- ÛÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ íô ÓÏÈÒÁÎÑÌÁ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ.

éÇÒÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. âÅÌÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ŒÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏŒÅ x ÒÁŒÅÎ ĂÄÁĄ, Á ÞčÒÎÙÅ ÈÏÔÑÔ ÜÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ. âÅÌÙÅ ÓŒÏ- ÉÍ ÐÅÒŒÙÍ ÈÏÄÏÍ ÄÅËÌÁÒÉÒÕÀÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ M (ÓÔÒÏËÁ, ÚÁÐÉÓÁÎ- ÎÁÑ ÎÁ ÌÅÎÔÅ, ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÔÁÀÝÅÊ ÇÏÌÏŒËÉ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ) ÐÏÓÌÅ 2q^{−1} ÔÁËÔÏŒ. þčÒÎÙÅ ÓŒÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ŒÙÂÉÒÁÀÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ: ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏ (2q^{−1})-ÇÏ ÔÁËÔÁ ÉÌÉ ÏÔ (2q^{−1})-ÇÏ ÔÁËÔÁ ÄÏ ËÏÎÃÁ. âÅÌÙÅ ÄÅËÌÁÒÉÒÕÀÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ M Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ. äÁÌÅÅ ŒÓč ÐÏŒÔÏÒÑÅÔÓÑ: þ ŒÙÂÉÒÁÅÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÏÌÏŒÉÎÏË, â ÄÅËÌÁÒÉÒÕÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ M Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎËÉ É Ô. Ä.

éÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ 1. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ËÏÎÃÏŒ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ Œ

ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÇÒÙ ÂÙÌÉ ÎÁÚŒÁÎÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ M. åÓÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÁŒÏÇÏ ËÏÎÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÌÅŒÏÇÏ ËÏÎÃÁ ÚÁ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ M, ÔÏ â ŒÙÉÇÒÁÌÉ, ÉÎÁÞÅ ŒÙÉÇÒÁÌÉ þ.

åÓÌÉ ÏÔŒÅÔ M ÎÁ ÓÌÏŒÅ x ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ĂÄÁĄ, ÔÏ ÂÅÌÙÍ ÎÕÖÎÏ ŒÓč ŒÒÅÍÑ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÁŒÄÕ, ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÉÍ ŒÙÉÇÒÙÛ.

åÓÌÉ ÏÔŒÅÔ M ÎÁ ÓÌÏŒÅ x | ĂÎÅÔĄ, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÈÏÄÅ ÂÅÌÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ (ÉÌÉ ÎÁ ÏÂÏÉÈ) ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÏÛÉÂËÁ. þ ÄÏÌÖÅÎ ÕËÁÚÙŒÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË. □

úÁÄÁÞÁ 4.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÑÚÙËÏŒ, ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÅÍÙÈ ÎÅÄÅÔÅÒ- ÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÍÁÛÉÎÁÍÉ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÍÉ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ S, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓÅ ÑÚÙËÏŒ, ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÅÍÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÍÁÛÉÎÁÍÉ, ÒÁÂÏ- ÔÁÀÝÉÍÉ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ poly(S).

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ËÌÁÓÓÏŒ ˚k, ˝k Œ ËÌÁÓÓ PSPACE. œÚÁÉÍÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ, ÐÏËÁÚÁÎ- ÎÏÊ ÓÌÅŒÁ. îÁ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÏÔ Â«ÏÌØÛÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÊÔÉ, ÄŒÉÇÁÑÓØ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ. œÎÉÚÕ ÒÁÓ- ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ P, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÉÇÒÁÍ Ó 0 ÈÏÄÏŒ, ÚÁÔÅÍ ÉÄÕÔ ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ËÌÁÓÓÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÉÇÒÁÍ Ó ËÏ- ÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÈÏÄÏŒ (ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÈÏÄÁ ÜÔÏ NP É co-NP, ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÈÏÄÏŒ | ˚_2 É ˝_2 É Ô. Ä.). úÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÁ ËÌÁÓÓÏÍ PSPACE, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÉÇÒÁÍÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ | ŒÒÅÍÑ ÉÇÒÙ ÄÏÌÖ- ÎÏ ÂÙÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÒÁÚ- ÍÅÒÏÍ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. íÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁ- ÌÉ ŒÓÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÙÅ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ. îÉ ÐÒÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÓÔÒÏÇÉÍ. âÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓËÁÖÅÍ, P = PSPACE. ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ É ÔÁË, ÞÔÏ PSPACE = EXPTIME, ÇÄÅ EXPTIME ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ (ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÉÊÓÑ ÎÁÍÉ) ËÌÁÓÓ ÑÚÙËÏŒ, ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÚÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ 2^{poly(}n^). œÐÒÏÞÅÍ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÐÕÌÑÒÎÁ ÇÉÐÏÔÅ- ÚÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÙÅ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ | ÓÔÒÏÇÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 4.2. íÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ A | ÜÔÏ íô Ó ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÏÊ ÏÒÁËÕÌØÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ, ËÕÄÁ ÏÎÁ (ÍÁÛÉÎÁ) ÍÏÖÅÔ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÓÌÏ- ŒÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÚÁ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ

ÎÁ ÏÒÁËÕÌØÎÏÊ ÌÅÎÔÅ ÓÌÏŒÏ ÑÚÙËÕ A. ðÏ ÄŒÕÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ X É Y ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓ X^Y ÔÁËÉÈ ÑÚÙËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁÍÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ X Ó ÏÒÁËÕÌÁÍÉ ÉÚ Y.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P^{˚k} = P^{˝k} ⊆ ˚k_{+1} ∩ ˝k_{+1}.

œ ËÌÁÓÓÅ PSPACE ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÏÌÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÏÊ ÓŒÏÄÉÍÏÓÔÉ). ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

úÁÄÁÞÁ TQBF. úÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ T QBF (x) ⇔ x ÅÓÔØ ÉÓÔÉÎÎÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁÍÉ (True Quanti˛ed Boolean Formula), Ô. Å. ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÉÄÁ

Q1 y1 : : : Qn ynF (y1; : : :; yn);

ÇÄÅ yi ∈ B, F | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á

Qi | ÌÉÂÏ ∀, ÌÉÂÏ ∃. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (∀ y1 A(y1)) =

= (A(0) ∧ A(1)), Á (∃ y_1 A(y_1)) = (A(0) ∨ A(1)).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.3. TQBF PSPACE-ÐÏÌÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓŒÅÄ«ÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÑÚÙËÁ L ∈ PSPACE Ë ÚÁÄÁÞÅ TQBF. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÍ íô, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙ (ÐÒÅÄÉËÁÔ W (·)), Œ ÓÈÅÍÕ, Á ÈÏÄÙ ÉÇÒÏËÏŒ ÚÁËÏÄÉÒÕÅÍ ÂÕÌÅŒÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ôÏÇÄÁ ÎÁÌÉÞÉÅ ŒÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ Õ ÂÅÌÙÈ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ

∃ w^1 ∃ w^2_1 : : : ∃ w^{p(|x|)}_1 ∀ b^1 : : : ∀ b^{p(|x|)}_1 S(x; w^1; w^2_1; : : :); ÇÄÅ S(·) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ.

þÔÏÂÙ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ S Œ ÂÕÌÅŒÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÄÏÂÁŒÉÍ ÎÏŒÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ y_i (ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÐÒÉ i-Í ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÉ Œ ÓÈÅÍÅ) É ÚÁÍÅÎÉÍ S(·) ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ŒÉÄÁ

∃ y_1; : : :; ∃ y_{ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ} (y_1 ⇔ R_1) ∧ · · · ∧ (y_s ⇔ R_s) ∧ y_s; ÇÄÅ s | ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ, Ri | ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ i-ÇÏ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÏÌÕÞÉÍ ËŒÁÎÔÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÂÕÌÅŒÕ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ x ∈ L. □

þÁÓÔØ II

ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ëÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ, ÏÂÙÞÎÙÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÀÔ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÐÒÉÒÏÄÏÊ. œ ÎÉÈ ŒÙÐÏÌÎÑ- ÀÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (ÄÅÊÓÔŒÉÑ Ó 0 É 1), Á Œ ÐÒÉÒÏÄÅ ÅÓÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÁÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ, Ô. Å. ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ.^{9)} üÔÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÏÊ. õÓÔÒÏÊÓÔŒÁ (ÒÅÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ ŒÏÏÂÒÁ- ÖÁÅÍÙÅ), ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÜÔÕ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËŒÁÎÔÏŒÙÍÉ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁÍÉ.

úÁÒÁÎÅÅ ÎÅÑÓÎÏ, ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÀÔÓÑ ÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ë ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. óÅÊÞÁÓ ÅÓÔØ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÐÏ- ÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏŒ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ Åč ÒÅÛÅÎÉÑ, Á ÄÌÑ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏŒ ÔÁËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÅÓÔØ.

ïÂÙÞÎÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓ- ÌÁ ÂÉÔÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÂÉÔ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ 0 ÉÌÉ 1. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ŒÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÓÅÈ ÂÉÔÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Bn = {0; 1}n ËÏÎÅÞÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ 2n.

ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ q-ÂÉÔÁÍÉ. ëÁÖÄÙÊ q-ÂÉÔ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ŒÙ- ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ q-ÂÉÔÙ ÓÐÉÎÁÍÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ĂÓÐÉÎ ŒŒÅÒÈĄ É ĂÓÐÉÎ ŒÎÉÚĄ). õËÁÚÁÎÉÅ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ q-ÂÉÔÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁčÔ ÎÅ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á ÔÏÌØËÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ. œÏÚÍÏÖÎÙ ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÂÁÚÉÓ- ÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. âÁÚÉÓÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ

9)ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÉÒÏÄÅ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÌÉÛØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ | ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 7.

ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ |x_1; : : :; xn⟩, ÇÄÅ xj ∈ B, ÉÌÉ |x⟩, ÇÄÅ x ∈ B n. ðÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ^{10)} | ⟩ = ∑ (x1;:::;xn)∈B^n

c_{x1;:::;xn} |x_1; : : :; x_n⟩; ÇÄÅ ∑ (x1;:::;xn)∈B^n

|c_{x1;:::;xn} |^2 = 1:

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ (ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

óÏÓÔÏÑÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ

� � · · · � ÂÉÔÙ x1 x2 . . . xn xj ∈ B � � · · · � q-ÂÉÔÙ ÂÁÚÉÓÎÏÅ: | x1, x2, . . . , xn ⟩, xj ∈ B ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ: ∑ x∈B^n cx|x⟩, ÇÄÅ ∑ x∈B^n |cx|^2 = 1

îÅÂÏÌØÛÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ŒÅËÔÏÒ ∑ x c_x|x⟩ ÎÁ ÆÁÚÏŒÙÊ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌØ ei’ (’ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉ- ÍÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÑ.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÐÉÛÅÍ, ËÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ ŒÏÚÍÏÖÎÙ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ, Á ËÁËÉÅ | Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ: ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ | ÜÔÏ ÆÕÎ- ËÃÉÉ ÉÚ B^n Œ B^n .

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ | ÜÔÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÄÌÉÎÕ ŒÅËÔÏ- ÒÁ ∑ x∈B^n |cx|^2. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÓÉÓÔÅ- ÍÁÍ. òÅÁÌØÎÙÊ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ | ÜÔÏ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (œÓÅÌÅÎÎÏÊ), ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÍÉÒÏÍ. ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÑ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ Œ ÒÁÚ- ÄÅÌÁÈ 9{10.

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ. ëÁË É Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÍÁ- ÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÉÌÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÓÈÅÍÙ. íÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÄÈÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏ ÒÑÄÕ ÐÒÉÞÉÎ.

10)óËÏÂËÉ | . . . ⟩ Œ ÚÁÐÉÓÉ |ψ⟩ ÎÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÎÉËÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÏÂSSÅËÔÏÍ ψ | ÏÎÉ ÐÒÏÓÔÏ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ψ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÏÍ.

5. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ n q-ÂÉÔÏŒ C^{2n} ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ C^2 ⊗ : : : ⊗ C^2 = ( C^2

)_⊗n . óÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ q-ÂÉÔÁ.

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L É M, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÙ ÂÁÚÉÓÙ {e_1; : : :; el} É {f_1; : : :; fm}, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ej ⊗ fk. (œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ej ⊗ fk | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ (ej; fk), Ô. Å. ÐÒÏÓÔÏ ÐÁÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ.) òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ lm (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÓÏÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÅÊ).

ôÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, Ô. Å. ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. íÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ) Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e ⊗ f, ÇÄÅ e ∈ L, f ∈ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÐÅÒÅÍÎÏ- ÖÁÅÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏ- ÒÁÍÉ ŒÉÄÁ (e_1 + e_2) ⊗ f − e_1 ⊗ f − e_2 ⊗ f; e ⊗ (f_1 + f_2) − e ⊗ f_1 − e ⊗ f_2; (–e) ⊗ f − e ⊗ (–f); –(e ⊗ f) − (–e) ⊗ f:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ 0.

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ): ÄÌÑ C^2 | {|0⟩; |1⟩}, Á ÄÌÑ ( C^2

)_⊗n | {|x_1; : : :; x_n⟩}; x_j ∈ B. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^2 Ó ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ B. œÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÜÔÏ ÚÁÄÁčÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ëÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ cx_1;:::;x_n ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ | ⟩ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÍ- ÐÌÉÔÕÄÁÍÉ. éÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ |cx_1;:::;x_n |^2 ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ëÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÒÁŒÎÁ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÁÇÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ. (œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ ÐÏÚÖÅ; ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ | ÉÚÕÞÁÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ B^⊗n).

íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ (É ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ) ÐÒÉÎÑÔÙÅ Œ ÆÉÚÉËÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ É ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (ÉÈ ŒŒčÌ äÉÒÁË). œÅËÔÏÒÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ

|⟩, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | ⟨|”⟩. åÓÌÉ |⟩ = ∑ x a_x|x⟩ É |”⟩ = = ∑ x b_x|x⟩, ÔÏ ⟨|”⟩ = ∑ x a^∗_xb_x. (úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ a^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ.) œ ÚÁÐÉÓÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓËÏÂËÉ ÎÕÖÎÙ ÌÉÛØ ĂÄÌÑ ËÒÁÓÏÔÙĄ | ÏÎÉ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁ ÔÉÐ ÏÂSSÅËÔÁ É ÐÒÉÄÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ (ÓÍ. ÎÉÖÅ). œÍÅÓÔÏ |⟩ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ , ÈÏÔÑ ÜÔÏ É ÎÅ ÐÒÉÎÑÔÏ. ðÏÜÔÏÍÕ |_1 +_2⟩ = |_1⟩ + |_2⟩ | É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÅËÔÏÒ _1 + _2.

óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ^{11)} É ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ, Ô. Å.

⟨_1 + _2|”⟩ = ⟨_1|”⟩ + ⟨_2|”⟩; ⟨|”_1 + ”_2⟩ = ⟨|”_1⟩ + ⟨|”_2⟩; ⟨c|”⟩ = c^∗⟨|”⟩; ⟨|c”⟩ = c⟨|”⟩: åÓÌÉ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÚÑÔØ ÌÅŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÕ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÒÁ-ŒÅËÔÏÒ ⟨|, Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ËÅÔ-ŒÅËÔÏÒÁÈ (ŒÅËÔÏÒÁÈ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ). âÒÁ- É ËÅÔ-ŒÅËÔÏÒÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ. (ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÕÖÎÏ ÉÈ ËÁË-ÔÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ | ÉÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ É ÂÙÌÉ ŒŒÅÄÅÎÙ ÕÇÌÏŒÙÅ ÓËÏÂËÉ.) éÚ-ÚÁ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ⟨c| = c^∗⟨|. âÒÁ-ŒÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÒÏËÉ, Á ËÅÔ- ŒÅËÔÏÒ | Œ ŒÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÁ (ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ):

⟨| = c^∗_0⟨0| + c^∗_1⟨1| = (c^∗_0; c^∗_1); |⟩ = c_0|0⟩ + c_1|1⟩ = ( c_0 c_1 ) : úÁÐÉÓØ ⟨|A|”⟩ (A | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ) ÍÏÖÎÏ ÔÏÌËÏŒÁÔØ ÄŒÏÑ- ËÏ: ÌÉÂÏ ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ ⟨| ÎÁ ŒÅËÔÏÒ A|”⟩, ÌÉÂÏ ËÁË | ⟨|A ÎÁ |”⟩. ôÁË ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^†: ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ, ⟨A^†| (ÂÒÁ-ŒÅËÔÏÒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ A^†|⟩) ÒÁŒÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ ⟨|A. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ⟨A^†|”⟩ = ⟨|A|”⟩: õÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. õÓÌÏŒÉÅ ⟨”|⟩ = ⟨U”|U |⟩ = ⟨”|U^†U |⟩ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ U^†U = I (ÇÄÅ I | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ).

îÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ B^⊗n ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ: ( ⟨_1| ⊗ ⟨_2| )( |”_1⟩ ⊗ |”_2⟩ ) = ⟨_1|”_1⟩ ⟨_2|”_2⟩ :

11)ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ Œ ÕÎÉÔÁÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ. ïÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (A ⊗ B)|⟩ ⊗ |”⟩ = A|⟩ ⊗ B|”⟩: åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÄÁÎÙ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ŒÉÄÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, Ô. Å. A = ∑ j;k a_{jk}|j⟩⟨k|; B = ∑ j;k b_{jk}|j⟩⟨k|

(ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ |j⟩⟨k| | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ: |j⟩⟨k| |⟩ = ⟨k|⟩|j⟩), ÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ C = A⊗B ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ c_(jk_{)(}lm_) = ajlbkm.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÞÉÔÁÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ (ŒÙÐÏÌÎÑÅÍÙÈ ÚÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ŒÒÅÍÅÎÉ).

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ B^n Œ B^n , ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ (ÎÅ ÚÁ- ŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ n) ÞÉÓÌÁ ÂÉÔÏŒ É ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÂÉÔÏŒ.

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅ- ÇÏ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ B^{⊗r} , ÇÄÅ r ÍÁ- ÌÏ (r = O(1)), É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÑÈ.

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ q-ÂÉÔÏŒ A, É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ U[A]. (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, U[1; : : :; r] = = U ⊗ I ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÐÅÒŒÙÈ r q-ÂÉÔÁÈ.)

ðÒÉÍÅÒ 5.1. ðÒÉŒÅÄčÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ H[2], ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ B^{⊗3}. ïÐÅÒÁÔÏÒ H = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ q-

ÂÉÔ, ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ. âÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ: ÏÔ |000⟩ ÄÏ |111⟩.

H[2] = 1√ 2

1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 1 0 −1

:

ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ r = 2, ÔÏÇÄÁ U | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ 4 × 4, U ⊗ I | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n × 2n, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÂÌÏËÉ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ U. üÔÁ ÍÁ-

ÔÒÉÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÛÁÇ. ëÏÇÄÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ë ÒÁÚÎÙÍ ÐÁÒÁÍ q-ÂÉÔÏŒ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ŒÙÇÌÑÄÅÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. îÅ ŒÉÄÎÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ, ËÒÏÍÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÍÅÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ŒÅÌÉËÉ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÄÌÑ ÉÈ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ.

úÁÍÅÔÉÍ ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ. ðÕÓÔØ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Uxy ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

U = U^{(l)}[j_l; k_l] U^{(l−1)}[j_{l−1}; k_{l−1}] · : : : · U^{(2)}[j_2; k_2] U^{(1)}[j_1; k_1]: ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ( U^{(l)} · : : : · U^{(1)} ) xlx0 = ∑ xl−1;:::;x1

U^{(l)}_{xlxl−1} · : : : · U^{(1)}_{x1x0} : (5.1)

(úÄÅÓØ x_0; : : :; xl | ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÏÊ n ÂÉÔÏŒ.) äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÕÍ- ÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (l − 1)-ÇÏ ÒÅÇÉÓÔÒÁ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÔÅËÕÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_{l−1}; : : :; x_1, ÅÝč ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÇÉÓÔÒÁ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ É ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÒÅÇÉÓÔÒÏŒ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏ- ÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÈÅÍÁ. ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÂÁÚÉÓ). ôÏÇÄÁ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÈÅÍÁ Œ ÂÁ- ÚÉÓÅ A | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ U_1[A_1]; : : :; Ul[Al], ÇÄÅ Aj | ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ q-ÂÉÔÏŒ, Uj ∈ A.

ïÐÅÒÁÔÏÒ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ. üÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : B^{⊗n} → B^{⊗n}, ÒÁŒÎÙÊ U_l[A_l] · : : : · U_1[A_1].

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏÓÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÄÉÍ ÅÝč ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ U : B^{⊗n} → B^{⊗n}, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÊ ÓÈÅÍÏÊ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎ- ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. üÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ W = U_l[A_l] · : : : · U_1[A_1];

ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÁ N q-ÂÉÔÏŒ, N ⩾ n, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ |⟩ ∈ B^⊗n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ W (|⟩ ⊗ |0N^−n⟩) = (U |⟩) ⊗ |0N^−n⟩.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ĂÂÅÒčÍ ÎÁÐÒÏËÁÔĄ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÁÍÑÔØ, ÚÁ- ÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÎÕÌÑÍÉ, É ÄÏÌÖÎÙ ŒÏÚŒÒÁÔÉÔØ ÅÅ Œ ÐÒÅÖÎÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ëÁ- ËÏÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ? úÁÞÅÍ ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ ŒÅÒÎÕÌÉÓØ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |0N^−n⟩? îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÞÉÓÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ, ÏÄÎÁËÏ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÅËÔÏÒ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÑ Œ ËÏÎÃÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÙÌ ÒÁÚÌÏÖÉÍ, Ô. Å. ÉÍÅÌ ŒÉÄ |^′⟩ ⊗ |”^′⟩ (Ó

ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ |”^′⟩). åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, ÔÏ ÐÅÒŒÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ |^′⟩, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏ ŒÔÏÒÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ (ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÁÍÑÔØ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÂÙÔØ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÚÁÐÕÔÁÎÎÙÍĄ (entangled), ÐÏÜÔÏ- ÍÕ ÐÅÒŒÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔ ŒÔÏÒÏÊ.

Ă: : :îÅÌØÚÑ ÏÔÓÏÅÄÉÎÉÔØ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÐÒÉÎÔÅÒ ÏÔ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, ÐÏËÁ ÉÄčÔ ÒÁÂÏÔÁ, ÉÎÁÞÅ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÏÂÁ ÐÒÉÂÏÒÁ ÉÓÐÏÒÔÑÔÓÑ.Ą

á. ûÅÎØ

6. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ É ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÅÍ

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÏÂSSÅËÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ. ìÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ G: B k → B k ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ^G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ B^⊗k, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ^G|x⟩^{def}= |Gx⟩.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 5.1, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÌÁÓÓÉ- ÞÅÓËÉÅ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. ïÂÒÁÔÉÍÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÓÈÅÍÁ. ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ŒÉÄÁ G: B k → B k (ÂÁÚÉÓ). ïÂÒÁ- ÔÉÍÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÓÈÅÍÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ A | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒÏË U_1[A_1]; : : :; Ul[Al], ÇÄÅ Aj | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÉÔÏŒ, Uj ∈ A.

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ. üÔÏ ÐÒÏÉÚ-

ŒÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË Ul[Al] · : : : · U_1[A_1].

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ U , ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÓÈÅÍÏÊ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙ- ÓÌÅ. üÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË W = U_l[A_l] · : : : · U_1[A_1] (ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÁ N ÂÉÔÏŒ, N ⩾ n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Bn ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ W (x; 0N^−n) = ( Ux; 0^{N−n} ) . œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÆÕÎËÃÉÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÂÕÌÅŒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉ- ÚÏŒÁÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ? ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÓÈÅÍÙ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÉ. ðÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÔÁË. œÍÅÓÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F : B n → B m ÂÕÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ F_⊕ : Bn^+m → B n^+m , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ F_⊕(x; y) = (x; y ⊕ F (x)) (ÚÄÅÓØ ⊕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏ- ÂÉÔÏŒÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2). ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F (x) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁË: F_⊕(x; 0) = (x; F (x)).

þÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÂÕÌÅŒÙÍÉ ÓÈÅ- ÍÁÍÉ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÎÁ ÄŒÕÈ ÂÉÔÁÈ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÁ ÎÁ ÄŒÕÈ ÂÉÔÁÈ g : B^2 → B^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÐÒÉ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B É ÐÏÌÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ F_2): g(x; y) = (ax ⊕ by ⊕ c; dx ⊕ ey ⊕ f), ÇÄÅ a, b, c, d, e, f ∈ F_2. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÙÞÉÓÌÑÅÍÙÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ Œ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÎÁ ÄŒÕÈ ÂÉÔÁÈ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ.

á ŒÏÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÎÁ ÔÒčÈ ÂÉÔÁÈ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÁÌÉÚÏ- ŒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ ÂÁÚÉÓ ÌÉÛØ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÏÔ- ÒÉÃÁÎÉÅ ¬ É ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ ∧_⊕ : (x; y; z) → (x; y; z ⊕ xy). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÎÁÐÒÏËÁÔ ÂÉÔÙ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ 0 É ŒÏÚŒÒÁÝÁÔØ ÉÈ ÐÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÊ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 6.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÈÅÍ ÐÏÌÎÏÔÕ ÂÁÚÉÓÁ, ÓÏÓÔÏÑ- ÝÅÇÏ ÉÚ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ É ÜÌÅÍÅÎÔÁ ôÏÆÆÏÌÉ.

ìÅÍÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F : B n → Bm ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÂÕÌÅŒÏÊ ÓÈÅ- ÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ L Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ A. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ (x; 0) → (F (x); G(x)) ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(L) Œ ÂÁ- ÚÉÓÅ A_⊕, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ f_⊕ (f ∈ A), Á ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ

he: (x; y) → (x; x ⊕ y)._{úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.1. ðÏÍÉÍÏ ĂÐÏÌÅÚÎÏÇÏĄ ÏÔŒÅÔÁ F (x) ÓÈÅÍÁ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ}

Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÌÅÍÍÙ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔ ĂÍÕÓÏÒĄ G(x).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.2. óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÏÐÅÒÁÃÉÉ he | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ÂÉÔÁ (ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y ÒÁŒÎÏ 0). œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Controlled NOT ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÕÔ ÑÓÎÙÍÉ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.3. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÃÉÀ (↔): (a; b) → (b; a) ÍÏÖÎÏ ÍÅ- ÎÑÔØ ÂÉÔÙ ÍÅÓÔÁÍÉ Œ ÚÁÐÉÓÉ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÂÉÔÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÔØ Œ ÂÁÚÉÓÅ he, ÔÁË ËÁË (↔)[j; k] = he[j; k] he[k; j] he[j; k]:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÚØÍčÍ ÓÈÅÍÕ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ F . ðÕÓÔØ ŒÈÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ | ÜÔÏ x_1; : : :; xn. œÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÈÅÍÙ É ÂÉÔÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ | ÜÔÏ xn_{+1}; : : :; xn_+L; Œ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÅ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÍ ÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÉÔÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ 0.

ëÁÖÄÏÅ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÅ Œ ÓÈÅÍÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ xn_+k := fk(xj_k ; : : :; xl_k ), f_k ∈ A, j_k; : : :; l_k < n + k. œ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÅ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ (xj_k ; : : :; xl_k ; xn_+k) := (fk)_⊕(xj_k ; : : :; xl_k , x_{n+k}), Ô. Å. x_{n+k} := x_{n+k} ⊕ f_k(x_{jk} ; : : :; x_{lk} ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÙÌÉ ÒÁŒÎÙ 0, ÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ, ËÁË É Œ ÂÕÌÅŒÏÊ ÓÈÅÍÅ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÂÉÔÙ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÆÏÒÍÁÔ ÏÔŒÅÔÁ.

œÅÓØ ÐÒÏÃÅÓÓ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÏÊ (ÎÁÄ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÐÏÄÐÉÓÁÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÉÔÏŒ, ŒÎÕÔÒÉ | ÉÈ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÍÏÅ):

n L − m m x 0 0 ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ x xn+1 : : : xL−m F (x) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÂÉÔÏŒ F (x) G(x) □

ìÅÍÍÁ 6.2 (ÏÞÉÓÔËÁ ÍÕÓÏÒÁ). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ F_⊕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(L + n + m) (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÉÔÏŒ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÏÞÉÓÔËÉ ÍÕÓÏÒÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ÏÂÒÁÔÉ- ÍÏÓÔØ. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ F_⊕ ÓÈÅÍÏÊ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÔÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 6.1.

n L m x 0 y ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 6.1 m L + n − m m F (x) G(x) y ÓÌÏÖÅÎÉÅ F (x) É y ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 F (x) G(x) F (x) ⊕ y ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ,

ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÛÁÇÅ x 0 F (x) ⊕ y □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.4. ïÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÌÉÓØ ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ, ËÁËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ). áÎÁÌÉÚ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÐÏÔÅÒÉ ÜÎÅÒÇÉÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ Ë ÎÕÌÀ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÒÏÍÅ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ. ëÏÇÄÁ

ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÉÒÁÎÉÅ ÂÉÔÁ), ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (0 É 1) ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ (0). ïÄÎÁËÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÙ ÎÁ ÍÉËÒÏÕÒÏŒÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÏÔÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÔÁÒÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ (0 É 1) ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÈÒÁÎÉÔØÓÑ Œ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÎÅËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÍÙÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÓŒÏÂÏÄÙ. üÔÏ ÍÏÖ- ÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÁ (ÜÎÔÒÏÐÉÉ), ËÏÔÏÒÏÅ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ ÐÒÏÑŒÉÔÓÑ Œ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÓÒÅÄÅ Œ ŒÉÄÅ ÔÅÐÌÁ. œÅÌÉÞÉ- ÎÁ ÜÎÅÒÇÉÉ, ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÄÌÑ ÓÔÉÒÁÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ, ÏÞÅÎØ ÍÁÌÁ (≈ kT ), ÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ. ðÏÔÅÒÑ ÜÎÅÒÇÉÉ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÓÔÉÒÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÒÉ ÆÏÒÍÁÔÉÒÏŒÁÎÉÉ ÖčÓÔËÏÇÏ ÄÉÓËÁ čÍËÏÓÔØÀ 1 çÂ ÒÁŒÎÁ 3·10^{−11} äÖ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÚÁÔÒÁÔÁÍ ÜÎÅÒÇÉÉ ÎÁ ÓÄŒÉÇ ÇÏÌÏŒËÉ ÄÉÓËÁ ÎÁ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÁÔÏÍÁ ŒÏÄÏÒÏÄÁ. üÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÍÅÎØÛÅ ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ ÇÏÌÏŒËÉ ÐÒÉ ÆÏÒÍÁÔÉÒÏŒÁÎÉÉ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ čÍËÏÓÔØ ÄÉÓËÏŒ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÂÙ- ÓÔÒÏ, ËÁË Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ, ÔÏ Ë ËÏÎÃÕ XXIII ŒÅËÁ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÔÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ ÖčÓÔËÏÇÏ ÄÉÓËÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÜÎÅÒÇÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÏÄÏŒÏÍÕ ÉÚÌÕÞÅÎÉÀ óÏÌÎÃÁ.

ìÅÍÍÁ ÏÂ ÏÞÉÓÔËÅ ÍÕÓÏÒÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÔÁËÉÈ ÐÏÔÅÒØ ÜÎÅÒÇÉÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØÀ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÔÒÅÂÕÀÝÅÅ ÐÁÍÑ- ÔÉ L, ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÁÍÑ- ÔÉ, ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÀÝÅÊ LO^{(1)}. ðÒÉŒÅÄčÍ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÄÁÞÁ TQBF PSPACE-ÐÏÌÎÁ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÎÁ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÐÁÍÑÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ∃ x_1 ∀ y_1 : : : ∃ x_M ∀ y_M f(x_1; y_1; : : :; x_M; y_M; z) (6.1) ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ f(·) ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ ÂÕÌÅŒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ L. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ 6.1 ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ O(L+M). œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÎÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ.

þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ∀ x F (x; z), ŒÙÞÉÓÌÉÍ F (0; z), ÚÁÎÅÓčÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Œ ÏÄÎÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÑÞÅÊËÕ, ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍ F (1; z) É ÚÁÎÅÓčÍ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÑÞÅÊËÕ. ðÏÓÌÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ∀ x F (x; z) = F (0; z) ∧ F (1; z) É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÎÅÓčÍ Œ ÔÒÅÔØÀ ÑÞÅÊËÕ. þÔÏÂÙ ÕÂÒÁÔØ ÍÕÓÏÒ, ÐÒÏËÒÕÔÉÍ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÛÁÇÁ, Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ.

òÁÚÏÂÒÁŒÛÉÓØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∃ x F (x; z), ÐÒÉ- ÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ŒÙŒÏÄÕ: ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏÒÁ ÐÏ ÂÕÌÅŒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÐÁÍÑÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÂÉÔÏŒ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÆÕÎ- ËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 6.2.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ F É F^{−1} ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ ÂÕÌÅŒÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÒÁÚÍÅ- ÒÏŒ ⩽ L. ôÏÇÄÁ F ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(L + n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÁčÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÏÊ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (ÄÌÑ ÐÒÏ- ÓÔÏÔÙ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÙ ÂÉÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ĂÂÅÒÕÔÓÑ ÎÁÐÒÏËÁÔĄ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6.2). n n x 0 ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ F_⊕ ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 6.2 x F (x) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÂÉÔÏŒ F (x) x ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ (F_{−1})_⊕ (ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍ-

ÍÙ 6.2) ÄÁčÔ Œ ÐÒÁŒÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÅ x ⊕ F^{−1}(F (x)) = 0 F (x) 0 □

7. âÁÚÉÓÙ ÄÌÑ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÓÈÅÍ ëÁË ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Œ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÓÈÅÍÁÈ? õÎÉÔÁÒ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÏÌ- ÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÌÉÂÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÏÞÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÈÅÍÏÊ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÅÇÏ ÎÁ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÅ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏÓÔÉ.

ôÏÞÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1. âÁÚÉÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÓÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÁ ÐÁÒÁÈ q-ÂÉÔÏŒ, ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒŒÅÄÅÍ ŒÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ: ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÕÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ U : B^⊗n → B^⊗n ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ ~(U): B ⊗ B^⊗n → B ⊗ B^⊗n Ó ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ

q-ÂÉÔÏÍ (ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: ~(U) |0⟩ ⊗ |⟩ = |0⟩ ⊗ |⟩; ~(U) |1⟩ ⊗ |⟩ = |1⟩ ⊗ U |⟩: (7.1)

çÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~(X) Ó ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÕÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. œÅÒÈÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒ- ŒÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ, ÎÉÖÎÑÑ ÌÉÎÉÑ | ŒÔÏÒÏÍÕ.

îÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÓÔÒÅÌÏË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ (ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ).

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍÉ q-ÂÉÔÁÍÉ:

~k(U) |x_1; : : :; xk⟩ ⊗ |⟩ = { |x_1; : : :; x_k⟩ ⊗ |⟩; ÅÓÌÉ x_1 · : : : · x_k = 0; |x_1; : : :; x_k⟩ ⊗ U |⟩; ÅÓÌÉ x_1 · : : : · x_k = 1: (7.2)

ðÒÉÍÅÒ 7.1. ðÕÓÔØ ffx^{def}= ^¬ = ( 0 1 1 0 ) . ôÏÇÄÁ ~(ffx) = ^◯⊕ , Á ~^2(ffx) =

= ^∧_⊕ (ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ).

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄŒÕÈ q-ÂÉÔÏŒ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄÅÍ ÐÁÒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ XY X^{−1}Y^{−1} = iffx. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÏÄÉÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ:

X = 1√ 2 ( 1 i i 1 ) ; Y = ( 1 0 0 −1 ) : ðÏÑÓÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. õÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐ- ÐÁ U(2) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ 2 × 2 Ó ÎÕÌÅ- ŒÙÍ ÓÌÅÄÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ: ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 12 Tr(XY ), ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ

ff^x = ( 0 1 1 0 ) ; ff^y = ( 0 −i i 0 ) ; ff^z = ( 1 0 0 −1 ) : õÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ∈ U(2) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÁË: U : E → UEU^{−1}. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. [8, §11.12]), ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅ ÚÁÄÁčÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U(2)=U(1) ∼= SO(3), ÇÄÅ U(1) | ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÁ ÆÁÚÏŒÙÈ ÓÄŒÉÇÏŒ, Á SO(3) | ÇÒÕÐÐÁ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (Ô. Å. ÇÒÕÐÐÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Ó ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎ- ÔÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ 1).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ffx ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ x ÎÁ 180^∘, X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ x ÎÁ 90^∘, Á Y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ z ÎÁ 180^∘.

îÁ ÒÉÓ. 1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ, ŒÙÞÉÓÌÑ- ÀÝÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ~(X), ~(Y ) É ~^2(−i). ðÏÓÌÅÄÎÉÊ | ÜÔÏ ÕÐÒÁŒÌÑÅÍÙÊ ÄŒÕÍÑ ÂÉÔÁÍÉ ÆÁÚÏŒÙÊ ÓÄŒÉÇ (ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ ÎÁ −i). ðÒÏŒÅÒÉÍ ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ. ðÕÓÔØ ÎÁ ŒÈÏÄ ÐÏÄÁčÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ |a⟩ ⊗ |b⟩ ⊗ |⟩, ÇÄÅ a; b ∈ B, |⟩ ∈ B. åÓÌÉ a = b = 1, ÔÏ Ë |⟩ ÂÕÄÅÔ òÉÓ. 1.

ÐÒÉÍÅÎčÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ −iXY X^{−1}Y^{−1} = ffx, Ô. Å. |0⟩ É |1⟩ Œ ÔÒÅÔØÅÍ q-ÂÉÔÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÉÈ ÂÉÔÏŒ ÒÁŒÅÎ 0, ÔÏ Ë |⟩ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÎčÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. üÔÏ É ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ôÏÆÆÏÌÉ.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ôÏÆÆÏÌÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÕ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ).

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~k(U) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k, ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÁÒÙ q-ÂÉÔÏŒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÁÍÑÔØ. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ N q-ÂÉÔÏŒ B^⊗N É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ W ( |”⟩ ⊗ |0^{N−k−1}⟩ ) = ~(U)|”⟩ ⊗ |0N^−k^{−1}⟩:

(ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ: ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ W = ~(U) ⊗ I.)

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÓÈÅÍÁ P ÒÁÚÍÅÒÁ O(k), ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ŒÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÏŒ (Ó ÍÕÓÏÒÏÍ); ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 2 (ÓŒÅÒÈÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÒÁÇ- ÍÅÎÔÏŒ ÐÁÍÑÔÉ).

òÉÓ. 2.

îÁ ÒÉÓ. 3 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÈÅÍÙ P É ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ q-ÂÉÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~k(U). íÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÓÈÅ- ÍÕ P , Á ÚÁÔÅÍ | ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÈÅÍÕ P^{−1}, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÓÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÂÉÔÙ ŒÏÚŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. œ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÓÁÍÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÌÉÎÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÂÉÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ x_1 · : : :· xk. åÇÏ ÍÙ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ ÕÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ U, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÍ ÎÁ ÓÁÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÌÉÎÉÉ. äÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ~k(U) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË P^{−1}~(U)P .

äÅÊÓÔŒÉÅ ~k(U) ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÏÒÏÖ- ÄčÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ |1; : : :; 1; 0⟩ É |1; : : :; 1; 1⟩, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U, Á ÎÁ òÉÓ. 3.

ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË ÖÅ, ÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÍ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÁÒÕ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÍ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ |x⟩ É |y⟩, ÇÄÅ x = (x_1; : : :; xn), y = (y_1; : : :; y_n), x_j; y_j ∈ B. ðÕÓÔØ f | ÔÁËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÞÔÏ f(x) = (1; : : :; 1; 0), f(y) = (1; : : :; 1; 1). ôÏÇÄÁ ÎÕÖÎÙÊ ÎÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ^f^{−1}~n^{−1}(U) ^f. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ^f | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ f.)

éÔÁË, ÎÁ ÐÁÒÁÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏ. ðÏËÁ ŒÓÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÉÍÅÌÉ ÒÁÚÍÅÒ O(n), ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ- ÜÆÆÅËÔÉŒÎÁ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 7.1. ìÀÂÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ U Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C M ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ M(M − 1)=2 ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ

1 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : . . ... 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 : : : 1 0 : : : : : : : : :

0 : : : : : : ( a b c d ) 0 : : : : : :

0 : : : : : : : : : : : : : : : : 1 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ... 0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

; ÇÄÅ ( a b c d ) ∈ U(2):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ M = 2n, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ðÒÉÂÌÉÖčÎÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÕÀ ÒÅÁ- ÌÉÚÁÃÉÀ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÅÓÔØ ÎÏÒÍÁ ‖ ‖|⟩ ‖ ‖ = √ ⟨|⟩. ïÎÁ, ËÁË É ÌÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ: ‖ ‖|⟩ ‖ ‖ { = 0; ÅÓÌÉ |⟩ = 0;

> 0; ÅÓÌÉ |⟩ ≠ 0; (7.3) ‖ ‖|⟩ + |”⟩ ‖ ‖ ⩽ ‖ ‖|⟩ ‖ ‖ + ‖ ‖|”⟩ ‖ ‖; (7.4) ‖ ‖c|⟩ ‖ ‖ = |c| ‖ ‖|⟩ ‖ ‖: (7.5)

œŒÅÄčÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÕÓÔØ N | ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÏÒÍÏÊ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÁ ÎčÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË L(N ) = N ⊗N^∗ (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ∑ a_{jk}|j⟩⟨k|).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.2. îÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ- ÎÁÑ ÎÏÒÍÁ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ) ÒÁŒÎÁ

‖X‖ = sup_{|⟩≠0} ‖ X|ξ⟩ ‖ ‖ |ξ⟩ ‖ : úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ‖X‖^2 | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X^†X.

üÔÁ ÎÏÒÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÓÅÍÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÎÏÒ- ÍÙ, Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉÍÉ:

‖XY ‖ ⩽ ‖X‖ ‖Y ‖; (7.6) ‖X^†‖ = ‖X‖; (7.7) ‖X ⊗ Y ‖ = ‖X‖ ‖Y ‖; ÇÄÅ X ∈ L(N ); Y ∈ L(M): (7.8)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÏÒÍÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÉÓ- ËÏÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ | U, ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØÓÑ ~U.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3. ïÐÅÒÁÔÏÒ ~U ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ‹, ÅÓÌÉ ‖ ~U − U ‖ ⩽ ‹.

õ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ U = UL · : : : · U_2U_1, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ~Uk Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹k, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ~U = ~UL · : : : · ~U_2 ~U_1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ U Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ∑ ‹_k (ÏÛÉÂËÉ ÎÁËÁÐÌÉŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ): ‖ ‖ ~U_L · : : : · ~U_1 − U_L · : : : · U_1 ‖ ‖ ⩽ ∑ j ‹_j:

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÉÍÅÒ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ:

‖ ~U_2 ~U_1 − U_2U_1‖ = ‖ ~U_2( ~U_1 − U_1) + ( ~U_2 − U_2)U_1‖ ⩽

⩽ ‖ ~U2( ~U1 −U1)‖+‖( ~U2 −U2)U1‖ ⩽ ‖ ~U2‖ ‖( ~U1 −U1)‖+‖( ~U2 −U2)‖ ‖U1‖ = = ‖( ~U_1 − U_1)‖ + ‖( ~U_2 − U_2)‖:

œ ÜÔÏÊ ŒÙËÌÁÄËÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. (åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÔÏ ÏÛÉÂËÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÎÁËÁÐÌÉŒÁÔØÓÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ.)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.1. œÓÑËÁÑ ÍÏÄÅÌØ, ÐÒÅÔÅÎÄÕÀÝÁÑ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÒÅÁÌØÎÙÍÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁÍÉ, ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ÉÚÕÞÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÍÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ Ë ÏÛÉÂËÁÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. (œ ÒÅÁÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÌÉÛØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ÜËÓ- ÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅÍ ÏÛÉÂÏË ÐÏÞÔÉ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÏ Ó ÐÒÁË- ÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

œÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÎÑÔÉÑ Ă ~U ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ U Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹Ą ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.4. ïÐÅÒÁÔÏÒ U : B^⊗n → B^⊗n ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ~U : B^{⊗N} → B^{⊗N} Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹,

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ |⟩ ÉÚ B^⊗n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ‖ ‖ ~U ( |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ) − U |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ‖ ‖ ⩽ ‹ ‖ ‖|⟩ ‖ ‖: (7.9)

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÅÝč ÏÄÎÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. œŒÅÄčÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ V : B^⊗n → B^⊗N , ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ V : |⟩ → |⟩ ⊗ ⊗ |0N^−n⟩. ïÐÅÒÁÔÏÒ V ÎÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ, ÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÊ. õÓÌÏŒÉÅ ÉÚ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË

‖ ~UV − V U ‖ ⩽ ‹: (7.10)

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË ÐÒÏÈÏÄÉÔ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÞÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ).

óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ~U ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ (Œ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) U Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹, ÔÏ ~U^{−1} ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ U^{−1} Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ‖W_1XW_2‖ = ‖X‖ ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ W_1; W_2. õÍÎÏÖÁÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÄ ÎÏÒÍÏÊ Œ (7.10) ÓÌÅŒÁ ÎÁ ~U^{−1}, Á ÓÐÒÁŒÁ | ÎÁ U^{−1}, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (7.10): ‖ ~U^{−1}V − V U^{−1}‖ ⩽ ‹.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.5. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÂÁÚÉÓ A ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ÍÏÖÎÏ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ Œ ÂÁÚÉÓÅ A.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.2 (ÓÍ. [4]). âÁÚÉÓ Q = {H; K; ~(ffx); ~^2(ffx)}, ÇÄÅ

H = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) ; K = ( 1 0 0 i ) ; ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ. (ôÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 7.5{7.9.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.2. åÓÌÉ ÕÂÒÁÔØ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ Q ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆ- ÆÏÌÉ, ÏÎ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ É Œ ÔÁËÏÍ ÕÓÅÞÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ŒÉÄ- ÎÏ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÓÈÅÍÙ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÅ ÏÛÉÂËÉ, ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÂÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ôÏÆÆÏÌÉ.

íÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. åÓÌÉ U : B^⊗n → B^⊗n, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ Œ ÂÁÚÉÓÅ Q ÒÁÚÍÅÒÁ L = exp(O(n)) · poly(log(1=‹)). åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ U ÚÁÄÁÎÙ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, ÔÏ ÜÔÁ ÓÈÅ- ÍÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ U Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÚÁ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ (ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ). éÄÅÑ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÌÅÇËÏ ÕÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 7.1 É 7.11.

úÁÄÁÞÉ

7.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ q-ÂÉÔÅ Œ ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ~(ffx) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. òÅÛÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ: ÄÏÌÖÅÎ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÒÏÉÔ ÓÈÅÍÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ÎÁ n q-ÂÉÔÁÈ, ÚÁ ŒÒÅÍÑ exp(O(n)) · poly(log(1=‹)).

7.2. äÏËÁÖÉÔÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ (7.6{7.8). 7.3. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ~Uk ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÙ Uk Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹k, 1 ⩽ k ⩽ L. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~UL · : : :· ~U_1

ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ UL · : : : · U_1 Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ∑ ‹_k.

7.4. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~U ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ U Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W , ÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ U Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ W ( |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ) = (U |⟩) ⊗ |0N^−n⟩;

É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ‖W − ~U ‖ ⩽ O(‹).

7.5. ðÕÓÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : B^⊗n → B^⊗n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ- ŒÉÀ U |0⟩ = |0⟩. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ~(U) ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅÒÁ 6n + 1 Œ ÂÁÚÉÓÅ Q ∪ {U }, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ÏÄÉÎ ÒÁÚ.

7.6. ðÕÓÔØ X; Y | ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ SO(3) | ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ, ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÅ Ó ı. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏ- ÖÄčÎÎÁÑ X É Y , ÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ SO(3).

7.7. ðÕÓÔØ M | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ⩾ 3. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ⊂ U(M) | ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ |⟩ ∈ M. ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C (|⟩). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ H ∪V^{−1}HV ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ U(M).

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ U(M) É H ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÆÁËÔÏ- ÒÉÚÏŒÁÔØ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÆÁÚÏŒÙÈ ÓÄŒÉÇÏŒ U(1)).

7.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ U(B^{⊗2})=U(1).

7.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁÚÏŒÙÅ ÓÄŒÉÇÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÁÐÒÏËÁÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ.

7.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ffx É ÜÌÅÍÅÎÔ äÏÊÞÁ ~^2(R), ÇÄÅ R = −i exp(ıi¸ff^x), ¸ | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

7.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÍ q-ÂÉÔÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(log^3(1=‹)) Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, É ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÉÀ U.

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÁ, Ë Åč ÒÅÛÅÎÉÀ ÌÕÞÛÅ ÐÒÉÓÔÕÐÁÔØ ÐÏ- ÓÌÅ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÁ Ó ÒÁÚÄÅÌÁÍÉ 11 É 12 É ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 12.3 (ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ). ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ ÐÕÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÉÚÏÝÒčÎÎÙÍ. œ ÓÔÁÔØÅ [4] ÂÙÌ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ ÂÏÌÅÅ ÐÒÑÍÏÊ (ÎÏ ÔÏÖÅ ÎÅÏÞÅŒÉÄÎÙÊ) ÐÏÄÈÏÄ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ poly(log(1=‹)).

8. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÉÍÅÒÙ

Ă: : : íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÚÄÅÓØ ÚÄÒÁŒÙÊ ÓÍÙÓÌ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÐÏÎÑÔØ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÌÏ- ÇÉËÕ ÜÔÏÇÏ ÂÅÚÕÍÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁŒÅÒÎÑËÁ ÅÓÔØ: : : Ą

á. ûÅÎØ

ðÏËÁ ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÒÁÂÏÔÕ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÒÁ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÒÁÂÏÔÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÚÁ- ÄÁÞÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F : B n → Bm . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÓÈÅÍÕ, ÒÁ- ÂÏÔÁÀÝÕÀ Ó N ÂÉÔÁÍÉ: U = UL · : : : · U_2U_1 : B^⊗N → B^⊗N . îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ F , ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ U Ë ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ |x; 0N^−n⟩, ÍÙ, ĂÐÏÓÍÏÔÒÅŒĄ ÎÁ ÐÅÒŒÙÅ m ÂÉÔÏŒ, Ó ÂÏÌØÛÏÊ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ĂÕŒÉÄÉÍĄ F (x). (ïÓÔÁÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÕÓÏÒ.)

îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÜÔÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. óÌÏŒÁ ĂÐÏÓÍÏ- ÔÒÅŒĄ É ĂÕŒÉÄÉÍĄ Œ ÔÏÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅ- ÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ q-ÂÉÔÏŒ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ, ËÁÖÄÏÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓŒÏÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. îÉÖÅ (ÒÁÚÄÅÌ 9) ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ- ÂÙ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÎÅ ŒÄÁŒÁÑÓØ Œ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ) ÐÒÉ- ÎÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ x ÐÒÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ | ⟩ = ∑ x c_x|x⟩ ÒÁŒÎÁ P(| ⟩; x) = |c_x|^2: (8.1) îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ÚÁËÏÎÞÉÔ ÒÁÂÏÔÕ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ŒÉÄÁ (F (x); z), ÇÄÅ z | ÌÀÂÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. óÈÅÍÁ U = UL · : : : · U_2U_1 ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ F , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ∑ z | |⟨F (x); z| U |x; 0^{N−n}⟩ | |^2 ⩾ 1 − ";

ÇÄÅ " | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ 1=2. (ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉ- ÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ F (x) É x ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÂÉÔÏŒ, ÈÏÔÑ ÓÕÍ- ÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ (F (x); z) É (x; 0N^−n) ÏÄÉÎÁËÏŒÁ É ÒÁŒÎÁ N.)

ëÁË É ÄÌÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ŒÙÂÏÒ " ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÅÎ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÓÈÅÍÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ É ŒÙÂÒÁÔØ ÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ. éÚ ÏÃÅÎËÉ,

ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ ÎÁ Ó. 36, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅÕÄÁ- ÞÉ Œ N ÒÁÚ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ O(log N) ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÓÈÅÍÙ U. œÙÂÏÒ ÓÁÍÏÇÏ ÞÁÓÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÏÊ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑ MAJ(x_1; : : :; xn) (ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ 1, ËÏÇÄÁ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÏ- ŒÉÎÙ Åč ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÒÁŒÎÙ 1, É ÒÁŒÎÁ 0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ). æÕÎËÃÉÑ MAJ(x_1; : : :; xn) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n log n), ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÔÅÒÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅÕÄÁÞÉ Œ N ÒÁÚ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ O(m log N log log N).

úÁÄÁÞÁ 8.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÙÍ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÆÕÎËÃÉÑ MAJ_⊕ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÎÁ ŒÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÁÀÔÓÑ ŒÙÈÏÄÎÙÅ q-ÂÉÔÙ n ËÏÐÉÊ ÓÈÅ- ÍÙ U.

8.1. ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ÐÏÉÓË: ÁÌÇÏÒÉÔÍ çÒÏŒÅÒÁ. éÔÁË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÑÔØÓÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ É ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. œÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ ÕÐÏ- ÍÉÎÁÌÉÓØ ÔÒÉ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÜÆÆÅËÔÉŒÎÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ. íÙ ÎÁÞÎčÍ Ó ÔÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÅÅ (ÈÏÔÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÌÉÛØ ĂÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅĄ).

äÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÂÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅ- ÓËÏÊ É ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË), ËÏ- ÔÏÒÏÅ ÐÏ ŒÈÏÄÁÍ x É y ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ A(x; y). îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔ F (x) = ∃ y A(x; y). üÔÏ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP, ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ÎÅÄÏÓÔÕÐÎÁ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÑÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ A. œ ÔÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ F (x) ÎÅÌØÚÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ N = 2n ÛÁÇÏŒ, ÇÄÅ n | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÉÔÏŒ Œ ÚÁÐÉÓÉ y.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ F (x) É ÄÁÖÅ ÎÁÊÔÉ y, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ A(x; y), ÚÁ ŒÒÅÍÑ O( √ N). ðÏÌÕÞÅÎÙ ÔÁËÖÅ É ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ ÄÁÀÔ ÌÉÛØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ.

œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË. œÈÏÄ x ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ, ÎÏ ÓÁÍ ĂÞčÒ- ÎÙÊ ÑÝÉËĄ | ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ, É ŒÈÏÄ y

(ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÏÔŒÅÔÁ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ËŒÁÎÔÏŒÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛ ÏÒÁËÕÌ (ÉÌÉ ĂÞčÒÎÙÊ ÑÝÉËĄ) ÚÁÄÁčÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ux, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

U_x|y⟩ = { |y⟩; ÅÓÌÉ A(x; y) = 0; −|y⟩; ÅÓÌÉ A(x; y) = 1:

îÕÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F (x) É ÎÁÊÔÉ ĂÏÔŒÅÔĄ y (ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎ A(x; y)).

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÔÁË (ÓÍ. [31, 48]): ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_1 É C_2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ ⩽ C_1 √ N, ÒÅÛÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ A(x; y); Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ ⩽ C_2 √ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ A(x; y), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ (Ô. Å. ÓÈÅÍÁ ÄÁčÔ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=3).

íÙ ÒÁÚÂÅÒčÍ ÕÐÒÏÝčÎÎÕÀ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÕ: ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ĂÏÔŒÅÔĄ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ y_0; ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ y_0. óÈÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ, ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ĂÐÒÑÍÏÇÏĄ ËŒÁÎÔÏŒÏ- ÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ; ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÏÐÉÓÁÎÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ:

U = I − 2|y_0⟩⟨y_0|

É V = I − 2|⟩⟨|; ÇÄÅ |⟩ = 1√ N ∑ y |y⟩: ïÐÅÒÁÔÏÒ V Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ ÔÁË (ÎÁÐÏ- ÍÎÉÍ, ÞÔÏ N = 2n): V = 1 − 2N : : : − 2N . . ... . . − 2 N : : : 1 − 2_N :

ïÐÅÒÁÔÏÒ U ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ (ÜÔÏ ÏÒÁËÕÌ). ðÏÓÔÒÏÉÍ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÓÈÅÍÕ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ V . äÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÂÕÄÅÍ ÔÁË: ÐÅÒÅŒÅÄÅÍ |⟩ Œ |0n⟩ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ W , ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Y = I − 2|0n⟩⟨0n|, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ W^{−1}.

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W , ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ |⟩ Œ |0n⟩, ÐÒÏÓÔÏ. üÔÏ W = H^{⊗n}, ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ H | ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (ÓÍ. Ó. 64). äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, |⟩ = 1√ 2n (|0⟩ + |1⟩)^⊗n ; Á H : 1√ 2 (|0⟩ + |1⟩) → |0⟩.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Y . éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÓÈÅÍÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Z : Bn^{+1} → B n^{+1} ;

Z|a_0; : : :; a_n⟩ = |a_0 ⊕ f(a_1; a_2; : : :; a_n); a_1; : : :; a_n⟩;

f(a_1; : : :; a_n) = { 1; ÅÓÌÉ a_1 = : : : = an = 0; 0; ÅÓÌÉ ∃ j : aj ≠ 0:

(ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, Z = ^f_⊕.) ðÏÓËÏÌØËÕ f ÉÍÅ- ÅÔ ÍÁÌÕÀ ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), ÐÏ ÌÅÍÍÅ 6.2 ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Z ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÓÈÅÍÁ (Œ ËÏÔÏÒÏÊ ĂÂÅÒÕÔÓÑ ÎÁÐÒÏ- ËÁÔĄ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ).

óÈÅÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V , ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 4. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ, ŒËÌÀÞÁÀÝÁÑ Œ ÓÅÂÑ Z, ffz É Z, ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Y . œ ÓÈÅÍÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ffz = K^2 (K ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ).

òÉÓ. 4.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ W^2 É Z^2 ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ Ó ÎÕÌÅ- ŒÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ q-ÂÉÔÏŒ, ŒÚÑÔÙÈ ÎÁÐÒÏËÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ffz, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ q-ÂÉÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ŒÓÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ŒÁÓ ÎÅ ÓÍÕÝÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ ffz ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ĂÕÐÒÁŒÌÑÅÍÙÊĄ q-ÂÉÔ, Á ÍÅÎÑÅÔÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ŒÅÓØ ŒÅËÔÏÒ. œÏÏÂÝÅ, ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ĂÞÔÅÎÉÅÍĄ É ĂÚÁÐÉÓØÀĄ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÉŒÅÄčÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.

îÁÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ~(ffx): |a; b⟩ → |a; a⊕b⟩ Œ ÂÁÚÉÓÅ 1√ 2 (|0⟩ ± |1⟩) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ q-ÂÉÔ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X = (H ⊗ H) ~(ff^x) (H ⊗ H). óÈÅÍÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ òÉÓ. 5.

ÎÁ ÒÉÓ. 5. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ~(ffx)|c; d⟩ = |c; c ⊕ d⟩, ÎÁÊÄčÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ X ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ:

X|a; b⟩ = 12 (H ⊗ H) ~(ff^x) ∑ c;d (−1)ac^+bd|c; d⟩ =

= 12 (H ⊗ H) ∑ c;d (−1)ac^+bd|c; c ⊕ d⟩ =

= 14 ∑ a^′;b^′;c;d

(−1)a^′c^+b^{′(}c^+d^)(−1)ac^+bd|a^′; b^′⟩ =

= 14 ∑ a^′;b^′

2‹b;b′ · 2‹a;_(a′_+b′_)|a^′; b^′⟩ = |a ⊕ b; b⟩:

éÔÁË, Œ ÂÁÚÉÓÅ 1√ 2 (|0⟩ ± |1⟩) ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ É ÕÐÒÁŒÌÑÅÍÙÊ ÂÉÔÙ ÐÏÍÅ- ÎÑÌÉÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ. ëÁËÏÊ ÂÉÔ ĂÕÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊĄ, ÉÌÉ ËÁËÏÊ ĂÞÉÔÁÅÔÓÑĄ, ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÅÌ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ. ôÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ, ËÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏ- ÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÐÒÉÎÔÅÒ ŒÄÒÕÇ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÓËÁÎÎÅÒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 8.2. þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÂÁÚÉÓ ÔÏÌØËÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÂÉÔÅ? îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ŒÙÇÌÑÄÅÔØ ÍÁÔÒÉ- ÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÈÅÍÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅ- ÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ? ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÔÁËÖÅ ÐÏÍÅ- ÎÑÔØ ÂÁÚÉÓ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÂÉÔÅ.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÂÏÒÎÏÊ ÚÁ- ÄÁÞÉ. ïÒÁËÕÌ U = I − 2|y_0⟩⟨y_0| ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ, É ÍÙ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V = I −2|⟩⟨|. éÚ ŒÅËÔÏÒÁ |0^n⟩ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÅËÔÏÒ |⟩ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ W (W^2 = I). ôÅÐÅÒØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ U É V ÐÏÓÔÒÏ- ÉÍ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÁ |⟩ ÉÓËÏÍÙÊ ŒÅËÔÏÒ |y_0⟩. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÐÏÏÞÅÒÅÄÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ V; U: : : :V U V U |⟩ = (V U)^s|⟩:

þÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ? çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÂÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÏÔÒÁ-

ÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L = C (|⟩; |y_0⟩) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÏÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ V U. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒ |⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ V U ÎÁ ÎčÍ.

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ ÅÓÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÄŒÏÅÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ. õÇÏÌ ÌÅÇËÏ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÔØ, ⟨|y_0⟩ = 1√ N = sin φ2 , Ô. Å. ÜÔÉ ÐÒÑ- ÍÙÅ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ V U = −R, ÇÄÅ R | ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÍÁ- ÌÙÊ ÕÇÏÌ ’. îÏ ÔÏÇÄÁ (V U)s = (−1)sRs, ÇÄÅ R^s | ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ s’. úÎÁË ÎÁÓ ÎÅ ÉÎÔÅ- ÒÅÓÕÅÔ (ÆÁÚÏŒÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÅÊ). ðÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ N ÉÍÅÅÍ ’ ≈ 2= √ N. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ s ≈ ı=4 √ N ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÏŒÅÒÎÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ s’ ≈ ı=2 É ÓÔÁÎÅÔ ÂÌÉ- ÚÏË Ë ÉÓËÏÍÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ Œ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÉ |y_0⟩ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ.

åÓÌÉ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÂÏÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Œ ÏÂÝÅÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ (Ô. Å. ÏÔŒÅ- ÔÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ, Á ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ŒÏÏÂÝÅ), ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÕÈÉÝÒÅÎÉÑ. þÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÄÌÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ Ë ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ŒÅËÔÏÒÕ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÔŒÅÔÏŒ, ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ËÏÒÎÀ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ.

8.2. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÈÅÍÁ. œÔÏÒÏÊ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÕÐÏÍÑ- ÎÕÔÙÈ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ, | ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. üÔÏ ÎÅÞčÔËÏ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÔÁË ËÁË ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ Œ ÎÅÊ ÉÇÒÁ- ÅÔ ŒÙÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ É ŒÙÄÅÌÅÎÉÅ ĂÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈĄ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓŒÏÂÏÄÙ. ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÂÏÌÅÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÎÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÓÈÅÍ.

ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ÓÈÅÍÙ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ŒÈÏ- ÄÑÝÉÈ Œ ÓÈÅÍÕ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÙ Z, ÒÁÚÍÅÒÁ ⩽ L É ÔÏÞÎÏÓÔÉ ‹. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ r = O(log L) q-ÂÉÔÁÈ (ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÌÁ poly(L; log(1=‹)) ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÒÅÁÌÉÚÕÅ- ÍÙÊ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÏÊ, ÞÅÒÅÚ Op(Z).

éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÚÁÄÁÞ 7.1 É 7.11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÁÌØÎÕÀ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÓÈÅÍÕ U ÒÁÚÍÅÒÁ poly(L; log 1=‹), ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏ- ÄÅÌÉÒÕÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÅÍÙ Op(Z) ÒÁÚÍÅÒÁ L É Åč ŒÈÏÄ |⟩, ÔÏ ‖ ‖U(|Z⟩ ⊗ |⟩) − |Z⟩ ⊗ Op(Z)|⟩ ‖ ‖ = O(L‹):

8.3. ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É ËÌÁÓÓ BQP. äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÌÉ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ŒÙÞÉÓÌÑÌÉÓØ ÂÕÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ). áÌ- ÇÏÒÉÔÍÙ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ïÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÖÅ ŒŒÅÄčÎÎÙÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÓÈÅÍÙ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F : B^∗ → B^∗ , ÄÌÉÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÁ | ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÁ. åÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ŒÈÏÄÙ ÄÌÉÎÙ n) Fn : B n → B m^(n^) . ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ F | ÜÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ Fn. ĂïÄÎÏÒÏÄÎÁÑĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏ n ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÙ ÎÁ ÏÂÙÞÎÏÊ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ŒÒÅÍÑ T (n), ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ Fn, ÒÁŒÅÎ T (n).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.1. íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÌÅÎÔÙ íô (ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ä. äÏÊÞÁ ÂÙÌÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ). îÁÛÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. æÕÎËÃÉÑ F : B^∗ → B^∗ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ BQP, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Åč ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÚÁ ŒÒÅÍÑ O(n^d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ d.

ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÌÁÓÓ BQP Ó ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ, ŒŒÅÄčÎÎÙÍÉ ÒÁÎÅÅ?

úÁÄÁÞÁ 8.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ BPP ⊆ BQP ⊆ PP ⊆ PSPACE:

ëÌÁÓÓ PP ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ŒÉÄÁ

Q(x) = ( |{y : R_0(x; y)}| < |{y : R_1(x; y)}| ) ; ÇÄÅ R_0; R_1 ∈ P, É ÕÞÉÔÙŒÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ y Ó ÄÌÉÎÏÊ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ q(x).

üÔÏ ÐÏÞÔÉ ŒÓč, ÞÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÅÖÄÕ BQP É ÄÒÕÇÉ- ÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ. ëÏÓŒÅÎÎÏÅ ÓŒÉÄÅÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÐÏÌØÚÕ ÓÔÒÏÇÏ- ÇÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ BPP ⊂ BQP ÄÁčÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ËŒÁÎÔÏ- ŒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÔÒÁÄÉÃÉÏÎ- ÎÏ ÓÞÉÔÁÅÍÙÈ ÔÒÕÄÎÙÍÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 12).

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÒÅÍÑ ÐÏÑŒÉÌÉÓØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÁÎÁÌÏÇÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ (ÎÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÞÁÓÔÉ I).

úÁÄÁÞÁ 8.4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÓÈÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÄŒÕÈ q-ÂÉÔÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ:

Á) ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q, 1 ⩽ q ⩽ 2n, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ n ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁ-

ÍÉ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |0n⟩ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | n(q)⟩ = 1√q q−1∑ j=0 |j⟩; Â) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ |q − 1; 0n⟩ Œ |q − 1⟩ ⊗ | n(q)⟩, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ q ÚÁÐÉÓÁÎÏ n ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ;

Œ) ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Zk ÐÒÉ k = 2n:

U_k|x⟩ = 1√_k k−1∑ y=0 exp ( 2ıi xyk ) |y⟩; ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x É y ÚÁÐÉÓÁÎÙ n ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ; (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n^2)).

9. ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ

ðÅÒÅÊÄčÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ĂÆÉÚÉÞÅÓËÉÈĄ ÁÓÐÅËÔÏŒ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n q-ÂÉÔÏŒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÏÓÔÏÑ- ÎÉÉ | ⟩ = ∑ x c_x|x⟩. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÍÐÌÉÔÕÄÁÍÉ. ëŒÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ |cx|^2 ÒÁŒÅÎ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ x (ÓÒÁŒÎÉÔÅ Ó (8.1)). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÜÔÏÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÙÅ ËÁË |cx|^2.

ïÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (8.1) ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ ÏÂÙÞÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ÁÍÐÌÉÔÕ- ÄÙ | ÜÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ x, ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÅ ÍÅÎÑ- ÀÔ ÄÌÉÎÙ, Ô. Å. ÕÎÉÔÁÒÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ⟨ | ⟩ = ∑ x |c_x|^2 = 1 (ÓÕÍÍÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒÎÁ 1), Á ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Ô. Å. ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ.

æÏÒÍÕÌÙ (8.1) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ É ËÌÁÓÓÁ BQP. ïÄÎÁËÏ ÅÓÔØ ŒÏÐÒÏÓÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÕÄÏÂÎÙÍ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÙÍ. äŒÁ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ:

ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁ ÉÈ ÏÓÎÏŒÅ, É ÚÁ- ÄÁÞÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁÄčÖÎÙÈ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÎÅÎÁÄčÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË).

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ËÁË ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ (ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ), ÔÁË É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ. ë ÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÙ ÐÒÉÄčÍ, ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÒÑÄ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Œ ŒÉÄÅ

|c_x|^2 = |⟨ |x⟩|^2 = ⟨ ˝x |x⟩⟨x| ⟩; ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ˝x ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ |x⟩.

þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÅ m ÂÉÔÏŒ ÉÍÅÀÔ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y = (y_1; : : :; ym). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Œ

ŒÉÄÅ ÄŒÕÈ ÂÌÏËÏŒ x = . éÍÅÅÍ

P(| ⟩; y) = ∑ z P(| ⟩; (y; z)) = ∑ z ⟨ | | |y; z⟩⟨y; z| | | ⟩ = ⟨ | | |y⟩⟨y|⊗I | | ⟩ = = ⟨ |˝_M| ⟩: (9.1)

˝_M ÚÄÅÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M = |y⟩⊗B^{⊗(}n^−m^). æÏÒÍÕÌÁ (9.1) ÚÁÄÁčÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ É Œ ÔÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ⊆ N ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ˝_M = ∑ j |e_j⟩⟨e_j|, ÇÄÅ e_j ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ M.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.1. œÅÌÉÞÉÎÁ ∑ z | | ⟨F (x); z| U |x; 0^{N−n}⟩ | |^2; ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ B n Œ Bm ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ (ÓÍ. Ó. 66), ÒÁŒÎÁ P ( U |x; 0^{N−n}⟩; M ) ; ÇÄÅ M = |F (x)⟩ ⊗ B^{N−m}.

åÝč ÒÁÚ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÓÈÅÍÁ U = UL · : : : · U_2U_1 ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ F : B n → Bm , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ F (x) ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ Ë ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÀ U |x; 0N^−n⟩ ÂÏÌØÛÅ 1 − ".

ðÒÏÅËÔÏÒÙ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÎÉ ÎÅ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ŒÒÅÍÅÎÉ. ôÁËÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. œÓč ÖÅ, ÄÏÐÕÓËÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ, ÐÒÏÅËÔÏÒÁÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. ðÒÏÅËÔÏÒ ŒÙÄÅÌÑÅÔ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ. ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ 75

ÆÉÌØÔÒ (ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ, Á ÎÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÓÉÓÔÅÍÙ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ ÉÚ M. åÓÌÉ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÆÉÌØÔÒ ÐÏÄÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ | ⟩, ÔÏ ÓËŒÏÚØ ÆÉÌØÔÒ ÐÒÏÊÄčÔ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÉ |⟩ = ˝_M| ⟩. óÕÍÍÁÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÅÎØÛÅ 1, ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ p = ⟨|⟩ = ⟨ |˝_M| ⟩. þÉÓÌÏ 1 − p ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓËŒÏÚØ ÆÉÌØÔÒ ÎÅ ÐÒÏÊÄčÔ.

óÒÁŒÎÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ É ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ óÏÂÙÔÉÅ M ⊆ N | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

óÏÂÙÔÉÅ M | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N .

òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ w : N → R ÓÏ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ Á) ∑ wj = 1; Â) wj ¿ 0.

òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÚÁÄÁčÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ |ψ⟩, ⟨ψ|ψ⟩ = 1.

œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ: Pr(w, M) = ∑ j∈M wj. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ: P(|ψ⟩, M) = ⟨ψ|˝M|ψ⟩. óŒÏÊÓÔŒÁ 1. åÓÌÉ M1 ∩ M2 = ?, ÔÏ Pr(w, M1 ∪ M2) = = Pr(w, M1) + Pr(w, M2).

1^q. åÓÌÉ M1 ⊥ M2, ÔÏ P(|ψ⟩, M1 ⊕ M2) = P(|ψ⟩, M1) + P(|ψ⟩, M2). 2. (Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ) Pr(w, M1 ∪ M2) = Pr(w, M1)+ +Pr(w, M2) − Pr(w, M1 ∩ M2).

2^q. åÓÌÉ ˝M_1 ˝M_2 = ˝M_2˝M_1 , ÔÏ P(|ψ⟩, M1 + M2) = P(|ψ⟩, M1)+ +P(|ψ⟩, M2) − P(|ψ⟩, M1 ∩ M2). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ M_1 ⊥ M_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ˝_{M1} ˝_{M2} = = ˝_{M2} ˝_{M1} = 0.

åÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÎÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÐÕÓÔÙÍ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅÍ, ÔÏ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ P(|⟩; M_1 ⊕ M_2) ≠ P(|⟩; M_1) + P(|⟩; M_2).

ðÕÓÔØ |⟩ = |0⟩, M_1 = C (|0⟩) (ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÏÍ |0⟩), M_2 = C (|”⟩), ÐÒÉÞÅÍ ⟨|”⟩ ÂÌÉÚËÏ Ë 1. ôÏÇÄÁ 1 = P(|⟩; M_1 ⊕ M_2) ≠ P(|⟩; M_1) + P(|⟩; M_2) ≈ 1 + 1:

éÔÁË, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ Œ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÚÍÅÒÑÅÍ. ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÔÏ, ÎÁÄ ÞÅÍ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÅ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ, ÔÁË É ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ {|_1⟩; : : :; |s⟩}. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ |j⟩ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ pj, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ∑ j p_j = 1. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÂÌÀÄÅ- ÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M:

∑ k p_k P(|_k⟩; M) = ∑ k p_k ⟨_k|˝_M|_k⟩ = ∑ k p_k Tr(|_k⟩⟨_k|˝_M) =

= Tr(ȷ˝_M); (9.2)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ȷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ^{12)} ȷ = ∑ k p_k|_k⟩⟨_k|. ðÏ- ÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ (9.2) É ÐÒÉÍÅÍ ÚÁ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 9.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÉÄÁ ȷ = ∑ k p_k|_k⟩⟨_k| | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏ ÓÌÅ- ÄÏÍ 1, Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) ȷ = ȷ^†; 2) ∀ |”⟩ ⟨”|ȷ|”⟩ ⩾ 0; 3) Tr ȷ = 1:

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏÄ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ï ĂÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÓÏÓÔÏÑ- ÎÉÑÈĄ ÎÏÓÉÌÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ- ÂÙ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ŒËÌÀÞÁ- ÌÏ Œ ÓÅÂÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÏÔŒÅÔ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ (9.2)) ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÕÌÉÒÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝčÎÎÙÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ (ÔÁËÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑÍ). åÓÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ- ÓÑ ÏÄÎÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ (ȷ = |⟩⟨|), ÔÏ ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÂÝÅÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÍÅ- ÛÁÎÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. äÌÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÒÉ- ÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ, É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ĂÓÏÂÙÔÉÑĄ M ÒÁŒ- ÎÁ P(ȷ; M) = Tr(ȷ˝_M).

äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ȷ = ∑ j w_j|j⟩⟨j| ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅ- ÓËÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÂÝÅÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M (ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÞÁÓÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ |a⟩: a ∈ M) ÐÏÌÕÞÁÅÔ- ÓÑ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ: P(ȷ; M) = Pr(w; M).

12)œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á ÎÅ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÄÎÁËÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ĂÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉĄ ÕÖÅ ÓÔÁÌÏ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÍ. œÐÒÏÞÅÍ, Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ ÉÍÅÎÎÏ ÍÁÔÒÉÃÕ, Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ 77

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ É ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÉ, ÐÏÄ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. (óŒÏÊÓÔŒÁ 1^q É 2^q ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ).

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ óŒÏÊÓÔŒÁ 3. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N = N1 × N2 ÚÁÄÁÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ŒÉÄÁ wjk = = w^{(1)}_j w^{(2)}_k . éÍÅÅÔÓÑ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÓ- ÈÏÄÏŒ M1 ⊆ N1, M2 ⊆ N2. ôÏÇÄÁ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ: Pr(w, M1 × M2) = Pr(w^{(1)}, M1) Pr(w^{(2)}, M2).

3^q. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ N = N1 ⊗ N2 ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ ρ1 ⊗ρ2. éÍÅÅÔÓÑ ÄŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ M1 ⊆ N1, M2 ⊆ N2. ôÏ- ÇÄÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÍÎÏ- ÖÁÀÔÓÑ: P(ρ1 ⊗ ρ2, M1 ⊗ M2) = = P(ρ1, M1) P(ρ2, M2).

4. éÍÅÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N1 × N2. éÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÓÏÂÙÔÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÈÏÄÁ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ: M = M1 × N2. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏ- ÅËÃÉÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ: Pr(w, M1 × N2) = Pr(w^′, M1), ÇÄÅ w^′_j = ∑ k wjk.

4^q. œ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÅ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ŒÚÑÔÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅ- ÄÁ (ÓÍ. ÎÉÖÅ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÂÙÌÏ ÞÉÓÔÙÍ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍ: P(ρ, M1 ⊗ N2) = P(TrN_2 ρ, M1).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.2. ðÕÓÔØ X ∈ L(N_1 ⊗ N_2) = L(N_1) ⊗ L(N_2). þÁÓÔÉÞ- ÎÙÊ ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ N_2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ: ÅÓÌÉ X = ∑ m A_m ⊗ B_m, ÔÏ Tr_{N2} X = ∑ m A_m (Tr B_m).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô. Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ X = ∑ m A_m ⊗ B_m. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ N_1; N_2 É ŒÙÒÁ- ÚÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Xjj′kk′ = ⟨j; j^′|X|k; k^′⟩. ðÕÓÔØ Am = ∑ j;k a^m_{jk}|j⟩⟨k| É B_m = ∑ j^′;k^′

b^m_j′_k′ |j^′⟩⟨k^′|. ôÏÇÄÁ X = ∑ j;j^′;k;k^′

X_{jj}′_{kk}′ |j; j^′⟩⟨k; k^′| = ∑ m A_m ⊗ B_m = ∑ j;j^′k;k^′;m

a^m_{jk}b^m_j′_k′ |j; j^′⟩⟨k; k^′|

É ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ÒÁŒÅÎ

Tr_{N2} X = ∑ m ∑ j;k a^m_{jk} (∑ l b^m_{ll} ) |j⟩⟨k| = ∑ j;k ∑ l X_{jlkl}|j⟩⟨k|:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ŒÚÑÔÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÞÉÓÔÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ, ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÍÁÔÒÉ- ÃÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ.

ðÕÓÔØ N_1 = N_2 = B, Á ȷ = | ⟩⟨ |, ÇÄÅ | ⟩ = 1√ 2 (|0; 0⟩ + |1; 1⟩). œ

ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ȷ = 12 ∑ a;b |a; a⟩⟨b; b|, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

Tr_{N2} ȷ = 12 ∑ a |a⟩⟨a| = ( 1=2 0 0 1=2 ) : üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ (ÞÉÓÔÙÍ ÓÏÓÔÏÑ- ÎÉÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÎÇÁ 1). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ: 0 É 1 ÉÍÅÀÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÒÁŒÎÙÅ 1=2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅ ŒÔÏ- ÒÏÇÏ q-ÂÉÔÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÞÉÓÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏ- ÓÔÅÊ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ q-ÂÉÔÅ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.1. ìÀÂÏÅ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ȷ ∈ L(N ) ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÏ ËÁË ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ Tr_F (| ⟩⟨ |) ÏÔ ÞÉÓÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Â«ÏÌØÛÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, | ⟩ ∈ N ⊗ F, ÐÒÉÞčÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ dim F ⩽ dim N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÁÇÁÅÍ F = N^∗. ôÁË ËÁË ȷ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ √ȷ ∈ L(N ) = N ⊗ N^∗. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ | ⟩ = √ȷ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÉÓËÏÍÏÅ, Ô. Å. ȷ = Tr_N ∗ (|√ȷ⟩⟨√ȷ|).

ðÏÓËÏÌØËÕ ȷ ÜÒÍÉÔÏŒÁ, ÏÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ {|j⟩}. ôÏÇÄÁ ȷ = ∑ j p_j|_j⟩⟨_j|, Á | ⟩ = √ȷ = = ∑ j √p_j|_j⟩⟨_j|, É | ⟩⟨ | = ∑ jk √p_jp_k(|_j⟩ ⊗ ⟨_j|)(|_k⟩ ⊗ ⟨_k|). œËÌÁÄ Œ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ŒÎÏÓÑÔ ÌÉÛØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó j = k. ðÏÜÔÏÍÕ Tr_N ∗ (| ⟩⟨ |) = = ∑ j p_j|_j⟩⟨_j| = ȷ. □ úÁÄÁÞÁ 9.2. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | ⟩ ∈ N ⊗ F. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÍÉÄÔÁ: | ⟩ = ∑ j –_j|_j⟩ ⊗ |”_j⟩;

ÇÄÅ 0 < –j ⩽ 1, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ {|j⟩} ⊂ N É {|”j⟩} ⊂ F ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ –^2j | ÜÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉÞ- ÎÙÈ ÓÌÅÄÏŒ ȷ = Tr_F (| ⟩⟨ |) É ȷ^′ = Tr_N (| ⟩⟨ |). (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ- ÎÕÌÅŒÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ȷ É ȷ^′ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.) ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÚÑÔÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ ÏÔ ÞÉÓÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÞÉÓÔÏÍÕ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ: | ⟩ = |⟩ ⊗ |”⟩. úÁÄÁÞÁ 9.3. ðÕÓÔØ | _1⟩; | _2⟩ ∈ N ⊗F | ÄŒÁ ÞÉÓÔÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Tr_F (| _1⟩⟨ _1|) = Tr_F (| _2⟩⟨ _2|). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ | _2⟩ = (I_N ⊗ U)| _1⟩ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F.

10. æÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ôÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ, ËÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÄÏÐÕÓÔÉ- ÍÙ Ó ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

1. õÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÑ ȷ = |⟩⟨| Œ ÍÁÔÒÉÃÕ ȷ^′ = U |⟩⟨|U^†. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ), ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ É ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ: ȷ^U→ UȷU^†:

2. œÔÏÒÏÊ ÔÉÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ŒÏ ŒÚÑÔÉÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ.

åÓÌÉ ÅÓÔØ ȷ ∈ L(N ⊗F), ÔÏ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅ ŒÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ȷ → Tr_F ȷ:

3. œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÅÝč ÂÙŒÁÅÔ ÎÕÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÎÁÐÒÏËÁÔ q-ÂÉÔÙ Œ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÉ 0. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ȷ ∈ L(B^⊗n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÅ (ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ) ŒÌÏÖÅÎÉÅ V : B^⊗n → → B^⊗N Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

|⟩^V→ |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩. íÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ Œ ȷ ⊗ |0^{N−n}⟩⟨0^{N−n}|. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ V ÐÏ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÉ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ȷ^V→ V ȷV^†:

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÔÉÐÁ 2 É 3 (ÓÌÕÞÁÊ 1 | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÔÉÐÁ 3).

úÁÄÁÞÁ 10.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ȷ → Tr_F (V ȷV^†), ÇÄÅ V : N → → N ⊗ F | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

ïÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ ÏÚ- ÎÁÞÁÅÔ ÚÁÂÙŒÁÎÉÅ (ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅ) ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÕÍÎÏÊ, Á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÄÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÓÕÄØÂÁ ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÚÕÀÝÉÅ ÏÓÔÁŒÛÕÀÓÑ ÓÉÓÔÅÍÕ. œÏÚØÍčÍ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍ É ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ȷ ∈ L(N ⊗ F). åÓÌÉ ÍÙ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÍ ŒÔÏ- ÒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ (Œ ÍÕÓÏÒÎÕÀ ËÏÒÚÉÎÕ), ÔÏ

ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄŒÅÒÇÁÔØÓÑ ÎÅËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÍÙÍ ŒÏÚÄÅÊÓÔŒÉÑÍ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U Ë ÐÅÒŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ‚ = (U ⊗ Y )ȷ(U ⊗ Y )^†, ÇÄÅ Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÍÕÓÏÒÎÏÊ ËÏÒÚÉÎÙ ÎÁ ÍÕÓÏÒ). åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ⊆ N , ÏÔÎÏÓÑÝÅÇÏÓÑ Ë ÐÅÒŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (ÍÕÓÏÒ ÎÁÓ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ), ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ Y É ÒÁŒÎÁ P(‚; M ⊗ F) = P(Tr_F ‚; M) = P ( U(Tr_F ȷ)U^†; M ) : úÄÅÓØ ÐÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 4^q ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, Á ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | ÎÏŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: Tr_F ( (U ⊗ Y )ȷ(U ⊗ Y )^† ) = U (Tr_F ȷ) U^†: (10.1)

úÁÄÁÞÁ 10.2. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (10.1) ÄÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 10.3. úÁÐÉÛÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : L(N ) → L(M) Œ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ŒÉÄÅ: T (|j⟩⟨k|) = ∑ j^′;k^′

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)}|j^′⟩⟨k^′|:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ T ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ ÔÒčÈ ÕÓÌÏŒÉÊ: Á) ∑ k^′ T(k^′j)(k^′k) = ‹jk (ÓÉÍŒÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ);

Â) T^∗_(j′j_{)(}k′k_) = T_(k_′k_{)(}j_′j_);

Œ) T_(j′j_{)(}k′k_) | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (ÐÏ ÐÁÒÁÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ).

úÁÄÁÞÁ 10.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : L(N ) → L(M) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ: Á) Tr(T X) = Tr X ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ∈ L(N ); Â) (T X)^† = T X^† ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ∈ L(N );

Œ) T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ G ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ T ⊗ IL_{(G)} : L(N ⊗ G) → → L(M ⊗ G) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÙÅ.

10.1. ðÏÄÓÞčÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ôÅÐÅÒØ, ÉÍÅÑ ÏÂÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉ- ÚÕÅÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÉ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏ- ÂÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÏÄ- ÓÉÓÔÅÍÕ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏÎÁ ÓÔÁÌÁ ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÏ- ÓÉÔØ Åč Œ ÍÕÓÏÒÎÕÀ ËÏÒÚÉÎÕ, Á ÐÒÉ ÐÏÄÓÞčÔÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÚÑÔØ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ.

á ÍÏÖÎÏ ÔÑÎÕÔØ ŒÅÓØ ÜÔÏÔ ÍÕÓÏÒ ÄÏ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÎÃÁ É ÓÞÉÔÁÔØ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÓÏÂÙÔÉÊ ŒÉÄÁ M_1 ⊗ N_2 (ÒÁÚ ÕÖ ÍÙ ÐÅÒÅÓÔÁÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÔÏÒÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ, ÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÄÅÔÁÌÉ Åč ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁÍ ÎÅ ŒÁÖÎÙ | ÎÁÍ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅ- ÍÏÊ Œ ÍÕÓÏÒÎÏÊ ËÏÒÚÉÎÅ). ëÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ÜÔÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ: P(ȷ; M_1 ⊗ N_2) = P(Tr_{N2} ȷ; M_1).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.1. îÅÔÒÕÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÍÏÄÅÌØ ËŒÁÎÔÏ- ŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄ- ÈÏÄÑÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ŒÉÄÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ- ÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). ôÁËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÂÏÌÅÅ ÁÄÅËŒÁÔÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Ó ĂÏËÒÕÖÁÀ- ÝÅÊ ÓÒÅÄÏÊĄ. ó ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÏŒÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ (ÅÓÌÉ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ). ïÄÎÁËÏ Œ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÏÂÝÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÙ | ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. úÄÅÓØ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÁŒÁÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÔ- ÓÙÌÁÅÍ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÎÎÏÇÏ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë [20].

10.2. ðÏÔÅÒÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔÉ (decoherence). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ĂÚÁÂÙŒÁÅÔĄ ŒÎÅ- ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ: ȷ = ∑ j;k ȷ_{jk}|j⟩⟨k|^D→ ∑ k ȷ_{kk}|k⟩⟨k|:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ĂÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏĄ, Ô. Å. ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ ÔÒÉ ÛÁÇÁ. œÎÁÞÁÌÅ ÄÏÂÁŒÉÍ ÎÕÌÅŒÙÅ ÂÉÔÙ: ȷ → ȷ ⊗ |0⟩⟨0|: úÁÔÅÍ ÓËÏÐÉÒÕÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÂÉÔÙ Œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÅ. ïÂÒÁÔÉÍÏÅ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ~(ffx): |a; b⟩ → |a; a ⊕ b⟩. ðÏÌÕÞÁÅÍ ȷ ⊗ |0⟩⟨0|^{Λ(σx )}→ ∑ j;k ȷ_{jk}|j; j⟩⟨k; k|:

á ÔÅÐÅÒØ ŒÏÚØÍčÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ ÐÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÍ ÂÉÔÁÍ. ðÏÌÕÞÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ∑ k ȷ_{kk}|k⟩⟨k|:

ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ĂÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÑĄ |j⟩ → |j; j⟩; ∑ j;k ȷ_{jk}|j⟩⟨k| → ∑ j;k ȷ_{jk}|j; j⟩⟨k; k|

(ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ) ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÐÉÒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ |⟩ → |⟩ ⊗ |⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ËÏÐÉ- ÒÏŒÁÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.2. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀÂÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ (Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ), ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÑ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ÂÉÔÏŒ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÚÁ ÓÉÓÔÅÍÏÊ (ÄÅÌÁÔØ ËÏÐÉÉ), ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÕ- ÄÅÔ ŒÅÓÔÉ ÓÅÂÑ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÇÏ q-ÂÉÔÁ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (ÏÂÎÕÌÅÎÉÅ ŒÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ffz Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2:

ȷ → 12ȷ + 12ff^zȷff^z:

ðÏÄÏÂÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÓÂÏÅÍ ÆÁÚÙ: ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |1⟩ ÄÏÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÆÁÚÏŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ −1 Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÂÏÊ ÆÁÚÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅÄÅÔ ÓÅ- ÂÑ ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 10.5. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ T : L(N ) → L(N ⊗F) ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: Tr_F (T ȷ) = ȷ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ȷ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ T X = X ⊗ ‚ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X), ÇÄÅ ‚ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ȷ, ÎÅ ŒÏÚÍÕÝÁÑ ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ.

10.3. éÚÍÅÒÅÎÉÅ. ðÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÞÁÓÔÏ ÂÙ- ŒÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÒÑÄÕ Ó ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ. ïÓÎÏŒÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ŒÚÁÉÍÏ- ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÉÚÍÅÒÅ- ÎÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏŒ, ÄÁÀÝÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ, | ËŒÁÎÔÏŒÏÊ (N ) É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ (K). ðÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ: ȷ = ∑ j;k;l

ȷ_{jkll} (|j⟩⟨k|) ⊗ (|l⟩⟨l|) = ∑ l w_l‚^{(l)} ⊗ (|l⟩⟨l|) ;

ÇÄÅ wl = ∑ j ȷ_{jjll} | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÉÍÅÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ l, Á ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ ‚^(l^) = w^{−1}l ∑ j;k ȷ_{jkll} ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏ- ÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËŒÁÎÔÏŒÏ-ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÒÁÚÌÏÖÉ- ÍÏ ÎÁ ĂÕÓÌÏŒÎÙÅĄ (ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÕÓÌÏŒÎÙÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ) ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ‚^(l^). âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÅ: ȷ = ∑ l w_l ( ‚^{(l)}; l ) = ∑ l ( w_l‚^{(l)}; l ) . ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÑÄ ŒÚÁÉÍÏÉÓËÌÀÞÁÀÝÉÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÞÔÏ ŒÙÒÁ- ÖÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÐÁÒ- ÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ N = ⨁ j∈˙ Lj, ÇÄÅ ˙ = {1; : : :; r} |

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_1 ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ L_2, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ ∈ D(L_1) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ P(ȷ; L_2) = 0).

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÚ- ÍÅÒÅÎÉÅÍ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Lj ĂÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÐÒÉÂÏÒĄ ÐÏÍÅÝÁÅÔ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÇÉÓÔÒ ÎÏÍÅÒ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÑ j: ÅÓÌÉ |⟩ ∈ Lj; ÔÏ |⟩⟨| → (|⟩⟨|; j) : (10.2) èÏÔÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L(N ) Œ L(N ⊗K), ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ ŒÓÅÇÄÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ L(N ) Œ r⨁ j=1 L(N ).

äÌÑ |⟩ ∈ Lj ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |⟩⟨| = ˝_{Lj} |⟩⟨|˝_{Lj} . ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ → ∑ j ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ; j )

É ÐÒÉÊÔÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1. (äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ) ÉÚÍÅÒÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ → ∑ j P(ȷ; L_j) ( ‚^{(j)}; j ) ; (10.3)

ÇÄÅ ‚^(j^) = P(ȷ; Lj)^{−1} × ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} .

íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ j | ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, P(ȷ; Lj) | ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, Á ‚^(j^) | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚÍÅÒÑÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÓÌÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ j. åÓÌÉ

ÍÙ ÉÚÍÅÒÑÅÍ ÞÉÓÔÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, Ô. Å. ȷ = |⟩⟨|, ÔÏ ‚^(j^) = |”j⟩⟨”j|, ÇÄÅ

|”_j⟩ = ˝_{Lj} |ξ⟩ √ P(|ξ⟩, Lj) . ðÒÉŒÅÄčÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ. óÄÅÌÁÅÍ ÄŒÅ ËÏÐÉÉ ÂÉÔÁ.

ðÕÓÔØ ˝_{L0} = |0⟩⟨0|, Á ˝_{L1} = |1⟩⟨1|. ôÏÇÄÁ ȷ = ( ȷ_{00} ȷ_{01} ȷ_{10} ȷ_{11} ) → (ȷ_{00}|0⟩⟨0|; 0) + (ȷ_{11}|1⟩⟨1|; 1):

úÁÄÁÞÁ 10.6. ĂëŒÁÎÔÏŒÁÑ ÔÅÌÅÐÏÒÔÁÃÉÑĄ (ÓÍ. [21]). ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ q-ÂÉÔÁ: ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ (ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÏÍ) ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ȷ, ŒÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ | Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ |_0;_0⟩ = 1√ 2 ( |0; 0⟩ +

+ |1; 1⟩ ) . ðÒÏÉÚŒÅÄčÍ ÎÁÄ ÐÅÒŒÙÍÉ ÄŒÕÍÑ q-ÂÉÔÁÍÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ B^{⊗2} = C (|_{00}⟩) ⊕ C (|_{01}⟩) ⊕ C (|_{10}⟩) ⊕ C (|_{11}⟩);

ÇÄÅ |ab⟩ = 1√ 2 ∑ c (−1)bc |c; c ⊕ a⟩:

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ É ÏÓÔÁŒÛÉÊÓÑ ÔÒÅÔÉÊ q-ÂÉÔ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ȷ. úÁÐÉÛÉÔÅ ŒÓÀ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÊ (ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ É ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÅ) Œ ŒÉÄÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.3. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ áÌÉÓÁ ÈÏÞÅÔ ÐÅÒÅÄÁÔØ âÏÂÕ^{13)} ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ȷ ÐÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ ÓŒÑÚÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÔÅÌÅÆÏÎÕ). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ áÌÉÓÁ É âÏÂ ÚÁÒÁÎÅÅ ÐÒÉÇÏÔÏŒÉÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |_{00}⟩ É ŒÚÑÌÉ ÏÔ ÎÅÇÏ ÐÏ ÐÏÌÏŒÉÎËÅ | ÏÄÎÏÍÕ q-ÂÉÔÕ. áÌÉÓÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ É ÓÏÏÂÝÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ âÏÂÕ. úÁÔÅÍ âÏÂ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓŒÏÊ q-ÂÉÔ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ȷ.

11. éÚÍÅÒÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

œŒÅÄčÍ ÏÓÏÂÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ | ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ N ⊗ K, ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: N = = ⨁ j Lj. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÉÄÁ W = ∑ j ˝_{Lj} ⊗ Uj ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ

ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÍ.

13)üÔÉ ÄŒÁ ÐÅÒÓÏÎÁÖÁ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ Œ ÌÀÂÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÐÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÔÅ- ÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ.

þÔÏÂÙ ÏÐÒÁŒÄÁÔØ ÔÁËÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ ∈ L(N ). ðÏÄÓÏÅÄÉÎÉÍ ÐÒÉÂÏÒ; ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÐÒÉ- ÂÏÒÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ ⊗ |0m⟩⟨0m| (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÅÍ ÐÒÉÂÏÒ, ÅÓÔØ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÜÔÏ B^⊗n).

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W . ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ W ( ȷ ⊗ |0^m⟩⟨0^m| ) W^† = ∑ j ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ⊗ Uj|0⟩⟨0|U^†j

(ÚÄÅÓØ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÏ- ÒÁ ˝^† = ˝, ˝^2 = ˝).

é ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ: ÐÒÉÂÏÒ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ. üÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ. ðÏÓÍÏ- ÔÒÉÍ, ŒÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÔÏÒÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ:

‚_j = |_j⟩⟨_j| −→ ∑ k |⟨k|_j⟩|^2 |k⟩⟨k| ( ÔÁË ËÁË (‚j) |kk = ⟨k|‚j|k⟩ ) : ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÊÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ∑ j ∑ k ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} |⟨k|Uj|0⟩|^2 ; k ) = ∑ j ∑ k P(k | |j) ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ; k ) ; ÇÄÅ ŒŒÅÄÅÎÙ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ P(k | |j) = |⟨k|U_j|0⟩|^2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ (ËÁË ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ) P(k | |j) = ‹_{kj}, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ĂŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅÍĄ. œŒÅÄčÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ËÁË ÏÂÙÞÎÙÅ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ~(U) = ˝_0 ⊗ I + ˝_1 ⊗ U, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ B ⊗ N , | ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ.

1^′: îÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ É ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ U | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÕÍ- ÍÕ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: U = ∑ j –_j˝_{Lj} ,

|–_j| = 1. ôÏÇÄÁ ~(U) = ∑ j(˝_0 + –j˝_1) ⊗ ˝_{Lj} = ∑ j ( 1 0 0 –j ) ⊗ ˝_{Lj} .

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ P(0 | |j) = 1 É P(1 | |j) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÈÏÔÑ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚÍÅÒÑÅÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÄÌÑ ÆÉÚÉËÏŒ. ðÕÓÔØ U | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ ÓŒÅÔÁ ÐÒÉ ÐÒÏ- ÈÏÖÄÅÎÉÉ ÓËŒÏÚØ ÓÔÅËÌÑÎÎÕÀ ÐÌÁÓÔÉÎËÕ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÌÕÞ ÓŒÅÔÁ ÎÁ ÄŒÁ, ÐÒÏÐÕÓÔÉŒ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÕÐÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÚÅÒ- ËÁÌÏ, ÚÁÔÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÌÕÞÅÊ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÔÅËÌÑÎÎÕÀ ÐÌÁÓÔÉÎËÕ, Á ÚÁÔÅÍ ÚÁÓÔÁŒÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÌÕÞÉ ÉÎÔÅÒÆÅ- ÒÉÒÏŒÁÔØ. ðÏ ËÁÒÔÉÎÅ ÉÎÔÅÒÆÅÒÅÎÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÆÁÚÏŒÙÊ ÓÄŒÉÇ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. áÎÁÌÏÇÏÍ ÐÏÌÕ-

ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ H = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) . ëÁË

ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ËÁÒÔÉÎËÉ, ÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Œ ÎÁÞÁÌÅ É Œ ËÏÎÃÅ. óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¨(U) = (H ⊗ I)~(U)(H ⊗ I):

åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ | ⟩ = |”⟩⊗|⟩ (|⟩ ∈ Lj), ÔÏ ¨(U)| ⟩ = = |”^′⟩ ⊗ |⟩, ÇÄÅ

|”^′⟩ = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) ( 1 0 0 –j ) 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) |”⟩ = 12 ( 1 + –j 1 − –j 1 − –j 1 + –j ) |”⟩:

ðÏÜÔÏÍÕ ¨(U) = ∑ j

Rj 1 2 ( 1 + –j 1 − –j 1 − –j 1 + –j ) ⊗˝_{Lj} . ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÕÓ-

ÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁŒÎÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÁÇÁÔØ –j = e^2ıi’^j . œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÍÅÅÍ P(0 | |j) = |⟨0|R_j|0⟩|^2 = | | | | 1 + λj 2 | | | | 2 = 1 + cos(2πφ) 2 : œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÍÅÎÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÃÅ- ÎÉŒÁÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÂÒÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÂÉÔÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (ÒÁÚÎÙÅ ĂÐÒÉÂÏÒÙĄ). ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (Ô. Å., ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÍÎÏ- ÖÁÔØÓÑ).

óŒÏÊÓÔŒÁ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÉÚ- ÍÅÒÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ N = ⨁ j Lj.

1. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ | ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

W^{(1)} = ∑ j R^{(1)}_j ⊗ ˝_{Lj} É W^{(2)} = ∑ j R^{(2)}_j ⊗ ˝_{Lj} :

ðÏÓËÏÌØËÕ ˝_{Lj} ˝_{Lk} ≠ 0 ⇔ j = k, ÉÍÅÅÍ

W^{(2)}W^{(1)} = ∑ j R^{(2)}_j R^{(1)}_j ⊗ ˝_{Lj} :

2. õÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÈ ĂÒÁÚÎÙÍÉ ÐÒÉÂÏÒÁÍÉĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÐÕÓÔØ R^{(1)} = = ~R^1 ⊗ I, Á R^{(2)} = I ⊗ ~R^2. ôÏÇÄÁ P(k_1; k_2 | | j) = P_1(k_1 | | j)P_2(k_2 | | j). üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏ- ÓÔÅÊ É ÉÚ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ( ⟨_1| ⊗ ⟨_2| )( U_1 ⊗ U_2 )( |”_1⟩ ⊗ |”_2⟩ ) = ⟨_1|U_1|”_1⟩ ⟨_2|U_2|”_2⟩:

3. æÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W = ∑ R_j ⊗ ˝_{Lj} . åÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ Ë ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ |0⟩⟨0| ⊗ ȷ, ÇÄÅ ȷ ∈

∈ L(N ), ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ k ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ: P ( W (|0⟩⟨0| ⊗ ȷ)W^†; C (|k⟩) ⊗ N ) = ∑ j P(k | |j)P(ȷ; L_j):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. W ( |0⟩⟨0|⊗ȷ ) W^† = ‚ = ∑ j ( R_j|0⟩⟨0|R^†_j ) ⊗˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} .

òÁÎÅÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ P ( ‚; C (|k⟩) ⊗ N ) = P ( Tr_N ‚; C (|k⟩) ) . äÁÌÅÅ,

Tr_N ‚ = ∑ j ( R_j|0⟩⟨0|R^†_j ) × Tr ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ) : ðÏÓËÏÌØËÕ Tr ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ) = Tr ( ˝^2_{Lj} ȷ ) = Tr ( ˝_{Lj} ȷ

)_{def}

= P (ȷ; Lj) ;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ P ( ‚; C (|k⟩) ⊗ N ) = ∑ j P(k | |j)P(ȷ; L_j). □

úÁÄÁÞÁ 11.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÏÌÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁÐÒÑÍÕÀ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÚÑÔÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 11.2. ĂïÂÒÁÔÉÍÏÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅĄ. ðÕÓÔØ W = ∑t k=1 ˝_{Lk} ⊗ Vk | ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Vk|0⟩ = ∑ y;z c_{y;z}(k)|y; z⟩. (éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Vk ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ m + s q-ÂÉÔ; ÐÅÒŒÙÅ m q-ÂÉÔ (Ô. Å. y) | ĂÐÏÌÅÚÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔĄ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ s q-ÂÉÔ (Ô. Å. z) | ĂÍÕÓÏÒĄ.) äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ V ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : {1; : : :; t} → B m Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ⩽ ", Ô. Å.

P(f(k) |k)^{def}= ∑ z |c_{f(k);z}(k)|^2 ⩾ 1 − ":

ðÏÓÔÒÏÊÔÅ c ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ W É W^{−1} ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÓÈÅÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O("^1=^2) ÎÏŒÙÊ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U = t∑ k=1 ˝_{Lk} ⊗ Qf_(k_) ; ÇÄÅ Qv|y⟩ = |y ⊕ v⟩:

(òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ĂÂÒÁÔØ ÎÁÐÒÏËÁÔĄ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ.)

12. âÙÓÔÒÙÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ, | ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÏÊ ÐÅÒÅÂÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ çÒÏŒÅÒÁ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 8.1. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉËÁËÉÈ ÓÅÒØčÚÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÊ (ÔÉÐÁ BQP ⊃ BPP) ÁÌÇÏÒÉÔÍ çÒÏŒÅÒÁ ÎÅ ÄÁčÔ. œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÑÔ ÐÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ. îÏ ÅÓÔØ ËÏÓŒÅÎÎÙÅ ÓŒÉ- ÄÅÔÅÌØÓÔŒÁ Œ ÐÏÌØÚÕ ÔÁËÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ | ÐÒÉÍÅÒ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ (Ô. Å. ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ÔÉÐÁ ĂÞčÒÎÏÇÏ ÑÝÉËÁĄ), ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌÅÎ.^{14)} üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ä. óÁÊÍÏÎÏÍ [42], ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Œ (Z_2)k. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÒÅÛÉÍ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁ- ÞÕ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Œ Zk, ÏÂÏÂÝÁÀÝÕÀ ŒÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.

úÁÄÁÞÁ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÒÉ- ÞčÍ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ G ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ. éÍÅÅÔÓÑ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ (ÏÒÁËÕÌ), ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎËÃÉÀ f : G → B n ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

f(x) = f(y) ⇐⇒ x − y ∈ D; (12.1) ÇÄÅ D ⊆ G | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. îÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÜÔÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ.

12.1. úÁÄÁÞÁ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Œ (Z2)k. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÚÁÄÁÞÕ Œ ÓÌÕÞÁÅ G = (Z_2)k. üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ

14)óÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ ÞÁÓÔÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ IP = PSPACE [36, 37]. ïÒÁËÕÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅŒÅÒÅÎ [30] !

ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ k ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ; ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ | ÐÏÂÉÔÏŒÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2.

ìÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÓÔÒÏ ÎÁÊÔÉ ĂÓËÒÙÔÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕĄ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ. (ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÐÏ- ÓÙÌÁÅÔ ÎÁ ŒÈÏÄ ĂÞčÒÎÏÇÏ ÑÝÉËÁĄ ÓÔÒÏËÉ x_1; : : :; xl É ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÏÔŒÅÔÙ y_1; : : :; y_l. ëÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÏÐÒÏÓ x_j ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÏÔŒÅ- ÔÏŒ y_1; : : :; yj_{−1} É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ r.)

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 12.1. ðÕÓÔØ n ⩾ k. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÄÅÌÁÀÝÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2k=^2 ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÏÒÁËÕ- ÌÕ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ D ⊆ (Z_2)k É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : (Z_2)^k → B^n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ D ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÒÁËÕÌÏŒ f. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ É ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÏ. (åÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÛÉ- ÂÁÅÔÓÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=3 ÐÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÏÒÁËÕÌÅ, ÔÏ ÏÎ ÔÁË- ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÛÉÂÁÔØÓÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=3 ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÎ- ËÒÅÔÎÏÍ ÏÒÁËÕÌÅ.) óÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÒÁËÕÌ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÏÔŒÅÔ yj ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÏÔŒÅÔÏŒ y_1; : : :; yj_{−1}, ÔÏ ÏÎ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B^n\{y_1; : : :; y_{j−1}}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÒÁËÕÌ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÕ Ó ÐÁÍÑÔØÀ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ xj ŒÙÄÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ s_j ⩽ j, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ x_j − x_{sj} ∈ D. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅ- ÎÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÁÍÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ŒÙÂÏÒ y_j ∈ B^n \{y_1; : : :; y_{j−1}}, ËÏÇÄÁ s_j = j.

ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ŒÏÐÒÏÓÏŒ Ë ÏÒÁËÕÌÕ ÒÁŒÎÏ l ⩽ 2k=^2. âÅÚ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. œ ÓÌÕÞÁÅ D = {0} ŒÓÅ ÏÔŒÅÔÙ ÔÁË- ÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ sj = j ÄÌÑ ŒÓÅÈ j. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕ- ÞÁÊ D = {0; z}, ÇÄÅ z ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ Ó ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ (Z_2)k. ôÏ- ÇÄÁ, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, sj = j c ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ⩾ 1 − (j − 1)=(2k − 1). ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ⩾ 1 − l(l − 1)=(2(2k − 1)) > 1=2 ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1; : : :; l. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ: z É r. íÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ z ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔŒÅÔÏŒ sj = j (ÄÌÑ ŒÓÅÈ j) ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ 1=2. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÁÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ÏÎÁ ŒÙÄÁÅÔ ÏÔŒÅÔ ĂD = {0}Ą Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ⩾ 2=3, ÐÏÌÏÖÉÍ D = {0; z} | ÔÏÇÄÁ ŒÙÄÁŒÁÅÍÙÊ ÏÔŒÅÔ ÂÕÄÅÔ ÎÅŒÅÒÎÙÍ Ó ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØÀ > (2=3) · (1=2) = 1=3. åÓÌÉ ÖÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔŒÅÔÁ ĂD = {0}Ą ÍÅÎØÛÅ 2=3, ÐÏÌÏÖÉÍ D = {0}. □ ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÏÒÁËÕÌ | ÜÔÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : |x; y⟩ → |x; y ⊕ f(x)⟩: (12.2) (⊕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÂÉÔÏŒÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÏÒÁËÕÌ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÒÁÚÎÙÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ, ÞÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÏÒÁËÕÌ.

ðÕÓÔØ å = G=D, Á E^∗ | ÇÒÕÐÐÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÎÁ E, Ô. Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ E → U(1). œ ÓÌÕÞÁÅ G = (Z_2)k ÇÒÕÐÐÕ E^∗ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

E^∗ = {h ∈ (Z_2)^k : ∀ z ∈ (Z_2)^k (h · z = 0)};

ÇÄÅ h · z ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. (óÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÊ h ÈÁÒÁËÔÅÒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z → (−1)h^·z.) ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÏÒÏÄÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ h ∈ E^∗, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U. ðÏÒÏÄÉŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÇÒÕÐÐÕ E^∗, É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ D.

îÁÞÎčÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉÇÏÔÏŒÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |⟩ = 2^{−k=2} ∑ x∈G |x⟩ = H^{⊗k}|0^k⟩

Œ ÏÄÎÏÍ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÅ. œÏ ŒÔÏÒÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒ ÐÏÍÅÓÔÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |0n⟩ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U. úÁÔÅÍ ŒÙÂÒÏÓÉÍ ŒÔÏÒÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒ, Ô. Å. ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ȷ = Tr_2 ( U(|⟩⟨| ⊗ |0^n⟩⟨0^n|)U^† ) = 2^−k ∑ x;y:x−y∈D |x⟩⟨y|: ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ H^⊗k:

‚ = H^{⊗k}ȷH^{⊗k} = 2^{−2k} ∑ a;b ∑ x;y:x−y∈D

(−1)a^·x^−b^·y|a⟩⟨b|:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ∑ x;y:x−y∈D

(−1)a^·x^−b^·y ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ a = b ∈ E^∗. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ‚ = 1_{|E∗|} ∑ a∈å^∗ |a⟩⟨a|: üÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ E^∗. ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ Œ ŒÉÄÅ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 12.1. ðÕÓÔØ h_1; : : :; hl | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ X c ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ⩾ 1 − |X|=2l.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 2k ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÒÏ- ÄÉÔØ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ E^∗ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ⩽ 2^−k. (ôÁËÁÑ ÍÁÌÅÎØ- ËÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÚÁÔÒÁÔ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó 1=3. þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ Åč ÅÝč ÍÅÎØÛÅ, ÜÆÆÅËÔÉŒÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ- ÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ: ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ É ŒÙÂÒÁÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÊÓÑ ÏÔŒÅÔ).

ðÏÄŒÅÄčÍ ÉÔÏÇ: ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ĂÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙĄ D ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ O(k) ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ËŒÁÎÔÏŒÏÍÕ ÏÒÁËÕÌÕ. œ ÃÅÌÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ O(k^3).

12.2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ. œÔÏÒÏÅ ÓŒÉÄÅÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÐÏÌØÚÕ ÇÉÐÏÔÅÚÙ BQP ⊃ BPP | ÂÙÓÔÒÙÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ. ïÎÉ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ð. ûÏÒÏÍ [38]. ïÂÓÕÄÉÍ ÐÏËÁ ÐÅÒŒÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞ.

æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÞÉÓÌÁ. äÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ y. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ y = p^{¸1}_1 p^{¸2}_2 · : : : · p^{¸k}_k :

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÎÁÓÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ Ï ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ Åč ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÒÉ- ÐÔÏÇÒÁÆÉÉ. ó ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÕÖÅ: ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ ÎÉ ÓŒÅÄ«ÅÎÉÅ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ NP, ÎÉ ÄÒÕÇÉÅ ĂÐÒÑÍÙÅĄ ÓŒÉÄÅÔÅÌØÓÔŒÁ Œ ÐÏÌØÚÕ Åč ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. (óÌÏŒÏ ĂÐÒÑ- ÍÙÅĄ ŒÚÑÔÏ Œ ËÁŒÙÞËÉ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅÉÚŒÅÓÔÅÎ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ P^?= NP.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏÐÏÌÎÑÅÔ É ÂÅÚ ÔÏÇÏ ÏÂÉÌØÎÕÀ ËÏÌÌÅËÃÉÀ ÎÅ- ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÇÉÐÏÔÅÚ Œ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÇÉÐÏÔÅÚ ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÕÍÅÎØÛÁÔØ. œ ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÃÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ûÏÒÁ | ÅÓÌÉ ÓÏŒÅÒÛÉÔØ ÏÄÉÎ ĂÁËÔ ŒÅ- ÒÙĄ É ÕŒÅÒÏŒÁÔØ Œ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÅÝč ÏÄÎÏÍ ÁËÔÅ ŒÅÒÙ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Â«ÏÌØÛÉÈ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ) ÏÔÐÁÄÁÅÔ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÂÙÓÔÒÙÊ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ, Á ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÊ ÚÁÄÁÞÉ îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅ- ÒÉÏÄÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÁ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÌÁÓÓÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÁ. éÍÅÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ q, ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÝÅÅÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ (1 ⩽ q < 2n) É ÞÉÓÌÏ a ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a < q,

(a; q) = 1 ((a; q) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ). îÕÖÎÏ ÎÁÊ- ÔÉ ÐÅÒÉÏÄ a ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q, Ô. Å. ÔÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ t, ÞÔÏ at ≡ 1 (mod q).

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÅÒÉÏÄ | ÜÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÞÉÓÌÁ a Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ- ÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ŒÙÞÅÔÏŒ (Z=qZ)^∗. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÅÒÉÏÄ ÞÉÓÌÁ a ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q ËÁË perq(a).

îÉÖÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁ- ÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ ÞÉÓÌÁ. îÏ ÎÁÞÎčÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÐÉÛÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÓŒÅÄ«ÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Ë ÚÁÄÁÞÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÅ- ÒÉÏÄÁ. þÉÔÁÔÅÌÀ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÔÅÓÔ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.3).

12.3. óŒÅÄÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÐÅÒÉÏÄÁ. éÔÁË, ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÀ ÞÉÓÌÁ y ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ O(log y) ÒÁÚ ÐÏÄ- ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÓÏÓÔÁŒÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ 1=2. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÕÖÎÁ ÔÁËÖÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÕÓÉÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÎÁ Ó. 36.)

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. œÈÏÄ: ÞÉÓÌÏ y.

ûÁÇ 1. ðÒÏŒÅÒÑÅÍ ÞčÔÎÏÓÔØ y. åÓÌÉ y | ÞčÔÎÏÅ, ÔÏ ŒÙÄÁčÍ ÏÔŒÅÔ Ă2Ą, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 2.

ûÁÇ 2. ðÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÉÚŒÌÅËÁÅÔÓÑ ÌÉ ÉÚ y ÎÁÃÅÌÏ ËÏÒÅÎØ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÉ k = 2; : : :; log_2 y. åÓÌÉ y = mr, ÔÏ ÏÔŒÅÔ ĂmĄ, ÉÎÁÞÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 3.

ûÁÇ 3. œÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ a ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ y, ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ r = per_y(a) (ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÍÅÀÝÉÊÓÑ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏ- ÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ) É, ÅÓÌÉ r | ÎÅÞčÔÎÏÅ, ÔÏ ÏÔŒÅÔ Ăy | ÐÒÏÓÔÏÅĄ. œ ÐÒÏ- ÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÈÏÄÉÍ d = (ar=^2 − 1; y) (ÓËÁÖÅÍ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ åŒËÌÉÄÁ) É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ 4.

ûÁÇ 4. åÓÌÉ d > 1, ÔÏ ÏÔŒÅÔ ĂdĄ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔŒÅÔ Ăy | ÐÒÏÓÔÏÅĄ.

áÎÁÌÉÚ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ y Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÎÁ- ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1−1=2k^{−1}, ÇÄÅ k | ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ y. (úÁÍÅÔÉÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁŒ- ÎÁ 0 ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ y, ÔÁË ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÍÏÖÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ É ËÁË ÔÅÓÔ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ.) ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕ- ÅÔÓÑ ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ É ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ-

ÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p¸, ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ, | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ (ÓÍ. [2, çÌ. 6, §3]).

åÓÌÉ r = pery(a) | ÞčÔÎÏÅ, ÔÏ (ar=^2 + 1)(ar=^2 − 1) ≡ 0 (mod y). ôÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ŒÙÄÁÓÔ ÏÔŒÅÔ Ăy | ÐÒÏÓÔÏÅĄ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ar=^2 ≡ −1 (mod y).

úÁÐÉÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ y ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ y = ∏k j=1 p^{¸j}_j É ŒŒÅÄčÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

a_j ≡ a (mod p^{¸j}_j ); r_j = per_{(p}αj_{j )} a_j = 2^{sj} r^′_j; ÇÄÅ r^′_j | ÎÅÞčÔÎÏe:

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ŒÙÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ Ăy | ÐÒÏÓÔÏÅĄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ s_1 = s_2 = : : : = sk. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ s_1 = s_2 = : : : = = sk = 0, ÔÏ r ÎÅÞčÔÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ r | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ŒÓÅÈ rj). åÓÌÉ s_1 = s_2 = : : : = sk ⩾ 1, ÔÏ ar^j =^2j ≡ −1 (mod p¸^jj ) (ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÅÍ ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔØ (Z=p¸^jj Z)^∗), Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ar=^2 ≡ −1 (mod y) (ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ËÉÔÁÊÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÅ ŒÓÅ sj ÒÁŒÎÙ, ÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m ÐÏÌÕÞÉÍ ar=^2m ≡ 1 (mod p¸^mm ), Ô. Å. ar=^2 ≢ −1 (mod y).

ðÏ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ŒÙÂÏÒ a ÅÓÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ŒÙÂÏÒ ŒÓÅÈ aj. ïÃÅÎÉÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ s_1 = s ÐÒÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ ŒÙÂÏÒÅ a_1. ðÕÓÔØ p¸^1_1 − 1 = 2tq, ÇÄÅ q | ÎÅÞčÔÎÏÅ, g | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ (ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ) ÇÒÕÐÐÙ (Z=p¸^1_1 Z)^∗. ôÏÇÄÁ

|{a_1 : s_1 = s}| = |{g^{2t−sm} : m | ÎÅÞčÔÎÏÅ}| = = { q; ÅÓÌÉ s = 0;

(2s − 2s^{−1})q; ÅÓÌÉ s > 0;

ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ s_1 = s ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÏÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓÐÅÈÁ ŒÓÅÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ: ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ s_1 = s_2 = : : : = sk ÎÅ ŒÙÛÅ 1=2k^{−1}, ÐÏÜÔÏÍÕ Ó ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 − 1=2k^{−1} ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÁÊÄčÔ ÄÅÌÉÔÅÌØ y.

12.4. ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ: ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÉÄÅÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÙÞÅÔÁ ÎÁ a, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁ- ŒÉÌÕ Ua : |x⟩ → |ax mod q⟩. (âÏÌÅÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ | Uq;a, ÏÄÎÁËÏ ÞÉÓÌÏ q ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ŒÓÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÅÇÏ Œ ÉÎÄÅËÓÁÈ). üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÉ 0 ⩽ x < q (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (a; q) = 1). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÏÎ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ, Ua : |x⟩ → |x⟩ ÐÒÉ x ⩾ q.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÙÞÅÔÏŒ ÅÓÔØ ÏÂÙÞÎÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÓÈÅÍÁ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ | O(n^2) | ÒÁÚÍÅÒÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÈÅÍÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÁÑ ÎÁÐÒÏËÁÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ, ËÁË ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ ÒÁÎØÛÅ).

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁčÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ua, ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÃÉËÌÙ. ãÉËÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a, ÓÏÄÅÒÖÉÔ É 1 (ÐÏÓÌÅ perq(a)−1 ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÍÙ ÐÏÐÁ- ÄÁÅÍ ÉÚ a Œ 1). áÌÇÏÒÉÔÍ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÊÄčÔ ÒÅÞØ, ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ |1⟩ É ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ Ë ÎÅÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ua ÐÏ ÍÎÏÇÕ ÒÁÚ. îÏ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÒÂÉÔÙ

a (ÃÉËÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ a) ÍÙ ÔÁËÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÎÅ ŒÙÊÄÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ua ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ÏÒÂÉÔÏÊ a.

óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ Ua : –k = e^2ıi^·k=t, ÇÄÅ t | ÐÅÒÉÏÄ.

óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÄÌÑ Ua : |a;k⟩ = 1√ t t−1∑ m=0 e^{−2ıi·km=t}|a^m⟩.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ a ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÄŒÉÇÕ ÉÎÄÅËÓÏŒ Œ ÓÕÍÍÅ. åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÓÄŒÉÇ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ e^2ıi^·k=t.

åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÉÚÍÅÒÑÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ua, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÌÉ ÂÙ ÞÉÓÌÁ k=t. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÂÅÒčÍ, ËÁË ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÎÁÍ ÐÏÍÏÞØ Œ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ.

ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÍÁÛÉÎÁ M, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÁÐÕÓËÅ ŒÙÄÁÅÔ ÎÁÍ ÞÉÓÌÏ k=t, ÇÄÅ t | ÉÓËÏÍÙÊ ÐÅÒÉÏÄ, Á k | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÏÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {0; : : :; t − 1} ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ k=t ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ k^′=t^′ (ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÁÛÉÎÁ ŒÙÄÁŒÁÌÁ ÞÉÓÌÏ Œ ŒÉÄÅ k=t, ÔÏ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÏÂÌÅÍ).

ðÏÌÕÞÉŒ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÏÂÅÊ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ k^′_1=t^′_1; k^′_2=t^′_2; : : :; k^′l=t^′l, ÍÏÖÎÏ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ t, ÐÒÉŒÏÄÑ ÜÔÉ ÄÒÏÂÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÏ l ÄÒÏÂÅÊ, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÉÈ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ t, ÍÅÎØÛÅ 3 · 2^−l.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÒÏÂÉ k^′_1=t^′_1; : : :; k^′l=t^′l ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÄÒÏÂÅÊ k_1=t; : : :; kl=t (Ô. Å. k^′j=t^′j = kj=t), ÇÄÅ k_1; : : :; kl | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÂÙ- ÌÉ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏÇÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ t^′_1; : : :; t^′_l ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ t.

œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ k_1; : : :; kl ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ p, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 1=pl. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ t ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅ-

ÄÅÎÉÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ∞∑ k=2 1 kl < 3 · 2^{−l} (ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ

ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÍÅÎØÛÉÅ t). □

ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ M. ïÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÓÈÅÍÕ, ÉÚ- ÍÅÒÑÀÝÕÀ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ub ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ b = a | ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÝÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄ). ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : |b; x⟩ → |b; bx mod q⟩, ÅÓÌÉ (b; q) = 1. ëÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÅŒÁÖÎÏ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÀÂÙÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÓÅ ÐÒÉ- ŒÅÄčÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÂ ÉÍÉÔÁÃÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ ËŒÁÎÔÏ- ŒÙÍÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÉÌÕ É ÄÌÑ ÉÍÉÔÁÃÉÉ ÓÈÅÍ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 12.2. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U, ÒÅÁÌÉÚÕÊÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~(Ub) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ Ó q.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ La;k = C (|a;k ⟩) (ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ |a;k⟩), ÔÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ÓÈÅÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÒÅÁÌÉÚÏŒÙŒÁÔØ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

W =^{t−1} ∑ k=0 V_{a;k} ⊗ ˝_{La,k} Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ V_{a;k} ŒÉÄÁ |0⟩ → ∑ y;z c_{y;z}|y; z⟩,

ÇÄÅ y | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ, Á z | ÍÕÓÏÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ P ( k t | | | k )_{def} = ∑ z | | | ⟨ k t ; z | | |V_{a;k} | | |0 ⟩| |^2 ⩾ 1 − ";

ÇÄÅ kt ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÕÀ ÄÒÏÂØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k=t.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÉÚÍÅÒÑÀÝÅÊ ÓÈÅÍÙ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÎÁÞÁÌÅ ÏÂSSÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÚ ÎÅč ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁ M. œÏÚØÍčÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |1⟩ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ. ðÒÑÍÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔ- ÓÑ ÅÇÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ |1⟩ = 1√ t ∑t_{−1} k=0 |k⟩. üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ ÄÒÏÂÅÊ. ðÒÏŒÅÄčÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÌÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ P ( W (|0⟩ ⊗ |1⟩); y ) = ∑ k P(y | |k) P(|1⟩; L_k):

œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ |k⟩ ÒÁŒÎÙ: P(|1⟩; Lk) = |⟨k|1⟩|^2 = 1=t, Á ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ Ó ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØÀ 1 − " ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ kt . ëÁË ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÏ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ,

ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ W ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ " ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ.

õÓÌÏŒÎÏ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ M ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏ- ÃÅÓÓÁ:

|1⟩ −→ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ŒÙÂÏÒ k (ÂÏÇ, ÉÇÒÁÀÝÉÊ Œ ËÏÓÔÉ) |a,k⟩ −−−→ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ W ıı1PPq

y ≠^k_t } < ";

y =^k_t } > 1 − ":

(CÌÕÞÁÊÎÙÊ ŒÙÂÏÒ k ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÁÍ ÐÏ ÓÅÂÅ, ÂÅÚ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÁËÏÇÏ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÒÏÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÔÁË, ËÁË ÂÕÄÔÏ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ k, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÔÅÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏ- ÓÔÉ ŒÅÒÎÁ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ La;k).

12.5. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÑÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ua. ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁ- ÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ŒÈÏÄ |_{a;k}⟩. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÜÔÁÐÁ.

1. éÝÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï –k = e^2ıi’^k , ÇÄÅ ’k = kt mod 1 (ÓÍ. 12.5.1).

2. ìÏËÁÌÉÚÕÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’ Ó ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. óÁÍÏÅ ŒÒÅÍÑ ÐÏÄ- ÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÁ: ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ " É ÔÏÞÎÏÓÔØ ‹. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ z ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ Pr[|z − ’k| > ‹] ⩽ ". ðÏËÁ ÎÁÓ ÕÓÔÒÏÉÔ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ‹ = 1=8 (ÓÍ. 12.5.2).

3. äÁÌÅÅ ÎÕÖÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ÔÏÞÎÏÓÔØ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÍÅÔØ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ ’ = k=t, ÇÄÅ 0 ⩽ k < t < 2n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k_1=t_1 ≠ k_2=t_2, ÔÏ |k_1=t_1 − k_2=t_2| ⩾ 1=t_1t_2 > 1=2^2n. ðÏÜÔÏÍÕ, ÚÎÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’k = k=t Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 1=2^2n^{+1}, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔÏÞÎÏ (Œ ŒÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ). þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ (ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ), ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ (ÓÍ. 12.5.3).

12.5.1. ëÁË ÐÏÌÕÞÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ. œ ÒÁÚÄÅ- ÌÅ 11 ÂÙÌ ŒŒÅÄčÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¨(Ua) = (H ⊗ I)~(Ua)(H ⊗ I), ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ –k = e^2ıi’^k , ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ- ÓÁÔØ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ŒÉÄÅ

¨(Ua) = ∑ k V_{a;k} ⊗ ˝_{La,k} ; V_{a;k} = 12 ( 1 + e^2ıi’^k 1 − e^2ıi’^k 1 − e^2ıi’^k 1 + e^2ıi’^k ) ;

Á ÅÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ Œ ŒÉÄÅ |0⟩ ⊗ |k⟩^{¨(} Ua) −→ ( 1 + e^2ıi’^k 2 |0⟩ +

1 − e^2ıi’^k 2 |1⟩ ) ⊗ |_k⟩;

ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ P(0 | |k) = | | | | 1 + e^2ıi’^k 2 | | | | 2 = 1 + cos(2πφk) 2 : îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝč ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¨(iUa). åÇÏ ÔÁËÖÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÒÅÁ- ÌÉÚÏŒÁÔØ. òÅÁÌÉÚÁÃÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ K = ( 1 0 0 i ) ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ïÂŒÅÄčÎÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ

ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~(iUa). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, K ÕÍÎÏÖÁÅÔ ÎÁ i ÔÏÌØËÏ |1⟩, ÎÏ ËÁË ÒÁÚ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ua (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~(Ua)). äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ¨(iUa) ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ P(0 | |k) = 1^− sin(2^{πφk})2 :

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ¨(Ua) É ¨(iUa) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~(Ua), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ua (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 12.2).

12.5.2. ïÃÅÎËÁ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÌÏËÁÌÉÚÏŒÙŒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’k, ÏÃÅÎÉŒÁÑ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ŒÙÛÅ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ¨(Ua) É ¨(iUa) Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ĂÐÒÉÂÏÒÁÍĄ (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ q-ÂÉÔÁÍ). òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÙ ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ¨(Ua).

õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÒÅÇÉÓÔÒ A, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ |a;k⟩. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÁÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌ |1⟩ = 1√ t ∑t_{−1} k=0 |k⟩, ÎÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ

|_{a;k}⟩ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ; ÜÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Œ ÓÉÌÕ ŒÉÄÁ ÉÚÍÅÒÑÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ). úÁŒÅÄčÍ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ (s ÛÔÕË) ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏŒ ÄÌÉÎÏÊ Œ 1 ÂÉÔ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏŒ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ¨(Ua).

ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 11 (ÓÍ. Ó. 87), ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ

Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ. äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ s∏ r=1 ¨(Ua)[r; A] ÕÓÌÏŒÎÙÅ

ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁŒÎÙ P(y_1; : : :; ys | |k) =^s ∏ r=1 P(y_r | |k) (ÚÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ y_r

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ r-ÏÍ ÂÉÔÅ).

äÁÌÅÅ Ó ÂÉÔÁÍÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ĂÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏŒĄ, ÂÕÄÕÔ ÕÖÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÃÅÎÉŒÁÅÍ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØ ŒÙÐÁÄÅÎÉÑ 1 Œ ÓÅÒÉÉ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ.

åÓÌÉ ÍÏÎÅÔÁ ÂÒÏÛÅÎÁ s ÒÁÚ, ÔÏ ÄÏÌÑ ŒÙÐÁŒÛÉÈ ÅÄÉÎÉÃ ( ∑ y_r)=s ÐÒÉ- ÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ P(1 | |k). ó ËÁËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ŒÅÒÎÁ ÔÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ? éÚ ÔÅÏ-

ÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Pr [| | | ∑s r=1 yr s − P(1 | |k) | | | | > ‹ ] < 2e^{−c‹2s},

ÇÄÅ c > 0 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ‹ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂËÉ " ÚÁ O(log(1=")) ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ.

éÔÁË, ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÎÁÈÏÄÉÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹ ÓÉÎÕÓ É ËÏ- ÓÉÎÕÓ ÏÔ ’k. ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÂÅÒčÍ ‹ ÔÁËÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’k ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 1=8. îÁ ÜÔÏÍ ŒÔÏÒÏÊ ÜÔÁÐ ÚÁŒÅÒÛÅÎ.

12.5.3. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ~(Ua), ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ ~((Ua)^{2j} ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j ⩽ 2n. þÉÓÌÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÂÙÓÔÒÏ ŒÏÚŒÏÄÉÔØ Œ ÓÔÅÐÅÎØ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, | ÎÅÔ. îÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ Ua ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: (Ua)p = Uap_{mod}q:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ~((Ua)^{2j} ) = ~(Ub), ÇÄÅ b ≡ a^{2j} (mod q). îÕÖÎÙÅ ÎÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ b ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÈÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉ- ÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 12.2.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÓÈÅÍÅ ÐÕÎËÔÁ 12.5.1. íÙ ÎÁÈÏÄÉÌÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ –_k = e^{2ıi’k} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ |_{a;k}⟩. üÔÏÔ ÖÅ ŒÅËÔÏÒ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ua, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÅ ÉÓËÁÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ U^2a = Ua2 , ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ –k = e^2ıi^2’^k ; ÄÌÑ U^4a = Ua4 ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ –k = = e^2ıi^4’^k ; : : :

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 1=8 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ’_k; 2’_k; : : :; 2^{2n}’_k ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1. îÏ ÜÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ’_k Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 1=2^2n^{+1} ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ’k ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. úÎÁÑ ’k Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ 1=8, ÍÙ ŒÙÄÅÌÑÅÍ ÄÕÇÕ Œ 1=4 ÏÔ ŒÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. úÎÁÎÉÅ 2’k Ó âÙÓÔÒÙÅ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ 99

œÈÏÄ: a É q { œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ a^{2j} (j = 1; : : :; 2n) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q (ËÌÁÓÓÉÞÅ- ÓËÏÅ).

{ CÏÚÄÁÎÉÅ l ÛÔÕË ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÅ |1⟩._| 1⟩ |1⟩ . . . |1⟩

?

2s 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 2s 0 . . . 0 0 . . . 0 4ns ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÏŒ (ĂÐÒÉÂÏÒÏŒĄ) • ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ¨(U_{a2}j ) É ¨(iU_{a2}j ).

y^{(1)}_1 . . . y^{(1)}_s ~y^{(1)}_1 . . . ~y^{(1)}_s . . . y^{(2n)}_1 . . . y^{(2n)}_s ~y^{(2n)}_1 . . . ~y^{(2n)}_s

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ | ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ • ðÏÄÓÞčÔ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ). cos φ ± δ sin φ ± δ . . . cos(2^{2n}φ) ± δ sin(2^{2n}φ) ± δ • ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ).

φ ±^1_8 . . . 2^{2n}φ ±^1_8 • õÔÏÞÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ φ ÎÏ ÎÁÂÏÒÕ ÞÉÓÅÌ φ, . . . , 2^{2n}φ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ). φ ± 2^{−(2n+1)} • ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ φ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ).

k^′/t^′ | ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ, ÒÁŒÎÁÑ φ

? ? ? ?

k^′1 t^′1 k^′2 t^′2 . . . k^′l t^′l

{ œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ). ïÔŒÅÔ: t (Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ < 3 · 2^−l + 4nle^−cs, ÇÄÅ c = const) ôÁÂÌÉÃÁ 1. ïÂÝÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 1=8 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÄŒÅ ÄÕÇÉ ÄÌÉÎÏÊ 1=8 ËÁÖÄÁÑ, ÐÒÉÞčÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÄÕÇÏÊ.

œÁÖÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

1. óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ |k⟩ ÎÅ ÐÏÒÔÉÔÓÑ ŒÏ ŒÒÅÍÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. 2. œÓč ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Œ ÃÅÌÏÍ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ l É s. CÕÍÍÁÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ 3 · 2^−l + 4nle^−cs, ÇÄÅ c = const. åÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔŒÅÔ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ⩽ 1=3, ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔØ l = 4, s = c_1 log n, ÇÄÅ c_1 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n^3 log n).

12.6. ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ïÂÓÕÄÉÍ ÄŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÀ- ÝÉÈ ŒÏÐÒÏÓÁ ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

| íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÒÕÇÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ? äÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÈÏ- ÄÉÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ U, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ U |0⟩ = |0⟩, É ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~(U). (éÚ ÚÁÄÁÞÉ 7.5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÔÏ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~(U) Åč ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ).

ôÏÞÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÅŒÅÌÉËÁ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÈÅÍÙ. åÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ËÁË É ÂÙÌÏ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ), ÔÏ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ.

| ëÁËÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ? íÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÕ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÕÐÒÁŒÌÑÔØ, ŒÙÂÉÒÁÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÅ (Œ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ | |1⟩). åÓÌÉ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ

ȷ = 1_t ∑ a |a⟩⟨a| = 1_t ∑ k |_k⟩⟨_k|;

ÇÄÅ |k⟩ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ U, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. œ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ŒÙÂÉÒÁÌÏÓØ ÉÎÁ- ÞÅ: ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÌÉ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÌÉÓØ.

úÁÄÁÞÁ 12.3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅÒÁ poly(n log(1=‹)), ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Zk ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k ⩽ 2n Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹. (ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. Œ ÚÁÄÁÞÅ 8.4. õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 11.2).

12.7. úÁÄÁÞÁ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Œ Zk. áÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÏÔËÒÙÔÙÅ óÁÊÍÏÎÏÍ É ûÏÒÏÍ, ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ. óÁÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Œ Zk [23]. ë ÎÅÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÅ Œ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G, ÐÏÓËÏÌØËÕ G ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÕ Zk (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k).

ĂóËÒÙÔÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁĄ D ⊆ Zk ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Zk, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ: ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ E = Zk=D ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2n. ó ŒÙ- ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ D ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ (g_1; : : :; gk), ÄŒÏ- ÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ poly(k; n). ìÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÓÞÉ- ÔÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ. (üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ).

úÁÄÁÞÁ Ï ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Œ Z. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ perq(a) = min{t ⩾ 1 : at ≡ 1 (mod q)}. æÕÎÃÉÑ f : x → ax mod q ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (12.1), ÇÄÅ D = {m per_q(a) : m ∈ Z}. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Œ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ.

éÚŒÅÓÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓŒÅÄÅÎÁ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Œ Z^2. äÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÞÉÓÌÁ a ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ “, ÇÄÅ “ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q (ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ (Z=qZ)^∗), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØ- ÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ s ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ “s = a. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f : (x_1; x_2) → “^{x1} a^{x2} mod q. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ- ŒÉÀ (12.1), ÇÄÅ D = {(x_1; x_2) ∈ Z^2 : “x^1 ax^2 ≡ 1 (mod q)}. úÎÁÑ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ D ⊆ Z^2, ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÉÄÁ (s; −1) ∈ D. ôÏÇÄÁ “s = a, Ô. Å. s ÅÓÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ a ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ “.

ïÐÉÛÅÍ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÅ Œ G = Zk. ïÎ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ G = (Z_2)k, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ H^⊗k ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. œÍÅÓÔÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÁÍÏÊ ÇÒÕÐÐÙ D ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÈ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ E^∗ = Hom(E; U(1)) (ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ E^∗ Ë D ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÓÍ., ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, [14, ô. 1]). èÁÒÁËÔÅÒ

(g_1; : : :; gk) → exp(2ıi ∑ j ’_jg_j)

ÚÁÄÁčÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÉÓÅÌ ’_1; : : :; ’k ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1. üÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |E^∗| ⩽ 2n.

åÓÌÉ ÐÏÒÏÄÉÔØ l = n + 3 ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ (’^{(1)}_1 ; : : :; ’^{(1)}k ), : : : , (’^(l^)_1 ; : : :; ’^(l^)k ), ÔÏ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ E^∗ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ⩾ 1 − 1=2l^−n = 1 − 1=8 (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 12.1). ëÁ- ÖÄÕÀ ÉÚ ŒÅÌÉÞÉÎ ’^(r^)j ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ⩽ ", ÇÄÅ ‹ ⩽ 1 2^2n^{+1}

; " ⩽ 15_{kl} : (12.3)

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 1=8 + 1=5 < 1=3.

œÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ M = 2m (ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ Œ ÄÉÁÐÁÚÏÎÅ ÏÔ 0 ÄÏ M − 1.

ðÒÉÇÏÔÏŒÉÍ Œ ÏÄÎÏÍ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÅ ÄÌÉÎÙ km ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |⟩ = M^{−k=2} ∑ g∈´ |g⟩; ÇÄÅ ´ = {0; : : :; M − 1}^k:

œ ÄÒÕÇÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒ ÐÏÍÅÓÔÉÍ |0n⟩. ðÒÉÍÅÎÉÍ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÏÒÁËÕÌ (12.2) É ŒÙÂÒÏÓÉÍ ŒÔÏÒÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ȷ = Tr_{[km+1;:::;km+n]} ( U ( |⟩⟨| ⊗ |0^n⟩⟨0^n| ) U^† ) = M^−k ∑ g;h∈´:g−h∈D |g⟩⟨h|: ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÉÚÍÅÒÉÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ M:

V_j : ( g_1; : : :; g_j; : : :; g_k ) → ( g_1; : : :; (g_j + 1) mod M; : : :; g_k ) (ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ j-ÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ). üÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ Õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÏÖ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ e^2ıis^j =M . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÒÁŒÎÙ

|_{s1;:::;sk} ⟩ = M^{−k=2} ∑ (g1;:::;gk)∈´ exp ( −2ıi k∑ j=1 gjsj M ) |g_1; : : :; g_k⟩:

œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ s_1; : : :; sk, ÒÁŒÎÁ P(ȷ; L_{s1;:::;sk} ) = ⟨_{s1;:::;sk} | ȷ |_{s1;:::;sk} ⟩ =

= M^{−2}k ∑ g;h∈Z^k

ffl_D(g − h) ffl_´(g)ffl_´(h) exp ( 2ıi k∑ j=1 (gj − hj)sj M ) ; ÇÄÅ fflA(·) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. æÕ- ÒØÅ-ÏÂÒÁÚ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÓŒÅÒÔËÅ ÆÕÒØÅ-ÏÂÒÁÚÏŒ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

P(ȷ; L_{s1;:::;sk} ) = 1_{|E∗|} ∑ (’1;:::;’k)∈E^∗

p_{’1;:::;’k} (s_1; : : :; s_k);

ÇÄÅ p’_1;:::;’_k (s_1; : : :; sk) = k∏ j=1 ( sin(Mπ(sj/M − φj)) M sin(π(sj/M − φj)) )_2 : ðÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ’_1; : : :; ’k ÆÕÎËÃÉÑ p’_1;:::;’_k (s_1; : : :; sk) ÑŒ- ÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ Pr [ |s_j=M − ’_j| >˛ ] ⩽ 1 Mβ (˛ | ÌÀÂÏÅ). íÙ ÉÚÍÅÒÑÅÍ ŒÅÌÉÞÉÎÙ sj=M (ËÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ÉÚÍÅ- ÒÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÊ); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÓ ÕÓÔÒÏÉÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ˛ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ⩽ 1=M˛. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ’_1; : : :; ’k Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹ = 2˛ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ⩽ " = 2=M˛. ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ M É ˛, ÞÔÏÂÙ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ 12.3.

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. TÒÅÂÕÅÔÓÑ O(n) ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÏÒÁËÕÌÕ, ËÁ- ÖÄÙÊ ŒÏÐÒÏÓ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ O(k(n+log k)). òÁÚÍÅÒ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÙ ÏÃÅ- ÎÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË O(kn^3) poly(log k; log n).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Vj ÍÏÖ- ÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ZM ÐÒÉ M = 2m (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 8.4). üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÒÁÚ- ÍÅÒ ÓÈÅÍÙ (ÎÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ), ÏÄÎÁËÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

13. ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÎÁÌÏÇ NP: ËÌÁÓÓ BQNP

íÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ P, ÎÏ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ. íÙ ÒÁÚÂÅÒčÍ ÐÒÉÍÅÒ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ËÌÁÓÓÁ NP.

13.1. íÏÄÉÆÉËÁÃÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. ëŒÁÎÔÏŒÏÅ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÅ, ËÁË, ŒÐÒÏÞÅÍ, É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÉÓÙ- ŒÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. òÁÎÅÅ ÍÙ ÏÂÈÏÄÉÌÉÓØ ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÕÓÌÏÖÎÑÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÛÎÉÍÉ ÄÅÔÁÌÑÍÉ, ÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÏÎÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

þÁÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F : B^n → {0; 1; ⟨ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ⟩}:

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ŒÓÀÄÕ ÐÏÄ ÂÕÌÅŒÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÀÔÓÑ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÂÕÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ.

é ÅÝč ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ: ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÅ P É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ; ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ P, NP É Ô. Ð. ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

P, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÒÉŒÅÄčÍ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ NP.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.1. æÕÎËÃÉÑ F : B^∗ → {0; 1; ⟨ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ⟩} ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ NP, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R ∈ P ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ F (x) = 1 =⇒ ∃ y ( (|y| < q(|x|)) ∧ (R(x; y) = 1) ) , F (x) = 0 =⇒ ∀ y ( (|y| < q(|x|)) ⇒ (R(x; y) = 0) ) . ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, q(·) | ÐÏÌÉÎÏÍ.

þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 13.1 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ R ∈ P ÎÁ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ R ∈ BPP? ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ, ÓËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ, ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ BNP. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÏÅ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ | MA, ÕËÁÚÙŒÁÀÝÅÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÉÅÒÁÒÈÉÀ ËÌÁÓÓÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÉÇÒÁÍÉ áÒÔÕÒÁ { íÅÒÌÉÎÁ. ïÂ ÉÇÒÁÈ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ, ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.1; ÉÇÒÙ áÒÔÕÒÁ { íÅÒÌÉÎÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ áÒÔÕÒ | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ. ðÏÒÑÄÏË ÂÕËŒ Œ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÉ MA ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÈÏÄÏŒ: ŒÎÁÞÁÌÅ íÅÒÌÉÎ ÓÏÏÂÝÁÅÔ y, ÚÁÔÅÍ áÒÔÕÒ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ R(x; y).

13.2. ëŒÁÎÔÏŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.2. æÕÎËÃÉÑ F : B^∗ → {0; 1; ⟨ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ⟩} ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ BQNP, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÓÈÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÏ n ÒÁÚÍÅÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Un : B^⊗N^n → B^⊗N^n , ÞÔÏ

F_n(x) = 1 =⇒ ∃ |⟩ P ( U_n|⟩ ⊗ |x⟩ ⊗ |0^{Nn−n−mn} ⟩; M ) ⩾ p_1,

F_n(x) = 0 =⇒ ∀ |⟩ P ( U_n|⟩ ⊗ |x⟩ ⊗ |0^{Nn−n−mn} ⟩; M ) ⩽ p_0.

úÄÅÓØ Fn(·) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n, |⟩ ∈ B^⊗m^n , mn = = poly(n), M = |1⟩ ⊗ B^{⊗(}N^{n −1)}, Á ÄÌÑ p_0 É p_1 ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ p_1 − p_0 = ˙(n^−¸), ¸ ⩾ 0.

œÅËÔÏÒ |⟩ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔ ÒÏÌØ ÐÏÄÓËÁÚËÉ (y) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ. îÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ÐÅÒŒÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Un (ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÐÏÌÏÖÉÔØ x ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ É ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.1. œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 13.2 ËŒÁÎÔÏÒÙ ÐÏ |⟩ ŒËÌÀÞÁÀÔ Œ ÓÅÂÑ ÔÏÌØËÏ ŒÅËÔÏÒÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ É ÄÁÌÅÅ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ŒÙÎÏÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÏÞÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅ- ÌÉ ÚÁ ÚÎÁË | ⟩.

åÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÞÉÓÔÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ |⟩ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ, ÔÏ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÍÁËÓÉÍÕÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÔÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ.

ðÏ ÓÕÔÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ŒÓč ÔÁ ÖÅ ÉÇÒÁ íÅÒÌÉÎÁ Ó áÒÔÕÒÏÍ, ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÄÞÉÎÑÀÝÁÑÓÑ ÚÁËÏÎÁÍ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. óÏÏÂÝÅÎÉÅ íÅÒ- ÌÉÎÁ (ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |⟩) ÄÁčÔ áÒÔÕÒÕ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ F (x) = 1 Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p_1, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË. á ÅÓÌÉ F (x) = 0, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ, ÞÔÏ íÅÒÌÉÎÕ ÕÄÁÓÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØ áÒÔÕÒÁ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ, ÎÅ ŒÙÛÅ p_0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ íÅÒÌÉÎÁ.

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÏÒÏÇÏŒÙÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ. éÚ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 13.2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ p_0 É p_1.

ìÅÍÍÁ 13.1 (ÕÓÉÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ). åÓÌÉ F ∈ BQNP, ÔÏ ÏÎÁ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÁËÖÅ É ÔÁËÏÍÕ ŒÁÒÉÁÎÔÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 13.2, ÇÄÅ ÕÓÌÏŒÉÅ p_1 − p_0 = ˙(n^{−¸}) ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ p_1 = 1 − ", p_0 = ", " = exp(−O(n^˛)), ˛ > 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÝÁÑ ÉÄÅÑ ÕÓÉÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÅÖ- ÎÅÊ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌØÛÏÅ, ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏ- ÐÉÊ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U = Un (ÉÎÄÅËÓ n ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓ- ËÁÔØ). ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÉÈ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑ Ó ÐÏÒÏÇÏŒÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ p_0 É p_1:

G(z_1; : : :; z_k) =

1; ÅÓÌÉ k∑ j=1 z_j ⩾ l

0; ÅÓÌÉ k∑ j=1 z_j < l;

(13.1)

ÇÄÅ l = pk, p = (p_0 + p_1)=2. îÏ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÒÕÄ- ÎÏÓÔØ | íÅÒÌÉÎ ÍÏÖÅÔ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÂÍÁÎÕÔØ áÒÔÕÒÁ, ÓÏÏÂÝÁÑ ÅÍÕ ÎÅ- ÒÁÚÌÏÖÉÍÕÀ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÄÓËÁÚËÕ.

ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ k ËÏÐÉÊ ÓÈÅÍÙ U. ðÒÅÄÏÓÔÁŒÉÍ íÅÒÌÉÎÕ Â«ÏÌØÛÕÀ ÓŒÏÂÏÄÕ, ÒÁÚÒÅÛÉŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÓËÁÚËÉ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ

ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ ∈ L(B^⊗km). œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔŒÅÔÏŒ z_1; : : :; zk ÐÒÉ ÐÏÄÓËÁÚËÅ ȷ ÒÁŒÎÁ P(z_1; : : :; z_k| ȷ) = Tr(X^{(z1)} ⊗ : : : ⊗ X^{(zk )}ȷ); (13.2) ÇÄÅ X^{(a)} = Tr_{[m+1;:::;N]} ( U^†˝^{(a)}_1 U ( I_B⊗m ⊗ |x; 0^{N−n−m}⟩⟨x; 0^{N−n−m}| )) : (13.3)

úÄÅÓØ ˝^(a^)_1 | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ a Œ ÐÅÒŒÏÍ q-ÂÉÔÅ (Ô. Å. C (|a⟩) ⊗ B^{⊗(}N^{−1)}).

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØ áÒÔÕÒÁ Œ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÓÔÉ F (x) = 1, íÅÒÌÉÎ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÐÏÄÓËÁÚËÕ ȷ = ȷ^⊗kx , ÇÄÅ ȷx = |x⟩⟨x| | ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÂÅ- ÖÄÁÅÔ áÒÔÕÒÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÏ ÓÈÅÍÅ U, Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p_1. ðÏ ÏÂÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ (13.2) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Œ

P(z_1; : : :; z_k| ȷ) = k∏ j=1 Tr(X^(z^{j )}ȷx) = k∏ j=1 P(z_j|ȷ_x):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ F (x) = 0. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔØ P(z_1; : : :; zk) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ íÅÒÌÉÎÁ ȷ. œÙ- ÂÅÒÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ B^⊗m ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X^{(1)} (ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÒÍÉÔÏŒ). ïÐÅ- ÒÁÔÏÒ X^{(0)} = I − X^{(1)} ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁÂÏÒ ĂÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊĄ p(z|d) = ⟨d|X^(z^)|d⟩, ÇÄÅ |d⟩ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÂÁÚÉÓ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. (ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ p(z|d) ⩾ 0 É p(0|d) + p(1|d) = 1.) ôÏÇÄÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ P(z_1; : : :; zk| ȷ) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ

P(z_1; : : :; z_k| ȷ) = ∑ d1;:::;dk

p_{d1:::dk} p(z_1|d_1) : : :p(z_k|d_k); ∑ d1;:::;dk

p_{d1:::dk} = 1:

(13.4)

úÄÅÓØ pd_1:::d_k = ⟨d_1 : : :dk|ȷ|d_1 : : :dk⟩.

æÏÒÍÕÌÁ (13.4) ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ- ÂÏÒ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ P(z_1; : : :; zk| ȷ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (z_1; : : : : : : ; z_k) ËÁË ŒÅËÔÏÒ Œ k-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. íÙ ÐÏËÁÚÁ- ÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏÄÓËÁÚËÅ ȷ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÙÐÕËÌ- ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÔÁËÉÈ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÏÄÓËÁÚËÁÈ |d_1; : : :; dn⟩. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ G(z_1; : : :; zk) = 1 (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÄÓËÁÚËÁÈ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ.

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ G | ÐÏÒÏÇÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (13.1),

p_{max} = max_ȷ Pr [ G(z_1; : : :; z_k) = 1 | | ȷ ] = ∑ j¿l ( k j ) p^j_∗(1 − p_∗)^{k−j}; (13.5)

ÇÄÅ p_∗ = max_|_⟩⟨|X^{(1)}|⟩. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, p_∗ ⩾ p_1, ÅÓÌÉ F (x) = 1, É p_∗ ⩽ p_0, ÅÓÌÉ F (x) = 0. ïÃÅÎÉÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ p_{max} Œ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÎÉÚÕ É ÓŒÅÒÈÕ.

âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ þÅÒÎÏŒÁ (ÓÍ. [18]). ðÕÓÔØ

H(p; q) = −(1 − p) ln 1^{− q}1_{− p} − p ln^q_p :

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ p_∗ ⩾ p_1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ 1 − p_{max} ⩽ exp(−H(p; p_1)k);

Á ÐÒÉ p_∗ ⩽ p_0 | p_{max} ⩽ exp(−H(p; p_0)k):

éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ln(1 + x) ⩽ x ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H(p; q) ⩾ 0. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ln(1 + x) ⩽ x − x^2=2 + x^3=3, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ H(p; q) = ˙((p−q)^2). ôÁË ÞÔÏ ÐÒÉ k = n^{2¸+˛} ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ " ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.2. œÁÖÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ Œ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ X^{(0)} É X^{(1)} ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ. œÏÏÂÝÅ, ÕÓÉÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔ- ÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ (ËÁË ËŒÁÎÔÏŒÙÈ, ÔÁË É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ) | ŒÅÝØ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÏÎËÁÑ.

13.3. ðÏÌÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. œ ËÌÁÓÓÅ BQNP, ËÁË É Œ NP, ÅÓÔØ ÐÏÌÎÙÅ ÚÁ- ÄÁÞÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓŒÏÄÉÍÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÒÁÎØÛÅ. œÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.

úÁÄÁÞÁ 0. úÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ F ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ Z | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÏÅË ŒÉÄÁ (⟨ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÙ W ⟩; p_0; p_1);

ÇÄÅ ÐÏÄ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÈÅÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Åč ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, Á p_1 − p_0 = ˙(n^−¸) (¸ > 0, n | ÒÁÚÍÅÒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÈÅÍÙ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ z ∈ Z F (z) = 1 ⇐⇒ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ |⟩, ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÙÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÂÉÔÅ 1 Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, Â«ÏÌØÛÅÊ p_1;

F (z) = 0 ⇐⇒ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ |⟩ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÂÉ- ÔÅ 1 ÍÅÎØÛÅ p_0.

ðÏÌÎÏÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 0 ÏÞÅŒÉÄÎÁ. œÓč, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓŒÅÄ«ÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 13.2. œÈÏÄ x ŒÏÊÄčÔ Œ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÈÅÍÙ W ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓÈÅÍÏÊ Un.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ 3-ëîæ | ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ (ÌÏ- ËÁÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ŒÈÏ- ÄÑÝÉÈ Œ ÏÄÎÕ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.3. ïÐÅÒÁÔÏÒ H : B^⊗n → B^⊗n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÌÏËÁÌØ- ÎÙÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ H = ∑ j H_j[S_j];

ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ | ÜÒÍÉÔÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ q-ÂÉÔÏŒ Sj, |Sj| ⩽ k, ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ ÏÎ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ 0 ⩽ Hj ⩽ 1 (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ, É Hj, É I − Hj | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ).

úÁÄÁÞÁ 1: ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ. ðÕÓÔØ Z | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÏÅË ŒÉÄÁ

(⟨ÏÐÉÓÁÎÉÅ k-ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ H⟩; a; b); ÇÄÅ k = O(1), 0 ⩽ a < b, b − a = ˙(n^−¸), (¸ > 0). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ z ∈ Z F (z) = 1 ⇐⇒ ÅÓÌÉ Õ H ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÅ a, F (z) = 0 ⇐⇒ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ H ÂÏÌØÛÅ b.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 13.2. úÁÄÁÞÁ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ BQNP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÉÛÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÉÄÅÀ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ W , ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÄÓËÁÚËÕ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ H, É ŒÙÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ ĂÄÁĄ (ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1) ÎÁ ÐÏÄÓËÁÚËÅ |”⟩ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p = 1 − r^{−1}⟨”| H |”⟩, ÇÄÅ r | ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÅ H. åÓÌÉ |”⟩ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ a, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔŒÅÔÁ ĂÄÁĄ ÂÕÄÅÔ p = 1 − r^{−1}⟨”| H |”⟩ ⩾ 1 − r^{−1}a;

Á ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ H ÂÏÌØÛÅ b, ÔÏ p = 1 − r^{−1}⟨”| H |”⟩ ⩽ 1 − r^{−1}b:

óÐÅÒŒÁ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ Hj = ∑ s –_s| _s⟩⟨ _s|, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ q-ÂÉÔÏŒ S_j. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Hj, ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W_j : | _s; 0⟩ → | _s⟩ ⊗ (√ –_s|0⟩ + √ 1 − –s|1⟩ ) ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ q-ÂÉÔÏŒ Sj ∪ {⟨ÏÔŒÅÔ⟩}, ÇÄÅ ⟨ÏÔŒÅÔ⟩ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ q-ÂÉÔ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÅÒčÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÓÈÅÍÙ. îÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ ÐÏÄÓËÁÚËÉ Wj ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

œÙÞÉÓÌÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1 Œ ÂÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Wj Ë ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ |”; 0⟩ (ÂÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎ Œ 0 ÐÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ÒÁÂÏÔÙ ÓÈÅÍÙ). ðÕÓÔØ |”⟩ = ∑ s y_s| _s⟩ | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ |”⟩ ÐÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Hj. éÍÅÅÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ,

Pj(1) = ⟨”; 0| W^†j ( I ⊗ |1⟩⟨1| ⟨ÏÔŒÅÔ⟩ ) W_j |”; 0⟩ =

= ( ∑ s y^∗_s ⟨ _s; 0| ) W^†_j ( I ⊗ |1⟩⟨1| ⟨ÏÔŒÅÔ⟩ ) W_j ( ∑ t y_t| _t; 0⟩ ) =

= ∑ s;t √ 1 − –sy^∗s √ 1 − –tyt⟨ s| t⟩ = ∑ s (1 − –s)y^∗s ys = 1 − ∑ s –_sy^∗_s y_s =

= 1 − ⟨”| H |”⟩: (13.6) ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ W ŒÙÂÉÒÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏ É ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÏ ÎÏÍÅÒ j, ÐÏ- ÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Wj. ôÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ŒÉÄÁ ∑ j |j⟩⟨j| ⊗ W_j, ÐÒÉÍÅÎčÎÎÙÍ Ë ŒÅËÔÏÒÕ ( 1√ r ∑ j |j⟩ ) ⊗ |”; 0⟩. (úÄÅÓØ |j⟩ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ŒÏ ŒÓÐÏ- ÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÍ r-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.) ðÒÏŒÏÄÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ (13.6), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

P(1) = ∑ j 1 r ⟨j; ”; 0| W^†_j ( I ⊗ |1⟩⟨1| ⟨ÏÔŒÅÔ⟩ ) W_j |j; ”; 0⟩ = ∑ j 1 r Pj(1) =

=1 − r^{−1}⟨”| H |”⟩:

(13.7) □ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 13.3. úÁÄÁÞÁ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÐÏÌÎÁ Œ ËÌÁÓÓÅ BQNP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓŒÏÄÉÍÏÓÔÉ.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÏÓÈÏÄÉÔ Ë æÅÊÎÍÁÎÕ [29]: ÚÁÍÅÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÜŒÏÌÀÃÉÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ (Ô. Å. ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÓÈÅÍÙ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÕ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ L: U = UL ·: : :·U_1. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÚ N q-ÂÉÔÏŒ, ÐÅÒŒÙÅ m ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | q-ÂÉÔÙ ÐÏÄÓËÁÚËÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ (ŒÚÑÔÙÅ ÎÁÐÒÏËÁÔ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ); ÓÞÉÔÁÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÓÏ- ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÁ ÐÁÒÁÈ q-ÂÉÔÏŒ.

çÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÍÙÊ ÓÈÅÍÅ. ïÎ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ L = B^⊗N ⊗ C L^{+1} ;

ÇÄÅ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ, Á ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÞčÔÞÉËÁ ÛÁÇÏŒ (ÞÁÓÙ). óÏÓÔÏ- ÉÔ ÜÔÏÔ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÉÚ ÔÒčÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ H = H_{in} + H_{prop} + H_{out}:

óÌÁÇÁÅÍÏÅ H_{in} ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ É ÒÁŒÎÏ

H_{in} = ( N ∑ s=m+1

˝^{(1)}s ) ⊗ |0⟩⟨0|; (13.8)

ÇÄÅ ˝^(¸^)s | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ s-Ê ÂÉÔ ÒÁŒÅÎ ¸. œÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÞčÔÞÉËÁ.

óÌÁÇÁÅÍÏÅ H_{out} ÏÔŒÅÞÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ É ÒÁŒÎÏ H_{out} = ˝^{(0)}_1 ⊗ |L⟩⟨L|; (13.9) ÚÄÅÓØ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ | ÐÅÒŒÙÊ.

é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ H_{prop} ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÜŒÏÌÀÃÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÓÏÓÔÏ- ÉÔ, ËÁË É ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÉÚ L ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ- ŒÅÞÁÅÔ ÚÁ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ j − 1 Ë j:

H_{prop} = L∑ j=1 H_j;

H_j = − 12 U_j ⊗ |j⟩⟨j−1| − 12 U^†_j ⊗ |j−1⟩⟨j| + 12I ⊗ ( |j⟩⟨j| + |j−1⟩⟨j−1| ) : (13.10) ëÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Hj ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÄŒÁ q-ÂÉÔÁ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÊ É ÎÁ q-ÂÉÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÞčÔÞÉËÁ.

úÁÍÅÎÁ ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÏÉÚŒÅÄčÍ ÚÁÍÅÎÕ ÂÁÚÉÓÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ W = L∑ j=0 U_j · : : : · U_1 ⊗ |j⟩⟨j|:

ðÏÌÅÚÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ W | ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ: ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÞčÔÞÉËÁ j É Ë q-ÂÉÔÁÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÈÅÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÜŒÏÌÀÃÉÉ ÚÁ ŒÒÅÍÑ j.

çÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ: ~H = = W^†HW . ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ W ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ H.

îÁ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ H_{in} ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ: ~H_{in} = W^†H_{in}W = H_{in}: (13.11) äÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ H_{out}: ~H_{out} = W^†H_{out}W = ( U^†˝^{(0)}_1 U ) ⊗ |L⟩⟨L|: (13.12) óÌÁÇÁÅÍÏÅ Hj ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒčÈ. œÎÁÞÁÌÅ ÚÁÐÉÛÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅ- ÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ (13.10):

W^† ( − 12 Uj ⊗ |j⟩⟨j − 1| ) W = = − 12 ∑ u;t ( U_u · : : : · U_1 ⊗ |u⟩⟨u| )_†( U_j ⊗ |j⟩⟨j − 1| )( U_t · : : : · U_1 ⊗ |t⟩⟨t| ) = = − 12 ( (Uj · : : : · U_1)^†Uj · : : : · U_1 ) ⊗ (( |j⟩⟨j| )_† |j⟩⟨j − 1| ( |j − 1⟩⟨j − 1| )) = = − 12I ⊗ |j⟩⟨j − 1|: óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

~H_j = W^†H_jW =

= I ⊗ 12 ( |j − 1⟩⟨j − 1| − |j − 1⟩⟨j| − |j⟩⟨j − 1| + |j⟩⟨j| ) = I ⊗ Ej É ~H_{prop} = W^†H_{prop}W = I ⊗ E; (13.13) ÇÄÅ

E = L∑ j=1 E_j =

1 2 −^1_2 0 −^1_2 1 −^1_2 −^1_2 1 −^1_2

−^1_2 .. . ... 0 ._{..} ._{..} :

ïÃÅÎËÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÏÔŒÅÔÅ ĂÄÁĄ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÈÅ- ÍÁ, ÎÁ ŒÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÁÎ ŒÅËÔÏÒ |⟩, ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ 1 Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1 − ". üÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ P(0) = ⟨; 0| U^†˝^{(0)}_1 U |; 0⟩ ⩽ ":

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ ~H (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É Õ H) ÅÓÔØ ÍÁÌÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÍ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ |~”⟩, ÞÔÏ ⟨~”| ~H |~”⟩ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ (ÍÉÎÉÍÕÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ⟨·| ~H |·⟩ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ).

œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÞčÔÞÉËÁ ŒÙÂÅÒÅÍ ŒÅËÔÏÒ | ⟩ = 1√_L + 1 L∑ j=0 |j⟩: (13.14)

éÓËÏÍÙÊ ŒÅËÔÏÒ |~”⟩ ÒÁŒÅÎ |; 0⟩ ⊗ | ⟩. ïÃÅÎÉÍ ⟨~”| H |~”⟩.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ E| ⟩ = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ⟨~”| ~H_{prop} |~”⟩ = 0 = ⟨~”| ~H_j |~”⟩:

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ ŒÎÁÞÁÌÅ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÙ Œ 0, ÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (13.8) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ⟨~”| ~H_{in} |~”⟩ = 0:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ⟨~”| ~H_{out} |~”⟩ = ⟨~”| ( U^†˝^{(0)}_1 U ) ⊗ |L⟩⟨L| |~”⟩ = P(0) · 1_L + 1 ⩽^ε_L + 1:

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ⟨~”| ~H |~”⟩ ⩽^ε_L + 1 ; ÐÏÜÔÏÍÕ Õ H ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÔÁËÏÊ ÖÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ.

ïÃÅÎËÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÏÔŒÅÔÅ ĂÎÅÔĄ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ŒÅÌÉËÉ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ |⟩ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔŒÅÔÁ 1 ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ", Ô. Å. ⟨; 0| U^†˝^{(0)}_1 U |; 0⟩ ⩾ 1 − ":

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ H ÂÏÌØÛÅ ÌÉÂÏ ÒÁŒ- ÎÙ c(1 − √ ")L^{−3}, ÇÄÅ c | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÎÁÞÁÌÅ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÅÇÏ ËÒÁÔËÉÊ ÐÌÁÎ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉŒ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ~H = A_1 + A_2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A_1 = ~H_{in} + ~H_{out} É A_2 = ~H_{prop}, ÍÙ ÏÃÅÎÉÍ ÓÎÉÚÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A_1 É A_2 ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÃÅÎ- ËÉ 1 É c^′L^{−2} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. þÔÏÂÙ ÏÃÅÎÉÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ A_1 + A_2, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁčÔ ÔÁËÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÞÅÒÅÚ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. õÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ L_1 É L_2 Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ #(L_1; L_2), ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÕÓÌÏŒÉ- ÑÍÉ cos #(L_1; L_2) = max_| ”1⟩∈L1 |”2⟩∈L2 | ⟨”_1|”_2⟩ | ; 0 < #(L_1; L_2) <^π2 : (13.15)

ìÅÍÍÁ 13.4. ðÕÓÔØ A_1, A_2 | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, L_1, L_2 | ÉÈ ÎÕÌÅŒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÒÉÞčÍ L_1 ∩ L_2 = 0. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ

ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A_1 É A_2 ÎÅ ÍÅÎØÛÅ v. ôÏÇÄÁ A_1 + A_2 ⩾ v · 2 sin^{2 ϑ}2 ; (13.16) ÇÄÅ # = #(L_1; L_2) | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ L_1 É L_2.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ A ⩾ a (A | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, a | ÞÉÓÌÏ) ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔ A − aI ⩾ 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ A ⩾ a, ÔÏ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a.

œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÃÅÎËÉ 1 É c^′L^{−2} ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ A_1 É A_2 (ÏÂ ÜÔÏÍ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ŒÙÛÅ) É sin^2 # ⩾ ⩾ (1 − √ ")=(L + 1) ÄÌÑ ÕÇÌÁ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ H ⩾ c(1 − √ ")L^{−3}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÌÅÍÍÙ 13.4). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ A_1 ⩾ v(I − ˝_{L1} ) É A_2 ⩾ v(I − ˝_{L2} ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (I − ˝_{L1} ) + + (I − ˝_{L2} ) ⩾ 2 sin^2(#=2). ïÎÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÁËÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ:

˝_{L1} + ˝_{L2} ⩽ 1 + cos #: (13.17) ðÕÓÔØ |⟩ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ˝_{L1} + ˝_{L2} , ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ – > 0. ôÏÇÄÁ

˝_{L1} |⟩ = u_1|”_1⟩; ˝_{L2} |⟩ = u_2|”_2⟩; u_1|”_1⟩ + u_2|”_2⟩ = –|⟩; ÇÄÅ |”_1⟩ ∈ L_1 É |”_2⟩ ∈ L_2 | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, Á u_1 É u_2 | ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ – = ⟨| ( ˝_{L1} + ˝_{L2} ) |⟩ = u^2_1 + u^2;

–^2 = ( u_1⟨”_1| + u_2⟨”_2| )( u_1|”_1⟩ + u_2|”_2⟩ ) = u^2_1 + u^2 + 2u_1u_2 Re⟨”_1|”_2⟩:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

(1 + x)– − –^2 = x(u_1 ± u_2)^2 ⩾ 0; ÇÄÅ x = | |Re⟨”_1|”_2⟩ | |: ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, – ⩽ 1 + x ⩽ 1 + cos #. □

ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ ŒÙÛÅ ÏÃÅÎËÉ. îÕÌÅŒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ A_1 É A_2 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

L_1 = B^⊗m ⊗ |0N^−m⟩ ⊗ |0⟩ ⊕ B^⊗N ⊗ C (|1⟩; : : : ; |L − 1⟩) ⊕

⊕ U^† ( |1⟩ ⊗ B^{⊗(}N^{−1)} ) ⊗ |L⟩ (13.18)

(ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÓÞčÔÞÉËÁ), L_2 = B^⊗N ⊗ | ⟩; (13.19) ÇÄÅ ŒÅËÔÏÒ | ⟩ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (13.14).

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ A_{1 L}⊥_1 ⩾ 1 (13.20) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ A_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÃÅÌÙÅ.

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ A_{2 L}⊥_2 ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒŒÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁÔÒÉÃÙ E. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ å ÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

| _k⟩ = ¸_k L∑ j=0 cos ( q_k ( j + 12 )) |j⟩; –_k = 1 − cos q_k;

ÇÄÅ qk = ık=(L + 1) (k = 0; : : :; L). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

A_{2 L}⊥_2 ⩾ 1 − cos ( π L + 1 ) ⩾ c^′L^{−2}: (13.21)

îÁËÏÎÅÃ, ÎÕÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ L_1 É L_2. âÕÄÅÍ ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÓÉÎÕÓÁ ÕÇÌÁ

cos^2 # = max_| ”1⟩∈L1 |”2⟩∈L2 | |⟨”_1|”_2⟩ | |^2 = max |”2⟩∈L2 ⟨”_2|˝_{L1} |”_2⟩: (13.22)

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ |”_2⟩ Œ ŒÉÄÅ |⟩ ⊗ | ⟩. ðÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ L_1 ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÔÒčÈ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ, Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó (13.18). óÏŒÓÅÍ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ŒËÌÁÄ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÏÎ ÒÁŒÅÎ (L − 1)=(L + 1). ðÅÒŒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ 1 L + 1 ⟨| ( ˝_{K1} + ˝_{K2} ) |⟩ ⩽ 1 + cos^φ

L + 1 ;

ÇÄÅ K_1 = B^⊗N , K_2 = U^† ( |1⟩ ⊗ B^{⊗(}N^{−1)} ) , Á ’ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÄŒÕ- ÍÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. (úÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (13.17), ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÏÅ Œ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 13.4).

œÅÌÉÞÉÎÁ cos^2 ’ ÒÁŒÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔŒÅÔÁ 1 ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ; ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ". ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÕÀ (13.22), ÏÃÅÎËÕ:

⟨”_2|˝_{L1} |”_2⟩ ⩽^{L −} 1_L + 1 + 1 + √ ε L + 1 = 1 − 1 − √ ε L + 1 :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, sin^2 # = 1−cos^2 # ⩾ (1− √ ")=(L+1), ËÁË É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ ŒÙÛÅ.

òÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÓÞčÔÞÉËÁ. íÙ ÎÁÐÉÓÁÌÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ, ÐÏÞÔÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ. õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË | ÏÎ ÌÉÛØ (log L)-ÌÏËÁÌØÎÙÊ (Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÞčÔÞÉ- ËÁ ÍÙ ÄÅÊÓÔŒÕÅÍ ÎÁ ŒÓÅ q-ÂÉÔÙ).

üÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ, ÅÓÌÉ ŒÌÏÖÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÞčÔÞÉËÁ Œ Â«ÏÌØÛÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œÏÚØÍčÍ L q-ÂÉÔÏŒ, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÔ 1 ÄÏ L. éÓËÏÍÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ C L^{+1} → B^⊗L ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: |j⟩ → | 1; : : :; 1 j ; 0; : : :; 0 L−j ⟩: éÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ H ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÞčÔÞÉËÁ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÈÅÍÅ

|0⟩⟨0| ÎÁ ˝^{(0)}_1 ; |0⟩⟨1| ÎÁ ( |0⟩⟨1| ) 1˝^{(0)}_2 ;

|j⟩⟨j| ÎÁ ˝^{(1)}_j ˝^{(0)}_{j+1}; |j − 1⟩⟨j| ÎÁ ˝^{(1)}_{j−1} ( |0⟩⟨1| ) j˝^{(0)}j_{+1};

|L⟩⟨L| ÎÁ ˝^{(1)}_L ; |L − 1⟩⟨L| ÎÁ ˝^{(1)}_{L−1} ( |0⟩⟨1| ) L: (13.23)

ôÅÐÅÒØ ÏÎÉ 3-ÌÏËÁÌØÎÙÅ (Á ÓÁÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ q-ÂÉÔÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÙ, | 5-ÌÏËÁÌØÎÙÊ).

åÓÌÉ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÏÞÎÅÅ, ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ H, ÄÅÊÓÔŒÏŒÁŒ- ÛÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L = B^⊗N ⊗ C L^{+1}, ÎÁ ÎÏŒÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ H_{ext}, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ Â«ÏÌØÛÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L_{ext} = B^⊗N ⊗ B^⊗L. ïÐÅÒÁÔÏÒ H_{ext} ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ⊆ L_{ext} Œ ÓÅÂÑ É ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÔÁË ÖÅ, ËÁË H.

ôÅÐÅÒØ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÏŒÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ: ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ Ó ÌÉÛÎÉÍÉ ÓÏÓÔÏÑ- ÎÉÑÍÉ Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÞčÔÞÉËÁ? íÙ ÓÐÒÁŒÉÍÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ, ÄÏÂÁŒÉŒ ÅÝč ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ë ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÕ H_{ext}:

H_{stab} = I_B⊗N ⊗ L−1∑ j=1 ˝^{(0)}j ˝^{(1)}j_{+1}:

îÕÌÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ H_{stab} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÒÙÍ ÒÁ- ÂÏÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ L, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÏÔŒÅÔÅ ĂÄÁĄ.

ðÒÉ ÏÔŒÅÔÅ ĂÎÅÔĄ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ H_{ext} + H_{stab} ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÁ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÈ ÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÎÁ L É ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ L^⊥. îÁ L ÉÍÅÅÍ H_{ext} ⩾ c(1 − √ ")L^{−3} É H_{stab} = 0, Á ÎÁ L^⊥ | H_{ext} ⩾ 0 É H_{stab} ⩾ 1.

(úÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ, (13.8), (13.9) É (13.10), ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ (13.23)). œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ H_{ext} + H_{stab} ⩾ c(1 − √ ")L^{−3}:

üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÇÁÍÉÌØÔÏ- ÎÉÁÎÅ Œ ËÌÁÓÓÅ BQNP. □

13.4. íÅÓÔÏ BQNP ÓÒÅÄÉ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ. ðÒÑÍÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ BQNP ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÁÓÓ MA (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É BPP, É NP). îÉÞÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ Ï ÓÉÌÅ ĂÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈĄ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÓËÁÚÁÔØ ÐÏËÁ ÎÅÌØÚÑ.^{15)}

îÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÏÂ ÉÈ ĂÓÌÁÂÏÓÔÉĄ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 13.5. BQNP ⊆ PSPACE.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÓËÁÚËÁ íÅÒÌÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÑÔÁ áÒÔÕÒÏÍ, ÒÁŒÎÁ ÍÁÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X = X^{(1)} (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (13.3)). îÁÍ ÎÕÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÜÔÕ ŒÅÌÉÞÉÎÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(n^−¸) (¸ > 0).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0 ⩽ X ⩽ 1. äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

ln –_{max} = limd_{→∞} ln Tr X d d : ðÕÓÔØ –_{max} = –_1 ⩾ –_2 ⩾ : : : ⩾ –_2m | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X (ÚÄÅÓØ m = poly(n) | ÄÌÉÎÁ ÐÏÄÓËÁÚËÉ). éÍÅÅÍ ÏÃÅÎËÕ

ln –_{max} ⩽ ln Tr X d d = ln^2 m∑ j=1 λdj d ⩽ ln –max + m d ln 2;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÃÅÎËÉ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁ m q-ÂÉÔÁÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÔØ ÓÌÅÄ ÏÔ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ m.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Tr Xd ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÙ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.3. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ: BQNP ⊆ ⊆ PP. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 8.3.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.4. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÉÓØ ÓÌÕÞÁÅÍ ÉÇÒ íÅÒÌÉÎÁ É áÒÔÕ- ÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÕÎÄ. îÅÄÁŒÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ [45], ÞÔÏ ÕÖÅ ÄŒÕÈ ÒÁÕÎÄÏŒ ÔÁËÏÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÉÇÒÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ŒÅÓØ ËÌÁÓÓ PSPACE. œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ PSPACE ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÕÎÄÏŒ [36, 37], ÐÒÉ- ÞčÍ Œ ÛÉÒÏËÉÈ ËÒÕÇÁÈ ÕÚËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏŒ ÇÏÓÐÏÄÓÔŒÕÅÔ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÒÁÕÎÄÏŒ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.

15)ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ: Œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÎÅ- ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÐÏÌÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ (ÓÍ. [46]).

14. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ É ËŒÁÎÔÏŒÙÅ ËÏÄÙ ëÁË ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ ÒÁÎÅÅ, ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ĂÎÅ ÓÌÉÛËÏÍĄ ÞÕŒÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ Ë ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÑÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ: ÏÛÉÂËÉ ÎÁËÁÐÌÉŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ U_1; : : :; UL É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ~U_1; : : : : : : ; ~U_L, ‖ ~U_j − U_j‖ < ‹, ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖ ~U_L · : : : · ~U_1 − U_L · : : : · U_1‖ < L‹:

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅ- ÎÉÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ F (x) ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ U = UL · : : : · U_1 (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1). üÔÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÉ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÁË ⟨|U^†˝_MU |⟩, ÇÄÅ |⟩ = |x; 0N^−n⟩, Á M = |F (x)⟩ ⊗ B^{⊗(}N^−m^). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ: | |⟨| ~U^†˝_M ~U |⟩ − ⟨|U^†˝_MU |⟩ | | ⩽ 2‖ ~U − U ‖ ⩽ 2L‹:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÎÅÔÏÞÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ⩾ 1−"−2L‹; Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, ÐÏ- ÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔÅÌØÎÙÍ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÙ L ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔØ 1=(4‹), ÉÎÁÞÅ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ ÍÅÎØÛÅ 1=2. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÏÚÎÉ- ËÁÅÔ ŒÁÖÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂÏË, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÈÅÍÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ?

ïÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ. éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ (ÚÁÍÅÎÉÔØ) ËÁÖÄÙÊ q-ÂÉÔ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊÓÑ Œ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉ- ÑÈ, ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ V : B → B^{⊗n}. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÛÉÂËÉ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ q-ÂÉÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏŒÙÛÁÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔØ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÂÅÚ ÐÏÔÅÒÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÏÎÉ ÉÚÌÏÖÅÎÙ Œ [41, 19, 34, 4, 32], Á ÚÄÅÓØ ÍÙ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ŒÏÐÒÏÓÏÍ: ËÁË ÓÏ- ÈÒÁÎÑÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÄÏÌÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ? (ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ, ËÏÇÄÁ ÒÅÁÌÉ- ÚÕÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.) äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÕÐÒÏÝčÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ŒÉÄ ËÏÄÉÒÕÀÝÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V ÎÅŒÁÖÅÎ; ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÌÉÛØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M = ImV ⊆ B^{⊗n}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.1. ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÄ ÔÉÐÁ (n; m) | ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ M ⊆ B^⊗n ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2m. (þÉÓÌÏ m | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ q-ÂÉÔÏŒ | ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ).

ïÛÉÂËÉ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÈÒÁÎÅÎÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÂÕÄÕÔ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ŒÙÈÏÄÉÔØ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ M. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÓÌÅ ŒÏÚ- ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÛÉÂÏË ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

14.1. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ. œÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ËÌÁÓÓÉÞÅ- ÓËÉÈ ËÏÄÏŒ. íÙ ÌÉÛØ ÓÌÅÇËÁ ÚÁÔÒÏÎÅÍ ÜÔÕ ÏÂÛÉÒÎÕÀ ÔÅÍÕ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÏŒ, ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÛÉÂËÉ, (ÔÁË ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÎÁÕËÁ) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ [9].

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ËÏÄ ÔÉÐÁ (n; m) | ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊆ Bn ÍÏÝ- ÎÏÓÔÉ 2m. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÛÉÂÏË ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁÎÁÌ ÓŒÑÚÉ | ÎÅÞÔÏ ŒÒÏÄÅ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B n → B n^′ . óÕÝÅÓÔ- ŒÕÅÔ ÄŒÅ ÍÏÄÅÌÉ ÏÛÉÂÏË: ÂÏÌÅÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÁÑ | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ, É ÕÐÒÏ- ÝčÎÎÁÑ | ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÁÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ËÁÎÁÌ ÓŒÑÚÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÎÙÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p(y | x) ÐÒÉÅÍÁ ÓÌÏŒÁ y ÐÒÉ ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÓÌÏŒÁ x. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÏÛÉÂÏË, ÐÏÌÁÇÁÑ ÞÔÏ n^′ = n, Á ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ p_1: p(y | x) = p^{d(x;y)}_1 (1 − p_1)^{n−d(x;y)}: (14.1) úÄÅÓØ d(x; y) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ (ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÉÔÏŒ).

åÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÍÏÄÅÌØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÙÈ ÏÛÉÂÏË. ïÃÅÎÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ k ÏÛÉÂÏË (ËÁË ÑÓÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (14.1), ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÔ x ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ). óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ n; k | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ, p_1 → 0. ôÏÇÄÁ

Pr[ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË > k] = ∑ j>k ( n j ) p^j_1(1 − p_1)^{n−j} = o(p^k_1): (14.2)

éÔÁË, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÂÏÌØÛÅ k, ÍÁÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÍÏÄÅÌØ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÓÌÏ- ŒÁ x ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ y, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ d(x; y) ⩽ k (ÐÁÒÁÍÅÔÒ k ÚÁÄÁčÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÐÏÒÏÇ ÔÏÞÎÏÓÔÉ), Á ÄÒÕÇÉÅ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ŒÓÔÒÅ- ÞÁÀÔÓÑ.

œŒÅÄčÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

N = B^n | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÈÏÄÏŒ, N^′ = B^{n′} | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙÈÏÄÏŒ, E ⊆ N × N^′ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ (ÏÎÏ ÖÅ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÛÉÂÏË), E(n; k) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {(x; y) : d(x; y) ⩽ k}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.2. ëÏÄ M ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E, ÅÓ- ÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x_1; x_2 ∈ M ÉÚ (x_1; y) ∈ E É (x_2; y) ∈ E ÓÌÅÄÕÅÔ x_1 = x_2.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ ÐÁÒ (x_1; y_1); (x_2; y_2), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ E, ÉÚ x_1; x_2 ∈ M É x_1 ≠ x_2 ÓÌÅÄÕÅÔ y_1 ≠ y_2.

œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ E = E(n; k), ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÏÄ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ k ÏÛÉÂÏË.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÒÍÉÎ ĂËÏÄ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÉĄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÏÞ- ÎÙÍ. ðÒÁŒÉÌØÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÄ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂÏË. éÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ P : N^′ → N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ, ÅÓÌÉ (x; y) ∈ E É x ∈ M, ÔÏ P (y) = x, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅËÏ- ÄÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 14.1. ëÏÄ Ó ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ: M_3 = {(0; 0; 0); (1; 1; 1)} ⊆ B^3 :

ôÁËÏÊ ËÏÄ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ.

ïÞÅŒÉÄÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 14.1 ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ËÏÄÁÍ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÛÉÂÏË. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ËÏÄÏŒ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÁÄÉÍ ÅÝč ÏÄÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.3. ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ | ÜÔÏ

d(M) = min{d(x_1; x_2) : x_1; x_2 ∈ M; x_1 ≠ x_2}:

äÌÑ ËÏÄÁ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 14.1 ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁŒÎÏ 3. éÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 14.1. ëÏÄ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ k ÏÛÉÂÏË ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d(M) > 2k.

14.2. ðÒÉÍÅÒÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ËÏÄÏŒ. 1. Mn ÔÉÐÁ (n; 1); ÄÌÑ ÎÅÇÏ d(Mn) = n. M_n = {(0; : : :; 0 n ); (1; : : :; 1 n )}: üÔÏ ÓÁÍÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÓÈÅÍÁ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ. ðÏŒÔÏÒÑÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ ÍÎÏ- ÇÏ ÒÁÚ, Á ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍ ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÉÔÏŒ ÎÁ ÔÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÞÁÝÅ. üÔÁ ÓÅÒÉÑ ËÏÄÏŒ, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, ÎÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÎ- ÔÏŒÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

2. ðÒÏŒÅÒËÁ ÎÁ ÞčÔÎÏÓÔØ. ëÏÄ M^{(2)}n ÔÉÐÁ (n; n − 1), ÄÌÑ ÎÅÇÏ d(M^{(2)}n ) = = 2. óÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞčÔÎÙÈ ÓÌÏŒ, Ô. Å. ÓÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ.

3. ëÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ Hr. üÔÏ ËÏÄ ÔÉÐÁ (n; n − r), ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ n = 2r − 1. óÌÏŒÁ ÉÚ Bn | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏŒ x = (x_¸ : ¸ = 1; : : :; n). îÏÍÅÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÉÔÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÁË ¸ = = (¸_1; : : :; ¸n). œŒÅÄčÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÔÒÏÌØ- ÎÙÈ ÓÕÍÍ

—_j(x) = ∑ ¸:¸j =1

x_¸

(ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2). îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ŒÙÄÅÌÅÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÉÔÏŒ, ŒÈÏÄÑ- ÝÉÈ Œ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÉ r = 3 (ÐÏÌÅÚÎÏ ŒÉÄÅÔØ Œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÔÒčÈÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ËÏÄÁ èÜÍÍÉÎÇÁ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ 0 (Ô. Å. ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕ- ÌÀ 2). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÄÁ èÜÍÍÉÎÇÁ d = 3.

14.3. ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N = B n = Fn_2 . ìÉ- ÎÅÊÎÙÊ ËÏÄ M ⊆ N | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ).

ðÒÉÍÅÒ 14.2. ëÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ, ÚÁÄÁčÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ x_{100} + x_{101} + x_{110} + x_{111} = —_1(x) = 0; x_{010} + x_{011} + x_{110} + x_{111} = —_2(x) = 0; x_{001} + x_{011} + x_{101} + x_{111} = —_3(x) = 0:

ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3.

14.4. ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ËÏÄÙ. âÕÄÅÍ ÄÁŒÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÌÁÓ- ÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. îÁÂÏÒÕ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ( p(y|x) : x ∈ N; y ∈ ∈ N^′ ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ T : L(N ) → L(N^′). éÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÕÐÒÏÝčÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ: ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ E ⊆ N × N^′ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÏÛÉÂÏË | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E ⊆ L(N ; N^′). (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÏÛÉÂËÁ | ÜÔÏ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ N → N^′). åÓÔØ É ÐÒÑÍÏÊ ÁÎÁÌÏÇ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E(n; k). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ N = = N^′ = B^⊗n. þÅÒÅÚ E[A] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅ ÏÛÉÂËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ q-ÂÉÔÁÈ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É ÎÅ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ, Ô. Å.

E[A] = L(B^{⊗A}) ⊗ I_B⊗[n]\A (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ [n] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ q-ÂÉÔÏŒ {1; : : :; n}). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

E(n; k) = ∑ |A|6k E[A]:

(úÄÅÓØ ÓÔÏÉÔ ÐÒÏÓÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÅ ÐÒÑÍÁÑ.) œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔØ Ë ÏÛÉÂËÁÍ ÉÚ E(n; k).

îÏ ÐÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ÚÁÎÑÔØÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ËÏÄÏŒ, ÕÓÔÏÊÞÉŒÙÈ Ë ÏÛÉÂ- ËÁÍ ÉÚ E(n; k), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÁÌÏÇ ÍÏÄÅÌÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÏÛÉÂÏË Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÅÇÏ ÓŒÑÚØ Ó ÏÛÉÂËÁÍÉ ÉÚ E(n; k).

14.5. íÏÄÅÌØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÏÛÉÂÏË Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ q-ÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÁÌÏÅ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÅ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ n q-ÂÉÔÏŒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ T = (I + R)^{⊗n}, ÇÄÅ R | ĂÍÁÌÏĄ. œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÌÏÅ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁÌÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ. œ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÌÏÅ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔÉ ĂÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÉÌØÎÏĄ. þÔÏÂÙ ÐÒÉÄÁÔØ ÜÔÏÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ, ÎÕÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÕÀ ÉÈ ÂÌÉÚÏÓÔØ, Á ÚÁÔÅÍ | ÔÁËÕÀ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔÉ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏŒÉÅ: ÍÁÌÏÅ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅ- ÒÅŒÏÄÉÔ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ Œ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÎÅÊ.

îÁÞÎčÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ ÎÏÒÍÙ ÐÒÉÇÏÄÎÙ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÚÁÃÉÉ ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ. íÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, ËÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 9, ÚÁÄÁčÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÔÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉ- ÑÈ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ Œ ‘^1-ÎÏÒÍÅ: ÅÓÌÉ p = (p_1; : : :; pn), q = (q_1; : : :; qn) | ÄŒÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÍÅÒÏÊ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÓÞÉÔÁÅÍ ∑n j=1 |pj − qj| = ‖p − q‖1. äÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏ-

ÇÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.4. óÌÅÄÏŒÁÑ ÎÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ∈ L(N ) ÒÁŒÎÁ

‖A‖_{tr} = Tr (√ A^†A ) : (14.3)

äÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÌÅÄÏŒÁÑ ÎÏÒÍÁ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 14.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (14.3) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÏÒ- ÍÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

‖A‖_{tr} = sup_{X≠0}^| Tr^{AX|}_{‖X‖} (14.4)

(‖X‖ | ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ, ÓÍ. ÏÐÒ. 7.2 ÎÁ Ó. 62).

úÁÄÁÞÁ 14.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÌÅÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÙ:

Á) ‖AB‖_{tr} ⩽ ‖B‖ ‖A‖_{tr}, Ç) ‖ Tr_M A‖_{tr} ⩽ ‖A‖_{tr}, Â) ‖BA‖_{tr} ⩽ ‖B‖ ‖A‖_{tr}, Ä) ‖A ⊗ B‖_{tr} = ‖A‖_{tr}‖B‖_{tr}: Œ) | Tr A| ⩽ ‖A‖_{tr},

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÅÄÏ- ŒÕÀ ÎÏÒÍÕ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ËÁË ÁÎÁÌÏÇ ‘^1-ÎÏÒÍÙ ÄÌÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔ- ÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 14.2. ðÕÓÔØ N = ⨁ j Nj | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N

Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ, ‚ ∑ j |P(ȷ; N_j) − P(‚; N_j)| ⩽ ‖ȷ − ‚‖_{tr} :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ Tr((ȷ − ‚)B), ÇÄÅ B = ∑ j(±˝_{Nj} ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ‖B‖ ⩽ 1.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÌÅÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÙ Œ ŒÉÄÅ (14.4). □

ôÅÐÅÒØ ËÁÖÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏÒÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ

‖T ‖_1 = sup_{X≠0}^{‖T X‖tr}_{‖X‖tr} (14.5)

É ÍÅÒÉÔØ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÍÁÌÏÓÔØ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÎÏÒ- ÍÙ (14.5) ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÕÄÏÂÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÏ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ. þÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ÏÃÅÎËÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÏÃÅÎËÅ (14.2) Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

T = (I + R)^{⊗n} = I + ∑ |A|6k R^{⊗A} ⊗ I_{[n]\A} + ∑ |A|>k R^{⊗A} ⊗ I_{[n]\A} P (14.6)

É ÏÃÅÎÉÔØ ÎÏÒÍÕ P ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ‖P ‖_1 < ‹. åÓÌÉ ÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖T ⊗ R‖_1 ⩽ ‖T ‖_1‖R‖_1, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÏÃÅÎËÕ (14.2). ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

ðÒÉÍÅÒ 14.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ T : |j⟩⟨k| → |k⟩⟨j| (j; k = 0; 1):

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ‖T ‖_1 = 1, ÏÄÎÁËÏ ‖T ⊗ IL_{(B)}‖_1 = 2. (ðÏÄÅÊÓÔŒÕÊÔÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ T ⊗ IL_{(B)} ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X = ∑ j;k |j; j⟩⟨k; k|.)

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÎÉÖÅ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ), ÞÔÏ ÐÁÔÏÌÏÇÉÑ ÐÒÉÍÅÒÁ 14.3 ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ dim G ⩾ dim N , ÔÏ ‖T ⊗ IL_{(G)}‖_1 = ‖T ‖_♦, ÇÄÅ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ‖T ‖_♦ ÏÔ G ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ‖T ‖_♦ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ.

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÅÄÏŒÁÑ ÎÏÒÍÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ ‖T ⊗ R‖_1 ⩾ ‖T ‖_1‖R‖_1. ðÏÜÔÏÍÕ ‖T ‖_♦ ⩾ ‖T ‖_1.

œ-ÔÒÅÔØÉÈ, ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖T R‖_1 ⩽ ‖T ‖_1‖R‖_1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ ÔÁËÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖T ‖_1‖R‖_1 ⩽ ‖T ⊗ R‖_1 = ‖(T ⊗ I)(I ⊗ R)‖_1 ⩽ ‖T ⊗ I‖_1‖I ⊗ R‖_1: (14.7) éÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖_♦ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÏÒÍ ‖T ⊗ I‖_1, ÄÁÄÉÍ ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ‖T ‖_♦.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T : L(N ) → L(N^′) Œ ŒÉÄÅ T = Tr_F A·B^†. úÄÅÓØ A·B^† ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ X → AXB^†, Á A; B ∈ L(N ; N^′ ⊗ F), ÇÄÅ F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ (dim N )(dim N^′). ôÏÇÄÁ ‖T ‖_♦ | ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ ‖A‖ ‖B‖ (ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÎÏÒÍÙ) ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÓÌÏŒÉÅ dim F ⩾ (dim N )(dim N^′) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T = Tr_F A_0·B^†_0. äÌÑ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ‖A‖ ‖B‖ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÎÏÒÍÁ- ÍÉ ‖A‖ ⩽ ‖A_0‖ É ‖B‖ ⩽ ‖B_0‖, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÆÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ. ôÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ F, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.1. åÓÌÉ dim G ⩾ dim N , ÔÏ ‖T ‖_♦ = ‖T ⊗ IL_{(G)}‖_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ T X = Tr_F AXB^†. ôÏÇÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁ ÓÌÅÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÙ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 14.2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‖(T ⊗ IL_{(G)})X‖_{tr} =‖ Tr_F (A ⊗ I_G )X(B^† ⊗ I_G )‖_{tr} ⩽ ⩽‖(A ⊗ I_G )X(B^† ⊗ I_G )‖_{tr} ⩽ ‖A‖ ‖B‖ ‖X‖_{tr}:

ðÏÜÔÏÍÕ ‖T ‖_♦ ⩾ ‖T ⊗ IL_{(G)}‖_1.

äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. âÅÚ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ‖T ‖_♦ = 1. éÎÆÉÍÕÍ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 14.5 ÄÏÓÔÉ- ÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ‖A‖ = ‖B‖ = 1.

ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÒÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ȷ; ‚ ∈ ∈ L(N ) É fi ∈ L(F), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Tr_N ′ (AȷA^†) = Tr_N ′ (B‚B^† ) = fi. ðÕÓÔØ

K = Ker(A^†A − I_N ); L = Ker(B^†B − I_N ); E = { Tr_N ′ (AȷA^†) : ȷ ∈ D(K) } ; F = { Tr_N ′ (B‚B^† ) : ‚ ∈ D(L) } ; ÇÄÅ D(L) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L. ôÏÇÄÁ E; F ⊆ D(F), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ fi ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ E ∩ F .

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ E ∩ F ≠ ?. ôÁË ËÁË E É F | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ŒÙÐÕË- ÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ ÉÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Z ∈ L(F), ÞÔÏ Tr XZ > Tr Y Z ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X ∈ E, Y ∈ F . á ÜÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ‖A‖ ‖B‖ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A → (I_N ′ ⊗ e^{−tZ}) A; B → (I_N ′ ⊗ e^{tZ}) B;

ÇÄÅ t ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÎÏ ÍÁÌÏ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ Tr_N ′ (AȷA^†) = Tr_N ′ (B‚B^† ) = fi ∈ D(F), ÇÄÅ ȷ; ‚ ∈ ∈ D(N ). ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ȷ É ‚ Œ ŒÉÄÅ ȷ = Tr_G ( |⟩⟨| ) , ‚ = Tr_G ( |”⟩⟨”| ) , ÇÄÅ |⟩; |”⟩ ∈ N ⊗ G | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ dim G ⩾ dim N É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.1. ðÏÌÏÖÉÍ X = |⟩⟨”|. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ‖X‖_{tr} = 1.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ‖(T ⊗ IL_{(G)})X‖_{tr} ⩾ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ X^′ = (T ⊗ IL_{(G)})X; |^′⟩ = (A ⊗ I_G )|⟩; |”^′⟩ = (B ⊗ I_G)|”⟩;

ÔÏÇÄÁ

X^′ = Tr_F (|^′⟩⟨”^′|); Tr_N ′_{⊗G} (|^′⟩⟨^′|) = Tr_N ′_{⊗G} (|”^′⟩⟨”^′|) = fi: ïÔÓÀÄÁ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ |^′⟩ É |”^′⟩ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ N^′ ⊗ G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ (U ⊗ I_F )|^′⟩ = |”^′⟩ (ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 9.3). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

‖X^′‖_{tr} ⩾^| Tr^{UX′|}_{‖U‖} = | |Tr ((U ⊗ I_F )|^′⟩⟨”^′|) | | = |Tr(|”^′⟩⟨”^′|)| = 1: □

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ P Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (14.6), ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ‖R‖_1 < ‹, ÔÏ ‖R‖_♦ < C‹, ÇÄÅ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ŒÓÅ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÒÉ- ÞčÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ; R ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ q-ÂÉÔÁ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖_♦, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ‖P ‖_1 ⩽ ‖P ‖_♦ = o(‹^k):

ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ ŒÓÅÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ ÉÚ P , Á ÄÅÊÓÔŒÉÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÂÕÄÅÍ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R^⊗A ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ R^⊗Aȷ = ∑ i X_iȷY^†_i , ÇÄÅ X_i; Y_i ∈ E(A); ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ-

ÓÁÔØ ÔÁË: R^⊗A ∈ E(A)·E^†(A). óÕÍÍÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ∑ |A|6k R^{⊗A}1^⊗I[n]\A ÌÅÖÉÔ Œ E(n; k) · E^†(n; k). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ŒÙŒÏÄÕ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E(n; k).

14.6. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁčÔ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÔÒÅÂÏŒÁ- ÎÉÑ ĂÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑĄ (ÜÔÏ ÎÅ- ÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.6. ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÄ (ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ⊆ N ) ÉÓ- ÐÒÁŒÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E ⊆ L(N ; N^′), ÅÓÌÉ

∀ |_1⟩; |_2⟩ ∈ M∀ X; Y ∈ E (⟨_2|_1⟩ = 0) ⇒ ( ⟨_2|Y^†X|_1⟩ = 0 ) : (14.8) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.7. æÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ P : L(N^′) → L(M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ (ÄÌÑ ËÏÄÁ M É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÛÉÂÏË E), ÅÓÌÉ

∀ T ∈ E · E^† ∃ c = c(T ) ∀ ȷ ∈ L(M) ( P T ȷ = c(T )ȷ ) : åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ T ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÌÅÄ, ÔÏ c(T ) = 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.2. åÓÌÉ ËÏÄ M ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E, ÔÏ ÉÓÐÒÁŒÌÑ- ÀÝÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÎÉÖÅ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ [4].

ðÒÉÍÅÒ 14.4. ôÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ËÏÄ ÔÉÐÁ (n; m): ÐÕÓÔØ M = B^⊗m ⊗ ⊗ |0n^−m⟩, Á E = E[m + 1; : : :; n], Ô. Å. ÄÌÑ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÅÒŒÙÅ m q-ÂÉÔÏŒ, Á ÏÛÉÂËÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ q-ÂÉÔÙ. õÓÌÏŒÉÅ (14.8), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ P = IL_{(B}⊗m_) ⊗ R, ÇÄÅ R: X → (Tr X)|0n^−m⟩⟨0n^−m|. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ P ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ: ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ n − m q-ÂÉÔÏŒ É ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÉÈ ÎÁ ÎÏŒÙÅ q-ÂÉÔÙ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ |0⟩. ðÒÁËÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÐÏÌØÚÙ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ËÏÄÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÁÌÏ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÄ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÉ, Œ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÈÏÖ ÎÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 14.3 ÎÉÖÅ).

ðÒÉÍÅÒ 14.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ËÏÄÁ Ó ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ. ðÕÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M = C (|0; : : : ; 0⟩; |1; : : :; 1⟩). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÑ |_1⟩ = |0; : : :; 0⟩ + |1; : : :; 1⟩ É |_2⟩ = |0; : : :; 0⟩ − |1; : : :; 1⟩. ïÛÉÂËÕ

ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÁË: X = I, Y = ffz[1]. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ X; Y ∈ E(n; 1). ðÒÉ ÜÔÏÍ Y |_2⟩ = X|_1⟩, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÄÁ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀ- ÝÅÇÏ ÏÛÉÂËÉ. íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÏÄ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ ÎÅ ÚÁÝÉÝÁÅÔ ÄÁÖÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÏÛÉÂËÉ.

ïÛÉÂËÉ ŒÉÄÁ ffx[1] ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ, Á ÏÛÉÂËÉ ŒÉÄÁ ffz[1] ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÁÚÏŒÙÍÉ.

œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 14.6 ÒÅÞØ ÛÌÁ ÔÏÌØËÏ Ï ÐÁÒÁÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÊ. äÁŒÁÊÔÅ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÈ. úÁ- ÆÉËÓÉÒÕÅÍ X; Y ∈ E É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Z = Y^†X. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∀ |_1⟩; |_2⟩ ∈ M ⟨_2|Z|_1⟩ = c(Z)⟨_2|_1⟩; (14.9) ÇÄÅ c(Z) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ |_1⟩; |_2⟩. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ |”_1⟩; : : :; |”m⟩ | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ M. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 14.6 ⟨”j|Z|”k⟩ = 0 ÐÒÉ j ≠ k, Á ⟨”j|Z|”j⟩ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ j, ÔÁË ËÁË ⟨”_j|Z|”_j⟩ − ⟨”_k|Z|”_k⟩ = ⟨”_j − ”_k|Z|”_j + ”_k⟩ + ⟨”_k|Z|”_j⟩ − ⟨”_j|Z|”_k⟩ = 0: (œÓÅ ÔÒÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÁË ËÁË ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÉÈ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X; Y ∈ E(n; k), ÔÏ Z = Y^†X ∈ E(n; 2k).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.8. ëÏÄ M ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E^′ ⊆ L(N ), ÅÓÌÉ ∀ |_1⟩; |_2⟩ ∈ M ∀ Z ∈ E^′ ⟨_2|Z|_1⟩ = c(Z)⟨_2|_1⟩:

ëÏÄÏŒÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ d = d(M), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÄ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E(n; d).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÄ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ k ÏÛÉÂÏË, ÅÓÌÉ 2k < d(M).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 14.2.

ìÅÍÍÁ 14.3. ðÕÓÔØ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÄ M ⊆ N ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E ⊆ L(N ; N^′). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F, ÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ V : M ⊗ F → N^′ É ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E → → F, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ∀ |⟩ ∈ M ∀ X ∈ E X|⟩ = V ( |⟩ ⊗ |f(X)⟩ ) : (14.10)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ E_0 = {X ∈ E : ∀ |⟩ ∈ M X|⟩ = 0}. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F = E=E_0 É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E → F. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V : M ⊗ F → N^′, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ (14.10), ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ ÅÇÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ.

óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏ- ÝÉ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÄÁ (14.9): ÅÓÌÉ |”_1⟩ = |f(X)⟩ É |”_2⟩ = |f(Y )⟩,

ÔÏ ⟨”_2|”_1⟩ = c(Y^†X). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ X É Y . ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ⟨”|”⟩ > 0, ÅÓÌÉ |”⟩ ≠ 0. æÏÒÍÕÌÁ (14.9) ËÁË ÒÁÚ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÔÅÏÒÅÍÙ 14.2). ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N^′ ËÁË ÓÕÍÍÕ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: N^′ = (Im V ) ⊕ K, ÇÄÅ V | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ W : K → N^′ | ËÁ- ÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á R: L(K) → L(M) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ P : ȷ → Tr_F (V^†ȷV ) + R(W^†ȷW ); c: X · Y^† → ⟨f(Y )|f(X)⟩:

(æÕÎËÃÉÑ Ó ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E · E^†). □

ìÅÍÍÕ 14.3 É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 14.2 ÍÏÖÎÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÉÚ- ÌÏÖÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÏÄ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÛÉÂËÁ ÎÅ ÓÍÅÛÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ, Ô. Å. ÏÓÔÁčÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. éÓÐÒÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÚŒÌÅËÁÅÔ ÜÔÕ ĂŒÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÏÛÉÂËÕĄ É ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÔ ÅÅ Œ ÍÕÓÏÒÎÕÀ ËÏÒÚÉÎÕ.

úÁÄÁÞÁ 14.3. ðÕÓÔØ ËÏÄ M ⊆ B^⊗n ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E(A). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ȷ ∈ L(M) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ q-ÂÉÔÏŒ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

14.7. ëÏÄ ûÏÒÁ [40]. ïÐÉÛÅÍ ÓÅÒÉÀ ËÏÄÏŒ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØ- ÛÉÍ ËÏÄÏŒÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ. ïÎÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ n = r^2 ËÏÄÏŒÙÈ q-ÂÉÔÏŒ É ËÏÄÉÒÕÀÔ ÏÄÉÎ q-ÂÉÔ (Ô. Å. dim M = 2), Á ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÒÁŒÎÏ r.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÄÏŒÙÈ q-ÂÉÔÏŒ | ÔÏÞÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ, ÕÄÏÂ- ÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Œ ÔÁËÏÍ ËÏÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ŒÉÄÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÏÄ ûÏÒÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ

|_¸⟩ = ∑ y1;:::;yr ∈B^r

(−1)¸ P^{rj=1} y^j | | | | | y_1 . . . . . . y_1 y_2 . . . . . . y_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . yr . . . . . . yr ⟩ : (14.11)

äÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ËÏÄÁ ûÏÒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÃ ðÁÕÌÉ. éÈ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÒÉ, ÎÏ ÞÅÔŒčÒÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ðÁÕÌÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ. œŒÅÄčÍ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÉÎ- ÄÅËÓÁÃÉÀ ÍÁÔÒÉÃ ðÁÕÌÉ:

ff_{00} = ( 1 0 0 1 ) ; ff_{01} = ( 1 0 0 −1 ) = ffz;

ff_{10} = ( 0 1 1 0 ) = ffx; ff_{11} = ( 0 −i i 0 ) = ffy:

íÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÜÒÍÉÔÏŒÙ É ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÄ-

ÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. œŒÅÄčÎÎÁÑ ÉÎÄÅËÓÁÃÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ËÏÍ- ÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ðÁÕÌÉ

ff_{¸˛}ff_¸′_˛′ = (−i)^{¸˛′ −¸′˛}ff_{¸⊕¸}′_{;˛⊕˛}′ ; ff_{¸˛}ff_¸′_˛′ = (−1)^{¸˛′ −¸′˛}ff_¸′_˛′ ff_{¸˛}: (14.12) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ G = Z_2 ⊕ Z_2 ÉÌÉ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2.

íÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L(B): L(B) = C (ff_{00}) ⊕ C (ff_{01}) ⊕ C (ff_{10}) ⊕ C (ff_{11}):

äÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ B^⊗n ÂÕÄÅÔ ÕÖÅ 4n ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. œŒÅÄčÍ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ff(f) = ff(¸_1; ˛_1; ¸_2; ˛_2; : : :; ¸_n; ˛_n)^{def}= ff_{¸1;˛1} ⊗ ff_{¸2;˛2} ⊗ · · · ⊗ ff_{¸n;˛n} : úÄÅÓØ f ∈ Gn = F^2n_2 .

éÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ, Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ff(f) = cff(f^(x^)) · ff(f^(z^)), ÇÄÅ f^{(x)} = (¸_1; 0; ¸_2; 0; : : :) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÏÛÉÂËÏÊ, Á f^{(z)} = = (0; ˛_1; 0; ˛_2; : : :) | ÆÁÚÏŒÏÊ ÏÛÉÂËÏÊ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ËÏÄ ûÏÒÁ. œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÏÛÉÂÏË. ðÕÓÔØ Z ∈ ∈ E(r^2; k), (k < r) É Z = ff(f) = cff(f^(x^))ff(f^(z^)). ðÏÓËÏÌØËÕ |f| ⩽ k (|f| | ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ f), ÔÏ |f^(x^)|; |f^(z^)| ⩽ k < r.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ⟨_1|Z|_0⟩ = 0; ⟨_1|Z|_1⟩ = ⟨_0|Z|_0⟩: (14.13) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ.

1. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÏÛÉÂËÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÏÅ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | | | | | y_1 . . . . . . y_1 y_2 . . . . . . y_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . yr . . . . . . yr ⟩

ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ Z Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ e ÂÉÔÁÈ, 0 < e < r. ðÏÜÔÏ- ÍÕ Œ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÈ (14.13) ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁŒÎÙ 0.

2. f^(x^) = 0. ïÛÉÂËÁ ÞÉÓÔÏ ÆÁÚÏŒÁÑ: Z = (ffz)˛^{11} ⊗ · · · ⊗ (ffz)˛^{rr} , ÇÄÅ ∑ j;l ˛_{jl} < r. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ –_j = ∑ l ˛_{jl}. ôÏÇÄÁ (ÓÍ. (14.11))

Z|_¸⟩ = ∑ y1;:::;yr

(−1)P^{j (}–^{j +}¸^)y^j | | | | y_1 . . . . . . y_1 y_2 . . . . . . y_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . yr . . . . . . yr ⟩ : îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –j ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. œÏÚÍÏÖÎÙ 3 ÓÌÕÞÁÑ: Á) (–_1; : : :; –r) = (0; : : :; 0) (mod 2).

Â) (–_1; : : :; –r) = (1; : : :; 1) (mod 2). Œ) (–_1; : : :; –r) ≠ (0; : : :; 0); (1; : : :; 1) (mod 2).

óÌÕÞÁÊ Â) Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË ∑ j –_j ⩽ k < r. œ ÓÌÕÞÁÅ Œ) ŒÓÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ⟨¸|Z|¸′ ⟩ = 0. œ ÓÌÕÞÁÅ Á) Z|¸⟩ = |¸⟩, Ô. Å. Z ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÄÏŒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. (ôÁËÁÑ ÏÛÉÂËÁ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÛÉÂËÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÏÒÔÉÔ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ⟨¸|Z|¸′ ⟩ = ⟨¸|¸′ ⟩.

éÔÁË, ËÏÄ ûÏÒÁ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ r − 1 ÏÛÉÂËÕ; ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁŒÎÏ r.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÄ ûÏÒÁ ÏÓÎÏŒÁÎ ÎÁ ÄÕÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ É ÆÁÚÏŒÙÍÉ ÏÛÉÂËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ffz = HffxH^†. œÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ y_1; : : :; yr ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎ ÏÂÙÞÎÙÊ ÐÏŒÔÏÒÉÔÅÌØ- ÎÙÊ ËÏÄ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÏÛÉÂËÉ. óÔÒÏËÉ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÎÙ Œ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÏÄ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÊÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ÂÁÚÉÓÁ Œ ËÁÖÄÏÍ q-ÂÉÔÅ: ∑ y1;:::;yr (−1)

¸(P_{j yj )|y1; : : :; yr⟩ = (H ⊗ · · · ⊗ H)|¸; : : :; ¸⟩. üÔÏÔ ËÏÄ ÉÓ-}

ÐÒÁŒÌÑÅÔ ÆÁÚÏŒÙÅ ÏÛÉÂËÉ.

14.8. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ (ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÉÅ) ËÏÄÙ [26]. üÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÄÏŒ. ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ ÕÓÔ- ÒÏÅÎÙ ÔÁË ÖÅ, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ff-ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ( ff(¸_1; ˛_1; : : :; ¸_n; ˛_n) Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ).

úÁÄÁÄÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ËÏÄ ûÏÒÁ. äÌÑ ÎÅÇÏ N = B^⊗r^2 , dim M = 2. ëÏÄÏŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÄŒÕÍÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÓÍ. (14.11).

ëÁËÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ M? 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ j; l (l < r) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ffzjlffzj_(l_{+1)}|⟩ = |⟩, Ô. Å. ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ.

2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j < r ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ∏ l ( ff^x_{jl}ff^x_{(j+1)l} ) |⟩ = |⟩. þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ

ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ? ïÐÅÒÁÔÏÒ ∏ l ( ff^x_{jl}ff^x_{(j+1)l} ) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ

ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ | | | | . . . . . . . . . . . . . y_j . . . y_j y_{j+1} . . . y_{j+1} . . . . . . . . . . . . . ⟩ Œ ŒÅËÔÏÒ | | | | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y_j ⊕ 1 . . . y_j ⊕ 1 y_{j+1} ⊕ 1 . . . y_{j+1} ⊕ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⟩

(ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ). üÔÉ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÁ ÄÏÌÖÎÙ ŒÈÏÄÉÔØ Œ |⟩ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 14.4. åÓÌÉ |⟩ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ 1 É 2, ÔÏ |⟩ = c_0|⟩_0 + c_1|⟩_0.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏ- ÄÏŒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ff-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ëÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ff-ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÄÏÂÎÏ ÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ- ÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G = (Z_2)^2. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ ff-ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ‚ = (¸_1; ˛_1; : : :; ¸n; ˛n) ∈ Gn.

ff-ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ L(B^{⊗n}), ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÁÑ Gn-ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ:

L(B^⊗n) = ⨁ ‚∈G^n C ( ff(‚) ) : äÌÑ ff-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

ff(‚_1)ff(‚_2) = (−i)^{~!(‚1;‚2)}ff(‚_1 + ‚_2) = (−1)^{!(‚1;‚2)}ff(‚_2)ff(‚_1); ÇÄÅ ~!(¸_1; ˛_1; : : :; ¸n; ˛n; ¸^′_1; ˛^′_1; : : :; ¸^′n; ˛^′n) = n∑ j=1 (¸j˛^′j − ¸^′j˛j) mod 4;

!(‚_1; ‚_2) = ~!(‚_1; ‚_2) mod 2:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ | ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ X → UXU^†. ôÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÉ U ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÒÁŒÎÏÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÁ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ UT(B^⊗n) = U(B^⊗n)=U(1). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ∗-ÁÌÇÅÂÒÙ L(B^⊗n).

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Uff(‚)U^† = = ff(u(‚))·c(‚) (u: Gn → Gn | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ). ïÐÅÒÁÔÏÒ Uff(‚)U^† ÜÒÍÉÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ c(‚) = ±1, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ Uff(‚)U^† = (−1)^{v(‚)} ff(u(‚)); u: G^n → G^n; v : G^n → Z_2: (14.14) çÒÕÐÐÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ESp_2(n). ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ. ðÒÉŒÅÄčÍ ÐÒÉÍÅÒÙ. 1. ff-ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ff(f)ff(‚)ff(f)^† = ff(f)ff(‚)ff(f) = (−1)!^(f;‚^)ff(‚): œ ÄÁÎ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ u(‚) = ‚.

2. ïÐÅÒÁÔÏÒ H = 1√ 2 ( 1 1 1 −1 ) . îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ

Hff^xH = ff^z; Hff^zH = ff^x; Hff^yH = −ff^y: ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ H · H^† ∈ ESp_2(1).

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ | ESp_2(1)| = 24. åÓÌÉ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÆÁÚÏŒÙÅ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÂÙ ÇÒÕÐÐÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÉÚ 24 · 8 = 192 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ u: Gn → Gn ÔÁËÏŒÙ:

1. u ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁ Gn.

2. u ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÏÒÍÕ !, Ô. Å. !(u(f); u(g)) = !(f; g):

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÍ- ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ; ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ Sp_2(n). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ „ : ESp_2(n) → Sp_2(n).

ôÅÏÒÅÍÁ 14.3. Im „ = Sp_2(n), Ker „ = Gn (ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ff-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ESp_2(n)=G^n ∼= Sp_2(n).

äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÔØ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÒÕÐÐ [15]. þÉÔÁÔÅÌÀ, ÎÅÚÎÁËÏÍÏÍÕ Ó ÜÔÉÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ĂÏÂÈÏÄÎÏÊ ÐÕÔØĄ (ÓÍ. ÎÉÖÅ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (14.14) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ∗-ÁÌÇÅÂÒÙ L(B^⊗n). üÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ff(‚). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ u ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, Á v ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÀ v(x + y) − v(x) − v(y) = w(x; y); (14.15)

ÇÄÅ w(x; y) = ~ω(u(x), u(y)) − ~ω(x, y) 2 ∈ Z^2.

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ u | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (14.15) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. òÅÛÅÎÉÑÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎ- ËÃÉÉ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Ker „ = Gn.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Im „ = Sp_2(n) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (14.15) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ u ÉÚ Sp_2(n). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ w ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

w(y; z) − w(x + y; z) + w(x; y + z) − w(x; y) = 0; (14.16) w(x; y) = w(y; x); (14.17) w(x; x) = 0: (14.18) æÏÒÍÕÌÁ (14.16) | ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÏÃÉËÌÁ. ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ w ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ G^n × Z^2 ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (x; p) · (y; q) = (x+y; p+q +w(x; y)). ðÏÌÕÞÅÎ- ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ E) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ Gn ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ Z_2, Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ –: E → G^n, –: (x; p) → x Ó ÑÄÒÏÍ Z_2.

õÒÁŒÎÅÎÉÅ (14.17) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ E ÁÂÅÌÅŒÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ (14.18) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ E ÉÍÅÀÔ ÐÏÒÑÄÏË 2 (ÉÌÉ 1). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, E ∼= (Z_2)^2n^{+1}. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ E → Gn ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ —: Gn → E, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ –— = idGn . úÁÐÉÓÙŒÁÑ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ŒÉÄÅ —: x → (x; v(x)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (14.15). □ óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÕÓÔÁÒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Im„ = Sp_2(n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ: (H · H^†)[j], (K · K^†)[j] É ( ~(ffx) · ~^†(ffx) ) [j; k]. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ K = ( 1 0 0 i ) ). éÈ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ „ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ

Sp_2(n). (îÁÍčË ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ ‚_1; ‚_2 ∈ Gn, ÔÁ- ËÕÀ ÞÔÏ !(‚_1; ‚_2) = 1, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÜÔÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ Œ (1; 0; 0; 0; : : :) É (0; 1; 0; 0; : : :).) îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ É ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. õËÁÚÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ ESp_2(n) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ, Ô. Å. ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ „. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 14.5. çÒÕÐÐÁ ESp_2(n) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (H · H^†)[j]; (K · K^†)[j]; ( ~(ffx) · ~^†(ffx) ) [j; k]:

äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U = ~(ffx)[1; 2]. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ U |a; b⟩ = |a; a ⊕ b⟩. äÅÊÓÔŒÉÅ U ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ L(B^{⊗2}): Uff^z_1U^† = ff^z_1; Uff^z_2U^† = ff^z_1ff^z_2; Uff^x_2 U^† = ff^x_2 ; Uff^x_1 U^† = ff^x_1 ff^x_2 :

ðÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÅÍ. ïÄÎÁËÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ĂÎÁ ÐÁÌØÃÁÈĄ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ffz ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ q-ÂÉÔÁ. ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ËÁË ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ U. ôÒÅÔØÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ q-ÂÉÔÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÂÁÚÉÓÁ U. þÅÔŒčÒÔÏÅ | ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ q-ÂÉÔÁ ÐÒÉ ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÍ ŒÔÏÒÏÍ ÂÉÔÅ Œ ÐÏŒÅÒÎÕÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÂÏÉÈ q-ÂÉÔÏŒ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ N = B^⊗n ÍÙ ŒÙÄÅÌÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ Xj|⟩ = |⟩ (Xj ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ). ðÒÏŒÅÒÏÞÎÙÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ X_j = (−1)^{’j} ff(f_j); f_j ∈ G^n; ’_j ∈ Z_2: (14.19) âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ {fj} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙ. ðÏÔÒÅÂÕÅÍ ÅÝč, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Xj ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÌÉ. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ XjXk = (−1)!^(f^j ;f^{k )}XkXj, ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ !(fj; fk) = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.9. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÄ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÓ- ÌÏŒÉÑÍÉ (14.19), ÇÄÅ ŒÓÅ Xj ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

éÔÁË, ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍÕ ËŒÁÎÔÏŒÏÍÕ ËÏÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F ⊆ Gn; ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ F ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ !(f; g) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏ- ÇÏ ËÏÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.4. dim M = 2n^{−dim} F .

ìÅÍÍÁ 14.6. ìÀÂÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÄ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑÍÉ ÉÚ ESp_2(n) Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ŒÉÄÕ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ffz[1]; : : :; ffz[s], ÇÄÅ s = dimF .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F ⊆ Gn ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ Sp_2(n) Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F^′, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ (0; ˛_1; 0; ˛_2; : : :; 0; ˛s; 0; : : :; 0), ÇÄÅ ˛j | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ 14.3, ÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ U · U^†. ïÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÏÄÏŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ±ffz[j] (j = 1; : : :; s). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ŒÉÄÁ ff(f) · ff(f)^†, ŒÓÅ ÚÎÁËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÌÀÓÁÍÉ. □

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÏÛÉÂËÉ ÓÐÏÓÏÂÅÎ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÔØ ÓÉÍÐÌÅË- ÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÄ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÄ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ E(n; k), ÅÓÌÉ ∀ |⟩; |”⟩ ∈ M ∀ Z ∈ E(n; k) ⟨|Z|”⟩ = c(Z)⟨|”⟩ (14.20) ðÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉÛØ Z = = ff(g), |g| ⩽ k.

ðÕÓÔØ |”⟩ ∈ M, Ô. Å. Xj|”⟩ = |”⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ j, ÇÄÅ Xj = (−1)’^j ff(fj). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Z|”⟩ = | ⟩, ÇÄÅ Z = ff(g). ëÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÕŒÉÄÉÍ, ŒÅËÔÏÒ | ⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Xj, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÌÉÂÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÏÄÏŒÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ M, ÌÉÂÏ ÅÍÕ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌÅÎ. ðÏÄÅÊÓÔŒÕÅÍ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ | ⟩:

X_j| ⟩ = X_jZ|”⟩ = (−1)^{!(fj ;g)}ZX_j|”⟩ = (−1)^{!(fj ;g)}Z|”⟩ = = (−1)!^(f^j ;g^)| ⟩:

õÓÌÏŒÉÅ | ⟩ ∈ M ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ !(fj; g) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ j. ôÁËÉÅ g ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ F_+, Ô. Å. F_+ = {g ∈ G^n : ∀ f ∈ F !(f; g) = 0}.

œÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ:

1. g ∉ F_+. ðÒÉ ÜÔÏÍ | ⟩ ⊥ M, ÐÏÜÔÏÍÕ ⟨|ff(g)|”⟩ = 0. ôÁËÕÀ ÏÛÉÂËÕ ËÏÄ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ.

2. g ∈ F . ôÁËÁÑ ÏÛÉÂËÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÁ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ËÏÄÏŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ |”⟩ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ). ðÕÓÔØ g = a_1f_1 + : : : + asfs, ÔÏÇÄÁ ff(g) = c(g)X^{a1}_1 · : : : · X^{as}_s , ÇÄÅ c(g) = ±1; ±i. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ⟨|ff(g)|”⟩ = = Ó(g)⟨|”⟩ | ÕÓÌÏŒÉÅ (14.20) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ.

3. g ∈ F_+ \ F . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!) ⟨|ff(g)|”⟩ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄÁ c(g)⟨|”⟩. ôÁËÕÀ ÏÛÉÂËÕ ËÏÄ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ.

üÔÉÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.5. ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ M d(M) = min{|f| : f ∈ F_+ \ F }:

úÁÍÅÔÉÍ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÄÏŒ. ôÁÍ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÎÏÒÍÁ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ Ó ŒÙËÉÎÕÔÙÍ ÎÕÌčÍ. á Õ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÄÏŒ ÎÕÌØ ÒÁÚÄÕŒÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 14.4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÄ ÔÉÐÁ (5; 1), ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ.

úÁÄÁÞÁ 14.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ËÏÄÁ ÔÉÐÁ (4; 1), ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ.

14.9. ôÏÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ. ðÒÉŒÅÄčÍ ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ËÏÄÁ. ïÎ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ r × r ÎÁ ÔÏÒÅ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ Åč ÒÅÂÒÕ ÐÏ q-ÂÉÔÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n = r^2 q-ÂÉÔÏŒ. ðÒÏŒÅÒÏÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÂÕÄÕÔ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ.

òÉÓ. 6.

ôÉÐ I ÚÁÄÁčÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ s É ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÉÍ ÅÊ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A^{(x)}_s = ff(f^{(x)}_s ) = ∏ j∈ ÚŒÅÚÄÁ(s)

ff^x_j :

ôÉÐ II ÚÁÄÁčÔÓÑ ÇÒÁÎÑÍÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÁÎØ u É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÅÊ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

A^{(z)}_u = ff(f^{(z)}_u ) = ∏ j∈ ÇÒÁÎÉÃÁ(u)

ff^z_j :

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ A^(x^)s É A^(z^)u ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÎÉÃÁ É ÚŒÅÚÄÁ ŒÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÞčÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÒčÂÅÒ. (ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔØ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.)

èÏÔÑ ÍÙ ÕËÁÚÁÌÉ r^2 + r^2 = 2r^2 ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÎÁ ÇÒÁÎØ É ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÕ), ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ A^(x^)-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ËÁË É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ A^(z^)-ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÒÁŒÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ dimF = 2r^2−2, Á dim M = 2^2. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÄ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÄŒÁ q-ÂÉÔÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÌÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ.

äÌÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F = F^{(x)} ⊕ F^{(z)}; F_+ = F^{(x)}_+ ⊕ F^{(z)}_+ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÉÍ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ffxj , ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ffzj . ôÁËÉÅ ËÏÄÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ CSS ËÏÄÁÍÉ (ÐÏ ÆÁÍÉÌÉÑÍ ÁŒÔÏÒÏŒ, ŒÐÅÒŒÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒÛÉÈ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ËÏ- ÄÏŒ [25, 44]). œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ F^(z^), F^{(z)}_+ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ (0; ˛_1; : : :; 0; ˛_n); ÉÍ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ 1-ÃÅÐÉ, Ô. Å. ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÒčÂÅÒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ˛_1; : : :; ˛n ∈ ∈ F_2. üÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ F^{(x)}; F^{(x)}_+ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ 1-ËÏÃÅÐÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ f^(z^)u ∈ F^(z^), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÇÒÁÎÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ u. åÍÕ ÂÕÄÅÔ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÁ 1-ÃÅÐØ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. ìÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F^(z^) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ 1-ÇÒÁÎÉÃ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÅË- ÔÏÒÁÍ f^(x^)s ÂÕÄÕÔ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÔØÓÑ 1-ËÏÇÒÁÎÉÃÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ŒÓč ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 1-ËÏÇÒÁÎÉÃ.

œÏÚØÍčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ F_+, g = g^(x^) + g^(z^). õÓÌÏŒÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÚÁÐÉÛÕÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: !(f^{(x)}_s ; g) = 0 ⇐⇒ !(f^{(x)}_s ; g^{(z)}) = 0; !(f^{(z)}_u ; g) = 0 ⇐⇒ !(f^{(z)}_u ; g^{(x)}) = 0:

þÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ !(f^(x^)s ; g^(z^)) = 0, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ Œ ÌÀÂÏÊ ÚŒÅÚÄÅ ÂÙ- ÌÏ ÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ŒÅÓÁÍÉ ÉÚ g^(z^). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, g^{(z)} | ÜÔÏ 1-ÃÉËÌ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Z_2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, g^{(x)} ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ 1-ËÏÃÉËÌÏÍ.

éÔÁË, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F^(z^)_+ , F^(x^)_+ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ 1-ÃÉËÌÏŒ É 1-ËÏÃÉËÌÏŒ, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F^(z^), F^(x^) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ 1-ÇÒÁÎÉÃ É 1-ËÏÇÒÁÎÉÃ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ (ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ) ÐÏ ÃÉËÌÁÍ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÍÓÑ ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ, É ËÏÃÉËÌÁÍ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÍÓÑ ËÏÇÒÁÎÉÃÁÍÉ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÉÎÉ- ÍÕÍ ÒÁŒÅÎ r (ÎÕÖÎÙ ÌÉÂÏ ÃÉËÌ, ÌÉÂÏ ÒÁÚÒÅÚ, ÎÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÅ 0). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÄ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ ⌊(r − 1)=2⌋ ÏÛÉÂÏË.

âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÄÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÞÅÒÅÚ TOR(r).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÏÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÄÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ ÒÑÄÏÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ËÏÄÙ Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏŒÅÒËÁÍÉ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÄÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÄÁÍÉ Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏŒÅÒËÁÍÉ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ: { ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÏÊ ÞÉÓÌÏ q-ÂÉÔÏŒ;

{ ËÁÖÄÙÊ q-ÂÉÔ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏŒÅÒÏÞ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ;

{ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

ôÁËÉÅ ËÏÄÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÕÓÔÏÊÞÉŒÙÈ Ë ÏÛÉÂËÁÍ. ðÒÉ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÏÛÉÂÏË ÍÏÇÕÔ ÐÒÏ- ÉÓÈÏÄÉÔØ ÎÏŒÙÅ ÏÛÉÂËÉ. îÏ ÄÌÑ ËÏÄÏŒ Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏŒÅÒËÁÍÉ ÓÈÅ- ÍÙ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂÏË ÉÍÅÀÔ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÇÌÕÂÉÎÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÄÎÁ ÏÛÉÂËÁ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÐÏÒÔÉÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ q-ÂÉÔÏŒ.

14.10. ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂÏË. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.6 É ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 14.2 ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÕÀ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ŒÏÓÓÔÁÎÏ- ŒÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÓÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÛÉÂËÉ. îÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÄÏŒ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÉÓÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÑ ÏÛÉÂËÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ŒÓÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ. ðÕÓÔØ ÉÍÅ- ÀÔÓÑ ÄŒÅ ÏÛÉÂËÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ X = ff(g_1), Y = ff(g_2). ôÏÇÄÁ Z = Y^†X = Óff(g_1 − g_2) (|c| = 1). îÁÚÏŒčÍ ÓÉÎÄÒÏÍÏÍ ÏÛÉÂËÉ g_1 ŒÅËÔÏÒ (!(g_1; f_1); : : :; !(g_1; fs)) (ÄÌÑ g_2 | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ).

œÏÚØÍčÍ ŒÅËÔÏÒ |”⟩ ∈ M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ | ⟩ = X|”⟩. ðÒÏŒÅÒÏÞÎÙÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ | ⟩ ÔÁË: Xj| ⟩ = (−1)!^(g^1;f^{j )}| ⟩. ðÏÜÔÏÍÕ, ÉÚÍÅÒÑÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Xj ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ | ⟩, ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÒÉÔØ ÓÉÎÄÒÏÍ.

|η⟩œ_.

œ#

” !^{X = σ(g)œ.œ|ψ⟩œ.œ} # ” !^{ÉÚÍÅÒÅÎÉÅÓÉÎÄÒÏÍÁœ.œ}_{g′ : ÓÉÎÄÒÏÍ(g′) = ÓÉÎÄÒÏÍ(g)} g^′ = g + f, f ∈ F

       ?

6

 œ_.

 œ̊

¯ ˇ ˘^{σ(g′)†œ.œσ(f)|η⟩ = c|η⟩} òÉÓ. 7. éÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂËÉ

åÓÌÉ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁŒÎÏ k, ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ

∀ g_1; g_2 ( (|g_1| ⩽ k; |g_2| ⩽ k) ⇒ ( (g_1 − g_2 ∈ F ) ∨ (g_1 − g_2 ∉ F_+) )) : õÓÌÏŒÉÅ g_1 − g_2 ∈ F ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂÏË g_1 É g_2, Ô. Å. ff(g_1)|”⟩ = cff(g_2)|”⟩ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ |”⟩ ÉÚ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ. õÓÌÏŒÉÅ g_1 − g_2 ∉ F_+ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÉÎÄÒÏÍÙ ÏÛÉÂÏË g_1 É g_2 ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. éÔÁË, ÌÉÂÏ ÏÛÉÂËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÌÉÂÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ ÐÏ ÓÉÎÄÒÏÍÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÓÉÎÄÒÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÛÉÂËÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Ô. Å. ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ F .

ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ËÁË ÎÕÖÎÏ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ÏÛÉÂËÕ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎ ÓÉÎÄÒÏÍ, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ŒÏÓÓÔÁÎÏ- ŒÌÅÎÎÏÊ ÐÏ ÓÉÎÄÒÏÍÕ ÏÛÉÂËÉ. ðÏÌÕÞÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÌÉÛØ ÎÁ ÆÁÚÏŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. œÓÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 7.

œÙÛÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ÏÛÉÂËÉ ÔÉÐÁ ff(g). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÛÉÂËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ T = ∑ |h|6k;|h^′|6k b_{h;h}′ ff(h) · ff(h^′)^†:

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ËÁË ÒÁÂÏ- ÔÁÅÔ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÓÈÅÍÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 14.6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂËÉ ÐÏ ÓÉÎÄÒÏÍÕ ÄÌÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ.

14.11. áÎÉÏÎÙ (ÉÌÌÀÓÔÒÁÔÉŒÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏ- ÄÁ). îÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ ÏÂ ÁÎÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ.

éÔÁË, ŒÎÏŒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÕ ÎÁ ÔÏÒÅ (Á ÍÏÖÎÏ É ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ Åč ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ). ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ s É ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ u ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

A^{(x)}_s = ∏ j∈ ÚŒÅÚÄÁ(s)

ff^x_j ; A^{(z)}_u = ∏ j∈ ÇÒÁÎÉÃÁ(u)

ff^z_j :

óÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ A^(x^)s |⟩ = |⟩, A^{(z)}u |⟩ = |⟩. éÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ | ÜÒÍÉÔÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ H = ∑ s (I − A^(x^)s ) + ∑ u (I − A^(z^)u ):

üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÄÏŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ É ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ (Ô. Å. ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ). ôÁËÉÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Á ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ | ŒÏÚÂÕÖÄčÎÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑ- ÎÉÑÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÏÚÂÕÖÄčÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÎÅÒ- ÇÉÅÊ, ËÏÇÄÁ ÎÁÒÕÛÅÎÏ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅÒÛÉÎÎÙÈ). (þÉ- ÓÌÏ ÎÁÒÕÛÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÞčÔÎÏÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∏ s A^{(x)}s = = ∏ u A^{(z)}u = I.) ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ŒÅÒÛÉÎ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄÏŒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁÒÕÛÁÀÔÓÑ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ A^{(x)}_s |”⟩ = −|”⟩; A^{(x)}_p |”⟩ = −|”⟩:

ëÁË ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |”⟩ ÉÚ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ |⟩? óÏÅÄÉ- ÎÉÍ p É s ÒÅÛčÔÏÞÎÙÍ ÐÕÔÅÍ C_1 É ÐÏÄÅÊÓÔŒÕÅÍ ÎÁ |⟩ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ W = ∏ j∈C1 ff z j . üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÍÉ ŒÅÒÛÉÎ- ÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÐÕÔÉ C_1, Á Œ ËÏÎ- ÃÁÈ | ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ: W A^(x^)s = −A^(x^)s W . ðÏÌÏÖÉÍ |”⟩ = W |⟩ É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ |”⟩ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ. äÌÑ ŒÅÒÛÉÎÙ s (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ p) ÉÍÅÅÍ

|”⟩ = W |⟩ = W A^{(x)}_s |⟩ = −A^{(x)}_s W |⟩ = −A^{(x)}_s |”⟩ (A^(x^)s |⟩ = |⟩, ÔÁË ËÁË ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |⟩ | ËÏÄÏŒÏÅ).

ìÀÂÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ŒÏÚÂÕ- ÖÄÅÎÉÊ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ, ÏÄÎÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ĂÖÉŒÕÔĄ ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁÈ, ÄÒÕÇÉÅ | ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÒÕÛÅÎÎÏÅ ËÏ- ÄÏŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÕÍÁÅÍ Ï ÎčÍ ËÁË Ï ÞÁÓÔÉÃÅ. þÁÓÔÉÃÙ- ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄŒÉÇÁÔØ, ÓÏÚÄÁŒÁÔØ É ÕÎÉÞÔÏÖÁÔØ. ðÁÒÁ ŒÏÚÂÕÖÄÅ- ÎÉÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ (ËÏÄÏŒÏÇÏ) ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÄÅÊ-

Á) Â)

òÉÓ. 8.

ÓÔŒÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ W , ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ; ÐÁÒÁ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÊ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ | ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V = ∏ j∈C2 ff x j ; ÇÄÅ C_2 | ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑ- ÀÝÉÊ ÄŒÅ ÇÒÁÎÉ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 8Á). ëÁË É ÒÁÎØÛÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ A^(z^)u (V |⟩) = −V |⟩.

þÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄŒÉÇÁÔØ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ (ËÒÅÓÔÉË) ŒÏ- ËÒÕÇ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ (ËÒÕÖÏÞËÁ)? (óÍ. ÒÉÓ. 8Â).) äŒÉÖÅÎÉÅ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ∏ j∈C^′ ff x j = ∏ r A^{(x)}r , ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ËÏÎÔÕÒÁ ÏÂÈÏÄÁ C^′ (ÚÄÅÓØ r ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÇÒÁÎÉ ŒÎÕÔÒÉ C^′). ïÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ÞÔÏ A^(x^)r | ⟩ = | ⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ r ≠ p. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ | ⟩ → ∏ j∈C^′ ff^x_j | ⟩ = A^{(x)}_p | ⟩ = −| ⟩:

ôÏ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏÍÎÏÖÉÌÓÑ ÎÁ −1. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ (ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ) ÁÎÉÏÎÁÍÉ.

îÁ ÔÏÒÅ ÍÏÖÎÏ ÄŒÉÇÁÔØ ÞÁÓÔÉÃÙ ÐÏ ÄŒÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÃÉËÌÁÍ, ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÍ ÂÁÚÉÓ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÉÚ ÏÓÎÏŒ- ÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÐÁÒÕ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÏÂÎÅÓÔÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÏÚÂÕ- ÖÄÅÎÉÊ ÐÏ ÃÉËÌÕ É ÐÒÏÁÎÎÉÇÉÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÅÍ. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÍ ÎÁ ËÏÄÏŒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ffzj ŒÄÏÌØ ÐÕÔÉ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ, ÌÉÂÏ ffxj ŒÄÏÌØ ÐÕÔÉ ÎÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ÒÅÛčÔËÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÁ ÔÉÐÁ ŒÏÚÂÕÖÄÅÎÉÊ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ 4 ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ: Y^(z^)_1 É Y^(x^)_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÔ ÏÄÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÃÉËÌÕ, Á Y^(z^)_2 É Y^(x^)_1 | ÄÒÕÇÏÍÕ. üÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÄŒÁ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÎÎÙÈ q-ÂÉÔÁ ËÁË ffzi ; ffxi (i = 1; 2), ÐÏÔÏ- ÍÕ ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: Y^{(x)}_i Y^{(z)}_i = −Y^{(z)}_i Y^{(x)}_i (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ).

þÁÓÔØ III

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

œ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÌÉ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÕËÁÚÁ- ÎÉÑ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÎÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏ- ŒÉÔØ ÓÔÒÏÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 1

1.1. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁËÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ÌÅÇËÏ. ïÎÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔ ÓÉÍ- ŒÏÌÙ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ, ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. œÎÅÛÎÉÊ ÁÌÆÁŒÉÔ: A = {0; 1}. áÌÆÁŒÉÔ S = { ; 0; 1; ∗; 0^′; 1^′}, ÐÏÍÉ- ÍÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ É ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ , ŒËÌÀÞÁÅÔ ÔÒÉ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÅÔËÉ, ÕËÁÚÙŒÁÀÝÉÈ ÎÁ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ Q = {q_0; qf ; r_0; r_1; l_0; l_1; l_0′ ; l_1′ }:

âÕËŒÙ r É l ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓÉÍŒÏÌÁ, ÉÎÄÅËÓÙ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÂÕËŒÁÈ | ÎÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÍÙÊ ÓÉÍŒÏÌ.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ. äÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎ- ËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ÎÉÖÅ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ, Åč ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ.

îÁÞÁÌÏ ÒÁÂÏÔÙ:

(q_0; 0) → (r_0; ∗; +1); (q_0; 1) → (r_1; ∗; +1); (q_0; ) → (q_0; ; −1):

ðÅÒŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÐÏÓÔÁŒÉÌÁ ÍÅÔËÕ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ É ÐÏÎÅÓÌÁ ŒÐÒÁŒÏ ÓÉÍŒÏÌ, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÎÅÊ ÓÔÏÑÌ. œÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ÓÌÏŒÅ ÍÁÛÉÎÁ ÓÒÁÚÕ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ.

ðÅÒÅÎÏÓ ŒÐÒÁŒÏ:

(r_0; 0) → (r_0; 0; +1); (r_1; 0) → (r_1; 0; +1); (r_0; 1) → (r_0; 1; +1); (r_1; 1) → (r_1; 1; +1):

íÁÛÉÎÁ ÄŒÉÇÁÅÔÓÑ ŒÐÒÁŒÏ, ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ËÏÎÃÁ ÓÌÏŒÁ ÉÌÉ ÍÅÔËÉ.

ðÅÒÅÍÅÎÁ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÊ: ÓÎÑÔØ ÍÅÔËÕ (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÐÕÓÔÏÊ ÓÉÍŒÏÌ)

(r_0; 0^′) → (l_0′ ; 0; −1); (r_1; 0^′) → (l_1′ ; 0; −1); (r_0; 1^′) → (l_0′ ; 1; −1); (r_1; 1^′) → (l_1′ ; 1; −1); (r_0; ) → (l_0′ ; ; −1); (r_1; ) → (l_1′ ; ; −1) É ÐÏÓÔÁŒÉÔØ Åč ÎÁ ÌÅŒÏÇÏ ÓÏÓÅÄÁ

(l_0′ ; 0) → (l_0; 0^′; −1); (l_1′ ; 0) → (l_0; 1^′; −1); (l_0′ ; 1) → (l_1; 0^′; −1); (l_1′ ; 1) → (l_1; 1^′; −1):

ðÅÒÅÎÏÓ ŒÌÅŒÏ:

(l_0; 0) → (l_0; 0; −1); (l_1; 0) → (l_0; 0; −1); (l_0; 1) → (l_1; 1; −1); (l_1; 1) → (l_1; 1; −1):

ðÅÒÅÍÅÎÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ:

(l_0; ∗) → (q_0; 0; +1); (l_1; ∗) → (q_0; 1; +1):

úÁŒÅÒÛÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒÁ: ÐÒÉ ÞčÔÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÎÁÞÁÌÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ŒÐÒÁŒÏ (q_0; 0^′) → (qf ; 0; −1); (q_0; 1^′) → (qf ; 1; −1);

Á ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÊ ÄÌÉÎÅ | ÐÒÉ ÎÁÞÁÌÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ŒÌÅŒÏ

(l_0′ ; ∗) → (qf ; 0; −1); (l_1′ ; ∗) → (qf ; 1; −1); (qf ; 0) → (qf ; 0; −1); (qf ; 1) → (qf ; 1; −1):

1.2. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ ÐÏ- ÏÞÅÒčÄÎÏ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÒÑÄÙ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÊ ÒÁÚÒÑÄ ÓÔÉÒÁÅÔ- ÓÑ. äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÚÁ ŒÒÅÍÑ, ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÀÝÅÅ ÕÄŒÏÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁ- ÛÉÎÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÁ.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. œÎÅÛÎÉÊ ÁÌÆÁŒÉÔ: A = {0; 1; +}. áÌÆÁŒÉÔ S = { ; 0; 1; +; 0^′; 1^′; +^′}, ÐÏÍÉÍÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ É ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ , ŒËÌÀÞÁÅÔ ÔÒÉ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÅÔËÉ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ Q = {q_0; qf; qp; r_0; r_1; l_0; l_1; d}:

âÕËŒÙ r É l ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓÉÍŒÏÌÁ, ÉÎÄÅËÓÙ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÂÕËŒÁÈ | ÎÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÍÙÊ ÓÉÍŒÏÌ (ŒÌÅŒÏ ÍÁÛÉÎÁ ÎÏÓÉÔ ÂÉÔ ÐÅÒÅ- ÎÏÓÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÒÑÄ, Á ŒÐÒÁŒÏ | ÄÏÂÁŒÌÑÅÍÙÊ ÂÉÔ), Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ d ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÓÔÉÒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ. ëÁË É Œ ÚÁÄÁÞÅ 1.1, ÄÌÑ ÎÅ ÕÐÏ- ÍÑÎÕÔÙÈ ÎÉÖÅ ÐÁÒ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ.

îÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ ÒÁÂÏÔÙ:

(q_0; 0) → (q_0; 0^′; +1); (q_0; 1) → (qp; 1^′; +1); (q_0; +) → (d; 0; −1); (qp; 0) → (qp; 0; +1); (qp; 1) → (qp; 1; +1); (qp; +) → (d; 0; −1); (qp; 0^′) → (qf ; 0; +1); (qp; 1^′) → (qf ; 1; +1); (qf ; 0) → (qf ; 0; −1); (qf ; 1) → (qf ; 1; −1):

óÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÏÍÅÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÐÒÏÐÕ- ÓÔÉÔØ ËÏÎÅÃ ÒÁÂÏÔÙ. äÁÌÅÅ ÍÁÛÉÎÁ ÄŒÉÖÅÔÓÑ ŒÐÒÁŒÏ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ qp. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÎ ÚÎÁË +, ÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÏÞÅ- ÒÅÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÎÁ ÍÅÔËÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÔÉÒÁÅÔÓÑ, Á ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ÓÞÉ- ÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ ÎÕÌÑÍÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ ËÏ ŒÔÏÒÏ- ÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ, ÐÅÒÅÎÏÓ ÅÇÏ ŒÐÒÁŒÏ É ÐÅÒÅÈÏÄ Œ ÒÅÖÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ:

(d; 0) → (r_0; +; +1); (d; 1) → (r_1; +; +1); (d; 0^′) → (r_0; +^′; +1); (d; 1^′) → (r_1; +^′; +1); (r_0; 0) → (r_0; 0; +1); (r_1; 0) → (r_1; 0; +1); (r_0; 1) → (r_0; 1; +1); (r_1; 1) → (r_1; 1; +1); (r_0; ) → (l_0′ ; ; −1); (r_1; ) → (l_1′ ; ; −1); (r_0; 0^′) → (l_0′ ; 0; −1); (r_1; 0^′) → (l_1′ ; 0; −1); (r_0; 1^′) → (l_0′ ; 1; −1); (r_1; 1^′) → (l_1′ ; 1; −1); (l_0′ ; 0) → (l_0; 0^′; −1); (l_1′ ; 0) → (l_0; 1^′; −1); (l_0′ ; 1) → (l_0; 1^′; −1); (l_1′ ; 1) → (l_1; 0^′; −1):

óÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ ÚÎÁË +

(l_0; 0) → (l_0; 0; −1); (l_1; 0) → (l_0; 1; −1); (l_0; 1) → (l_0; 1; −1); (l_1; 1) → (l_1; 0; −1); (l_0; +) → (d; 0; −1); (l_1; +) → (d; 1; −1); (l_0; +^′) → (qp; 0; −1); (l_1; +^′) → (qp; 1; −1):

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Œ ËÏÎÃÅ, ËÏÇÄÁ ÌÅŒÅÅ ÚÎÁËÁ +^′ ÕÖÅ ÎÉ- ÞÅÇÏ ÎÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÛÉÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ŒÐÒÁŒÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÅÒÅÔØ ÏÓÔÁŒÛÕÀÓÑ ÍÅÔËÕ.

1.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍ ÅÓÔØ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÛÉÎÁ A, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ([í]; x) ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ ĂÄÁĄ, ÅÓÌÉ ÍÁÛÉÎÁ í ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÈÏÄÅ x, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ ĂÎÅÔĄ (ÞÅÒÅÚ [í] ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ í). ôÏÇÄÁ ÅÓÔØ É ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ A^′, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ŒÈÏÄÅ X ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÒÁÂÏÔÕ A ÎÁ ŒÈÏÄÅ (X; X). úÁÔÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÔŒÅÔ ÍÁÛÉÎÙ A | ĂÄÁĄ, ÔÏ A^′ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÄŒÉÇÁÔØ ÇÏÌÏŒËÕ ŒÐÒÁŒÏ É ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ ÏÔŒÅÔ A | ĂÎÅÔĄ, ÔÏ A^′ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ.

ïÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÌÉ A^′ ÎÁ ŒÈÏÄÅ [A^′]? åÓÌÉ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ, ÔÏ A ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ ĂÄÁĄ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ([A^′]; [A^′]). ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÁÛÉÎÙ A^′, ÎÁ ŒÈÏÄÅ [A^′] ÏÎÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ. éÔÁË, A^′ ÎÁ ŒÈÏÄÅ [A^′] ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ A ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ ĂÎÅÔĄ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ([A^′]; [A^′]). îÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A^′ ÎÁ ŒÈÏÄÅ [A^′] ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ. ðÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ.

1.4. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÐÉÓÙŒÁÅÔ ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÔÅ íô, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ, ÂÕÄÕÞÉ ÚÁÐÕÝÅÎ- ÎÙÍÉ ÎÁ ÐÕÓÔÏÊ ÌÅÎÔÅ. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ([M]; n) ([M] | ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ M, n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÒÁÂÏÔÕ M ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ŒÈÏÄÅ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ n ÔÁËÔÏŒ. åÓÌÉ ÚÁ ÜÔÏ ŒÒÅÍÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÓÔÁÎÏŒËÁ, ÔÏ M ŒËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÓÐÉÓÏË, ÅÓÌÉ ÎÅ ÂÙÌÁ ŒËÌÀÞÅÎÁ Œ ÎÅÇÏ ÒÁÎÅÅ.

åÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌ ÅÝč É ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÐÉÓÙŒÁÅÔ ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÛÉÎÙ, ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ŒÈÏÄÅ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÒÏŒÅÒÑÀÝÉÊ, ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÌÉ íô A ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ŒÈÏÄÅ: ÚÁÐÕÓËÁÅÍ ÏÂÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÖÄčÍ, ËÏÇÄÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ A ÐÏÑŒÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÌÉ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÓÐÉÓËÅ.

îÏ ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌ ÂÙ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁ- ÎÏŒËÉ: ÐÏ ÍÁÛÉÎÅ M É ŒÈÏÄÕ x ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÎÁÞÁ- ÌÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔ x ÎÁ ÌÅÎÔÕ, Á ÚÁÔÅÍ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÒÁÂÏÔÕ M. ôÁË ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÅÇÏ ÍÁÛÉÎÙ, ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ÓÌÏŒÅ.

1.5. ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ b(n) ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÓÒÅÄÉ ÍÁÛÉÎ Ó n ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ÁÌÆÁŒÉÔÁ É n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ŒÈÏÄÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ÔÁËÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ nb(n), Á ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÉÔÁÅÔ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄčÔ ÄÏ ÎÕÌÑ.

1.6. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄŒÕÈÌÅÎÔÏÞÎÁÑ íô M_2, ÒÁÂÏÔÁÀÝÁÑ ÚÁ ŒÒÅÍÑ T (n) ⩾ n ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n. ïÐÉÛÅÍ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÁÛÉÎÕ M_1 Ó ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÕÀ ÒÁÂÏÔÕ M_2. áÌÆÁŒÉÔ ÜÔÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉË, ÞÔÏÂÙ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÑÞÅÅË Ó ÔÅÍ ÖÅ ÎÏÍÅÒÏÍ ÎÁ ÌÅÎÔÁÈ M_2 É ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÇÏÌÏŒÏË

(ÎÁ ËÁËÉÈ ÌÅÎÔÁÈ ÇÏÌÏŒËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁÄ ÑÞÅÊËÏÊ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÎÏÍÅÒÏÍ). õÐÒÁŒÌÑÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ M_1 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁÐÏÍÉÎÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÑÞÅ- ÅË, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÇÏÌÏŒËÉ M_2, É ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ M_2.

íÁÛÉÎÁ M_1 ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÃÉËÌÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÉÔÉÒÕÅÔ ÏÄÉÎ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ M_2. œ ÎÁÞÁÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÇÏÌÏŒËÁ M_1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁÄ ÓÁÍÏÊ ÌÅŒÏÊ ÑÞÅÊËÏÊ.

ãÉËÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÈÏÄÏŒ ÐÏ ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÓÌÏŒÕ. œÎÁÞÁÌÅ M_1 ÄŒÉÖÅÔÓÑ ŒÐÒÁŒÏ É ÓÏÂÉÒÁÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÑÈ Œ ÑÞÅÊËÁÈ M_2, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÇÏÌÏŒËÉ. ðÒÉ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÒÏÈÏÄÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ M_1 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, ÉÍÉÔÉÒÕÀÝÉÅ ÔÁËÔ ÒÁ- ÂÏÔÙ M_2. îÁ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ O(1) ÔÁËÔÏŒ.

ãÉËÌ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁ O(S) ÔÁËÔÏŒ ÒÁÂÏÔÙ M_1, ÇÄÅ S | ÄÌÉÎÁ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÎÔÙ. ôÁË ËÁË T (n) ⩾ n, ÔÏ S ⩽ max{n; T (n)} = T (n). ðÏÜÔÏÍÕ M_1 ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ŒÒÅÍÑ O(ST (n)) = O(T^2(n)).

1.7. ðÒÉŒÅÄčÍ ÅÝč ÂÏÌÅÅ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ, ÞÅÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. áÌÆÁŒÉÔ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÊ ÍÁÛÉÎÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏÂÙ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÑÞÅÅË ÎÁ ŒÓÅÈ ÌÅÎÔÁÈ, ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÇÏÌÏŒÏË (ÎÁ ËÁËÉÈ ÌÅÎÔÁÈ ÇÏÌÏŒ- ËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁÄ ÄÁÎÎÏÊ ÑÞÅÊËÏÊ) É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÅÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ.

ïÐÉÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÅÛÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÌÅÎÔ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÓÌÏŒÏ (t; w), ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÇÏÌÏŒËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ËÏÎÃÅ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÎÔÙ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÔÒčÈÌÅÎÔÏÞ- ÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÚÁ ÐÅÒÉÏÄ ŒÒÅÍÅÎÉ t (ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÄŒÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ), ÅÓÌÉ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÌÅÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÌÏŒÏÍ w.

úÁÐÉÛÅÍ ÎÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÍÅÓÔÏ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÌÅÎÔÅ ÞÉÓÌÏ t=2, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓËÏÐÉÒÕÅÍ ÔÕÄÁ ÖÅ (t=2)-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÏÌÏŒÏË ÎÁ ŒÓÅÈ ÔÒčÈ ÌÅÎÔÁÈ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ É ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÍ ÇÏÌÏŒËÕ Œ ËÏÎÅÃ ÓÌÏŒÁ w (Œ ËÏÎÅÃ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅÎÔÙ). ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÌÅÎÔÅ ÓÌÏ- ŒÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ÐÏ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÉ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ ÓËÏÐÉ- ÒÕÅÍ ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ÌÅÎÔÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÓËÏÐÉÒÕÅÍ ÎÁ ŒÔÏÒÕÀ ÌÅÎÔÕ (t=2)-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÇÏÌÏŒÏË ŒÏ ŒÎÏŒØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÔÒčÈÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÐÏÓÌÅ t=2 ÔÁËÔÏŒ ÒÁÂÏÔÙ, ÏÐÑÔØ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÍ ÇÏÌÏŒËÕ Œ ËÏÎÅÃ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅÎÔÙ. åÝč ÒÁÚ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ A Ë ÓÌÏŒÕ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÌÅÎÔÅ, ÐÏ ÚÁŒÅÒÛÅ- ÎÉÉ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ ÓËÏÐÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ÌÅÎÔÕ.

äÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÕÖÎÏ ÅÝč ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÕ ÎÁ ÓÌÏŒÅ (1; w). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÊ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.

ïÐÅÒÁÃÉÀ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÑ Ó ÌÅÎÔÙ ÎÁ ÌÅÎÔÕ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ËÏÐÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ŒÒÅÍÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÒÅÍÅÎÉ ~T (t; s) ÒÁÂÏÔÙ Œ ÎÁÉÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÒÁ- ÂÏÔÕ ÔÒčÈÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÚÁ ŒÒÅÍÑ t ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ s, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ:

~T (t; s) ⩽ 2 ~T(^t2 ; t) + O(t) + O(s): (∗)

éÚ (∗) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ C_1 É t > 1 ~T (t; 2t) ⩽ C_1t(log t + 1):

ðÏÜÔÏÍÕ ~T (t; s) = O(t log t) + O(t) + O(s):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏŒÏ (t; w) ÉÚ ÓÌÏŒÁ w ÍÏÖÎÏ ÚÁ ŒÒÅÍÑ |w| logt, ÅÓÌÉ t ÉÚŒÅÓÔÎÏ.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÎÉÑ ÔÒčÈÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÎÁ ÄŒÕÈÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÏÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÚÁ 1 ÔÁËÔ, ÚÁÔÅÍ ÒÁÂÏÔÕ ÚÁ 2 ÔÁËÔÁ ÉÚ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É Ô. Ä. ïÃÅÎÉÍ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ðÕÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÔÒčÈÌÅÎÔÏÞÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ n ÚÁ ŒÒÅÍÑ T (n) ⩾ n. ôÏÇÄÁ ŒÒÅÍÑ T^′(n) ÒÁÂÏÔÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÊ ÍÁÛÉÎÙ ÂÕÄÅÔ ÏÃÅÎÉŒÁÔØÓÑ ËÁË

T^′(n) ⩽

⌈log T(n)⌉ ∑ k=0 ~T (2^k; n + 2^k) ⩽

⌈log T(n)⌉ ∑ k=0 O(n + 2^k) + O(k2^k) + O(2^k) ⩽ ⩽ ⌈log T(n)⌉ ∑ k=0 O(T (n)) = O(T (n) log T (n)):

1.8. éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Œ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÇÏÌÏŒËÏÊ ÕÐÒÁ- ŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÜÔÁ ÍÙÓÌØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {Qj(x; k)} ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ íô Œ ÍÏÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÇÏÌÏŒËÉ ÍÅÖÄÕ k-Ê É (k + 1)-Ê ÑÞÅÊËÁÍÉ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ íô ÎÁ ŒÈÏÄÅ x (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÙ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ). òÁÂÏÔÁ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ k-Ê ÑÞÅÊËÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ {Qj(x; k)}.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ íô, ËÏÐÉÒÕÀÝÅÊ ŒÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. ïÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÁ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÇÏÌÏŒËÉ ÔÒÅ- ÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÔÁËÔÁ ÒÁÂÏÔÙ íô. œŒÅÄčÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ " É fik, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÚÖÅ. äÌÑ ÓÌÏŒÁ w ÞÅÒÅÚ fik(w) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÇÏÌÏŒËÉ ÍÅÖÄÕ k-Ê É (k + 1)-Ê ÑÞÅÊËÁÍÉ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ íô ÎÁ ŒÈÏÄÅ w. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ w, ÞÔÏ fik(w) > fik ÐÒÉ k ⩾ n=2.

ðÏÓËÏÌØËÕ íô ËÏÐÉÒÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË ÄÌÉÎÙ k ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ k-Ê ÑÞÅÊËÉ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {Qj(vu; k)} ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ u ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ v. ëÏÒÏÔËÉÈ (ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ fi) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ |Q|fi^{+1}=(|Q| − 1), ÇÄÅ Q | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁ- ŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (n − k)-ÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u ÐÒÉ |Q|fi+1 |Q| − 1 ⩽ 2|Q| fi ⩽ "|A|^k; (∗)

ÇÄÅ A | ŒÎÅÛÎÉÊ ÁÌÆÁŒÉÔ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ fik(vu) > fi ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏ ËÒÁÊ- ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ ÄÏÌÉ 1 − " ÏÔ ŒÓÅÈ k-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ v. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÌÉ 1 − |A|n^−k" ÏÔ ŒÓÅÈ k-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ v ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ fik(vu) > fi ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ u. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ |A|n^−k" < 1n (∗∗) ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ w ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fik(w) > fik ÐÒÉ k ⩾ n=2.

åÓÌÉ " = (n|A|n=^2)^{−1}, ÔÏ (∗∗) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ k ⩾ n=2. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÝč É fik = ⌊(log("=2) + 23n log |A|)= log |Q|⌋, ÔÏ (∗) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ k ⩾ 2n=3. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ fik = ˙(n) ÐÒÉ k ⩾ 2n=3. ïÃÅÎÉÍ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ íô ÎÁ ÓÌÏŒÅ w ÔÁËÏÍ, ÞÔÏ fik(w) > fik ÐÒÉ k ⩾ ⩾ 2n=3 (ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÅÓÔØ)

T (n) ⩾ n∑ k=⌈2n=3⌉

fi_k =^n3 · ˙(n) = ˙(n^2):

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ T^′(n) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ íô ŒÎÁÞÁÌÅ ÄÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÚÁ T_1(n) ÔÁËÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ 0 ÄÌÉÎÙ n, ÚÁÔÅÍ ÚÁ O(n) ÛÁÇÏŒ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉ ÉÓÈÏÄ- ÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ ÏÄÎÉÈ 0, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÅËÒÁÝÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, Á Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÌÀÂÙÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ T^′(n) = T_1(n) + O(n). œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, T_1(n) = O(n log n). äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÁÛÉÎÁ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÐÁÍÑÔÉ ÍÏÇÌÁ ÈÒÁÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÎÕÌÅÊ ÎÅ ÓÏÚÄÁÌÏ ÂÙ ÐÒÏÂÌÅÍÙ (ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ É ÐÏÔÏÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÎÕÌÅÊ). îÏ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. úÁÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÍÏÖÅÔ ÈÒÁÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ Œ ÄŒÏÉÞ- ÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓŒÏÅÊ ÇÏÌÏŒËÉ (ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÁÌÆÁŒÉÔ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÅÓÔØ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÍÅÔÏË ÒÑÄÏÍ Ó ÂÕËŒÁÍÉ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ Ë ÔÁËÏÍÕ ÓÞčÔÞÉËÕ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÓÄŒÉÇ ÓÞčÔÞÉËÁ ÐÏ ÌÅÎÔÅ (ÅÇÏ ŒÅÄØ ÎÁÄÏ ŒÏÚÉÔØ Ó ÓÏÂÏÊ) ÔÒÅÂÕÀÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÌÉÎÙ ÓÞčÔÞÉËÁ, Ô. Å. O(log n), ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅÇÏ ÍÙ ÕËÌÁÄÙŒÁÅÍÓÑ Œ O(n log n) ÔÁËÔÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T^′(n) = ˙(n log n). þÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÎÕÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÉÚ- ÌÏÖÅÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ Œ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

1.9. ðÒÉŒÅÄčÍ ÉÄÅÀ ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ.

âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÍÁ- ÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ŒÅÌÉËÏ, ÔÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ŒÓÀ ÌÅÎÔÕ ÍÁÛÉ- ÎÙ (ÃÉÆÒÙ |S|-ÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ, ÇÄÅ S | ÁÌÆÁŒÉÔ ÍÁÛÉÎÙ). õËÁÚÁÔÅÌØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÇÏÌÏŒËÉ | ÜÔÏ ÅÝč ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ | ÔÒÅÔØÑ.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁ ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏ- ÓÔÙÍÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑÍÉ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ŒÏÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ, ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ, ÓÒÁŒÎÅ- ÎÉÅ ÞÉÓÅÌ). œÓÅ ÜÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÌÅÇËÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÂÅÚ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉŒÌÅËÁÑ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ É ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÁÌÆÁŒÉ- ÔÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÂÏÒÏÍ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÒÏŒÅÒÏË if-then-else ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ŒÙÂÏÒ ÔÅËÕÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ, É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, Œ ÏÄÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÃÅÌÙÊ ÍÁÓÓÉŒ ÔÁËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: (x_1; : : :; xn) → 2x^1 3x^2 : : :px^nn ;

p_j | ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÓÕ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.

1.10. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÒÁ- ÖÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ Œ ÂÁÚÉÓÅ F. œÎÁÞÁÌÅ ÅÓÔØ ÄŒÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÒÏ- ÅËÃÉÉ): p_1(x; y) = x É p_2(x; y) = y. äÁÌÅÅ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ F^′ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ. äÏÂÁŒÌÑÅÍ Ë ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕ F^′ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÉÄÁ f(g_1(x_1; x_2); g_2(x_3; x_4); : : :; gk(x_2k_{−1}; x_2k)), ÇÄÅ x_j ∈ {x; y}, g_j ∈ F^′, f ∈ F. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F^′ ÕŒÅÌÉÞÉÌÏÓØ, ÐÏŒÔÏÒÑÅÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÅÝč ÒÁÚ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ŒÁÒÉÁÎÔÁ: ÌÉÂÏ ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÔÏÇÄÁ ÂÁÚÉÓ ÐÏÌÏÎ), ÌÉÂÏ | ÎÅÔ (ÔÏÇÄÁ ÂÁÚÉÓ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ).

ïÃÅÎÉÍ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. òÁÓÛÉÒÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F^′ ÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ 14 ÒÁÚ (ŒÓÅÇÏ ÅÓÔØ 16 ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ). ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ |F^′|m · 2m = (2m)^{1+log |F ′|} ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÇÄÅ m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Õ ÂÁÚÉÓÎÙÈ

ÆÕÎËÃÉÊ. äÌÉÎÁ ŒÈÏÄÁ (ÄÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÉ ÂÁÚÉÓÁ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ |F|2m, Á |F^′| = O(1). ôÁË ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁ ŒÒÅÍÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÁ.

1.11. œÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ n2n < 2;01n (ÐÒÉ n ⩾ 2000) ÄÌÑ cn ÓÒÁÚÕ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÓÍ. (1.1) ÎÁ Ó. 22).

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÈÅÍ ÒÁÚÍÅÒÁ s É ÓÒÁŒÎÉÍ ÅÇÏ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ k-ÇÏ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 · (n + k)(n + k − 1)=2 + (n + k − 1) < (n + k)^2 ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ (ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ, Á ŒÙÂÉÒÁÔØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÚ n+k−1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ), ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ N_s ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÈÅÍ ÒÁÚÍÅÒÁ s ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ s∏ k=1 (n + k)^2 ⩽ s∏ k=1 2n^2k^2 ⩽ (2n^2)s(s!)^2 ⩽ 2s^{(1+2 log} n^{)+2}s^{log} s:

á ÞÉÓÌÏ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁŒÎÏ 2^{2n} . ðÒÉ 2n > s(1 + 2 log n) + 2s log s (∗) ÆÕÎËÃÉÊ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÈÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ cn > s. åÓÌÉ s = 1;99n, ÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (∗) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ n ⩾ 3000.

1.12. óÎÏŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. åÓÌÉ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1.1) ÓÈÅÍÕ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ AND É OR, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÈÏÄÏŒ, ÔÏ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3 ÓÌÏčŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ, ÏÄÉÎ | ÎÁ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ, É ÏÄÉÎ | ÎÁ ÉÔÏÇÏŒÕÀ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ.

1.13. ëÁË ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ÎÁ Ó. 21, ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ŒÉÄÅ ÇÒÁÆÁ. éÚ ËÁÖÄÏÊ ÎÅŒÙÈÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÓÈÅÍÙ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ Œ ÏÄÎÕ ÉÚ ŒÙÈÏÄÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓŒÅÒÈÕ ÓÕÍÍÏÊ ÞÉÓÌÁ ŒÙÈÏÄÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ É ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ.

äÌÉÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ Œ ÇÒÁÆÅ ÓÈÅÍÙ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÇÌÕÂÉ- ÎÙ ÓÈÅÍÙ d. äÌÑ ÓÈÅÍÙ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÈÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, ŒÅÄÕÝÉÈ Œ ŒÙ- ÈÏÄÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ 2d = O(nO^{(1)}) (ÄŒÉÇÁÅÍÓÑ ÏÔ ŒÙÈÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÓÔÒÅÌÏË É ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ).

1.14. òÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ x É y ÔÒÉ | x > y, ÉÌÉ x = y, ÉÌÉ x < y. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÄÁčÔ ÄŒÁ ÂÉÔÁ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÁ, ËÏÄÉÒÕÀÝÉÅ ÜÔÉ ÔÒÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.

x_n : : :: : :: : : x_{n=2} y_n : : :: : :: : : y_{n=2} óÈÅÍÁ Cmpn=_2 e^′ = 1, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ g^′ = 1, ÅÓÌÉ x > y x_{n=2−1} : : :: : :: : : x_0 y_{n=2−1} : : :: : :: : : y_0 óÈÅÍÁ Cmpn=_2 e^{′′} = 1, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ g^{′′} = 1, ÅÓÌÉ x > y

e := e^′ ∧ e^{′′} g := g^′ ∨ (e^′ ∧ g^{′′})

e = 1, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ g = 1, ÅÓÌÉ x > y

òÉÓ. 9. óÈÅÍÁ Cmp_n ÄÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ O(n), ÇÌÕÂÉÎÁ | O(log n)

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄŒÏÊËÉ. üÔÏ ÎÅ ÐÏÒÔÉÔ ÏÃÅÎËÕ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÑÍÉ ÓÌÅŒÁ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÄÌÉÎÁ ÓÔÁÌÁ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄŒÏÊËÉ. òÁÚÍÅÒ ŒÈÏÄÁ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ.

óÈÅÍÕ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÍ ÓÏÂÉÒÁÔØ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÈÅÍ, ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÝÉÈ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÅ ÐÅÒŒÙÍÉ n=2 ÒÁÚÒÑÄÁÍÉ É ÐÏÓÌÅÄ- ÎÉÍÉ n=2 ÒÁÚÒÑÄÁÍÉ. úÎÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÐÁÒ ÞÉÓÅÌ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÓÈÅÍÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 9. ïÃÅÎÉÍ Åč ÒÁÚÍÅÒ É ÇÌÕ- ÂÉÎÕ. œÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ s_n = 2s_{n=2} + 3; h_n = h_{n=2} + 2:

éÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ sn = O(n) É hn = O(log n).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÒÁŒÎÅÎÉÅ n-ÚÎÁÞÎÙÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x É y ÒÁŒÎÏÓÉÌØ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÞÉÓÌÁ x+(2n−1−y), Á ÞÉÓÌÏ 2n−1−y ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ y ÓÈÅÍÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ O(1) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅ- ÎÉÔØ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ËÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ 1.15. íÙ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

1.15. œŒÅÄčÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ÐÕÓÔØ xn_{−1}; : : :; x_0 | ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÒÁÚÒÑÄÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ; yn_{−1}; : : :; y_0 | ŒÔÏÒÏÇÏ; sn; sn_{−1}; : : :; s_0 | ÒÁÚÒÑÄÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ; rn_{−1}; : : :; r_0 | ÂÉÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÒÑÄ. œŒÅÄčÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ti = xi ⊕ yi, t_0 = 0. ôÏÇÄÁ s_0 = t_0, si = = ri_{−1} ⊕ ti ÐÒÉ i > 0; r_{−1} = 0, ri = (ri_{−1} ∧ ti) ∨ xi ÐÒÉ i ⩾ 0 (ÅÓÌÉ ÂÉÔÙ Œ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÂÉÔ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ

ÒÁÚÒÑÄÅ; ÅÓÌÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ | ÂÉÔ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÈ (ÏÂÝÉÍ) ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅÍ).

ðÏËÁ ÍÙ ŒŒÏÄÉÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÉÍÏÈÏÄÏÍ ÒÅÛÉÌÁÓØ ÚÁÄÁÞÁ ÐÕÎË- ÔÁ Á). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÊ ÐÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ O(n) ÛÔÕË.

äÌÑ ÐÕÎËÔÁ Â) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ S É ÇÌÕÂÉÎÙ H, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÂÉÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ÔÏ ÉÚ ÎÅč ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ S + O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ H + O(1), ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÓÕÍÍÕ (ŒÓÅ ti ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ, É, ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÂÉÔÁÈ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ri, ŒÓÅ si ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ).

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÉÔÏŒ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÓÅ ĂÓÕÆÆÉËÓÙĄ ÞÉÓÅÌ, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÓÒÁŒÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ xixi_{−1} : : : x_0 É ¬yi¬yi_{−1} : : : ¬y_0.

œÎÁÞÁÌÅ ÓÒÁŒÎÉÍ ÞÉÓÌÁ xn_{−1}xn_{−2} : : :x_0 É ¬yn_{−1}¬yn_{−2} : : : ¬y_0 ÐÏ ÓÈÅ- ÍÅ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÎÁ ÎÉÖÎÅÍ ÕÒÏŒÎÅ ÍÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÂÉÔÙ, ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ | ÄŒÕ- ÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÔÅÍ | ÞÅÔÙÒčÈÚÎÁÞÎÙÅ É Ô. Ä. ðÏÌÕÞÁÅÍ ĂÓÕÖÁÀÝÅÅÓÑ ÄÅÒÅŒÏĄ. ïÎÏ ÄÁčÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÂÌÏËÏŒ ÐÏ 2k ÂÉÔÏŒ, Œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÄÌÑ ÓÕÆÆÉËÓÏŒ ÄÌÉÎ 1, 2, : : :, 2m = n. üÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉÃÕ. ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ÓÕÆÆÉËÓÏŒ ÄÌÉÎÙ 2k É ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó ÎÉÍÉ ÂÌÏËÏŒ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÕÆÆÉËÓÏŒ, ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÄÌÉÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÓÕÆÆÉËÓÏŒ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÄÌÉ- ÎÙ ÓÕÆÆÉËÓÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ log n, ÇÌÕÂÉÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ O(log n). òÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÌÉÎÅÅÎ | ÐÏÍÉÍÏ ÓÈÅÍÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ x É 2n−1−y (ÌÉÎÅÊÎÏ- ÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ) ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÕÆÆÉËÓÁ ÏÄÉÎ ÂÌÏË, ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÙÊ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÒÉÓ. 9, ËÏÔÏÒÙÊ ËÏÍÂÉÎÉÒÕÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÒÁŒÎÅÎÉÊ.

1.16. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ MAJ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÏÄÓÞÉ- ÔÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: ÄÁÌØÛÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÈÅÍÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.14. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉ- ÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔ x_1 ÄÏ x_⌊n=_{2⌋} É ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔ x_⌊n=_{2⌋+1} ÄÏ xn. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ ŒÉ- ÄÅ ÓÈÅÍÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ ÇÌÕÂÉÎÙ log n, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ n, ÉÈ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ log n. éÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 1.15 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ÔÁËÉÈ ÓÈÅÍ O(loglog n). çÌÕÂÉÎÁ ŒÓÅÊ ÓÈÅÍÙ ÐÏÜÔÏÍÕ O(log n loglog n) (Á ÒÁÚÍÅÒ O(n)).

1.17. äÌÑ ÇÒÁÆÏŒ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ. œ ÇÒÁÆÅ Gk ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎ, ÓËÏÌØËÏ É Œ G, Á ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓŒÑÚÁÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ Œ G ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔčÍ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ k (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, G^1 = G).

çÒÁÆÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ. óÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ A(G) ÇÒÁÆÁ G ÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÙ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ. åÓÌÉ (jk) | ÒÅÂÒÏ G, ÔÏ ajk = 1, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ajk = 0. îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÌÁÇÁÔØ ajj = 1 É ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÕÌÅŒÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ÐÕÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ É ÐÕÔØ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ n, ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÇÒÁÆÅ G. ôÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A(G^k) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ k ⩾ n, É ÓÈÅÍÕ, ŒÙÂÉÒÁÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÏÍÅÒÁÍ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÁ.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ k, j, m, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ k = j+m, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ A(G^k)_{uv} = ⋁ w∈V (G)

A(G^j)_{uw} ∧ A(G^m)_{wv}: (∗)

åÓÌÉ ÓËÁÚÁÔØ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÐÕÔÉ ÄÌÉÎÙ k Œ ÇÒÁÆÅ G, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ u É v, ÅÓÔØ ŒÅÒÛÉÎÁ w ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÐÕÔÉ ÏÔ u ÄÏ w ÒÁŒÎÁ j, Á ÄÌÉÎÁ ÐÕÔÉ ÏÔ w ÄÏ v ÒÁŒÎÁ m. œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÐÕÔÉ ÍÅÖÄÕ u É w, w É v ÄÌÉÎÙ j É m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄÁčÔ ÐÕÔØ ÄÌÉÎÙ j + m = k ÉÚ u Œ v.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (∗) ÌÅÇËÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n). œÙÞÉÓÌÑÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃ A(G^1), A(G^2), A(G^4),: : : ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Œ ËŒÁÄÒÁÔ, ÞÅ- ÒÅÚ ⌈log n⌉ ÛÁÇÏŒ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A(G^{2k} ), ÇÄÅ 2k ⩾ n. çÌÕÂÉÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ log^2 n, Á ÒÁÚÍÅÒ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ ÐÏ n.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÚŒÌÅËÁÔØ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔ ajk, ÅÓÌÉ j É k ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ jl : : :j_0, k_l : : :k_0, l = ⌈log n⌉. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄŒÕÈ ÂÉÔÏŒ x É y ÐÒÏŒÅ- ÒÑÅÔÓÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x^?= y^{def}= (¬x ∧ ¬y) ∨ (x ∧ y). ðÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ⋁ sl:::s0;tl:::t0

a_{sl:::s0;tl:::t0} l⋀ m=0 ( s_m^?= j_m ) ∧ ( t_m^?= k_m ) ; (∗∗) ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÎÏ aj_l:::j_0;k_l:::k_0 . òÁÚÍÅÒ ÆÏÒÍÕÌÙ (∗∗) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ ÐÏ n. ìÅÇ- ËÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÈÅÍÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n). íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 1.19.

1.18. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ ¬ ⋁ x_i = ⋀ ¬x_i; ¬ ⋀ x_i = ⋁ ¬x_i;

ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ ÐÅÒŒÙÍÉ. á ÐÏÓËÏÌØËÕ ¬f = f ⊕ 1, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ ÅÝč ÒÁÚ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÒÉÍÅÎÑÌÁÓØ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ.

ðÏÓÌÅ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ äîæ. é ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÅÌÁÓØ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÎSSÀÎËÔÏŒ (ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ) Œ ÌÀÂÏÊ äîæ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ PARITY, ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ŒÅÌÉËÏ.

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎSSÀÎËÔ Œ ÔÁËÏÊ äîæ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔØ n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁčÔ ÜÔÁ äîæ, ÉÎÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Åč ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ). ëÏÎSSÀÎËÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÒÁŒÅÎ 1 ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ËÏÎSSÀÎËÔÏŒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ ÆÕÎËÃÉÉ PARITY, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁŒÎÏ 2n^{−1}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÙ ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÇÌÕ- ÂÉÎÙ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ NOT É OR, AND Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÈÏÄÏŒ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÀ PARITY, ÉÍÅÀÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ. äÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁÀÔ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ 2 É 3 (ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÓÌÕÞÁÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ [24]. ðÒÉŒÅÄčÍ ËÒÁÔËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÉÄÅÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÉÚSSÀÎË- ÃÉÉ É ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ Œ ÓÈÅÍÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÄÏÌÖÎÏ ÞÅÒÅÄÏŒÁÔØÓÑ. úÁÍÅÎÑÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ ËÏÎSSÀÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ, ÍÏÖ- ÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÇÌÕÂÉÎÕ ÓÈÅÍÙ ÎÁ 2. ïÄÎÁËÏ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕŒÅÌÉÞÉÔØÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÉËÁËÏÊ ÒÁÚÕÍÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÔÁË ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉÓŒÏÉÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÌÉÂÏ PARITY, ÌÉÂÏ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. óÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ PARITY ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÓÁÍÏÊ PARITY. á Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÁÛÁ ÓÈÅÍÁ ÕÐÒÏÓÔÉÔÓÑ É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ËÏÎSSÀÎËÃÉÊ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ ÎÅ ÐÒÉŒÅÄčÔ Ë ÂÏÌØÛÏÍÕ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÈÅÍÙ.

1.19. Á) =⇒ Â). çÒÁÆ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÅÒÅŒÏÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÎÏÖÉÔØ ŒÈÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. òÁÚÍÅÒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕŒÅ- ÌÉÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ.

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n), ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÕ X ÒÁÚÍÅÒÁ n, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÉÄÅÀ, ÐÒÉÍÅÎčÎÎÕÀ Œ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ 1.14 É 1.15.

äŒÉÇÁÑÓØ ÏÔ ËÏÒÎÑ ÄÅÒÅŒÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÕ, É ŒÙÂÉÒÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÅ Â«ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅ-

ÒÁ, ÍÙ ÎÁÊÄčÍ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÕ Z, ÒÁÚÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ n=3 É 2n=3. úÁÍÅÎÑÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ X ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÕ Z ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ Y Ó ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ÏÃÅÎËÁÍÉ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒ.

ðÕÓÔØ ÄÌÑ Z É Y ÅÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ ÉÈ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ h. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÄÌÑ ŒÓÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ X ÓÈÅÍÕ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ h + 3. œÙ- ÞÉÓÌÉÍ 3 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÏÄÓÈÅÍÁÍÉ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ h: y_0 | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Y ÐÒÉ z = 0, y_1 | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Y ÐÒÉ z = 1, s | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Z. úÎÁÞÅÎÉÅ f ŒÓÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁŒÎÏ f = (y_0 ∧ ¬s) ∨ (y_1 ∧ s) :

üÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÌÕÂÉÎÙ 3.

éÔÁË, ÄÌÑ h(L) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ ÓÈÅÍÙ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ ÒÁÚÍÅÒÁ L, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:

h(L) ⩽ h(2^L3 ) + 3:

éÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ h(L) = O(log L).

Â) =⇒ Á). üÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ. ðÒÅŒÒÁÔÉÍ ÇÒÁÆ ÓÈÅÍÙ Œ ÄÅÒÅŒÏ, ÒÁÚÍÎÏÖÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ŒÅÒÛÉÎÙ. òÁÚÍÅÒ ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅŒÙÛÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÏÔ ŒÙÈÏÄÁ ËÏ ŒÈÏÄÁÍ. á ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2h.

1.20. œÓÐÏÍÎÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ f’(x), ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ P=poly, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Œ ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 1.1 ÎÁ Ó. 24.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ f’(x), ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÒÁÚ- ÒÅÛÉÍ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ P. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎ- ËÃÉÀ ’(n), ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Åč ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 2n. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÎÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÑÚÙËÕ H, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ÔÅÈ ÞÉÓÅÌ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ’(n) = 1; ÎÏ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ Œ ÎÁÉÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÁ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ m ÒÁÓÔčÔ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ 2^{2m} .

äÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f(n) | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎ- ËÃÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Mf ÑÚÙË, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ ([M]; x), ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ M ÎÁ ŒÈÏÄÅ x ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÚÁ ŒÒÅÍÑ f(|x|). ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÍÕ ÑÚÙËÕ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀÒÉÎÇÁ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ ([M]; x), ÏÔÓÞÉÔÁÅÍ f(|x|) ÔÁËÔÏŒ ÒÁÂÏÔÙ M É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ | ÏÓÔÁÎÏŒÉÌÁÓØ ÌÉ M). îÏ ÂÙÓÔÒÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÕ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÎÅÌØÚÑ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 1.3.

ðÕÓÔØ ÍÁÛÉÎÁ A ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÑÚÙËÕ Mf ÓÌÏŒ ÄÌÉ- ÎÙ n ÚÁ ŒÒÅÍÑ T (n). ôÏÇÄÁ ÅÓÔØ É ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ A^′, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ŒÈÏ- ÄÅ X ÚÁÐÕÓËÁÅÔ A ÎÁ ŒÈÏÄÅ (X; X), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔŒÅÔÁ ĂÄÁĄ

ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏÌÏŒËÁ ÄŒÉÇÁÅÔÓÑ ŒÐÒÁŒÏ (É ÍÁÛÉÎÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ), Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔŒÅÔÁ ĂÎÅÔĄ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ. óÍÏÄÅÌÉ- ÒÏŒÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ A ÚÁ ŒÒÅÍÑ T (n) ÍÏÖÎÏ ÚÁ ŒÒÅÍÑ T^′(n) = O(T^2(n)). åÓÌÉ T^′(n) < f(n), ÔÏ ÞÔÏ ÓËÁÖÅÔ A Ï ÓÌÏŒÅ ([A^′]; [A^′])? åÓÌÉ ĂÄÁĄ, ÔÏ ÐÒÉ- ÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÁÛÉÎÙ A^′, ÅÓÌÉ ĂÎÅÔĄ | ÔÏÖÅ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ T^′(n) ⩾ f(n), Á T (n) = ˙(f^1=^2(n)).

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÒÁÓÐÏÚÎÁ- ÀÝÅÇÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ ÑÚÙËÕ Mf ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ˙(f^1=^2).

œÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f ÆÕÎËÃÉÀ 2^{2n} , ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 2

2.1. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÔÅÒÁÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÌÉ Åč ÏÔÒÉ- ÃÁÎÉÅ. ìÉÔÅÒÁÌÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ l_1; l_2; : : :. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 2-ëîæ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Œ ÔÒÉ ÜÔÁÐÁ.

üÔÁÐ 1. ðÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ. åÓÌÉ ŒÓÔÒÅÞÁÅÍ ÐÁÒÕ l_1 ∨ x, l_2 ∨ ¬x, ÔÏ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ Ë ëîæ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ l_1 ∨ l_2. åÓÌÉ ŒÓÅ ÐÁ- ÒÙ (ŒËÌÀÞÁÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÅ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ) ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÎÙ, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÜÔÁÐÕ 2.

üÔÁÐ 2. ðÒÏŒÅÒÑÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓËÏÌØËÏ ÄÉÚSS- ÀÎËÃÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÜÔÕ ÐÁÒÕ. åÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ, ÔÏ ŒÙÄÁčÍ ÏÔŒÅÔ ĂÄÁĄ (ëîæ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ). åÓÌÉ ÎÁÛÌÁÓØ ÐÁÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ ÄŒÕÈ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑÈ, ŒÙÐÏÌÎÑÅÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ: ÄÅÌÁÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Œ ÔÒÅ- ÔØÅÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÙ, ŒÏ ŒÓÅ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ É ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ((x = 0) ∧ (x = 1) ÉÌÉ (x = ¬y) ∧ (x = y)), ÔÏ ŒÙÄÁčÍ ÏÔŒÅÔ ĂÎÅÔĄ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÜÔÁÐÕ 3.

x ∨ y x ∨ y x ∨ y ¬x ∨ y ¬x ∨ ¬y ¬x ∨ ¬y ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ x ∨ ¬y ¬x ∨ y ¬x ∨ ¬y x ∨ ¬y ¬x ∨ y x ∨ ¬y x = 1 y = 1 x = ¬y x = y x = 0 y = 0

üÔÁÐ 3. òÅÛÁÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÎÁ ÜÔÁÐÅ 2 ÚÁÄÁÞÕ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÐÏŒÔÏÒÑÅÍ Åč ÏÔŒÅÔ.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÁÂÌÀÄÅ- ÎÉÊ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, Œ ÓÉÌÕ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ( (l_1 ∨ x) ∧ (l_2 ∨ ¬x) ) =⇒ (l_1 ∨ l_2);

ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÜÔÁÐÅ ÍÙ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÊ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏÞÅË ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

Œ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏÞËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ëîæ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÊ ëîæ.

îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏ- ÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ, ÔÏ ëîæ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÜÔÁÐÕ, ŒÙÐÏÌ- ÎÉÍÁ. ðÒÉÓŒÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_1 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÔÅÍ ÕÞÔčÍ ŒÓÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÓŒÏÅÎÉÑ. ðÅÒŒÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÎÅ ÐÒÉÓŒÏÅÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÔÁËÖÅ ÐÒÉÓŒÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É Ô. Ä. ëÏÇÄÁ ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ? ôÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÕÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ É 0, É 1. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍÏÅ ÒÁÎÎÅÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ l_1 ∨ x É l_2 ∨ ¬x, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ l_1 ∨ l_2 = 0. îÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ l_1 ∨ l_2 ÔÁËÖÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ëîæ ÐÏÓÌÅ ÜÔÁÐÁ 1.

ôÅÐÅÒØ ÏÃÅÎÉÍ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Œ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ T (n), ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁ- ŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÁ). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ T (n) ⩽ O(n^4) + T (n − 1);

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ T (n) = O(n^5).

2.2. óÔÅÐÅÎØÀ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÇÒÁÆÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒčÂÅÒ, ŒÙ- ÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÜÊ- ÌÅÒÏŒÁ ÐÕÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ: ÄÏÌÖÅÎ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÐÕÔØ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÌÀÂÕÀ. þÔÏÂÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÜÊÌÅÒÏŒ ÐÕÔØ Œ ÓŒÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅÞčÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2, ÔÏ ÜÊÌÅÒÏŒ ÐÕÔØ ÅÓÔØ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÅÔ.

œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÜÊÌÅÒÏŒ ÐÕÔØ, ÔÏ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÉÍÅÀÔ ÞčÔÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÐÕÔÉ (ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ É ËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÞčÔÎÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÐÕÔÉ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÔÁËÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÕÔÉ ÂÅÚ ÏÂÝÉÈ ÒÅÂčÒ, ÎÏ Ó ÏÂÝÅÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ Œ ÏÄÉÎ ÐÕÔØ (ÉÄčÍ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÐÕÔÉ ÄÏ ÏÂÝÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÐÏÔÏÍ ÏÂÈÏÄÉÍ ŒÔÏÒÏÊ ÐÕÔØ É ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÅÍ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ). äÁÌÅÅ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ŒÅÒÛÉÎ É ÒčÂÅÒ Œ ÇÒÁÆÅ. ëÒÁÔËÏ ÉÚÌÏÖÉÍ ÜÔÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÒÁÓ- ÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÄÅÔÁÌÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).

åÓÌÉ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G ÞčÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÎčÍ ËÁËÏÊ- ÎÉÂÕÄØ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ C. œÙÂÒÏÓÉŒ ÒčÂÒÁ C ÉÚ ÇÒÁÆÁ G, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ G_1, : : : , Gr, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÅÒÛÉÎ ÞčÔÎÙÅ. ôÁË ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏŒ ÅÓÔØ ÜÊÌÅÒÏŒ ÐÕÔØ (ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÇÒÁÆÏŒ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ŒÅÒÛÉÎÕ ÎÁ C (ÉÎÁÞÅ G ÂÙÌ ÂÙ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÚÌÏ- ÖÅÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚ C É ÜÊÌÅÒÏŒÙÈ ÐÕÔÅÊ Œ ÇÒÁÆÁÈ Gj ÜÊÌÅÒÏŒ ÐÕÔØ Œ G.

åÓÌÉ Œ ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ÄŒÅ^{16)} ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÅÞčÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ŒÙÂÅÒÅÍ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÉÈ ÐÕÔØ C. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÅÖÎÉÍ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ É ÐÏÄÓÞčÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÅÒÛÉÎÙ, É ÐÒÏŒÅÒËÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ.

2.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÉËÁÔ Q ∈ NP. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Q(x) = ∃ y ( (|y| < q(|x|)) ∧ R(x; y) ) ; ÇÄÅ q(·) | ÐÏÌÉÎÏÍ, Á R(·; ·) ∈ P. œ ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÌÏŒÏ y | ÜÔÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ íÅÒÌÉÎÁ, ÄÏËÁÚÙŒÁÀÝÅÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ Q(x).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ áÒÔÕÒ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏŒÅÒÑÅÔ íÅÒÌÉÎÕ, Á ÔÏÔ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÏ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍ ÂÉÔÏÍ (É ŒÓÅÇÄÁ ÄÁčÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ). ôÏÇÄÁ áÒÔÕÒ ÍÏÖÅÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÌÏŒÏ y, ŒÙÑÓÎÑÑ ÅÇÏ ÂÉÔÙ ÏÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓ- ÌÉ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÐÅÒŒÙÅ k ÂÉÔÏŒ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÓÌÏŒÏ u, ÔÏ áÒÔÕÒ ÍÏ- ÖÅÔ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ Õ íÅÒÌÉÎÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÓÌÏŒÏ u0z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ R(x; u0z). ðÒÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÏÔŒÅÔÅ (k+1)-Ê ÂÉÔ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ 0, ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ | 1.

åÓÌÉ P = NP, ÔÏ áÒÔÕÒ ÍÏÖÅÔ ÉÍÉÔÉÒÏŒÁÔØ íÅÒÌÉÎÁ. 2.4. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ ËÌÁÓÓÕ NP ÏÞÅŒÉÄ- ÎÁ: íÅÒÌÉÎÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÍÁÌØÞÉËÏŒ É ÄÅŒÏÞÅË ÎÁ ÐÁÒÙ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ áÒÔÕÒ ÓÍÏÖÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÁÒ ÒÏŒÎÏ n É ŒÓÅ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÐÁÒÙ ÓÏÇÌÁÓÎÙ ÔÁÎÃÅŒÁÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ P ÂÕÄÅÍ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ, ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒÁŒ ÚÁÄÁÞÕ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏŒ. åÓÔØ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ (ÒčÂÒÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÔÏÌØËÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏÌÅÊ), ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, Ô. Å. ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÒčÂÅÒ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÁ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ (ÅÓÌÉ ËÁ- ÖÄÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ, ÒÁÚÍÅÒ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅÇÏ ÒčÂÅÒ).

16)åÓÌÉ Õ ŒÁÓ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁ ÎÅÞčÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÕ.

òÉÓ. 10.

íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÀÝÉÊ ÔÅËÕ- ÝÅÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÕÓÔÏÇÏ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÁ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ (É ÔÏÇÄÁ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁ- ÎÉÑ Œ ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ).

áÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÐÁ- ÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÞÅÒÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ (ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ Œ ÇÒÁÆÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ, ÎÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ Òč- ÂÒÁÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, É ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏ ÒčÂÒÁÍ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÉÍ É ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÀ). úÁÍÅÎÉŒ Œ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÒčÂÒÁ ÞÅÒÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÞčÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÎÁ ÒčÂÒÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÎÅÞčÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÍÙ ÕŒÅÌÉÞÉÍ ÒÁÚÍÅÒ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅËÕÝÅÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÞÅÒÅÚ C, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ÒčÂÒÁÍ ÉÚ C, | ÞÅÒÅÚ W (C). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ C^′ Â«ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ A, ÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÒčÂÅÒ C É C^′. óÔÅÐÅÎÉ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÔÁËÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ 2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÐÕÔÉ (ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ, ÄÌÉÎÙ 1, Ô. Å. ÒčÂÒÁ) É ÃÉËÌÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10, ÇÄÅ ÓÐÌÏÛÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÒčÂÒÁ ÉÚ C, Á ÛÔÒÉÈÏŒÙÍÉ | ÉÚ C^′, ÎÁ ÓÔÒÅÌËÉ ÐÏËÁ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÏÂÒÁÝÁÔØ ŒÎÉÍÁÎÉÅ). ôÁË ËÁË C^′ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÒčÂÅÒ, ÞÅÍ C, ÔÏ Œ A ÎÁÊÄčÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÂÏÌØÛÅ ÒčÂÅÒ ÉÚ C^′, ÞÅÍ ÉÚ C. ôÁËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÅÒÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÐÕÔčÍ.

éÔÁË, ÐÒÏŒÅÒËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ C ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÁ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÞÅÒÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ. ðÏÓÌÅÄÎÀÀ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÏÌÉ ÇÒÁÆÁ ÞÅÒÅÚ V É U. ïÒÉÅÎ- ÔÉÒÕÅÍ ÒčÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÒčÂÒÁ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ C, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÙ ÉÚ V Œ U, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒčÂÒÁ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÙ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÐÏÌÏÖÎÏ (ÜÔÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 10). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÞÅÒÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ŒÅÒÛÉÎ u ∈ U \ W (C) É v ∈ V \ W (C), ÞÔÏ ÉÚ u Œ v ÅÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎ- ÃÏÍ Œ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ Œ ÒÅÛÅÎÉÉ

ÚÁÄÁÞÉ 1.17, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÞÔÏ ÎÉËÁË ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ).

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P. ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÏÐÔÉÍÁÌÅÎ, ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏ- ÄÕÍÁÔØ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÅÇÏ ÕÓËÏÒÉÔØ.

2.5. Â) õÄÏÂÎÅÅ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÓŒÅÄÅÎÉÅ 3-ëîæ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. œ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÏ ÇÒÁÆÕ G É ÞÉÓÌÕ q ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ Œ ÇÒÁÆÅ G ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÍÏÝÎÏÓÔÉ q, ÎÉËÁËÁÑ ÐÁÒÁ ŒÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÁ ÒÅÂÒÏÍ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ËÌÉËÁ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÌÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ —G (Œ ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÒčÂÒÁ É ÎÅÒčÂÒÁ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ).

ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ

Á) Â) òÉÓ. 11.

œÏÚØÍčÍ 3-ëîæ ÉÚ m ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÑÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. çÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ëîæ, ÉÍÅÅÔ 2n + 4m ŒÅÒÛÉÎ. ëÁ- ÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ. ðÏÍÅÔÉÍ ÉÈ xi É ¬xi (ÓÍ. ÒÉÓ. 11Á). ëÁÖÄÏÊ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÒčÂÒÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. œÅÒÛÉÎÙ, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ É ÄÉÚSS- ÀÎËÃÉÑÍ, ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 11Â), (ÎÁÒÉÓÏŒÁÎ ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ l_1 ∨ l_2 ∨ l_3).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÓÔÒÏÉÔ- ÓÑ ÐÏ 3-ëîæ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÏÍ.

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n + m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n + m ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ 3-ëîæ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ: ÅÓÌÉ ÉÚ ÐÁÒÙ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ xi É ¬xi, Œ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÈÏÄÉÔ ŒÅÒÛÉÎÁ xi, ÔÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÜÔÏÍÕ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÁÂÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ xi = 1, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x_i = 0.

éÚ ÒÉÓ. 11Â) ÌÅÇËÏ ÕÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÑ. œ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÁ n + m ÏÂÑÚÁÎÁ ŒÈÏÄÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁ ÉÚ ÞÅÔŒčÒËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ. îÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ¬l_1, ¬l_2, ¬l_3, Œ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ŒÅÒÛÉÎ, ÓÏ-

ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÅÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÄÌÑ 3-ëîæ, ÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n + m (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÐÏ ÒÉÓ. 11Â), ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ l_1; l_2; l_3 (ËÒÏÍÅ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ!) ÉÚ ÞÅÔŒčÒËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÙ- ÂÉÒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë S).

2.6. Â). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓËÒÁÓÏË Œ 3 ÃŒÅÔÁ ÐÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÐÒÉ- ÞÉÎÁÍ ËÒÁÔÎÏ 6: ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÃŒÅÔÏŒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ 3-ëîæ ÉÚ m ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÑÔ n ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ. çÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ëîæ, ÉÍÅÅÔ 7m + 2n + 3 ŒÅÒ- ÛÉÎ. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÁÆÁ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÍÅÔÉÔØ ÞÁÓÔØ ŒÅÒÛÉÎ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÐÏÍÅÔÉÍ ÔÒÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 0, 1, 2. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÏÍÅÔÉÍ ËÁÖÄÙÍ ÌÉÔÅÒÁÌÏÍ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÌÉ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ) ÐÏ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ 7m ŒÅÒÛÉÎ ÒÁÚÏÂØčÍ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ 7, ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ ÒčÂÒÁ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 12Á), ŒÅÒ- ÛÉÎÙ 0, 1 É 2 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÒčÂÒÁÍÉ. îÁ ÒÉÓ. 12Â) ÐÏËÁÚÁÎÙ ÅÝč n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ. é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÒÉÓ. 12Œ) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁË ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒčÂÒÁÍÉ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÚSSÀÎË- ÃÉÉ. îÁ ÜÔÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ l_1, l_2, l_3 ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÌÉÔÅÒÁÌÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÄÉÚSS- ÀÎËÃÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒčÂÒÁ ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÌÉ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÕ ÒÁÚ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÚÁ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ n É m ŒÒÅÍÑ. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ Œ 3 ÃŒÅÔÁ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ 0, 1 É 2 ÐÏËÒÁÛÅÎÙ Œ ÃŒÅÔÁ 0, 1 É 2 (ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÒÁÓËÒÁÓÏË, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÃŒÅÔÏŒ ÍÙ ŒÙÂÒÁÌÉ ÏÄÎÕ). ôÏÇÄÁ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ x_i É ¬x_i, ÐÏËÒÁÛÅÎÙ Œ ÃŒÅÔÁ 0 É 1, ÐÒÉÞčÍ ÉÈ ÃŒÅÔÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 12Â).

ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ Á) Â) Œ)

òÉÓ. 12.

ðÒÑÍÙÍ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ, ÉÚÏÂÒÁ- ÖčÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 12Œ) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ: ÅÓÌÉ ËÒÁÓÉÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÌÉÔÅÒÁÌÁÍÉ, Œ ÃŒÅÔÁ 0 ÉÌÉ 1, Á ŒÅÒÛÉÎÙ, ÏÔÍÅ- ÞÅÎÎÙÅ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑÍÉ ÌÉÔÅÒÁÌÏŒ, | Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÃŒÅÔÁ 1 ÉÌÉ 0, ÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Œ 3 ÃŒÅÔÁ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ (É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ!) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÉÔÅÒÁÌÏŒ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 0.

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ 3-ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÛÉÎÙ 0, 1, 2 ÐÏËÒÁÛÅÎÙ Œ ÃŒÅÔÁ 0, 1, 2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓÈÏÄÎÏÊ 3-ëîæ.

2.7. äÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÂÏÒÏÔØÓÑ Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÐÒÏ- ÍÅÖÕÔÏÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓŒÏÄÉÍÏÓÔÅÊ ÚÁÄÁÞ.

éÔÁË, ÎÁÚÏŒčÍ ÄÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ RP (\restricted puzzle"). úÁÄÁÞÁ UP (\unrestricted puzzle") ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÔÉÐÏŒ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ É ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÓÌÏÖÉÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÚÁÄÁÎ- ÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÎÅ ÉÚ ŒÓÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ, Á ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ïÐÉÛÅÍ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÃÅÐÏÞËÕ ÓŒÏÄÉÍÏÓÔÅÊ 3-ëîæ ∝ UP ∝ RP;

ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ NP-ÐÏÌÎÏÔÕ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

3-ëîæ ∝ UP. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉËÉ ÒÏÂÏÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØ É ÐÅÒÅÄÁŒÁÔØ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÓÔÏÒÏÎÙ. ðÁÒÁ ÂÕËŒ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÅÒÅ- ÄÁÞÕ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ, Á ŒÔÏÒÁÑ | ÐÒÉčÍ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ 3-ëîæ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ | ÞÅÒÅÚ D. þÅÒÅÚ D^′ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÉÍÙÈ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ D ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ É ÉÈ ÔÉÐÙ, ÉÚ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÁ |X|×|D|. ïÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ | ÌÅŒÁÑ) ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ëîæ, Á ÄÒÕÇÁÑ (ÎÉÖÎÑÑ) | ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑÍ. òÏÂÏÔÙ- ËŒÁÄÒÁÔÉËÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÓÌÅŒÁ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ Ăxj = 1Ą ÉÌÉ Ăxj = 0Ą, xj ∈ X; ÐÅÒÅÄÁÀÔ ŒÐÒÁŒÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ; ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÓÎÉÚÕ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ ÉÚ D^′; ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÀÔ Œ ÎÅč, ÅÓÌÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ xj É ÐÅÒÅÄÁÀÔ ÐÏ- ÌÕÞÅÎÎÕÀ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ ŒŒÅÒÈ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÄÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÔÉÐÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅ ÓÌÅŒÁ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ŒÉÄÁ

Ăxj = ¸Ą, Á ÓÎÉÚÕ | Ă¸ ⊕ xjĄ). œÓÅ ÜÔÉ ÔÉÐÙ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÂÕËŒ. á ÅÓÔØ ÅÝč 4 ÕÇÌÏŒÙÈ ÔÉÐÁ, ÄŒÕÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ŒÙ- ÈÏÄÉÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ, É 2|X|+2|D| ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏŒ (ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ŒÙÈÏÄÉÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É ÄÉÚSSÀÎË- ÃÉÑÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. âÕËŒÙ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏŒ, ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÓÂÏÒËÕ ËÏÎÔÕÒÁ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ. ëŒÁÄÒÁÔÉË ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÄÉÎ. á ŒÓÅÇÏ ÔÉÐÏŒ O(|X| · |D|).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ëîæ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ- ÖÉÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÁ (|X| + 2) × (|D| + 2) ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÎÁÂÏÒÁ ÔÉÐÏŒ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ.

UP ∝ RP. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÔÉÐÏŒ T , ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ t ÐÏ n(t) ÛÔÕË ( ∑ t∈T n(t) = N), ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÕÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË m × k. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝ- ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N > 5. äÏÂÁŒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ: ÐÏ 2 ÛÔÕËÉ ÉÚ m + k ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÉÐÏŒ cj É rl, ÞÔÏÂÙ ŒÙÌÏÖÉÔØ ŒÎÅÛÎÉÊ ËÏÎ- ÔÕÒ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ m × k, 4(N − mk) ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ ÅÝč ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ u, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔÉËÉ, ÎÅ ŒÏÛÅÄÛÉÅ Œ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉË, É (5N + 3)^2 − 5N − 2(m + k) + 4mk ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ ÔÉÐÁ v ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ 5N +3 > |T |+2(m+k)+2, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÔÉÐÏŒ ÄÌÉÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÑÍÏ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙË ÂÕËŒ É ÉÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ ÔÉÐÁ v ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÂÕËŒÁ v, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÅÄÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÁ Ó ÓÏÂÏÊ; ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ËŒÁÄÒÁÔÉËÁ ÔÉÐÁ u ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÂÕËŒÁ u, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÅÄÓÔŒÏ- ŒÁÔØ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | v; ÎÁËÏÎÅÃ, ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ ÔÉÐÏŒ cj É rj ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÂÕËŒÁ v, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏ- ÎÁÈ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÂÕËŒÙ, ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÝÉÅ ÓÂÏÒËÕ ËÏÎÔÕÒÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ m × k.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÂÒÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔ (5N +3)×(5N +3) ÉÚ ÎÏŒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ 1 × 1, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ÓÏÂÉÒÁÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË m × k ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ.

2.8. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, íÅÒÌÉÎ ÍÏÖÅÔ ÓÏÏÂÝÉÔØ áÒÔÕÒÕ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÄŒÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.

2.9. äÏËÁÖÅÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÕ NP, ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ôØÀ- ÒÉÎÇÁ N, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ.

îÁ ŒÈÏÄ ÍÁÛÉÎÅ N ÐÏÄÁčÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ p, ÐÒÏÓÔÏÔÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ. íÁÛÉÎÁ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏ ÄÏÐÉÓÙŒÁ- ÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ g ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ p − 1, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ p_1, : : :, ps, ¸_1, : : : , ¸s, ÞÔÏ

p − 1 = s∏ j=1 p^{¸j}_j : (∗)

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÁÛÉÎÁ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (∗) (ÎÁ ÜÔÏ ÈŒÁÔÉÔ ŒÒÅÍÅÎÉ O(n^3), ÇÄÅ n = log p, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ ĂŒ ÓÔÏÌÂÉËĄ), ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ gp^{−1} ≡ 1 (mod p) É ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g^{(p−1)=pj} ≢ 1 (mod p):

äÌÑ ÜÔÉÈ ÐÒÏŒÅÒÏË ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÒÅÍÑ O(n^4), ÔÁË ËÁË s = O(n), Á ŒÏÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ q ÔÒÅÂÕÅÔ O(log q) ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ. äÁÌÅÅ ÍÁÛÉÎÁ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ŒÓÅÈ pj, ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ ŒÙÚÙŒÁÑ ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ.

ïÐÉÓÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÞÉÓÌÁ g Œ ÇÒÕÐÐÅ (Z=pZ)^∗ ÒÁŒÅÎ p − 1, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÐÒÏÓÔÏÔÅ p.

ïÃÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÔÁËÏÊ îíô ÎÁ ŒÈÏÄÅ ÄÌÉÎÙ n. ïÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÚÁÔÒÁÞÉŒÁÅÍÏÇÏ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑ, É ŒÒÅÍÅÎÉ, ÚÁÔÒÁÞÉŒÁÅÍÏÇÏ ÎÁ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÏÃÅÎÏË, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÅÊ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏ- ŒÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÚÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ. äÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÅÊ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ É ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ (É ÄÁÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ) ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÅÊ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ÄÌÉÎÕ ÚÁÐÉÓÅÊ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏŒÅÒÑÅ- ÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ. åÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÎÁ k-Í ÕÒÏŒÎÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÍÅÎØÛÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÅÊ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÚÁÐÉÓÉ p (ÄÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÞÉ- ÓÅÌ ÒÁÚŒÅ ÞÔÏ ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÄÌÉÎ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÎÁ k-Í ÕÒÏŒÎÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÐÏ ËÒÁÊ- ÎÅÊ ÍÅÒÅ ŒÄŒÏÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ (k−1)-Í ÕÒÏŒÎÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÕÒÏŒÅÎØ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ log p. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ÚÁÐÉÓÅÊ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÐÒÉ ŒÈÏÄÅ p, ÒÁŒÎÁ O(log^2 p).

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4

4.1. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ S ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ŒÈÏÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÉcÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.^{17)}

17)âÙŒÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÌÁÓÓ log-SPACE ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄŒÕÈÌÅÎÔÏÞÎÙÈ ÍÁÛÉÎ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ ÚÁÐÉÓÁÎ ŒÈÏÄ É Ó ÎÅč ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÞÉÔÁÔØ, Á ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÌÅÎÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÁÍÑÔØ O(log n).

ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4 163

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÁ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ŒÉÄÁ 2^{poly(}S^) ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÏŒÔÏ- ÒÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÇÒÕ ÄÌÉÎÙ poly(S), É ŒÙ- ÞÉÓÌÉÔØ Åč ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÏÊ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ poly(S).

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ îíô, ÒÁÂÏÔÁÀÝÁÑ ÎÁ ÐÁÍÑÔÉ S. œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ N = |A|S · |Q| · S ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ, ÇÄÅ Q; A | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ É ŒÎÅÛÎÉÊ ÁÌ- ÆÁŒÉÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. èÏÔÑ Õ îíô ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ŒÓÅ- ÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ ÃÉËÌÙ (ÎÉ Ë ÞÅÍÕ ÄÅÌÁÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, Á ÚÁÔÅÍ, ŒÅÒÎÕŒÛÉÓØ Œ ÔÏ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, | ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ). ôÁË ÞÔÏ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ îíô ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ 2O^(S^), ËÁË É ÄÌÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÊ íô.

4.2. ìÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ËÁË ÉÍÉÔÉÒÏŒÁÔØ ÏÒÁËÕÌ F ÉÚ ˚k, ÉÍÅÑ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁËÁÚÙŒÁÔØ ÏÒÁËÕÌ ÉÚ ˝k. îÕÖÎÏ ÚÁËÁÚÁÔØ ÏÒÁËÕÌ ¬F , Á ÄÁÌØ- ÛÅ ÂÒÁÔØ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ.

ëÌÁÓÓ P^{˚k} , ËÁË É P, ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ. ôÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ P^{˚k} ⊆ ˚k_{+1}. üÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ÄÅÌÁÔØ, ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÑ ÉÇÒÏŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ˚k.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ F ∈ P^{˚k} , Á ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÏÒÁËÕÌ G ∈ ˚k. éÇÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁčÔ G(x), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ G(x). ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÇÒÕ F(x), ŒÙÉÇÒÙÛ ÂÅÌÙÈ Œ ËÏÔÏÒÏÊ (ÔÏÞÎÅÅ, ÎÁÌÉÞÉÅ ŒÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ F (x).

ðÅÒŒÙÊ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ Œ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÏÂSSÑŒÌÅÎÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÐÁÒ (fj; xj)qj_{=1}. âÅÌÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÐÒÏÔÏËÏÌ ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÏÒÁËÕÌÕ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ G, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÇÏ F (x). âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Ë ÏÒÁËÕÌÕ q ÒÁÚ, j-Ê ÚÁÐÒÏÓ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ï ÓÌÏŒÅ xj, ÏÒÁ- ËÕÌ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÁ ÜÔÏ ÚÁÐÒÏÓ fj, É ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ F (x) = 1. óÌÅÄÕÀÝÉÍ ÈÏÄÏÍ ÞčÒÎÙÅ ÏÂSSÑŒÌÑÀÔ ÉÎÄÅËÓ j É, ÅÓÌÉ fj = 0, ÔÏ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒŒÙÊ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ Œ ÉÇÒÅ G(xj). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ fj = 1, ÔÏ ÒÁÚÙÇÒÙŒÁÅÔÓÑ ÉÇÒÁ G(xj), Á ÅÓÌÉ fj = 0, ÔÏ ÒÁÚÙÇÒÙŒÁÅÔÓÑ ÉÇÒÁ G(xj) ÓÏ ÓÄŒÉÇÏÍ ĂÎÁ ÔÅÍÐĄ: (i + 1)-Ê ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ Œ F(x) Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ i-Õ ÈÏÄÕ ÞčÒÎÙÈ Œ G(xj), Á (i + 1)-Ê ÈÏÄ ÞčÒÎÙÈ | (i + 1)-Õ ÈÏÄÕ ÂÅÌÙÈ Œ G(xj), (k + 1)-Ê ÈÏÄ ÞčÒÎÙÈ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÌÉÑÎÉÑ ÎÅ ÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ.

âÅÌÙÅ ŒÙÉÇÒÙŒÁÀÔ Œ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ, ÅÓÌÉ (xj)qj_{=1} | ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑÈ Ë ÏÒÁËÕÌÕ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙ G(x_j) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó f_j, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ F ÎÁ ŒÈÏÄÅ x Ó ÏÔŒÅÔÁÍÉ ÏÒÁËÕÌÁ (fj)qj_{=1} ÒÁŒÅÎ 1.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F (x) = 1, ÔÏ Õ ÂÅÌÙÈ ÅÓÔØ ŒÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ Œ F(x): ÐÅÒŒÙÍ ÈÏÄÏÍ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÁŒÄÕ, Á ÄÁÌØÛÅ ÉÇÒÁÔØ Œ G(x_j) ÐÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f_j = G(x_j). åÓÌÉ ÖÅ F (x) = 0, ÔÏ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÞÌÅÎÅ (f_m; x_m) ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (fj; xj)qj_{=1} ÂÅÌÙÅ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔËÌÏÎÉÔØÓÑ ÏÔ ÉÓÔÉÎÙ. þčÒÎÙÅ ÓŒÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂSSÑŒÉÔØ m (É, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒŒÙÊ ÈÏÄ ÚÁ ÂÅ- ÌÙÈ Œ ÉÇÒÅ G(xm) ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ), ÄÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÉÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÓÏÓÔÏ- ÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ fj ≠ G(xj), ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍÉ ÄÌÑ G(xj).

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 6

6.1. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÉÚ ÌÅÍÍ 6.1, 6.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ- ŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ¬_⊕ : (x; y) → (x; x ⊕ y ⊕ 1) É he. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ¬_⊕[1; 2] = = ¬[2] he[1; 2], ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ he. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁŒÅÄčÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÂÉÔ u, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 1 (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Œ ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ É Œ ÓÁÍÏÍ ËÏÎÃÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ¬[u]). ôÏÇÄÁ he[1; 2] = ∧_⊕[u; 1; 2].

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 7

7.1. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁ- ÕÞÉÔØÓÑ ÒÅÁÌÉÚÏŒÙŒÁÔØ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÉÄÁ ~(X), X ∈ U(2) (ÕÐÒÁŒÌÑ- ÅÍÙÊ ÄŒÕÍÑ q-ÂÉÔÁÍÉ ÆÁÚÏŒÙÊ ÓÄŒÉÇ ÎÁ −i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ: ~^2(−i) = ~(K^{−1})). äÌÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 7.1.

óÐÅÒŒÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ÕÐÒÁŒÌÑÅÍÙÊ ÆÁÚÏŒÙÊ ÓÄŒÉÇ:

~(P (’))[1; 2] = E(’)[1]; ÇÄÅ P (’) = ( e^{i’} 0 0 ei’ ) ; E(’) = ( 1 0 0 ei’ ) : ðÏÓËÏÌØËÕ ~(XY ) = ~(X)~(Y ), ÔÏ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Y ÉÚ U(2)=U(1), ÇÄÅ U(1) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÆÁÚÏŒÙÈ ÓÄŒÉÇÏŒ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Y ∈ SU(2). üÔÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 13. éÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ Œ ÎÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A É B ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Aff^xA^{−1}Bff^xB^{−1} = Y: (∗) çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (∗) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÁËÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ: ÌÀ- ÂÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÏŒÏÒÏ- ÔÏŒ ÎÁ ÕÇÏÌ 180^∘. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚ ÒÉÓ. 14.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 7.1 ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ c_1; c_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ V ÒÁÚÍÅÒÁ òÉÓ. 13. òÉÓ. 14.

2 × 2 (ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ Ó ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ V ( c_1 c_2 ) = (√ |c_1|^2 + |c_2|^2 0 ) : óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ |⟩ ∈ C M ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ V^{(1)}; : : :; V^(M^{−1)}, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ V^{(1)} · : : : · V^{(M−1)}|⟩ = |1⟩, ÇÄÅ V^{(s)} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C ( |s⟩; |s + 1⟩ ) (ËÁË ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÌÅÍÍÙ 7.1) É ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅÉÚ- ÍÅÎÎÙÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ U ÒÁÚÍÅÒÁ M ×M. õÍÎÏÖÁÑ U^{−1} ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ U^{(1;1)}; : : :; U^{(1;M−1)}, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅ- ÓÔÉ ÐÅÒŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ Œ ŒÅËÔÏÒ |1⟩. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ⟨1|. äÅÊÓÔŒÕÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÍÁÔÒÉÃ U^(j;s^) (1 ⩽ j ⩽ s ⩽ M − 1) (ÇÄÅ U^(j;s^) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ |s⟩ É |s + 1⟩), ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ U^{(M−1;M−1)}U^{(M−2;M−2)}U^{(M−2;M−1)} · : : : · U^{(1;1)} · : : : · U^{(1;M−1)} U^{−1} = I:

üÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(M^3) · poly(log(1=‹)).

7.2. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (7.6) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÃÅÐÏÞËÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÈ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ |⟩: ‖ ‖XY |⟩ ‖ ‖ ⩽ ‖X‖ · ‖ ‖Y |⟩ ‖ ‖ ⩽ ‖X‖ · ‖Y ‖ · ‖ ‖|⟩ ‖ ‖: äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (7.7) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ XX^† É X^†X ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

é, ÎÁËÏÎÅÃ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (7.8) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (X ⊗ Y )^†(X ⊗ Y ) = X^†X ⊗ Y^†Y ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ –j—k, ÇÄÅ –j É —_k | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ X^†X É Y^†Y , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

7.3. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. éÍÅÅÍ ~U_2 ~U_1 (|⟩ ⊗ |0N^−n⟩) = ~U_2 (U_1|⟩ ⊗ |0N^−n⟩ + |”_1⟩) =

= U_2U_1|⟩ ⊗ |0N^−n⟩ + |”_2⟩ + ~U_2|”_1⟩; ÇÄÅ ‖ ‖|”_j⟩ ‖ ‖ ⩽ ‹_j (j = 1; 2). ðÏÜÔÏÍÕ ‖ ‖ ~U_2 ~U_1 ( |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ) − U_2U_1|⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ‖ ‖ ⩽ ‹_1 + ‹_2:

7.4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M = B^⊗n ⊗ |0N^−n⟩. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ŒÉÄÅ W = (U ⊗ I_{[n+1;:::;N]})˝_M + ~W (I − ˝_M), ÇÄÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~W ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ M^⊥. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ W , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ W ( |⟩ ⊗ |0^{N−n}⟩ ) = (U |⟩) ⊗ |0N^−n⟩;

Á ‖W − ~U ‖ ⩽ O(‹) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ |”⟩ ∈ M^⊥ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔ- ÓÑ ‖ ‖( ~W − ~U)|”⟩ ‖ ‖ = O(‹). ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÑ ~W = X ~U, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X: ‖X − I‖ = O(‹); XL^⊥ = M^⊥;

ÇÄÅ L = ~U M.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ L É M | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ N , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ‖˝_L − ˝_M‖ ⩽ ‹, ‹ < 1=2. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄčÔ- ÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ‖X − I‖ = O(‹) É XL = M. (úÎÁÞÉÔ, É XL^⊥ = M^⊥.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÚØÍčÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Y = ˝_M˝_L +(I − ˝_M)(I − ˝_L). óÒÁÚÕ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ L Œ M É L^⊥ Œ M^⊥. äÌÑ ÎÏÒÍÙ ‖Y − I‖ ÉÍÅÅÍ ÏÃÅÎËÕ

‖Y − I‖ = ‖˝_M˝_L − ˝_M − ˝_L + ˝_M˝_L‖ ⩽

⩽ ‖(˝_M − ˝_L)˝_L‖ + ‖˝_M(˝_M − ˝_L)‖ ⩽ 2‹ < 1:

ïÐÅÒÁÔÏÒ Y ÎÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ. îÏ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X = Y (Y^†Y )^{−1}=^2. ïÐÅÒÁÔÏÒ Y^†Y ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L, ÐÏÜÔÏÍÕ X ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ L Œ M. äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÎÏÒÍÙ X ÒÁÚÌÏÖÉÍ (Y^†Y )^{−1}=^2 Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ

(Y^†Y )^{−1}=^2 = I + 12Z + 38Z^2 + : : :; ÇÄÅ Z = I − Y^†Y:

ðÏÜÔÏÍÕ ‖(Y^†Y )^{−1}=^2 − I‖ ⩽ (1 − ‖Z‖)^{−1}=^2 − 1 = O(‹), ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖X − I‖ = O(‹). □ þÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÃÅÎÉÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ‖˝_L −˝_M‖.

éÍÅÅÍ ‖( ~U − U ⊗ I)˝_M‖ ⩽ ‹ ( ~U ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ U Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ V = U ⊗ I, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖˝_L − ˝_M‖ = ‖ ~U˝_M ~U^† − V ˝_MV^†‖ ⩽ 2‹:

éÔÁË, ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (É ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ) ÐÒÉ ‹ < 1=4.

7.5. óÈÅÍÕ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~(U) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ æÒÅÄËÉÎÁ F = ~(↔) | ÕÐÒÁŒÌÑÅÍÙÊ ÏÂÍÅÎ ÂÉÔÁÍÉ. üÌÅÍÅÎÔ æÒÅÄËÉÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

F : |a; b; c⟩ → { |0; b; c⟩ ÅÓÌÉ a = 0; |1; c; b⟩ ÅÓÌÉ a = 1:

åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

F [1; 2; 3] = ~( he)[1; 2; 3] ~( he)[1; 3; 2] ~( he)[1; 2; 3] (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ~( he) = ~^2(ffx) | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ).

òÉÓ. 15.

îÁ ÒÉÓ. 15 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÉÚ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ |0⟩, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ ~(U). œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÕÐÒÁ- ŒÌÑÅÍÙÊ ÏÂÍÅÎ q-ÂÉÔÁÍÉ (ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ æÒÅÄËÉÎÁ). åÓÌÉ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ q-ÂÉÔ ÒÁŒÅÎ |1⟩, ÔÏ ÎÁ ŒÈÏÄ ÓÈÅÍÙ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ U, ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÁÎ |⟩, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | |0⟩.

7.6. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔ- ÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ SO(3). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ŒÓÅÍÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄŒÕÈ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ (ÉÌÉ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ). óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ÒÉÓ. 16 (ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÅÝÁÔØÓÑ ÐÏ ÄŒÕÍ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÊ, ÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ). óÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÅÛÅ- ÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 7.7.

òÉÓ. 16.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ: ÎÅÌØÚÑ ÄÁÔØ ÎÉËÁËÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ X; X^{−1}; Y; Y^{−1}, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ U ∈ SO(3) Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ‹. ðÒÉÞÉÎÁ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ı¸, ÇÄÅ ¸ | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ R=Z). ïÄÎÁËÏ ÞÉÓÌÏ ¸ ÍÏÖÅÔ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏ- ÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ¸, ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁ- ÓÔÕÔ). ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ r ∈ R=ZÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ n¸ (n ∈ Z) Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ‹ > 0, ÎÏ ÞÉÓÌÏ n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ŒÅÌÉËÏ: ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÌÀÂÁÑ ÎÁÐÅÒčÄ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ‹.

ëÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ É ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ X É Y ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÊ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙ [4].

7.7. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ |^′⟩ = V^{−1}|⟩, ÔÏÇÄÁ H^′ = V^{−1}HV | ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ- ÔÏÒ C(|^′ ⟩). ôÁË ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ: ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ ÄŒÕÈ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ U(M).

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ H ∪H^′, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ | ⟩ ∈ M ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U ∈ G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ U |⟩ = | ⟩. ôÏÇÄÁ U(M) = ⋃ | ⟩∈M UH:

äÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

H| ⟩ = Q(#)^{def}= {|”⟩ : |⟨” | ⟩| = cos #};

H^′| ⟩ = Q^′(#^′)^{def}= {|”⟩ : |⟨” | ^′⟩| = cos #^′};

ÇÄÅ #; #^′ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ | ⟩ É |⟩, |⟩^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ: cos # = = |⟨ | ⟩|, cos #^′ = |⟨ | ^′⟩|, 0 ⩽ #; #^′ ⩽ ı=2. œ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÕÇÏÌ ¸ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ |⟩ É |⟩^′: cos ¸ = |⟨ | ^′⟩|, 0 ⩽ ¸ ⩽ ı=2.

íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ dim M ⩾ 3 HQ^′(#^′) = ⋃ |¸−#^′|6#6min(¸+#^′;ı=2)

Q(#);

H^′Q(#) = ⋃ |¸−#|6#^′6min(¸+#;ı=2)

Q^′(#^′):

ðÏÜÔÏÍÕ H^′|⟩ = Q^′(¸);

HH^′|⟩ = ⋃ 06#6min(2¸;ı=2)

Q(#);

H^′HH^′|⟩ = ⋃ 06#^′6min(3¸;ı=2)

Q^′(#^′);

É Ô. Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ |⟩ ÐÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ H^′ É H ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ | ⟩.

7.8. ðÏÓËÏÌØËÕ ffx = HK^2H, ÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 6.1). üÔÏ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÚÁÄÁÞÅ 7.5, ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ~(U) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÁÚÉÓÁ, ËÒÏÍÅ H.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X = ~(HKH) = H~(K)H, ËÏÔÏÒÙÊ, Œ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ K ÓÏ- ÈÒÁÎÑÅÔ |0⟩). ðÏÄÅÊÓÔŒÕÅÍ ÉÍ ÎÁ B^{⊗2} ÄŒÕÍÑ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: X_1 = X[1; 2], X_2 = X[2; 1]. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Y_1 = X_1X^{−1}_2 , Y_2 = X^{−1}_2 X_1 ÔÁËÖÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ X_1, X_2 (ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É Y_1, Y_2) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ŒÅËÔÏÒÙ |00⟩ É |”⟩ = |01⟩ + |10⟩ + |11⟩. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏ- ŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ Y_1, Y_2 ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ÉÍÅÀÔ, ÐÏÍÉÍÏ 1, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ –_1;_2 = (1 ± √ −15)=4 = e^±i’=^2. œ SO(3) ∼= U(2)=U(1) ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÕ Ó ÔÁËÉÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ’. ðÏÓËÏÌØËÕ –_1;_2 ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÉÚ 1 (É ÄÁÖÅ ÃÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÔÁË ËÁË ÉÈ ÓÌÅÄ ÒÁŒÅÎ 1=2), ÕÇÏÌ ’ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍ Ó ı. á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏ- ŒÏÒÏÔÙ ŒÏËÒÕÇ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ Y_1, Y_2 ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ U(L)=U(1), ÇÄÅ L = C (|00⟩; |”⟩)^⊥ (ÓÍ. ÚÁÄÁ- ÞÕ 7.6).

äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄŒÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁ- ÄÁÞÉ 7.7. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Y_1, Y_2 ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ U(L)=U(1), ÏÐÅÒÁÔÏÒ V = ~(K) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ C (|00⟩) É ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ C (|”⟩). ôÁË ÞÔÏ Y_1, Y_2, V^{−1}Y_1V , V^{−1}Y_2V ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ Œ U ( L ⊕ C (|”⟩) ) =U(1). ïÐÅÒÁÔÏÒ H[1] ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ C (|00⟩); ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 7.7 ÅÝč ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ U(B^{⊗2})=U(1).

7.9. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ~(c) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ~(c) = ei’U. ïÐÅÒÁÔÏÒ ff^x ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ. œÏÚØÍčÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ q-ÂÉÔ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ |0⟩ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ffxUffxU^{−1} : |0⟩ → c|0⟩: îÅÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÆÁÚÏŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ.

7.10. œ ÂÁÚÉÓÅ |⟩ = 1√ 2 (|0⟩ + |1⟩), |”⟩ = 1√ 2 (|0⟩ − |1⟩) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ffx ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ R ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

R = −i exp(ıi¸ff^x) = −i ( e^{ıi¸} 0 0 e^−ıi¸ ) : á ÒÁÚ ¸ | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ R ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÉÄÁ is exp(i’ffx), ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ

ŒÙÛÅ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ is ( z 0 0 z^{−1} ) , ÇÄÅ s = 0; 1; 2; 3, |z| = 1. œ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏŒÏÒÏ- ÔÁÍ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ x. ðÒÉ s = 3 É z = i ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ôÏÆÆÏÌÉ: ( ~^2(R) )k ≈ ~^2(ffx) (ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ k), ÔÁË ÞÔÏ ÕÖÅ ÉÍÅÅÍ ÐÏÌÎÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ. ðÒÉ s = 1 É z = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ~^2(i) = ~(K) (ÎÁ ÔÒÅ- ÔÉÊ q-ÂÉÔ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ). éÚ ~(K) ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ K, ÐÏÄÁŒÁÑ ÎÁ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ q-ÂÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ |1⟩ = ffx|0⟩. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ K | ÜÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ 90^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ z, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ŒÏËÒÕÇ x É ÏÄÎÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÏËÒÕÇ z ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ SO(3) (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 7.7).

éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ U(2) Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ 7.9 ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ H.

7.11. ìÀÂÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÒčÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ: ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ z, ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÕÇÏÌ ˛ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ x, ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÕÇÏÌ ‚ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ z. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÍ q-ÂÉÔÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

U = e^{i’}e^{i(‚=2)ffz} e^{i(˛=2)ffx} e^{i(¸=2)ffz} : (∗) ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (∗) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ H É ÕÐÒÁ- ŒÌÑÅÍÙÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÓÄŒÉÇÉ:

e^{i’} = ~(e^{i’})ff^x~(e^{i’})ff^x; e^{i’ffz} = ~(e^{−i’})ff^x~(e^{i’})ff^x; ff^x = H~(e^{iı})H; e^{i’ffx} = He^{i’ffz} H:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ÕÐÒÁŒÌÑÅÍÙÊ ÆÁÚÏŒÙÊ ÓÄŒÉÇ ~(ei„) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(‹).

œÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ q = 2n, ÞÔÏ 1=‹ ⩽ q < 2=‹. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ Œ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÅÓÔØ n-ÂÉÔÏŒÙÊ ÒÅÇÉÓÔÒ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ

| _n(q; k)⟩ = 1√_q q−1∑ j=0 exp ( 2ıi kjq ) |j⟩: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ | n(q; k)⟩ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ V : |j⟩ → |(j − 1) mod q⟩: V^l| _n(q; k)⟩ = e^{2ıi(kl=q)}| _n(q; k)⟩:

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë | n(q; k)⟩ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V l, ÕÐÒÁŒÌÑÅÍÙÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ q- ÂÉÔÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÆÁÚÏŒÙÊ ÓÄŒÉÇ ÎÁ ÜÔÏÍ q-ÂÉÔÅ:

~(V l) ( |⟩ ⊗ | _n(q; k)⟩ ) = ~(e^2ıi^(kl=q^))|⟩ ⊗ | n(q; k)⟩:

(ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~(V l) ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÚ- ÍÅÒÁ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. åÓÌÉ k | ÎÅÞčÔÎÏ, ÔÏ ŒÙÂÏÒÏÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅ- ÇÏ l ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~(ei„) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 2ı=q = O(‹).

œÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ | n(q; k)⟩, ÂÕ- ÄÅÍ ÂÒÁÔØ ÓÍÅÓØ | n(q; k)⟩ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ k, ÉÚÍÅÒÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k É ŒÙ- ÂÉÒÁÔØ l, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ÉÚÍÅÒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ. ïÐÉÛÅÍ ÔÒÅ- ÂÕÅÍÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. 1. óÏÚÄÁčÍ ŒÅËÔÏÒ

ff^z[1]H[1]|0^n⟩ = |”⟩ = 1√ 2 |0⟩ − 1√ 2 |q=2⟩ = 1√_{q/} 2 q=2−1∑ s=0 | _n(q; 2s + 1)⟩:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ffz = ~(i)^2 = K^2 ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

2. ðÒÏÉÚŒÅÄčÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ k Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ " ⩽ ‹^2; ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ W = q−1∑ k=0 | _n(q; k)⟩⟨ _n(q; k)| ⊗ W_k;

ÇÄÅ Wk|0⟩ = √ 1 − "|k⟩ ⊗ |ÍÕÓÏÒ(k)⟩ + √ "|“(k)⟩, Á ŒÅËÔÏÒÙ |ÍÕÓÏÒ(k)⟩

172 òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ

É |“(k)⟩ | ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÏÓÔØ | ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂËÉ: ‖ ‖W_k|0⟩ − |k⟩ ⊗ |ÍÕÓÏÒ(k)⟩ ‖ ‖ = √( 1 − √ 1 − "

)_2 + √ "^2 = O(‹):

3. îÁÊÄčÍ ÔÁËÏÅ l(k), ÞÔÏ |kl(k)=q − „=(2ı)| ⩽ 1=q.

4. ðÒÉÍÅÎÉÍ ~(V l) Ë ÒÁÂÏÞÅÍÕ n-ÂÉÔÏŒÏÍÕ ÒÅÇÉÓÔÒÕ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÉÔ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÆÁÚÏŒÙÊ ÓÄŒÉÇ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ.

5. ïÂÒÁÔÉÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ ÎÁ ÛÁÇÁÈ 1{3.

þÔÏÂÙ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ ‹^2, ÎÕÖÎÙ O(log(1=‹)) ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ V , V^2, : : : , V^{2n−1} . ðÏÓËÏÌØËÕ n = O(log(1=‹)), ÏÂÝÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ | O(log^3(1=‹)).

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 8

8.1. ðÕÓÔØ ∑ z | |⟨F (x); z| U |x; 0^{N−n}⟩ | |^2 = 1 − "x, É "x ⩽ " < 1=2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ

p(x) = ∑ f1;:::;fk z1;:::;zk

| |⟨f_1; z_1; : : :; f_k; z_k; F (x); 0^s| MU^{⊗k} |(x; 0^{N−n})^k; 0^{m+s}⟩ | |^2;

ÇÄÅ M | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ MAJ Ë ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÂÉÔÁÍ k ÒÅÇÉÓÔÒÏŒ ÏÔŒÅÔÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÙ É ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÒÅÇÉÓÔÒ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ. (äÌÉÎÁ ÏÔŒÅ- ÔÁ ÒÁŒÎÁ m, Á s ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÉÔÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ MAJ).

åÓÌÉ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÒÅÇÉÓÔÒÏŒ ÏÔŒÅÔÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ F (x), ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ M ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ F (x). ðÏÜÔÏÍÕ

1 − p(x) ⩽ ⩽ ∑ S⊆{1,...,k}, |S|6k/2 ∑ f1 ,...,fk, fj =F (x) ⇔ j∈S

∑ z1;:::;zk | | |⟨f_1; z_1; : : :; f_k; z_k|U^{⊗k}|(x; 0^{N−n})^k⟩ | | |^2 =

= ∑ S⊆{1,...,k}, |S|6k/2 (1 − "x)^|S^|"k^{−|}S^|x = ( (1 − "x)"x

)k=_2 ∑ S⊆{1,...,k}, |S|6k/2

( ε x 1 − εx )k=_{2−|}S_| ⩽

⩽ (√ (1 − "x)"x )k 2k ⩽ –k; ÇÄÅ – = 2 √ (1 − ")".

8.2. ðÏÓËÏÌØËÕ H^2 = I, ÉÍÅÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ:

= = :

ïÐÅÒÁÔÏÒ ~(ffz) ÕÍÎÏÖÁÅÔ |1; 1⟩ ÎÁ −1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ.

åÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ ÂÁÚÉÓÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÍ q-ÂÉÔÅ, ËÁË ÐÏËÁ- ÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÎÉÖÅ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ Œ ÏÂÏÉÈ q-ÂÉÔÁÈ É ĂÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÕÚÉÉĄ (ÎÁ Ó. 68 ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÅÇÏ V ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

H[1]~(ff^x)[1; 2]H[1]|a; b⟩ = H[1]~(ff^x)[1; 2] 1√ 2 ∑ c (−1)ac|c; b⟩ =

= H[1] 1√ 2 ∑ c (−1)ac|c; b ⊕ c⟩ = 12 ∑ c;d (−1)^(a^+d^)c|d; b ⊕ c⟩ =

= 12 ∑ c;b^′

(−1)^(a^+d^{)(}b^+b^{′ )}|d; b^′⟩:

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÌÅŒÁ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÓÈÅÍÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, Á ÓÐÒÁ- ŒÁ | ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ:

= 12

1 1 1 −1 1 1 −1 1 1 −1 1 1 −1 1 1 1 : 8.3. BPP ⊆ BQP. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ (U_1; : : :; UL), ËÏÔÏÒÁÑ, ÎÁÒÑÄÕ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ x, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ r ∈ B^s . (ëÒÏÍÅ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ, ÓÈÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÓÏÚÄÁŒÁÔØ ÍÕÓÏÒ | ÜÔÏ ÎÅŒÁÖ- ÎÏ). úÁÍÅÎÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ Uj ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÙ ^Uj, Á ŒÍÅÓÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ r ÐÒÉÇÏÔÏŒÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

| ⟩ = H^{⊗s}|0^s⟩ = 2^{−s=2} ∑ r∈B^s |r⟩: BQP ⊆ PP. ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ (U_1; : : :; UL) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ F (x) Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ⩽ 1=3, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ Œ ÓÈÅÍÅ ÒÁŒÎÏ N, Á |x| = n. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÔŒÅÔÁ 1 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÅËÔÏÒ ˝^{(1)} = |1⟩⟨1|, ÐÒÉÍÅÎčÎÎÙÊ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ q-ÂÉÔÕ:

p(x) = ⟨x; 0^{N−n}|U^†_1 U^†_2 · : : : · U^†_L ˝^{(1)}[1] U_LU_{L−1} · : : : · U_1|x; 0^{N−n}⟩ = = 2^−h⟨x; 0N^−n|VLVL_{−1} · : : : · V_−L_{+1}V_−L|x; 0N^−n⟩: (∗) úÄÅÓØ VL; : : :; V_−L | ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ U^†_1 ; : : :; ˝^{(1)}[1]; : : : : : :; U_1 Ó ÏÄÎÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ: ÅÓÌÉ U_k = H[m] (ÉÌÉ U^†_k = H[m]), ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Vj ÒÁŒÅÎ √ 2H[m]; ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ H Œ ÓÈÅÍÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÅÒÅÚ h.

íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Vj ∈ { √ 2H; K; K^†; ~(ffx); ~^2(ffx);

˝^{(1)}} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ M = {0; +1; −1; +i; −i}:

ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÁÑ ÎÁÓ ŒÅÌÉÞÉÎÁ p(x) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ±1. ëÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÂÕÄÕÔ ŒÙÒÁ- ÖÁÔØÓÑ Œ ŒÉÄÅ #a(x) = |{w : Ca(x; w) = 1}|; a ∈ {±1};

ÇÄÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ Ca(x; w) ∈ P ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÉÖÅ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ p(x) = 2^{−h}(#_1(x) − #_{−1}(x)):

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (∗) Ë ŒÉÄÕ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ PP ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÉËÁËÏÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÐÅÃÉÆÉËÉ.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ Ca(x; w) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ VL · : : : · V_−L ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5.1)

(VL · : : : · V_−L)xy = ∑ xL−1;:::;x−L+1

(UL)xx_{L−1} · : : : · (U_−L)x_{−L+1}y:

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Ca(u_−L; : : :; uL) ÒÁŒÎÏ 1, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

u_{−L} = u_L = (x; 0^{N−n}); L∏ j=−L+1

(Vj)u_j u_{j−1} = a:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ca ∈ P: ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁË ÓÔÅÐÅÎÉ i É ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4.

åÓÌÉ F (x) = 0, ÔÏ p(x) ⩽ 1=3; ÅÓÌÉ F (x) = 1, ÔÏ p(x) ⩾ 2=3. éÔÁË, F (x) = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

p(x) = 2^{−h}(#_1(x) − #_{−1}(x)) > 12:

üÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ #_{−1}(x) + 2h^{−1} < #_1(x):

úÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏÞÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ PP: ÏÓÔÁčÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ f(x) = |{y : R(x; y) = 1}|, R(·; ·) ∈ P (ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÏ- ËÁÚÁÎÏ). æÕÎËÃÉÉ f ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ËÌÁÓÓ #P.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ g(x) = = |{y : Q(x; y) = 1}|, Q(·; ·) ∈ P, ÔÏÇÄÁ

f(x) + g(x) = |{y : T (x; zy) = 1}|;

ÇÄÅ T (x; 0y) = R(x; y); T (x; 1y) = Q(x; y): äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

PP ⊆ PSPACE. üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. úÁŒÅÄčÍ ÄŒÁ ÓÞčÔÞÉËÁ: ÏÄÉÎ ÄÌÑ R_0, ÄÒÕÇÏÊ | ÄÌÑ R_1. ðÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ y É ÕŒÅÌÉÞÉ- ŒÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÞčÔÞÉËÏŒ ÄÌÑ Rk, ÅÓÌÉ Rk(x; y) = 1. ðÏÔÏÍ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÞčÔÞÉËÏŒ.

8.4. ðÕÎËÔ Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ Â). äÌÑ Â) ÐÒÉŒÅÄčÍ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÄÁčÔ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

| _n(q)⟩ = cos #|0⟩ ⊗ | _{n−1}(q^′)⟩ + sin #|1⟩ ⊗ | _{n−1}(q^{′′})⟩; (∗) ÇÄÅ q^′ = 2^{n−1}; q^{′′} = q − 2^{n−1}; # = arccos √ q^′=q; ÅÓÌÉ q > 2^{n−1};

q^′ = q; q^{′′} = 1; # = 0; ÅÓÌÉ q ⩽ 2^{n−1}: ïÒÇÁÎÉÚÕÅÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (∗).

1. œÙÞÉÓÌÑÅÍ q^′, q^{′′}, #=ı, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏ l ÄŒÏ- ÉÞÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ. úÁÐÏÍÉÎÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÁÈ.

2. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ q-ÂÉÔÕ ÒÅÇÉÓÔÒÁ |0n⟩, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÕÖÎÏ ÓÏ- ÚÄÁÔØ | n(q)⟩, ÏÐÅÒÁÔÏÒ

R(#) = ( cos # − sin # sin # cos # ) : 3. œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ n − 1 ÂÉÔÁÈ ÓÏÚÄÁčÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÉÔÁ: ÅÓÌÉ ÏÎ ÒÁŒÅÎ 0, ÔÏ ÓÏÚÄÁčÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | n_{−1}(q^′)⟩, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÚÄÁčÍ | n_{−1}(q^{′′})⟩.

4. ðÒÏŒÏÄÉÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÛÁÇÕ 1, ÞÔÏÂÙ ÏÞÉÓÔÉÔØ ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÁÍÑÔØ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ R(#) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏ. ðÕÓÔØ #=ı = ∑l k=1 a_k2^{−k}.

ôÏÇÄÁ R(#) ≈ R(ı=2l)a^l · : : : · R(ı=2)a^1 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(2^−l). éÔÁË, ÐÒÉ- ÂÌÉÖčÎÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R(#) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ~(R(ı=2k)), ÇÄÅ k-Ê ÒÁÚÒÑÄ ÞÉÓÌÁ #=ı ÕÐÒÁŒÌÑÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ R(ı=2k).

ïÂÝÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁŒÎÁ ‹ = O(n2^−l); ÒÁÚÍÅÒ, ŒÙÒÁÖÅÎ- ÎÙÊ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÕ ŒÈÏÄÁ É ÔÏÞÎÏÓÔØ, | poly(n + log(1=‹)).

ðÕÎËÔ Œ). ðÒÉŒÅÄčÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÎÁÊÄÅÎÎÕÀ ëÏÐÐÅÒÓÍÉÔÏÍ É, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ, äÏÊÞÅÍ, Œ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ð. ûÏÒÁ [39].

úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ q-ÂÉÔÙ Œ ÕÂÙŒÁÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÏÔ n − 1 ÄÏ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ H_j = H[j]; S_{j;l} = ~^2 ( e^{iı=2l−j} ) [j; l] (j < l):

ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

V_k = H_0S_{0;1}S_{0;2} · : : : · S_{0;n−2}S_{0;n−1}H_1S_{1;2} · : : : · S_{1;n−1} · : : : : : : · H_{n−3}S_{n−3;n−2}S_{n−3;n−1}H_{n−2}S_{n−2;n−1}H_{n−1} ÄÁčÔ ÐÏÞÔÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ: Uk = RVk, ÇÄÅ R | (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÀÝÉÊ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. òÁÚÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ O(n^2).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Vk ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Hj, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ 1= √ k, ËÁË É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÆÁÚÏŒÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÕÓÔØ

(Vk)_(x_{n−1}:::x_0;y_{n−1}:::y_{0)} = 1√ k exp(i · 2ı’(xn_{−1}; : : :; x_0; yn_{−1}; : : :; y_0)):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Vk ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁ- ÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Hj ÍÅÎÑÅÔ ÆÁÚÕ ÎÁ ı ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ xj = yj = 1; ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Sj;l ÄÏÂÁŒÌÑÅÔ Ë ÆÁÚÅ ı=2l^−j ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ xj = yl = 1. éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÆÁÚÙ ÎÁ 2ı ÎÉ ÎÁ ÞÔÏ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ’ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1.

’(x_{n−1}; : : :; x_0; y_{n−1}; : : :; y_0) = n−1∑ j=0 xjyj 2 + ∑ 06j<l<n xjyl 2l^−j^{+1} = = ∑ 06j6l<n xjyl 2l^−j^{+1} = ∑ 06j+m<n

xjyn_−1_−m 2n^−j^−m = (ÚÄÅÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 1) = n−1∑ j;m=0 xjyn_−1_−m 2n^−j^−m

= 2^−n n−1∑ j=0 2jxj n−1∑ m=0 2myn_{−1−}m:

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÙ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÓÌÏŒÏ y Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ xy=2n.

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 9 9.1. ðÕÓÔØ ȷ = ∑ k p_k|_k⟩⟨_k|. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑ 1){3) ÄÌÑ ȷ.

õÓÌÏŒÉÅ 1): ÏÞÅŒÉÄÎÏ. õÓÌÏŒÉÅ 2): ⟨”| ȷ |”⟩ = ∑ k p_k⟨”|_k⟩⟨_k|”⟩ = ∑ k p_k |⟨”|_k⟩|^2 ⩾ 0.

õÓÌÏŒÉÅ 3): Tr ȷ = ∑ k p_k⟨_k|_k⟩ = ∑ k p_k = 1.

é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ȷ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ 1){3), ÔÏ ȷ = ∑ k –_k|_k⟩⟨_k|, ÇÄÅ –_k | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á {|_k⟩} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

9.2. œÅËÔÏÒÕ | ⟩ ∈ N ⊗ F ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¯: F^∗ → N . ðÕÓÔØ pj | ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ȷ = ¯¯^† = Tr_F (| ⟩⟨ |) ∈ L(N ) (ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏŒÁ ÅÇÏ ËÒÁÔ- ÎÏÓÔØ). ðÏÓËÏÌØËÕ ȷ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ, 0 < pj ⩽ 1. ðÏÌÏÖÉÍ –_j = √p_j, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {|_j⟩} ŒÏÚØÍčÍ ÌÀÂÕÀ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ pj.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ¯ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ¯ = ∑ j –_j|_j⟩⟨_j|;

ÇÄÅ |j⟩ = –^{−1}j ¯^†|j⟩ ∈ F^∗. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ⟨j| ∈ F^{∗∗} = F. ðÅÒÅÏÂÏ- ÚÎÁÞÉŒ ⟨j| ÞÅÒÅÚ |”j⟩, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÍÉÄÔÁ.

9.3. õÓÌÏŒÉÅ Tr_F (| _1⟩⟨ _1|) = Tr_F (| _2⟩⟨ _2|), ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÂÒÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ûÍÉÄÔÁ ÄÌÑ | _1⟩ É | _2⟩ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ –_j É |_j⟩. úÁÐÉÛÅÍ ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

| _k⟩ = ∑ j –_j|_j⟩ ⊗ |”^{(k)}_j ⟩; k = 1; 2:

ðÏÓËÏÌØËÕ {|”^(k^)j ⟩} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ U |”^{(1)}j ⟩ = |”^{(2)}j ⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ j. ôÏÇÄÁ

(I_N ⊗ U)| _1⟩ = ∑ j –_j|_j⟩ ⊗ U |”^{(1)}_j ⟩ = ∑ j –_j|_j⟩ ⊗ |”^{(2)}_j ⟩ = | _2⟩:

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 10

10.1. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÁ É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ìÅÍÍÁ. æÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏ- ÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ȷ → s∑ m=1 A_mȷA^†_m; ∑ m A^†_mA_m = I; (∗)

ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ. á ŒÓÑ- ËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ȷ →

→ Tr_F (V ȷV^†), ÇÄÅ V | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ:

Á) ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ É ŒÚÑÔÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ;

Â) ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÉ;

Œ) ÎÁÊÄčÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÓÕÍÍÙ Œ ŒÉÄÅ ȷ → → Tr_F (V ȷV^†).

Á) õÓÌÏŒÉÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË V^†V = I. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ.

äÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ:

Tr_F (ȷ) = ∑ m W_mȷW^†_m; ÇÄÅ W_m = I_N ⊗ ⟨m| : N ⊗ F → N : (∗∗)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Wm ( |j; k⟩ ) = ‹mk|j⟩, Á W^†m ( |j⟩ ) = |j; m⟩.

Â) ðÕÓÔØ ∑ m A_mȷA^†_m, ∑ k B_kȷB^†_k | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÓÕÍÍÙ. ôÏÇÄÁ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ: ∑ k B_k ( ∑ m A_mȷA^†_m ) B^†_k = ∑ k;m (BkAm)ȷ(BkAm)^†; ∑ k;m (BkAm)^†(BkAm) = ∑ m A^†_m ( ∑ k B^†_kB_k ) A_m = ∑ m A^†_mA_m = I:

Œ) ðÕÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (∗), Á F | s-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ |m⟩. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V = ∑ m A_m ⊗ |m⟩ : |⟩ → ∑ m A_m|⟩ ⊗ |m⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

V^†V = ∑ l;m ( A^†_l ⊗ ⟨l| )( A_m ⊗ |m⟩ ) = ∑ l;m A^†_l A_m|k⟩ · ⟨l|m⟩ = I:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ȷ → → Tr_F (V ȷV^†). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

Tr_F (V ȷV^†) = ∑ m;l Tr_F ( A_mȷA^†_l ⊗ |m⟩⟨l| ) = ∑ m A_mȷA^†_m: □

10.2. ðÕÓÔØ ȷ ∈ L(N ⊗ F), U |j⟩ = |j⟩, Y |k⟩ = |”k⟩. ôÏÇÄÁ Tr_F ( (U ⊗ Y )ȷ(U ⊗ Y )^† ) = = Tr_F ( (U ⊗ Y ) ∑ j;k;j^′;k^′

ȷ_{jkj}′_k′ |j; k⟩⟨j^′; k^′| (U ⊗ Y )^† ) = = Tr_F ( ∑ j;k;j^′;k^′

ȷ_{jkj}′_k′ |_j⟩⟨_j′ | ⊗ |”_k⟩⟨”_k′ | ) = ∑ jj^′k

ȷ_{jkj}′_k|_j⟩⟨_j′ | = = U(Tr_F ȷ)U^†:

10.3. ðÕÓÔØ ∑ m A_mȷA^†_m | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ T (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10.1). ôÏÇÄÁ

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)} = ⟨j^′| T ( |j⟩⟨k| ) | k^′⟩ = ∑ m ⟨j^′|A_m|j⟩ · ⟨k|A^†_m|k^′⟩:

ôÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Á){Œ).

óŒÏÊÓÔŒÏ Á): ∑ k^′

T_{(k}′_{j)(k}′_{k)} = ∑ k^′m

⟨k^′|A_m|j⟩ · ⟨k|A^†_m|k^′⟩ = = ∑ k^′m

⟨k|A^†_m|k^′⟩⟨k^′|A_m|j⟩ = ∑ m ⟨k|A^†_mA_m|j⟩ = ⟨k|j⟩:

óŒÏÊÓÔŒÏ Â): T^∗_(j′j_{)(}k′k_) = ∑ m ( ⟨j^′|A_m|j⟩⟨k|A^†_m|k^′⟩ )_∗ = = ∑ m ⟨j|A^†_m|j^′⟩⟨k^′|A_m|k⟩ = T_{(k}′_{k)(j}′_{j)}:

óŒÏÊÓÔŒÏ Œ): ∑ j^′;j;k^′;k

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)}|j^′; j⟩⟨k^′; k| = ∑ m | _m⟩⟨ _m|;

ÇÄÅ | m⟩ = ∑ j^′;j

⟨j^′|A_m|j⟩ |j^′; j⟩:

é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÓÑËÉÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ T = ∑ m | _m⟩⟨ _m|, ÇÄÅ | _m⟩ | ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ T , ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

| _m⟩ = ∑ m;j^′;j

a_{mj}′_j|j^′; j⟩; A_m : |j⟩ → ∑ j^′

a_{mj}′_j|j^′⟩;

ÔÏÇÄÁ T_(j′j_{)(}k′k_) = ∑ m a_{mj}′_ja^∗_{mk}′_k. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ∑ k^′

T_{(k}′_{j)(k}′_{k)} = ‹_{jk} ÓÌÅÄÕÅÔ

⟨k| ( ∑ m A^†_mA_m ) |j⟩ = ⟨k| ( ∑ m;k^′

a^∗_{mk}′_ka_{mk}′_j ) |j⟩ = ∑ k^′

T_{(k}′_{j)(k}′_{k)} = ‹_{jk}:

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ T ( |j⟩⟨k| ) = ∑ m Am|j⟩⟨k|A^†_m: ∑ m A_m|j⟩⟨k|A^†_m = ∑ j^′;k^′ ∑ m a_{mj}′_ja^∗_{mk}′_k|j^′⟩⟨k^′| = ∑ j^′k^′

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)}|j^′⟩⟨k^′| = = T ( |j⟩⟨k| ) : 10.4. óŒÏÊÓÔŒÁ Á) É Â) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ Á) É Â) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏ- ÓÔÉ T : ȷ → Tr_F (V ȷV^†). ôÏÇÄÁ T ⊗ IL_{(G)} : ȷ → Tr_F ( (V ⊗ I_G )ȷ(V ⊗ I_G )^† ) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, T ⊗ IL_{(G)} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ŒÙŒÅÄÅÍ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Œ) ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓŒÏÊÓÔŒÏ Œ) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ T_(j′j_{)(}k′k_) ÐÏ ÐÁÒÁÍ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ, ŒÚÑÔÙÈ Œ ÓËÏÂËÉ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ ŒÉÄÁ (I ⊗ T )| ⟩⟨ |, ÇÄÅ | ⟩ ∈ N ⊗ N ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ | ⟩ = ∑ j |j⟩ ⊗ |j⟩. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (I ⊗T )| ⟩⟨ | = ∑ j^′;j;k^′;k

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)}|j⟩⟨k|⊗|j^′⟩⟨k^′| = ∑ j^′;j;k^′;k

T_{(j}′_{j)(k}′_{k)}|j^′j⟩⟨k^′k|:

10.5. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 10.1. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ T ȷ Œ ŒÉÄÅ Tr_F ′ (V ȷV^†). œÏÚØÍčÍ | ⟩ ∈ N . ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Tr_{F⊗F} ′ ( |V ⟩⟨V | ) = Tr_F ( Tr_F ′ ( V | ⟩⟨ |V^† )) = Tr_F ( T | ⟩⟨ | ) = | ⟩⟨ | ÞÉÓÔÏÅ, |V ⟩ = | ; ( )⟩ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÚÁÄÁÞÉ 9.2, ÓÍ. Ó. 78). éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ V ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |( )⟩ = |⟩ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ | ⟩. ðÏÜÔÏÍÕ T X = X ⊗‚, ÇÄÅ ‚ = Tr_F ′ (|⟩⟨|).

10.6. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÏÓÌÅ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÑÅÍÙÅ q-ÂÉÔÙ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ĂÍÕÓÏÒÎÕÀ ËÏÒÚÉÎÕĄ. üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ÄŒÕÈ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ÂÉÔÏŒ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ: T : ȷ → ∑ a;b ⟨_{ab}|ȷ|_{ab}⟩(a; b):

þÔÏÂÙ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ T , ÎÕÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ H[1]~(ff^x)[1; 2]: |_{ab}⟩ → |b; a⟩;

Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ Œ ÂÁÚÉÓÅ {|0⟩; |1⟩}; ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ q-ÂÉÔÙ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÀÔÓÑ.

âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÐÅÒŒÙÊ q-ÂÉÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÞÉÓÔÏÍ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÉ | ⟩ = z_0|0⟩ +z_1|1⟩. (åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÕÀ ÐÒÏÃÅ- ÄÕÒÕ ÄÌÑ ÞÉÓÔÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ). îÁ ÔÒÅÔÉÊ q-ÂÉÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÎÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖ- ÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ( T ⊗ IL_{(B)} )( | ⟩⟨ | ⊗ |_{00}⟩⟨_{00}| ) = ∑ a;b ( a; b; | _{ab}⟩⟨ _{ab}| ) ; ÇÄÅ | ab⟩ = ( ⟨_{ab}| ⊗ I_B )( | ⟩ ⊗ |_{00}⟩ ) . úÄÅÓØ ⟨ab| ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ B^{⊗2} → C , ÐÏÜÔÏÍÕ ⟨ab| ⊗ I_B : B^{⊗3} → B. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÎÏÒÍÙ ŒÅËÔÏÒÁ | ab⟩ ÒÁŒÅÎ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ (a; b).

ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ | ab⟩:

| _{ab}⟩ = 1√ 2 ∑ d ( ⟨_{ab}| ⊗ I_B )( | ⟩ ⊗ |d; d⟩ ) = 1√ 2 ∑ d ⟨_{ab}| ; d⟩ |d⟩ =

= 1√ 2 ∑ c;d z_c⟨_{ab}|c; d⟩ |d⟩ = 12 ∑ c;d (−1)bc‹c_⊕a;dzc|d⟩ = 12 ∑ c (−1)bczc|a ⊕ c⟩:

éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(ffz)b (ffx)a | ab⟩ = 12 | ⟩:

ôÁË ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | ⟩ Œ ÔÒÅÔØÅÍ q-ÂÉÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ ffx É ffz Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÕÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ: ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ- ÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a É b.

òÉÓ. 17. óÈÅÍÁ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÔÅÌÅÐÏÒÔÁÃÉÉ

óÈÅÍÁ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÔÅÌÅÐÏÒÔÁÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 17. úÎÁÞËÏÍ ♥ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÐÅÒŒÙÊ ÂÉÔ, | ŒÔÏÒÏÊ (q-ÂÉÔ áÌÉÓÙ), | ÔÒÅÔÉÊ (q-ÂÉÔ âÏÂÁ). ëÏÇÄÁ áÌÉÓÁ ÈÏÞÅÔ ÐÅÒÅÄÁÔØ q-ÂÉÔ ♥ âÏÂÕ, ÏÎÁ ÓÏŒÅÒÛÁÅÔ

ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÎÁÄ ÎÉÍ É ÓŒÏÉÍ q-ÂÉÔÏÍ (ÄÁÌØÛÅ ÜÔÉ q-ÂÉÔÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ- ÓÑ, É ÏÎÁ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÔ ÉÈ Œ ÍÕÓÏÒÎÕÀ ËÏÒÚÉÎÕ). òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ÏÎÁ ÓÏÏÂÝÁÅÔ âÏÂÕ ÐÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ ÓŒÑÚÉ (ÔÅÌÅÆÏÎÕ). âÏÂ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ áÌÉÓÙ, ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÓŒÏÊ q-ÂÉÔ Œ q-ÂÉÔ ♥.

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 11

11.1. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ P ( W ( |0⟩⟨0| ⊗ ȷ ) W^†; C (|k⟩) ⊗ N ) = = Tr ( ˝C_{(|}k_{⟩)⊗N} W ( |0⟩⟨0| ⊗ ȷ ) W^† ) = = ∑ j Tr (( |k⟩⟨k| ) R_j ( |0⟩⟨0| ) R^†_j ⊗ ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ) = = ∑ j Tr (( |k⟩⟨k| ) R_j ( |0⟩⟨0| ) R^†_j ) Tr ( ˝_{Lj} ȷ˝_{Lj} ) = = ∑ j |⟨k|R_j|0⟩|^2P(ȷ; L_j) = ∑ j P(k|j)P(ȷ; L_j):

11.2. åÓÌÉ W = ∑t k=1 ˝_{Lk} ⊗Vk, ÔÏ W^{−1} = ∑t k=1 ˝_{Lk} ⊗V^{−1}k . ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÁÑ ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ W^{−1}Y W , ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Y ËÏÐÉÒÕÅÔ Œ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÇÉÓÔÒ ĂÐÏÌÅÚÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔĄ: Y : |y; z; v⟩ → |y; z; v ⊕ y⟩:

ïÃÅÎËÁ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ 7.11.

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 12

12.1. éÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p(X; l). åÓÌÉ h_1; : : :; h_l ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ X, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Y ⊂ X. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Y ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^−l, ÐÏÓËÏÌØËÕ |Y | ⩽ |X|=2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÃÅÎËÕ p(X; l) ⩾ 1 − K(X) · 2^{−l};

ÇÄÅ K(X) | ÞÉÓÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ Œ ÇÒÕÐÐÅ X.

ðÏÄÇÒÕÐÐÙ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ X ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ X^∗, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ K(X) ⩽ |X^∗| = |X|.

12.2. ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Vb ∈ L(B ⊗ B^⊗n) (ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ B^⊗n ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÏÔ 0 ÄÏ 2n − 1), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ V_b|0; 0⟩ = |0; 1⟩; V_b|1; 0⟩ = |1; b⟩:

ôÏÇÄÁ ÓÈÅÍÁ V^{−1}[0; B] U[B; A] V [0; B] ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~(Ub)[0; A] Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

12.3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂÒÁÚ ŒÅËÔÏÒÁ |x⟩ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ æÕÒØÅ ÞÅÒÅÚ | _n(k; x)⟩. œ ÚÁÄÁÞÅ 8.4 ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÓÔÒÏÉÔØ ŒÅËÔÏÒ | _n(k; 0)⟩. ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ Œ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ 7.11, | n(k; x)⟩ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V : |j⟩ → |(j − 1) mod k⟩, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ exp(2ıix=k).

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 11.2, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ. 1. œ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍ, ÒÅÇÉÓÔÒÅ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÅËÔÏÒ | _n(k; 0)⟩. ïÂÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 1√ k ∑ y |x; y⟩:

2. óÄÅÌÁÅÍ ÆÁÚÏŒÙÊ ÓÄŒÉÇ ÎÁ exp(2ıixy=k). ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ |x⟩ ⊗ | _n(k; x)⟩.

3. éÚÍÅÒÑÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 11.2) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒ, ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÍ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ x Ë ÐÅÒŒÏÍÕ ÒÅÇÉÓÔÒÕ. (úÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÐÏÂÉ- ÔÏŒÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2). œ ÐÅÒŒÏÍ ÒÅÇÉÓÔÒÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ |0⟩, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | n(k; x)⟩.

éÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 14

14.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ A = ∑ j –_j|_j⟩⟨”_j|; –_j > 0; ⟨_j|_k⟩ = ⟨”_j|”_k⟩ = ‹_{jk}:

úÄÅÓØ –^2j | ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ AA^†, |j⟩ | ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, Á |”j⟩ = –^{−1}j A^†|j⟩. ôÏÇÄÁ ‖A‖_{tr} = ∑ j –_j.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X

| Tr AX| ⩽ ∑ j –_j | |Tr |j⟩⟨”j|X | | ⩽ ∑ j –_j‖X‖ = ‖A‖_{tr}‖X‖:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ X = ∑ j |”_j⟩⟨_j|, ÔÏ ‖X‖ ⩽ 1, Á Tr AX = = ‖A‖_{tr}.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ‖ · ‖_{tr} ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ‖ · ‖_{tr} ÏÞÅŒÉÄÎÙ.

14.2. óŒÏÊÓÔŒÏ Á):

‖AB‖_{tr} = sup_{X≠0}^| Tr^{ABX|}_{‖X‖} ⩽ sup_{X≠0}^{‖A‖tr‖BX‖}_{‖X‖} ⩽ ‖A‖_{tr}‖B‖:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ É ÓŒÏÊÓÔŒÏ Â) (ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ Tr ABC = Tr CAB).

óŒÏÊÓÔŒÏ Œ):

| Tr(A)| = | Tr(AI)| ‖I‖ ⩽ ‖A‖_{tr}:

óŒÏÊÓÔŒÏ Ç): ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ á ∈ L(N ⊗ M)

‖ Tr_M A‖_{tr} = sup X≠0 | Tr ( (Tr_M A)X )| ‖X‖ = sup X≠0 | Tr ( A(X ⊗ I_M) )| ‖X ⊗ I_M‖ ⩽ ‖A‖_{tr}:

óŒÏÊÓÔŒÏ Ä):

‖A ⊗ B‖_{tr} = Tr √ (A ⊗ B)^†(A ⊗ B) = Tr (√ A^†A ⊗ √ B^†B ) = ‖A‖_{tr}‖B‖_{tr}:

14.3. ðÕÓÔØ F | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q-ÂÉÔÏŒ ÉÚ A, Á N | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q-ÂÉÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ D = I_N ⊗ F^∗ : N ⊗ F → N :

åÓÌÉ X; Y ∈ D, ÔÏ Y^†X ∈ I_N ⊗ L(F) = E(A). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÄ M ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÉÚ D.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ T : ȷ → Tr_F ȷ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ- ÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (∗∗), ÓÍ. ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 10.1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Wm ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ D, ÐÏÜÔÏÍÕ T ∈ D · D^†. ïÓÔÁÌÏÓØ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 14.2.

14.4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÉÓËÏÍÏÍÕ ËÏÄÕ, ÐÏÒÏÖÄÁ- ÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÔÁÂÌÉÃÙ 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ !(fj; fk) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË fj; fk. úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÃÙ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÐÁÒÙ. åÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÁ- ÒÙ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ 4 ÓÔÏÌÂÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÉÚ ÓÔÒÏË ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÁÒÁÈ ÐÏÚÉÃÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ !(fj; g) = 0 (j = 1; 2; 3; 4) ÐÒÉ |g| ⩽ 2 ÍÏÇÕÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ g = 0.

14.5. (óÍ. [22, 33].) äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ M | ËÏÄ ÔÉÐÁ (4; 1), ÉÓÐÒÁŒÌÑÀ- ÝÉÊ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÔØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄŒÅ

ÏÛÉÂËÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÛÉÂËÉ Œ q-ÂÉÔÁÈ [1; 2], Á ÔÁËÖÅ Œ q-ÂÉÔÁÈ [3; 4]. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ȷ ∈ L(M) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏ- ŒÉÔØ ËÁË ÐÏ ÐÅÒŒÙÍ, ÔÁË É ÐÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÄŒÕÍ q-ÂÉÔÁÍ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 14.3). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

ðÕÓÔØ N_1 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q-ÂÉÔÏŒ [1; 2], Á N_2 | ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q-ÂÉÔÏŒ [3; 4], ÔÏÇÄÁ M | ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ N_1 ⊗ N_2. œÌÏÖÅÎÉÅ M → N_1 ⊗ N_2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (ÜÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ T_1 : ȷ → Tr_{N2} ȷ É T_2 : ȷ → Tr_{N1} ȷ | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÛÉÂÏË, Á P_1 : N_1 → M É P_2 : N_2 → M | ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ P = (P_1 ⊗ P_2)(V · V^†): M → M ⊗ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ȷ ∈ M

Tr_{N2} P ȷ = Tr_{N2} ( (P_1 ⊗ P_2)(V ȷV^†) ) = P_1T_1(V ȷV^†) = ȷ;

Tr_{N1} P ȷ = Tr_{N1} ( (P_1 ⊗ P_2)(V ȷV^†) ) = P_2T_2(V ȷV^†) = ȷ:

óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 10.5 ÐÅÒŒÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ P ȷ = ȷ ⊗ ‚_2, ÇÄÅ ‚_2 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ȷ. éÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P ȷ = ‚_1 ⊗ ȷ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ: ‚_1 ⊗ ȷ = ȷ ⊗ ‚_2, ÇÄÅ ȷ |ÌÀÂÏÅ.

14.6. ïÐÉÛÅÍ ËÒÁÔËÏ ÉÄÅÀ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÔÏÒÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ËÏÄÁ. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓÉÎÄÒÏÍÁ ÒÁŒÎÁ 1 ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÕÚÌÁ ÒÅÛčÔËÉ, Œ ÚŒÅÚÄÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÈÏÄÉÔ ÎÅÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ŒÅÓÁÍÉ Œ 1-ÃÅÐÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ŒÅËÔÏÒÕ ÏÛÉÂËÉ g^(z^).

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. úÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D ÕÚÌÏŒ ÒÅÛčÔËÉ. éÚ ŒÓÅÈ 1-ÃÅÐÅÊ C, ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó D, ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅÓÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ 1-ÃÅÐØ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÕ- ÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÕÚÌÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D (ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÕÔÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÒčÂÅÒ), ÐÒÉÞčÍ ÜÔÉ ÐÕÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍÉ. ôÁË ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÛÉÂËÉ ÐÏ ÓÉÎÄÒÏÍÕ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ŒÚŒÅÛÅÎÎÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ: ÄÁÎ ÇÒÁÆ G (Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÎÙÊ), ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÅÇÏ ÒÅÂÒÕ ÐÒÉÐÉÓÁÎ ŒÅÓ (Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÕÚÌÁÍÉ ÐÏ ÒÅÛčÔËÅ), ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁ- ÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÕÍÍÙ ŒÅÓÏŒ ÐÏ ÒčÂÒÁÍ, ŒÈÏÄÑÝÉÍ Œ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ.

äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ŒÚŒÅÛÅÎÎÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [11, ÇÌ. 11], ÇÄÅ ÏÐÉÓÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÓÎÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÎÁ ÉÄÅÑÈ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ).

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] áÈÏ á., èÏÐËÒÏÆÔ äÖ., õÌØÍÁÎ äÖ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ. í.: íÉÒ, 1979.

[2] œÉÎÏÇÒÁÄÏŒ é. í. ïÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. éÚÄ. 8-Å, ÉÓÐÒ. í.: îÁÕËÁ, 1972. [3] çÜÒÉ í., äÖÏÎÓÏÎ ä. œÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÔÒÕÄÎÏÒÅÛÁÅÍÙÅ ÚÁ- ÄÁÞÉ. í.: íÉÒ, 1982.

[4] ëÉÔÁÅŒ á. à., ëŒÁÎÔÏŒÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ: ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÛÉ- ÂÏË // õíî, Ć6, 1997.

[5] ëÌÉÎÉ ó. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ. í.: íÉÒ, 1973. [6] ëÌÉÎÉ ó. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÍÅÔÁÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. í.: éì, 1957. [7] ëÎÕÔ ä. éÓËÕÓÓÔŒÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ üœí. œ 3 Ô. í.: íÉÒ, 1977. [8] ëÏÓÔÒÉËÉÎ á. é., íÁÎÉÎ à. é. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. í.: îÁ- ÕËÁ, 1986.

[9] íÁË-œÉÌØÑÍÓ æ. äÖ., óÌÏÜÎ î. äÖ. á. ôÅÏÒÉÑ ËÏÄÏŒ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÈ ÏÛÉÂËÉ. í.: óŒÑÚØ, 1979.

[10] íÁÌØÃÅŒ á. é. áÌÇÏÒÉÔÍÙ É ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. í.: îÁÕËÁ, 1965. [11] ðÁÐÁÄÉÍÉÔÒÉÕ è., óÔÁÇÌÉÃ ë. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÑ. áÌÇÏÒÉÔ- ÍÙ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. í.: íÉÒ, 1985.

[12] ðÒÁÓÏÌÏŒ œ. œ. úÁÄÁÞÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. í.: îÁÕËÁ. æÉÚÍÁ- ÔÌÉÔ, 1996.

[13] òÏÄÖÅÒÓ è. ôÅÏÒÉÑ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÜÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÏÓÔØ. í.: íÉÒ, 1972.

[14] óÈÒÅÊŒÅÒ á. ôÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ É ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. œ 2 Ô. í.: íÉÒ, 1991.

[15] ûÁÆÁÒÅŒÉÞ é. ò. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ // áÌÇÅÂÒÁ-1. éÔÏÇÉ ÎÁ- ÕËÉ É ÔÅÈÎÉËÉ. óÅÒ. óÏŒÒ. ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ. ô. 11. í.: œéîéôé, 1986.

[16] ûÅÎÆÉÌÄ äÖ. ò. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ. í.: îÁÕËÁ, 1975. [17] ûÅÎÆÉÌÄ äÖ. ò. óÔÅÐÅÎÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ. í.: îÁÕËÁ, 1977. [18] üÒÄčÛ ð., óÐÅÎÓÅÒ äÖ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ. í.:

íÉÒ, 1976.

[19] Aharonov D., Ben-Or M. Fault Tolerant Quantum Computation with Constant Error. LANL e-print quant-ph/9611025 (extended version: Fault- Tolerant Quantum Computation With Constant Error Rate. LANL e-print quant-ph/9906129), http://xxx.lanl.gov ìéôåòáôõòá 187

[20] Aharonov D., Kitaev A., Nisan N. Quantum Circuits with Mixed States // STOC’29, 1997. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9806029,

http://xxx.lanl.gov)

[21] Bennett C., Brassard G., Cr«epeau C., Jozsa R., Peres A., Wootters W. Teleporting an unknown quantum state via dual classical and Einstein{ Podolsky{Rosen channel // Phys. Rev. Lett. Vol. 70, 1993. P. 1895{1899.

[22] Bennett C., DiVincenzo D., Smolin J., Wootters W. Mixed state entanglement and quantum error correction // Phys. Rev. Vol. A 54, 1996. P. 3824{3851. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9604024,

http://xxx.lanl.gov)

[23] Boneh D., Lipton R. Quantum Cryptoanalysis of Hidden Linear Functions // Proceedings of Advances in Cryptology | CRYPTO-95, Lecture Notes in Computer Science. Vol. 963. Springer-Verlag, 1995. P. 424{437.

[24] Boppana R., Sipser M. The Complexity of Finite Functions // Handbook of Theoretical Computer Science. Volume A, Algorithms and Complexity, Ch. 14. J. van Leeuwen, ed., Amsterdam et al.: Elsevier / Cambridge, MA: MIT Press, 1990. P. 757{804.

[25] Calderbank A. R., Shor P. W. Good quantum error-correcting codes exist // Phys. Rev. Vol. A 54, 1996. P. 1098-1106. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9512032, http://xxx.lanl.gov) [26] Calderbank A. R., Rains E. M, Shor P. W., Sloane N. J.A. Quantum Error Correction and Orthogonal Geometry // Phys. Rev. Lett. Vol. 78, 1997. P. 405-408 (electronic version: LANL e-print quant-ph/9605005,

http://xxx.lanl.gov)

[27] Deutsch D. Quantum theory, the Church-Turing principle and the universal quantum computer // Proc. R. Soc. Lond. Vol. A 400, 1985. P. 97.

[28] Deutsch D. Quantum computational networks // Proc. Roy. Soc. Lond. Vol.

A 425,1989. P. 73.

[29] Feynman R. P. Quantum mechanical computers // Optics News, February 1985. Vol. 11. P. 11.

[30] Fortnow L., Sipser M. Are there interactive protocols for Co-NP-languages // Inf. Proc. Letters. Vol. 28, 1988. P. 249{251.

[31] Grover L. A fast quantum mechanical algorithm for database search // STOC’28, 1996. P. 212{219.

[32] Kitaev A. Yu. Fault-tolerant quantum computation by anyons. LANL e-print quant-ph/9707021, http://xxx.lanl.gov [33] Knill E., La‚amme R. A theory of quantum error-correcting codes. LANL e-print quant-ph/9604034, http://xxx.lanl.gov [34] Knill E., La‚amme R., Zurek W. Threshold Accuracy for Quantum Computation. LANL e-print quant-ph/9610011, http://xxx.lanl.gov [35] Lautemann C. BPP and the polynomial hierarchy // Inf. Proc. Lett. Vol. 17, no. 4, 1983. P. 215{217.

188 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[36] Shamir A. IP=PSPACE // Journal of the ACM, Vol. 39, no 4, 1992. P. 869{ 877.

[37] Shen A. IP=PSPACE: simpli˛ed proof // Journal of the ACM, Vol. 39, no 4, 1992. P. 878{880.

[38] Shor P. W. Algorithms for Quantum Computation: Discrete log and Factoring // FOCS’35, 1994. P. 124.

[39] Shor P. W. Polynomial-Time Algorithms for Prime Factorization and Discrete Logarithms on a Quantum Computer // SIAM Journal of Computing. Vol. 26, 1997. P. 1484. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9508027,

http://xxx.lanl.gov)

[40] Shor P. W. Scheme for reducing decoherence in quantum memory // Phys. Rev. Vol. A 52, 1995. P. 2493{2496.

[41] Shor P. W. Fault-tolerant quantum computation // FOCS’37, 1996.

P. 56{65. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9605011,

http://xxx.lanl.gov)

[42] Simon D. On the Power of Quantum Computation // FOCS’35, 1994. P. 116{ 123.

[43] Sipser M. Introduction to the Theory of Computation. Boston: PWS Publishing Company, 1997.

[44] Steane A. M. Multiple particle interference and quantum error correction // Proc. Roy. Soc. Lond. Vol. A 452, 1996. P. 2551. (electronic version: LANL e-print quant-ph/9601029, http://xxx.lanl.gov) [45] Watrous J. PSPACE has 2-round quantum interactive proof system. LANL e-print cs.CC/9901015, http://xxx.lanl.gov [46] Yamakami T., Yao A. C. NQP_C = co-C=P . LANL e-print quant-ph/ 9812032, http://xxx.lanl.gov [47] Yao A. C.-C. Quantum circuit complexity // FOCS’34, 1993. P. 352. [48] Zalka C. Grover’s quantum searching algorithm is optimal. LANL e-print quant-ph/9711070, http://xxx.lanl.gov

STOC = Proceedings of the Annual. ACM Symposium on Theory of Computing. New York: ACM Press.

FOCS = Proceedings of the Annual Symposium on the Foundations of Computer Science. Los Alamitos, CA: IEEE Computer Society Press.

ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

áÌÇÏÒÉÔÍ 16

{ çÒÏŒÅÒÁ 67{71 { åŒËÌÉÄÁ 38 { ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ 35 { ËŒÁÎÔÏŒÙÊ 72 { ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ 93{100 { ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÙ { { Œ Z^k 101{103 { { Œ Z^k_2 90{91 { ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ 28 { ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ 38{40 áÍÐÌÉÔÕÄÁ 9, 50, 73 áÎÉÏÎÙ 14, 137 âÉÔ 8

{ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ (q-ÂÉÔ) 48 âÒÁ-ŒÅËÔÏÒ 51 œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ

{ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ 35 { ËŒÁÎÔÏŒÏÅ 11, 66 { ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÅ 27 { ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ 56 çÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ 138 { k-ÌÏËÁÌØÎÙÊ 108 çÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÇÒÁÆ 27 çÁÍÉÌØÔÏÎÏŒ ÃÉËÌ 27 çÒÕÐÐÁ 88

{ (Z/qZ)^∗ 92, 93

{ ESp_2(n) 130, 132 { SO(3) 59, 65 { SU(2) 65 { Sp_2(n) 131 { U(1) 65 { U(2) 59

{ Zk 100{103

{ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ 90 äîæ 22 úÁÄÁÞÁ

{ 3-ëîæ 32 { 3-ÒÁÓËÒÁÓËÁ 34 { TQBF 47, 57 { ãìð 33 { ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ 31 { ËÌÉËÁ 34 { ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ 108 { ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÁ 91 { ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÁ 101 { ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 158 { Ï ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ 34 { Ï ÓËÒÙÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ 88, 101 { ÏÂ ÜÊÌÅÒÏŒÏÍ ÐÕÔÉ 34 { ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÒÏÓÔÏÔÙ 37 { Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 88 { ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÂÏÒÎÁÑ 67 { { Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ 67 { ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÞÉÓÌÁ 91 éÚÍÅÒÅÎÉÅ 73, 82

{ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ 87 { ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ 85, 86 éÓÐÒÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ 119, 125{127 { ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÄÁ 136 ëîæ 22, 32 ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

{ ÄÌÑ ÞÉÓÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ 74 { ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 76 { ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11, 50, 66 ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ÔÅÌÅÐÏÒÔÁÃÉÑ 84, 180{ 182

190 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

ëŒÁÎÔÏŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ

73, 100, 175{176 ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒ 10, 48 ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ÒÅÇÉÓÔÒ 52 ëÅÔ-ŒÅËÔÏÒ 50 ëÏÄÙ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÅ ÏÛÉÂËÉ 117

{ ËŒÁÎÔÏŒÙÅ 12, 117 { { ûÏÒÁ 127 { { ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ 129, 132{ 134 { { ÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ 134{136 { ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ 118 { { èÜÍÍÉÎÇÁ 120 { { ÌÉÎÅÊÎÙÊ 120 { { Ó ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ 119

ìÉÔÅÒÁÌ 22

íÁÔÒÉÃÁ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ 76 íÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ 59, 127{128 íÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ 16

{ ÁÌÆÁŒÉÔ 16 { ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ 35 { ŒÎÅÛÎÉÊ ÁÌÆÁŒÉÔ 16 { ŒÈÏÄ 17 { ÇÏÌÏŒËÁ 16 { ÌÅÎÔÁ 16 { { ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÞÁÓÔØ 17 { ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÁÑ 25 { ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ 16 { ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ 27 { { ÐÕÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ 28 { ÐÕÓÔÏÊ ÓÉÍŒÏÌ 16 { ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ 17 { Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ 26 { Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 46 { ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ 16 { ÔÁÂÌÉÃÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ 23, 32 { ÔÁËÔ ÒÁÂÏÔÙ 17 { ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ 20 { ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ 17 { { ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ 16 { ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ 16 { ÑÞÅÊËÁ 16 îÏÒÍÁ

{ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ 62 { ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔÉ 122{124 { ÓÌÅÄÏŒÁÑ 121 ïÐÅÒÁÔÏÒ

{ äÏÊÞÁ 65 { ôÏÆÆÏÌÉ 55 { æÒÅÄËÉÎÁ 167 { ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÊ 84, 85 { { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 86 { ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ 54 { ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ 62 { { Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ 63 { ÐÒÏÅËÔÏÒ 74 { ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ 53 { { Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ 53 { Ó ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÕÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ 58 { ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ 51 { ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ 51 ïÒÁËÕÌ 88

{ ËŒÁÎÔÏŒÙÊ 90 { ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ 89 ïÛÉÂËÁ

{ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ 128 { ÆÁÚÏŒÁÑ 128 ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÒÏÓÔ 20 ðÒÅÄÉËÁÔ 18

{ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÊ 18 ðÓÅŒÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ 44 òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÍÉÄÔÁ 78 òÅÓÕÒÓ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ 18

{ ŒÒÅÍÑ 18 { ÐÁÍÑÔØ 18 óŒÉÄÅÔÅÌØ 37 óÉÎÄÒÏÍ 136 óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 51 óÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ 20

{ BPP 35, 36, 116 { BQNP 103{116 { BQP 72 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 191

{ MA 104, 116 { NP 28, 29, 116 { { NP-ÐÏÌÎÏÔÁ 31 { { ÓŒÏÄÉÍÏÓÔØ (ÐÏ ëÁÒÐÕ) 31 { PP 72 { PSPACE 20, 116 { P 20 { P/poly 23 { ˝k 42 { ˚k 42 { áÒÔÕÒÁ É íÅÒÌÉÎÁ 30, 104, 105 { ËÌÁÓÓ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ (co-A) 41 { ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÇÒ 41, 104, 116 óÏÓÔÏÑÎÉÅ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ { ÂÁÚÉÓÎÏÅ 9, 48 { ĂÚÁÐÕÔÁÎÎÏÅĄ (entangled) 54 { ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ 54 { ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ 76 { ÞÉÓÔÏÅ 76 óÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ 9, 49 óÈÅÍÁ

{ ÂÕÌÅŒÁ 21 { { ÂÁÚÉÓ 21 { { ÇÌÕÂÉÎÁ 26 { { ÇÒÁÆ 21 { { ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ 22 { { ÒÁÚÍÅÒ 22 { { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ 22 { { ÆÏÒÍÕÌÁ 21 { ËŒÁÎÔÏŒÁÑ 10, 53 { { ÂÁÚÉÓ 53 { { ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ 64 { { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ 64 { { ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ 71 { ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ 54 { { ÏÞÉÓÔËÁ ÍÕÓÏÒÁ 56 { { ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ 55 óÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 22

ôÅÚÉÓ þčÒÞÁ 19 ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 50 { ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ 52 õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ 112 õÓÉÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ampli˛ca- 36, 67, 105, 107

æÉÚÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ 79 { ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ 83 { ÐÏÔÅÒÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔÉ (decoherence) 81 { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÓÕÍÍÕ 177 { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ 79, 80, 179{180 æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 21 æÕÎËÃÉÑ

{ ÂÕÌÅŒÁ 21 { { ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ 22 { { ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ 22 { { ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ 22 { { ÔÁÂÌÉÃÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 22 { ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ 18 { ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑ (majority) 27, 67 { ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ÂÉÔÁ (Controlled NOT) 55 { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ 18 { ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ 16, 103 þÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ 77 üÌÅÍÅÎÔ | ÓÍ. ïÐÅÒÁÔÏÒ üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ 52 ñÚÙË 18